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Introduccién

% El concepto de EEFF introducido por Turner y colaboradores en 1956
% Base del anélisis por EEFF:

> Descomposicién de un dominio en un niimero finito de subdominios (Elementos)

> Aproximacién de una variable de campo, desplazamientos, mediante funciones apro-
ximadas dentro de cada elemento

> Los nodos estan en limites de cuerpo, o conectando unos elementos con otros.

> Un nodo determina las coordenadas en el espacio donde los gdl y las acciones sobre
el sistema fisico tienen lugar

Introduccién

% La esencia del método de los elementos finitos es aproximar los desplazamientos elemento
por elemento, utilizando funciones por trozos

% El desplazamiento en el elemento se determina, generalmente mediante polinomios.

Introduccién
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Introduccién

* Método Directo
> A partir del comportamiento fisico del sistema
* Método Analitico

> Utilizando matrices y funciones

> Se intenta explicar la “fisica” del sistema

Método Directo Ecuaciéon de un muelle




F=k-5 (1)

Método Directo Muelle generalizado

18y 18
1 — 2 — 3

Método Directo Muelle generalizado
En el equilibrio se tiene que F; + Fj, = 0 o que Fj, = —Fj

Fyo=k- (5 — 5,
Fy = k- (0; — 0x) )

Ordenando los resultados anteriores en forma matricial,

(E1-15 3% o

F=K.§¢ (4)
Método Directo Sistemas de muelles
1 1
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Método Directo Sistemas de muelles
dos constantes diferente, ki y ko
F+F+F,=0 (5)

Fi=k - (51' - 5]') (6)
Fk = ]{Zg 3<5k — 5])



Método Directo Sistemas de muelles

F; kv =k 0 0;
F} = —kl kl + kg —]{32 5j (9)
Fy, 0 —ko ko O

F=k-6 (10)

donde k es la matriz de rigidez Problemas Unidimensionales. Introduccién
% Utilizacion de la energia potencial total, relaciones esfuerzos-deformacién unitaria.
% El procedimiento es es mismo para 1D, 2D y 3D
% Los vectores u, o, €, T y f dependen de la posicion z
% Las relaciones entre deformacién unitaria y esfuerzo son: o = Fey € = Z—Z
Introduccién

% Fuerzas

> f =fuerza por unidad de volumen. Peso propio

> T =fuerza por unidad de superficie. 1D Fuerza por unidad de longitud. Resistencia
por friccién.

> P, =fuerza puntual

% La idea basica es discretizar y expresar el campo de desplazamientos en términos de
valores en puntos discretos.

Coordenadas y Funciones de Forma

% Sistema Natura o Intrinseco

T2 — I
Coordenadas y Funciones de Forma

% El campo de desplazamiento desconocido dentro de un elemento sera interpolado por una
distribucién lineal

% La aproximacién es mas exacta cuanto mas pequeno sea el tamano del elemento

% La interpolacion lineal se realiza utilizando las siguientes ecuaciones.



4 = des azous ot
waedall.
Nig = ot (12)
A (13)
u = Nigi + Nago (14)

Coordenadas y Funciones de Forma

% Las funciones de forma tienen comportamiento lineas

Coordenadas y Funciones de Forma

Y Forma vectorial de la funciéon de forma.

u N1q1 + Nago (15)
u = Nq (16)
N = [N N, ] (17)
a=]a @] (18)

% q =Vector de desplazamientos del elemento
Coordenadas y Funciones de Forma

% Las coordenadas en x se han interpolado dentro del elemento utilizando las mismas fun-
ciones de forma.

% Formulacion Isoparamétrica



> Cuando los desplazamientos u y las coordenadas x son interpoladas usando las mimas
funciones de forma N; y Ny

r = Nll'l + NQIL‘Q (19)

u = Niq1 + Nago (20)

Coordenadas y Funciones de Forma
% En general las funciones de forma deben satisfacer:

> Las primeras derivadas deben ser finitas dentro del elemento

> Los desplazamientos deben ser continuos a través de la frontera del elemento

Ecuacion deformacion unitaria

du  dud&
— B _ 55 21
© T A dedx (21)
d¢ 2
= 22
dx To — T (22)
1— 1+

u = Ng=— S+ 5 0 (23)

du —q1 + (2
- - 44 24
] + @2 (25)

To — X1
e = Bq (26)

Coordenadas y Funciones de Forma. Ley de Hooke
e = Bq (27)
-1 1
B = —[ ] (28)
To — X1
* Ley de Hooke

o = EBq (29)

Coordenadas y Funciones de Forma. Resumen

% Relaciones de las coordenadas, los desplazamientos, los desplazamientos unitarios y las
tensiones, en funcién de las valores nodales

u = Nq (30)
e = Bq (31)
o = EBq (32)

Energia potencial y equilibrio

* En sélidos se busca la relacién entre los desplazamientos u que satisfaga las condiciones
de equilibrio.

% La solucion exacta es compleja de obtener

% Utilizacion de métodos aproximados



> Energia potencial
> Método de Rayleigh-Ritz
> Método de Garlekin

Energia potencial y equilibrio

* En sélidos se busca la relacién entre los desplazamientos u que satisfaga las condiciones
de equilibrio.

% La solucién exacta es compleja de obtener
* Utilizacion de métodos aproximados
> Energia potencial
> Método de Rayleigh-Ritz
> Método de Garlekin
Energia potencial y equilibrio

% La energia potencial de un cuerpo elastico se define como la suma de la energia de defor-
macién unitaria total (U) mas el potencial de trabajo (WP)

II = U+WP (33)
% Materiales lineales elasticos
1
U=- / oledV (34)
2 )y
Energia potencial y equilibrio
WP=— / u’fdv — / u’ TdS — Z u!P; (35)

% Energia Potencial para un cuerpo elastico

1
M= - / oTedV — / ultdv — / u'TdS - > ulP; (36)
2 7 1% S 7

Energia potencial y equilibrio
% Se supone que es un sistema conservativo
% Principio de la energia potencial

> En sistemas conservativos, la energia potencial tiene un minimo en aquellos despla-
zamientos cinematicamente admisibles que se corresponden con las condiciones de
equilibrio.

> Si es minimo = el estado de equilibrio es estable.
Energia potencial y equilibrio

% Energia Potencial 1D

1
1= 5 / oleAdr — / ul fAdz — / u' Tdx — ZM‘P@‘ (37)
L L L i

% Como el modelo se ha dividido en elemen}os finitos, la energia quedaria



H:Z%/eaTeAdx—Z/equAdx—Z/euTde—ZQiPi

% En el término de las cargas puntuales se supone que se aplican sobre los nodos

Matriz de rigidez del elemento

% Partiendo de la energia de deformacion unitaria

1
U, = E/UTeAdx
u = Nq
e = Bq
o = FEBq
Matriz de rigidez del elemento
1
Ue = 3 / q' B EBqAdx
1
— §qT/[BTEBAdx] q
2
= — -1
£ g (x — 1)
g 2
der X9 — 14
To — T le
dr = dé = —d
’ g k=%
Eell,=1] ;5 l.= vy —

Matriz de rigidez del elemento

% B es una matriz constante

1 . !
U. = -q° Ae—EeBTB/ dé| q
2 2 1
-1 1
L[]
To — X1
1 » 1] -1
U, = 3 AezeEeE[ ) ][—1 1]q
1 JAE | 1 -1
LR IS
Matriz de rigidez del elemento
1
Ue - Tke
2(1 q

% Matriz de rigidez k¢ del elemento

k¢ =

EBAB

o

% Ecuacion [52] muy parecida a la energia ugitaria de un resorte simple

1

-1

1

(52)

(53)



Términos de fuerza

% Fuerzas en el cuerpo

/quAdx = Aef/(N1Q1+N2Q2)d$

B Af [ Nyda
/equAdl‘ - qT{AeffeN;dI}

l
dr = =d
T 25

Términos de fuerza

% Evaluando las integrales

% Término de fuerzas

Términos de fuerza

Y Término de fuerzas

/UTfAdI‘ — qTAglef |: } :| :qTfe
e Adef |1
v - 50

% A.l. =volumen del elemento

* f =fuerza por unidad de volumen

% La ecuacion |62 se divide la fuerza en los dos nodos
Términos de fuerza

% Fuerzas de traccion. T es constante dentro del elemento.

/uTTd:v = /(N1q1 + Nago) Tdx
Tfe Nldl‘

T T
/equx = q {Tfedex}

/ w'Tde = 'T°

Tl
=

2 1

Términos de fuerza

(54)

(55)
(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)



% La energia potencial total

=_Q"KQ - Q'F
% K =Matriz de rigidez global
* F =Vector de carga total
* Q =Vector de desplazamientos totales

Ensamblado de las matrices K y F

% Energia potencial total

m =) %queq EDICEIED DL AP (68)

= ;Q'KQ-Q'F

Ensamblado de las matrices K y F

(69)

V&
Ensamblado de las matrices K y F
* Elemento 3
U _ 1 Tk3
3 = 2q q
1 ~E3A
U3 = 5(171% . |: 1
3 -1
q = [ Q3 Qq }

Ensamblado de las matrices K y F

% Elemento 3
10

(70)

-1 } (71)

(72)



1
Us = §qu3q
Uy = 3 T z - [3] 1 -1
s -1 1
q = [Q3 Q4}
Ensamblado de las matrices K y F
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
U3 = §QT 0 0 E:?A:; E3A3 0
0 0 —fds mho
3 3
00 0 0 0
T
Q = [Q1 Q Qs Qi Q5]
K = ) K°
Ensamblado de las matrices K y F
0 0 0 0 0
. 1QT 0 0 0 0 0
3 = 3 E3A E3A
0 0 —hmomhog
0 0 0 0 0
T
Q = [Q1 @ Q3 Qi Qs ]
K = ) K
Ensamblado de las matrices K y F
[ 1 -1 0 0 0] [0 0 0
-1 1 000 0 1 -1
A E A E
K:l1 0 0 000 ; 0 -1 1
! 0 0 000 2 0 0 0
| 0 0 0 0 0] 0 0 0
[0 0 0 0 0] [0 00 0
00 0 0 0 000 O
AsE AWE
; 00 1 —10 14 000 0
3 00 -1 1 0 4 000 1
00 0 0 0] 100 0 —1

Ensamblado de las matrices K y F

11
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Jh; kL
@ u 4,7} ko ly
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Ensamblado de las matrices K y F

F = ) f (77)

Al f (ZA;“zllf + %)f 15T 0
( 2 +%)+<222 +%) P
F o= | (82l bl g (Aspl plah) ) g} (78)
(ApL+ ) + (AL 4 18) || 0
(B + 4) 0

Propiedades de K
% La dimensién de K es(Numero Nodos x Nimero Nodos)
% Es simétrica

Condiciones de Contorno

% En sistemas conservativos, la energia potencial tiene un minimo en aquellos desplazamien-
tos cinematicamente admisibles que se corresponden con las condiciones de equilibrio.

% Las ecuaciones de equilibrio se obtienen minimizando la Energia Potencial, con respecto

aQ
% Las condiciones de contorno son usualmente del tipo: Q1 = a1, Qp2 = ag, - - -
% (p1 desplazamiento en el grado de libertad p;
Método de la penalizacion
% Método para la resolucién del sistema
> Obtencién de desplazamientos, reacciones, tensiones, - - -
% Se considera (01 = a;
% Sobre el soporte se supone aplicado un resorte de gran rigidez, C.

% Energia unitaria del resorte Uy = %C’ (Q — a1)2
12



Método de la penalizaciéon

Método de la penalizacién

% Energia Potencial

1 1
II = §QTKQ + 50 (Q1— a1)2 - Q'F (79)
oIl
390, =0 (80)
i = 1,---,N (81)
k11+c /{31]\[ Ql F1+OCL1
P : = : (82)
kn <o knn On Fn

Método de la penalizacién
% Enfoque aproximado, depende de las fuerzas de reaccién y la eleccién del valor de C.

% Desarrollando la 1% ecuacion de

(k1 +C)Q1+ -+ kinQy = F1+Cay (83)
k k F
(%+1)Q1+---+17NQN = St (84)

% Si C los suficientemente grande ()1 ~ a;

C = max|k;| x 10> (10°107) (85)
Cargas Térmicas
% Cambio de temperatura en un material isotrépico lineal.

Y Problema de esfuerzos térmicos

% Conocido AT (x)

€ = aAT (86)

Cargas Térmicas 13



% Teniendo en cuenta las cargas estructurales y térmicas

a -
’\ J= 56&‘60)
|
|
\
&
A !
\
‘ S
el -
Cargas Térmicas
o = E(e—¢) (87)
uy = %0 (€ —€o) (88)
1
w = 3 (e —e0)" E (€ —€) (89)

% Integrando sobre el volumen de la estructura se obtiene la energia

1

U = /L 5 (e —e0)" E (€ — €o) Adx (90)

Cargas Térmicas

Y Para un elemento unidimensional

% Cambiando a coordenadas naturales

U = Z%Ae%/_l (e —e0)" E (€ —€) de (91)

e = Bq (92)
U = ZET EAl—e/lBTBdg - TEAl—ee/lBTdf
- - 2q e 62 . q q e 62 0 .
1 .
+ D 5BAc (93)

Cargas Térmicas

% El primer término energia calculada para elemento 1D, determinacién de la matriz de
rigidez del elemento

% El dltimo término es constante, se cancela en la obtencién de las ecuaciones de equilibrio.

% El segundo término da la carga térmico ©°

l 1
0° = EeAeE%O / B”d¢ (94)
-1
Cargas Térmicas
-1 1
B = —[ } (95)
To — X1
E Ad.aAT | —
O° = —Oé{ 1} (96)
Tz L



* AT promedio de temperatura dentro del elemento

Y ©° se ensambla dentro del vector de fuerzas

F = ) (f+T°+0°)+P (97)

€

Cargas Térmicas
% Una vez resuelta F = KQ en Q

* El esfuerzo se obtiene utilizando la siguiente ecuacién

o = FE(Bq-—aAT) (98)

S [ -1 1]q— EaAT (99)

Lo — X1

Sistemas Articulados Planos
% Las barras de los sistemas articulados tienen diferentes orientaciones
% Sistemas de Coordenadas Local 2’
> Cada nodo 1 gdl
% Sistema de Coordenadas Global zyz
> Cada nodo 2 gdl
% Numeracion Sistematica

> Nodo j
> Tiene 2 gdl: Q251 en x; (QQ2; en y;

Sistemas Articulados Planos

Sistemas Articulados Planos

Y Sistema Local

« = [d ] (100)
* Sistema global

15



T

a=[a & ¢ o) (101)
¢, = qcosf+ gysend (102)
¢y = qzcosf+ qusend (103)
Sistemas Articulados Planos
% Utilizando los cosenos directores
| = cosh="22 l_ at (104)
m = cos¢=senf = yQZ_yl (105)
= @ -+ (e —w) (106)
qd = Lq (107)
I m 0 O
N [ 0 0 [ m } (108)
Sistemas Articulados Planos. Matriz de rigidez
% Es un elemento 1D en el sistema local
E.A 1 -1
r e{le
k' = i { 11 } (109)
1
Ue = 5d'Kdq (110)
qd = Lq (111)
1
U = 5qT (L'KL) q (112)
k = LKL (113)
Tensiones y Reacciones
% Determinacién de las tensiones y las reacciones en los elementos
o = FE.e (114)
E q
= “[-11 ! 115
7 le [ ] { i } (115)
qd = Lq (116)
c = E.BLq (117)
(R+F) = KQ (118)
R = KQ-F (119)

Sistemas Articulados Planos. Cargas Térmicas

Y Cambio de sistema de referencia

% €o por temperatura, o bien por la introduccion de algin elemento maés largo o mas corte,
por error de fabricacién

® = E.AlcB (120)
e = aAT (121)

Sistemas Articulados Planos. Cargas Té%nicas



* La energia potencial es la misma en ambos sistemas de referencia
qTG') — q/T®l
qT(_) — qTLT@/
© = L'e
o = FE(e—¢)
% Se sigue el mismo procedimiento de resolucién

Sistemas Articulados 3D

4,7 4 74V

Sistemas Articulados 3D

% Cambio de sistema de referencia

T
d = [4 & ]
T
q [ @ ¢ a1 ¢ g ]
q Lq
L_lmnOOO
10 0 01l m n

Sistemas Articulados 3D

Y Cambio de sistema de referencia

To — X1
| =
le
Y2 — Y1
m =
le
29 — 21
n =

le
o= (@2 — o)+ (2 — 1) + (22— 21)

Vigas
% Vigas con seccién transversal simétrica con respecto al plano de carga.

* Para deflexiones pequenas se puede utilizar la teoria elemental de vigas

M
O':—Ty
_0'
c = F
v M
di? ~ FEI

Vigas

~—~
—_
[\
w
—_— — — ~—

(130)
(131)
(132)

(133)

(134)

(135)

(136)



!
PErDettAcTon
pe eje
Newe

Vigas
% Utilizando el método de la energia potencial
% La energia deformacién unitaria dU para un elemento de longitud dx

* v es la deflexién del eje centroidal en la posiciéon x

Vigas
1
U = 5 AaedAdx (137)
1 [ M?
1 M>
1 L d2 2
Usiga = 5 /0 EI (d—xz) dx (140)

L d2'U 2 L ,
I = 5/0 EI(@) —/0 pvdw—zm:vam—zk:Mkvk

1 I 3 Y s
(O
g(b I 1¢a
JUoo

Formulacién del Elemento Finito

% Las funciones de forma son diferentes a lo anteriormente estudiado, estan relacionados
valoras nodales y pendientes

% Funciones de forma de Hermite
18



Formulacién del Elemento Finito

H, = a;+ b€+ +d&?

H, = 411(2—35%3)
H, = ;1(1_5 &+ &%)
Hy = 411(“35 'S
He = 7(-1-£+848)

Formulacién del Elemento Finito

% Las funciones de Hermite sirven para expresar v como

v(§) =

Tr =

le =

dv
d¢
v(§) =

dv

H1U1 + H2 (iilé_) -+ H3U2 + H4 (dé_
1+ 2Ty X9 — X
2 2

T2 — 1

dvdx 1. dv

devdé — 2dx

§

l. l.
Hyq + §H2Q2 + Hsqs + §H4Q4

Formulacién del Elemento Finito

l
H = |iH175€H27H37

v = Hq

le
—H
2 41

% La energia de deformacion unitaria del elemento esta dada por

Formulacién del Elemento Fi

Ue
dv

dx
d?v
da?

v

d*v

dx?

Formulacién del Elemento Fi

°H
()

* Integrando

nito

1 v\’
- 31 ()
2 dv
e d¢
4 d?v
12 dg?
— Hq

_ ol (#HN (PH
- T \age) (a2 )4
nito

I3 1+3§z
B {55’ 2

143¢1,

2

19
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(141)
(142)

(143)
(144)

(145)

(146)

(147)
(148)
(149)

(150)

(151)
(152)

(153)
(154)

(155)

(156)

(157)



Vector de Carga

1

U = —-qTke.
2(1 q
12
EI | 6l,
T |
6.

% Considerando una carga distribuida p

-1
/pvdx = (%/ Hd§> a
I 2 N

/ pvdr = fgq
le

Vector de Carga

Vector de Carga

fe: |:+

VIGA SIMPLE EMPOTRADA: carga uniforme q en todo el vano.

6. —12 6l
A2 —6l, 202
—6l, 12 —6l,
202 —6l, Al

ple pl? pl. pl?

2712727 12

Reacciones y solicitaciones

+ b .
T Cortantes:

Iﬂlllh Flectores:

Mg :7%[L276Lx+6x2)

.
-
] W

22 X2?
, EHaE qL
7 | Reacciones: | R, =Rg =

L L
VAB:‘I[;”‘] Va=-Vg =

2
M, =M, =95

mix =~ para XZE M, =0 para x=02113L
Vg 24 2
M, Ms Deformaciones
]
4

1 Elistica: — il

I\ / 24EI|L 12
{12 .
Flecha mdxima: Vomix = para x=—
N 384EI 2

M nax
Loading Equivalent Nodal Loading

qlllLlll#

i
i~

(5

wl?
12

f

>
S

I3
=~

w

3wl

(4

3
S
=

I~
le— ”{g ‘,t',|
(_,4 Sl

3
=

|
!;;.F

(:‘._ oo

PL
8

X
]

&
=

il

(158)

(159)

(160)
(161)

(162)

Esfuerzos cortantes y momentos flectores Se obtiene el momento flector y el esfuerzo

20



cortante del elemento:

EI d*v
M = —— 163
12 da? (163)
dM
T = — 164
T (164)
ET
M = 50 [66q1 + (3§ — 1) lega — 6§q3 + (3§ + 1) [cqu] (165)
6ET1
T = B (2q1 + leg2 — 2g3 + leqa) (166)
(167)
Esfuerzos cortantes y momentos flectores
* Reacciones en los apoyos
R = KQ-F (168)
Pérticos
x
Poérticos

% En un sistema generalizado xy el vector de desplazamientos serd q = [ @ Q2 Q3 Qi Q5 Qg ]

% Se puede definir un sistema de referencia x'y’ en que 2’ esté alineado con el eje de la viga
d=[aq & & & ¢ 4]
% En ambos sistemas los giros seran los mismos ¢s = ¢4 y ¢6 = ¢;
q =Lq (169)
Porticos

% En la figura se observa que en el sistema alineado z'y/

> los desplazamientos ¢5, g3, ¢5 ¥ ¢ son los mismos que en una viga alineada con el
eje X

>> Por su parte ¢ y ¢ se comportan como una barra de un sistema articulado

21



Porticos

J7s o0 0 o0 o
. i 0 12151 Ggf 0 —léEI 651
e = 6EI  4EI —6EI  2EI
KT L S A
@) | 70 o £ 0 0
—12EI  —6EI 12EI  —6EI
I i
6EI  2EI —6EI  4EI
q_é 2 le 0 12 e
Poérticos s -
1 1
U = 5d"ked = 5a'L'kLq (170)
[ I m 0 0 0 0]
-m (0 0 0 0
o 01 0 00
L = 0O 00 I mOoO (171)
0O 0 0 —m [ 0
| 0 0 0 0 0 1]
k. = LTK/.L (172)
Pérticos
% La carga distribuida se asigna a los desplazamientos que los pueden asumir
q/Tfl — qTLTf/ (173)
o le 12 l. —pl?
o= fog o F (174
f = LTf (175)

Porticos

Pérticos 3D

% Los poérticos 3D aparecen en el calculo de estructuras, tanto para edificios como para
maquinas como coches o bicicletas.

% Cada nodo tiene 6 grados de libertad: 3 gfsplazamientos y 3 giros



* El vector de desplazamientos de un elemento es un vector de 12 x 1
% Se tienen dos sistemas de referencia:

> Local: 2'y/2’/

> Global: zyz

Porticos 3D

Yoi-5 1 F6j= %) 9¢j-3 = vemaitHiaN™s

%2 %1 Y = oS

Porticos 3D

Porticos 3D

% El proceso de determinacion de los unitarios se basa en la bisqueda de una matriz de giro
R, que alinea el vector [1,0,0] con el unitario en la direccién x’.

% El procedimiento anterior se realiza con la funciéon unitariox10.m
Pérticos 3D
% Los parametros son:

> A=Area,l,, = Momento de inercia en ', I., = Momento de inercia en 2/, J= Mo-
mento de inercia polar

> E= Moddulo de Elasticidad, G= Mddulo de Elasticidad Transversal

* Comparando el comportamiento de los distintos grados de libertad, se obtiene la matriz
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Porticos 3D

[AS 0 0 0 0 0 -AS 0 0 0 0 0
Q. 0 0 0 bzl 0 —Qy 0 0 0 bZ/
ay 0 —by 0O 0 0 —ay 0 —by 0
TS 0 0 0 0 0 =TS 0 0
¢y 00 0 by 0 dy O
’r Cyt 0 —bzl 0 0 0 dzl
k= AS 0 0 0 0 0 (176)
.y 0 0 0 b
Ly 0 by 0
TS 0 0
Cy/ 0
- CZ/ -
Porticos 3D
AS = EZA (177)
TS = Cj‘] (178)
12E1L,
ay = B (179)
6EL,
by = 2 (180)
Cy = 4EZ‘IZ/ (181)
2E1,
dy = l z (182)
Porticos 3D
% La matriz de transformacion del sistema local al global
qd = Lq (183)
A 0 0 0
0O X 0 0
L = 00 X O (184)
| 00 0 A
[ ll mi N U;
A = lg Mo MNo = Uly (185)
i lg ms3 MNn3 UIZ

Pérticos 3D
% 11, m1, y n1 son los cosenos de los angulos entre el eje 2’ local, y x global
* I3, ma, v Ny son los cosenos de los dangulos entre el eje ¥’ local, y y global
% I3, ms3, y nz son los cosenos de los angulos entre el eje 2’ local, y z global
Pérticos 3D

% La matriz de rigidez del sistema sera:

K =, 4LTKL (186)



% Si tiene cargas en el eje v’ v en 2/

2 : 2
¢ = { 0 —Pyile —P_le =Py r1g —p_j12 —Pyrle —P_sle Pyrie P_,12 ]
12 12 12 12

)
)

f = LTf (187)
Elementos Bidimensionales

* El vector de desplazamientos viene dado por

u = [u U]T (188)

% Las tensiones y los desplazamientos unitarios estan dados por

T

o = [0 0y Ty ] (189)
T
e = e g Yy | (190)
Elementos Bidimensionales
3
| it:‘ur}% :
| b= esqecor
T \ -
* gz Jueras
u\\fn’fzv{;\j all
LR
Elementos Bidimensionales
* Los esfuerzos vienen dados por
T
f = [f f] (191)
T - [7. 7,] (192)
av = tdA (193)
Elementos Bidimensionales
% La relacién entre el desplazamiento unitario y el desplazamiento viene dado por:
e = [@ o (8—“+@)]T (194)
7 or Oy Oy Or
o = De (195)

% Donde D para un estado tensional plano

Conectividad o5



Modelado

Modelado

v Ahora 3 nodos forman un elemento

% Los elementos cubren casi todo el cuerpo excepto una pequena parte exterior

% La region sin mallar se puede reducir el tamano de los elementos

Triangulo con deformacién unitaria constante

% Los desplazamientos en el interior del elementos son aproximaciones, determinadas a

partir de las funciones de forma

% Se toman las siguientes funciones de forma

N = ¢

Ny =1

Ny = 1-&—n

1 = N1+ Ny+ Nj

Triangulo con deformacion unitaria constante

% En la aproximacion Isoparamétrica los desplazamientos se toman

u = Niqi + Nags + Nigs
= Nig2 + Naqs + N3gs

u = (@ —¢q)&+(g3—q5)n+gb
= (2 —q6) &+ (qu —q6)n + ¢6

Triangulo con deformacion unitaria constante

Y En forma de matriz se obtiene 9%

N N N /N
—_
Ne)
=3

— e N N

(200)
(201)

(202)
(203)



N

u

Triangulo con deformacion

[N 0N, 0 N O
=10 N 0 N 0 N, (204)
~ Nq (205)

unitaria constante

% Para el elemento triangular, las coordenadas x e y se pueden poner en funcién de las

funciones de forma

% Representacion Isoparamétrica

8 8 € 8 € &

Triangulo con deformacion

= Nizi + Nozy + N33 (206)
= Ny + Naya + N3ys (207)
= (z1—23) &+ (w2 —x3) 1 + 23 (208)
= (W —ys) &+ (W2 —yw)nt+ys (209)
= 213§ + Ta3n + X3 (210)
= Y13 tyasn +ys (211)

unitaria constante

Y Para la determinacion de las deformaciones unitarias es necesario determinar las derivadas

parciales y de u y v

Triangulo con deformacion

r

{

Triangulo con deformacion

Lk

du
%
0y

v
3
dy

u = u(z(&n) yEmn)) (212)
v = v(x&n) y(&n)) (213)
Ju  Oudx  OJudy (214)
o6 OxdE Oy O
dv  Ovdx  Ovdy (215)
on  OxOn Oyon
unitaria constante
[0z Oy | ( ou
L On On | dy
Coe oy ]
J = |5 & (217)
L an an |
J = T13 3/13] (218)
| T23 Y23
_ 1 Y23 Y13 3—? (219)
detJ | —xo3 13 ‘g—j;
unitaria constante
_ 1 Y23 —U13 2—2 (220)
det | —x23 13 2—2
du
g
= , 8_ya (221)
o T on
= Bq (222)
1 yaz 0y 0 w2 O
= detd 0 T32 0 T13 0 T21 (223)
$322F}J23 T13 Y31 T21 Y12



Criterio de la Energia potencial

1
m = - / eTDetdA — / uTftdA — / uTtdl - > ul'P;
2Ja A L g

1
U, = 3 / eTDetdA

e

1
= 3 / qt'BTDBqtdA (224)

% Se toman las matrices D B y el espesor t constante

Criterio de la Energia potencial

1
U = -At.q'BTDBq

2
1
= 3d"keq (225)
k. = At.BTDB (226)

Criterio de la Energia potencial
% Donde la matriz D
* Esfuerzos planos

> Un cuerpo fino esta sometido a un estado tensional

> Se toma o, T, Y T, COMO cero

3k

Criterio de la Energia potencial

1—v2

1 0
D = v 0 (227)
00 L

O~ )]

o = De (228)
Criterio de la Energia potencial
% Deformacion unitaria plana

* A lo largo de un sélido uniforme de seccién transversal constante, sujeto a una carga
longitudinal

% Una pequena parte se puede considerar sujeta a deformacion unitaria plana

* €zy Vzx) Vyz

Criterio de la Energia potencial 9%



g

5
3
N

e

fep=o
G
War=0
1—v v 0
FE
D = v 1—v 0
(1+v)(1—-2v) 0 0 %—1/

o = De
Criterio de la Energia potencial

% Términos de fuerza: Fuerzas aplicadas en el cuerpo

/equtdA = te/(ufz—l—vfy) dA

€

= ¢ (tefx/NldA) + g9 <t5fy/N1dA)
+qs (tef:r/NQdA) + qu (tefy/NQdA)
+qs (tefx/NfidA) + g6 <tefy/N3dA)

Criterio de la Energia potencial

= ==L b h f b ]
Criterio de la Energia potencial
% Fuerzas superficiales
> Se transmiten a partir de una superficie del solido

Criterio de la Energia potencial

(229)

(230)

(231)

(232)
(233)

(234)



Criterio de la Energia potencial

/uTTtdl = / (uT, + vT,) tdl
L

l12

(235)

u = Nyg + Nag3 (236)
v = Niga+ Nagy (237)
(238)

(239)

&
I

Nchcl + NQTCCQ
T, = NiTy+ NoTyp

Criterio de la Energia potencial

1

NZdl = =l (240)
l12 3
1
Nidl = <=l (241)
l12 3
1
NlNle = *llg (242)
l12 6
hy = \/(xz —21)* + (32 — y1)” (243)
/ uTTedl = [ql g2 g3 qa ]Te (244)
l12
o = o 9T 4Ty T+ 2T T+ 2T 1T
- 6 [2:1:1“‘ 2 2y1+ y2 :L"1+2 x2 y1+2 yQ]
Criterio de la Energia potencial
f(ﬁ ‘J (X:-%) % (31‘34)7
; 5:X4—7(1_
iz
T;‘L=‘CFZ
Ty= 511 Tye - =512
Criterio de la Energia potencial
% Determinacién de las tensiones en un elemento
o = DBq (245)

Consideraciones Dinamicas. Introduccién
% Estatica
> Las cargas se aplican lentamente.
Consideraciones Dinamicas. Introduccién
% Dinamica
> Las cargas se aplican subitamente.

>> Las cargas varian con el tiempo.

> El sélido se deforma elasticamente hasta que cesa la carga, volviendo a su posicién
inicial.

Tiende a vibrar cerca de su po%iﬁic’)n de equilibrio.



> Vibracién libre

Movimiento debido a la energia de deformacion restauradora
Las vibraciones disminuyen con el tiempo debido al amortiguamiento

En estos modelos se ignora el amortiguamiento
Consideraciones Dindmicas. Formulacién
% Lagrangiano
> T= Energia Cinética.
> II = Energia Potencial.
L=T-11 (246)
% Principio de Hamilton

> Para un intervalo de tiempo desde t; a ts, el estado de movimiento de un cuerpo
tiene un extremo para el funcional: I = ttf Ldt

L=T-1I (247)
Cuerpo solido con masa distribuida

% La energia cinética es:

T = / utap - dV (248)

N —

> p = Densidad

> 0l = [4,0,1w] = vector de velocidad en un punto x
% En el MEF(FEM) se divide el cuerpo en elementos.

* En cada elemento se expresa el desplazamiento u en funcién del desplazamiento nodal q
usando las funciones de forma N
u = Nq (249)

Cuerpo solido con masa distribuida

* El vector velocidad esta dado por:
u=Nq (250)

% La energia cinética del elemento estaria dada por

1
T, = §qT { / pNTNdV] q (251)
% La matriz de masa
m, = / pNTNdV (252)

Cuerpo sdlido con masa distribuida

% La energia cinética total
1 1. .
T=S T.=Y -¢"m.g=-Q™™ 2
Z@: Z@:Zq m.q = -Q MQ (253)
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% La energia potencial estara dada por:
1
- 3Q'KQ-Q'F
% El lagrangiano:
L = T-1I
MQ + KQ=F

Cuerpo sdlido con masa distribuida

Y Para vibraciones libres F = 0

MQ+KQ =0
% Se toma un desplazamiento nodal:
Q =Usenuwt

> U =vector de las amplitudes nodales de la vibracion

> w[rad/s] = frecuencia circular

Cuerpo solido con masa distribuida

% Sustituyen la expresion anterior

KU = w*MU = \MU

(254)

(255)
(256)

(257)

(258)

(259)

> U =vector propio, que representa el modo de vibracion correspondiente al valor

propio lambda

Matrices de Masa
% Elemento Barra

4 -4 ; 7] 2
1 % . I'—U'qz
N N, Nom 1€
L)
Ny = 1+¢
1 2 ]
1
-1 +1 — f‘ &
c_PALI2 1
m’ =
6 1 2
Matrices de Masa
% Elemento Barra 2D
Truss element
w'=[u v
=[a & & @
_IN 0N 0
N_[o N 0 N,]
N, = L;,E N = 1 ; £
2010
. _pAL)0 2 01
FIGURE 11.3 Truss element. m' =T 1. 1 & i
010 2
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Matrices de Masa

% Elemento Triangulo

C5T element W =(u ¥
g - & &l

Ne| ™ O % 0N O
A oN 0N 0N
-‘=p¢,f!\'T'N.M

N
L.. \> g

3
.l.;
/
/ f

o1010
- 20101
/] ,_.vf,)i. 2010
L= Sl 201
¥ - Symmetric 2 0
1 a
I_ ’
2
MGURE 11.4 CST element
Matrices de Masa
% Elemento viga
Beam element v =Hq
., .
q v a3 m‘=/ HTHpA,E'dé
L |
d/v € i D
> 4 156 226, 54 -13¢,
me:pA,e, 462 13¢, -3¢
FIGURE 11.5 Beam element. 420 |Symmetic 156 -22¢,
4€
Matrices de Masa
* Elemento viga
Frame element
2a 0 0 a 0 0
1566 ZZlfb 0 S54b -13¢,b
Vv 4ep 0 13¢.b *3(3[7
\ 2 0 0
M Symmetric 1566 -226.b
N aéb
N, an e gy poonte
NS0 @) 20
) m* = L'm’L

Determinacién de la solucion

% Se eliminan las filas y las columnas, K y M, relacionadas con los desplazamientos en los
apoyos.

> elimina=[a,b,c]
> K[elimina,:]=[]
> K[:,eliminal=[]
% Se utiliza el polinomio caracteristico
> [V,Dl=eig(K,M)
> V Matriz de autovectores
> D Matriz de Diagonal, autovalores A

Determinacion de la solucién

% Usando la Factorizacion de Cholesky
33



> M una matriz simétrica definida positiva puede ser descompuesta como el producto
de una matriz triangular inferior y la traspuesta de la matriz triangular inferior

M = LL” (260)

Kx = M\Mx (261)

LKL 'L'x = JML'x (262)
(263)
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