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Capitulo 5 Arboles

Los arboles (ing., tree) son estructuras que organizan sus elementos, denominados nodos,
formando jerarquias. Su definicion inductiva es:

- Un Unico nodo es un arbol; a este nodo se le llama raiz del arbol.

- Dados n arboles aq, ..., a,, se puede construir uno nuevo como resultado de enraizar
un nuevo nodo con los n arboles a,. Generalmente, el orden de los g; es significante y
asi lo consideramos en el resto del capitulo; algunos autores lo subrayan llamandolos
arboles ordenados (ing., ordered trees). Los arboles a, pasan a ser subarboles del
nuevo arbol y el nuevo nodo se convierte en raiz del nuevo arbol.

La representacion grafica de los arboles refleja claramente la jerarquia resultante de su
definicion.

Fig. 5.1: n arboles (a la izquierda) y su enraizamiento formando uno nuevo (a la derecha).

El concepto matematico de arbol data de mediados del siglo XIX y su uso en el mundo de la
programacion es habitual. Ya ha sido introducido en la seccién 1.2 como una representacion
intuitiva de la idea de término; en general, los arboles permiten almacenar cémodamente
cualquier tipo de expresidon dado que la parentizacion, la asociatividad y la prioridad de los
operadores quedan implicitos y su evaluacion es la simple aplicacion de una estrategia de
recorrido. Suelen utilizarse para representar jerarquias de todo tipo: taxonomias, relaciones
entre moddulos, etc. Igualmente es destacable su contribuciéon a diversos campos de la
informatica: arboles de decision en inteligencia artificial, representacion de gramaticas y
programas en el ambito de la compilaciéon, ayuda en técnicas de programacién
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(transformacion de programas recursivos en iterativos, etc.), indices en ficheros de acceso
por clave, bases de datos jerarquicas, etc.

5.1 Modelo y especificacion

En esta seccidn introducimos el modelo formal asociado a un arbol, que emplearemos para
formular diversas definiciones utiles, y también su especificacion ecuacional. Hablando con
propiedad, hay varios modelos de arboles que surgen a partir de todas las combinaciones
posibles de las caracteristicas siguientes:

- El proceso de enraizar puede involucrar un numero indeterminado de subarboles o
bien un nimero fijo n. En el primer caso hablamos de arboles generales (ing., general
tree) y en el segundo caso de arboles n-arios (ing., n-ary tree)'; en estos ultimos
destaca el caso de n = 2, los denominados arboles binarios (ing., binary tree), sobre el
cual nos centraremos a lo largo del texto dada su importancia, siendo inmediata la
extension a cualquier otro n. En los arboles n-arios se definira el concepto de arbol
vacio que ampliara el conjunto de valores del tipo.

Los nodos del arbol pueden contener informacién o no; el primer caso es el habitual y
responde al uso de arbol como almacén de informacion, pero también se puede dar la
situacién en que sdlo interese reflejar la jerarquia, sin necesidad de guardar ningun
dato adicional. En el resto del capitulo nos centraremos en el primer tipo de arbol,
porque generaliza el segundo. La informacién en los nodos se denominara etiqueta
(ing., label) y los arboles con informacidn arboles etiquetados (ing., labelled tree).

La signatura definida en los arboles puede ser muy variada. Destacamos dos familias:
en la primera se utilizan arboles enteros tal como se ha explicado en la introduccion,
con operaciones de enraizar diversos arboles, obtener un subarbol y, si el arbol es
etiquetado, obtener la etiqueta de la raiz; la segunda familia define un nodo de
referencia para las actualizaciones y consultas, que puede cambiarse con otras
operaciones. Llamaremos al segundo tipo arboles con punto de interés, por su
similitud respecto a las listas de las mismas caracteristicas.

5.1.1 Modelo de arbol general

Un arbol general se caracteriza por su forma, que determina una relacion jerarquica, y por el
valor de la etiqueta asociada a cada uno de los nodos del arbol. La forma del arbol se puede
describir como un conjunto de cadenas de los naturales sin el cero, P(No*), de manera que
cada cadena del conjunto identifica un nodo del arbol segun una numeracion consecutiva de
izquierda a derecha comenzando por el uno, tal como se muestra en la fig. 5.2. Hay que

' La nomenclatura no es estandar; es mas, diferentes textos pueden dar los mismos nombres a
diferentes modelos y contradecirse entre si.
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resaltar que este conjunto es cerrado por prefijo y compacto; cerrado por prefijo, porque si la
cadena «. 3 esta dentro del conjunto que denota la forma de un arbol, para o,BeNgy*,
también lo estd la cadena o; y compacto, porque si la cadena o.k esta dentro del conjunto,
para oce No*, ke No, también lo estan las cadenas o.1, .2, ..., a.(k-1).

Fig. 5.2: representacion del arbol de forma {4, 1, 2, 3, 11, 12, 31, 32, 33, 34, 331, 332}.

Por lo que respecta a los valores de las etiquetas, se puede definir una funcién que asocie a
una cadena un valor del conjunto de base de las etiquetas. Evidentemente, esta funcion es
parcial y su dominio es justamente el conjunto de cadenas que da la forma del arbol.

enero

agosto

febrero

abril diciembre julio marzo " setiembre

mayo octubre

Fig. 5.3: el mismo arbol que en la fig. 5.2, asignando etiquetas a sus elementos.

Asi, dado el conjunto base de las etiquetas V, definimos el modelo AV de los arboles
generales y etiquetados como las funciones que tienen como dominio las cadenas de
naturales No* y como codominio las etiquetas V, f : Ny* — V, tales que su dominio dom(f )
cumple que no es vacio, es cerrado por prefijo y compacto; a dom(f) le llamaremos la forma o
contorno del arbol. A partir de este modelo se formulan una serie de definiciones utiles para
el resto del capitulo, cuya especificacion ecuacional queda como ejercicio para el lector.

a) Definiciones sobre los nodos
SeaacAy un érbol general y etiquetado cualquiera.

- Un nodo del arbol (ing., node) es un componente determinado por la posicion que
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ocupa y por la etiqueta; es decir, n=<s, v> es un nodo de a sisedom(a)y a(s)=v.Enla
fig. 5.3, <11, abril> es un nodo pero no lo son ni <7, julio> ni <11, setiembre>. El
conjunto N, = {n/n es un nodo de a}es el conjunto de todos los nodos del arbol a.

La raiz del arbol (ing., root) es el nodo que esta mas arriba, <A, a(A)>. Por ejemplo, la
raiz del arbol de la fig. 5.3 es el nodo <A, enero>. Notemos que, a causa de las
propiedades del modelo, todo arbol a presenta una raiz. A veces, por comodidad y
cuando quede claro por el contexto, denominaremos raiz simplemente a la etiqueta del
nodo raiz.

Una hoja del arbol (ing., leaf) es un nodo que estéd abajo de todo; es decir, el nodo
n=<s, v>eN, es hoja dentro de a si no existe ae No+ tal que s. aedom(a). En el arbol
de la fig. 5.8, son hojas los nodos <2, febrero> y <331, mayo>, pero no lo es
<1, agosto>. El conjunto Fa = {n/ nes hoja dentro de a} es el conjunto de todas las
hojas del arbol a.

Un camino dentro del arbol (ing., path) es una secuencia de nodos conectados dentro
del arbol; o sea, la secuencia c = ny...n,, Vi: 1 <i<r: n;=<s;, vi>eN,, es camino dentro
de a si cada nodo cuelga del anterior, es decir, si Vi: 1 <i <r-1: (Fk:k e NO: Siy1 = Si.K).
La longitud del camino (ing., length) es el nimero de nodos menos uno, r-1;sir > 1,
se dice que el camino es propio (ing., proper). En el arbol de la fig. 5.3, la secuencia
formada por los nodos <A, enero><3, junio><32, marzo> es un camino propio de
longitud 2. El conjunto Ca = {c/ c es camino dentro de a} es el conjunto de todos los
caminos del arbol a.

La altura de un nodo del arbol (ing., height) es uno més que la longitud del camino
desde el nodo a la hoja mas lejana que sea alcanzable desde éF; es decir, dado el nodo
neN, y el conjunto de caminos Can que salen de un nodo n y van a parar a una hoja,
Cor={c=ny..n./ceC, A ny=n A nyeF,}, definimos la altura de n dentro de a como
la longitud mas uno del camino mas largo de C,n. En el arbol de la fig. 5.3, el nodo
<3, junio> tiene altura 3. La altura de un arbol se define como la altura de su raiz; asi, la
altura del arbol de la fig. 5.3 es 4.

El nivel o profundidad de un nodo del arbol (ing., level o depth) es el numero de
nodos que se encuentran entre él y la raiz; es decir, dado el nodo n=<s, v>eN,
definimos el nivel de n dentro de a como lIsll+1, siendo lIsll la longitud de s; también se
dice que n esta en el nivel lIsll+1. En el arbol de la fig. 5.3, el nodo <3, junio> esta en el
nivel 2. Por extensién, cuando se habla del nivel i de un arbol (también primer nivel,
segundo nivel, y asi sucesivamente) se hace referencia al conjunto de nodos que
estan en el nivel i. EI numero de niveles de un arbol a se define como el nivel de la hoja
mas profunda; asi, el nimero de niveles del arbol de la fig. 5.3 es 4. Notemos que, por

% Las definiciones de altura, profundidad y nivel son también contradictorias en algunos textos. Hay
autores que no definen alguno de estos conceptos, o los definen sélo para un arbol y no para sus
nodos, o bien empiezan a numerar a partir del cero y no del uno, etc. En nuestro caso concreto,
preferimos numerar a partir del uno para que el arbol vacio (que aparece en el caso n-ario) tenga una
altura diferente al arbol con un unico nodo.
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definicidn, el numero de niveles de un arbol es igual a la altura, por lo que pueden
usarse ambas magnitudes indistintamente.

b) Definiciones sobre las relaciones entre nodos
A partir del concepto de camino, damos diversas definiciones para establecer relaciones
entre nodos. Sean a eAV un arbol general y etiquetado y n,n'eN, dos nodos del arbol,
n=<s, v> yn'=<s', v'>; si hay un camino ¢ = n1...nreCa tal que ny=n yn,=n', decimos que:

- El nodo n' es descendiente (ing., descendant) de n y el nodo n es antecesor (ing.,
ancestor) de n'. Si, ademas, r > 1, los llamamos descendiente o antecesor propio.

- Si, ademas, r= 2 (es decir, sin' cuelga directamente de n), entonces:
0 El nodo n' es hijo (ing., child) de n; en concreto, si s' =s.k, ke N,, decimos que n'
es hijo k-ésimo de n (o también primer hijo, segundo hijo, y asi hasta el ultimo hijo).
0 n es padre (ing., parent) de n'.
¢ Hay una rama (ing., branch) entre n yn".
- El grado o aridad (ing., degree o arity) de n es el numero de hijos del nodo; es decir, se
define grado, =I{aedom(a)/ 3k,s: ke Ny AseNy*: a=s.k }II. La aridad de un arbol se
define como el maximo de la aridad de sus nodos.

Ademas, dos nodos n y n' son hermanos (ing., sibling) si tienen el mismo padre, es decit, si
se cumple que s = a.k v ' = a.k', para k,k'e Ng y aeNy*. Si, ademas, k = k'+1,a n' lo
llamaremos hermano izquierdo de n y a n, hermano derecho de n'. En el arbol de la fig. 5.3,
el nodo <A, enero> es antecesor propio del nodo <3, junio>, también del <32, marzo> y del
<1, agosto> (y, consecuentemente, estos tres nodos son descendientes propios del
primero). Ademas, <3, junio> y <1, agosto> son hijos de <A, enero> (y, en consecuencia,
<A, enero> es padre de los nodos <3, junio> y <1, agosto>, que son hermanos, y hay una
rama entre <A, enero> y <3, junio> y entre <A, enero> y <1, agosto>). El grado del nodo raiz
es 3 porque tiene tres hijos, mientras que el grado de todas las hojas es 0 porque no tienen
ninguno, siendo ésta una propiedad comun a todos los arboles del modelo.

c) Definiciones sobre subarboles
Sean a,a'e AV dos arboles generales y etiquetados. Decimos que a es subarbol hijo de a', o
simplemente subarbol (ing., subtree), si esta contenido en él, o sea, si Jae No* tal que:
- Se superponen: a # dom(a)={y/ yeNg* A a. yedom(a )}, con # Ng*x P(Ny*) — P(Ng*)
definida como: o # {sy, ..., Sp} ={c.Sq, ..., 0.8y}
- Las etiquetas de los nodos se mantienen: V<s, v>: <s, v>eN_: a (a.s)=V.

- No hay nodos por debajo de la superposicién: =( 3<s, v>eN,: 3 Not: ar.s. f edom(a')).

Concretamente, en este caso decimos que a es a-subarbol de a'; si, ademas, llall=1, a se
denomina primer subarbol de a' si o = 1, segundo subarbol de a' si o = 2, etc., hasta el
ultimo subarbol. Por ejemplo, en la fig. 5.4 se presentan un arbol que es subarbol del arbol
de la fig. 5.3 (a la izquierda, en concreto, su tercer subarbol) y otro que no lo es (a la derecha).
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junio enero
agosto
K nov.
julio marzo setiembre febrero
mayo  octubre abril diciembre

Fig. 5.4: un subarbol del arbol de la fig. 5.3 (a la izquierda) y otro que no lo es (a la derecha).

Una vez determinado completamente el modelo y las definiciones necesarias para hablar con
propiedad de los arboles generales, vamos a determinar su signatura y especificaciéon. Tal
como se ha dicho previamente, la operacion basica de la signatura de este modelo es
enraizar un numero indeterminado de arboles para formar uno nuevo, que tendra en la raiz
una etiqueta dada, enraiza: Ay*xV — A\. Ahora bien, la sintaxis de las especificaciones de
Merli (y, en general, de ningun lenguaje de especificacion o implementacion) no permite
declarar un numero indeterminado de parametros como parece requerir esta signatura y, por
tanto, adoptamos un enfoque diferente. En concreto, introducimos el concepto de bosque
(ing., forest), definido como una secuencia® de arboles, de manera que enraiza tendra dos
parametros, el bosque que contiene los arboles para enraizar y la etiqueta de la raiz*. Asi,
dados el arbol aeAV, el bosque b eAV*, b=a,...a,, ylaetiqueta v eV, la signatura es:

- Crear el bosque vacio: crea, devuelve el bosque A sin arboles.
- Ahadir un arbol al final del bosque: inserta(b, a), devuelve el bosque b.a.
- Averiguar el numero de arboles que hay en el bosque: cuantos(b), devuelve n.
- Obtener el arbol i-ésimo del bosque:i_ésimo(b, i), devuelve a;; da errorsii>n o vale 0.
- Enraizar diversos arboles para formar uno nuevo: enraiza(b, v), devuelve un nuevo
arbol a tal que la etiqueta de su raiz es v y cada uno de los a; es el subarbol i-ésimo de
a, es decir, devuelve el arbol a tal que:
0dom(@)={ Li:1<i<n:i#dom(a)} U {A}.
¢a)=v.
O Vi:1<i<n:Va: aedom(a): a(i.c) = a().

- Averiguar la aridad de la raiz del arbol: nhijos(a), devuelve grado_, Al

- Obtener el subarbol i-ésimo del arbol: subarbol(a, i) devuelve el subarbol i-ésimo de a o
da error sii es mayor que la aridad de la raiz o cero; es decir, devuelve el arbol a' tal que:
¢ dom(a') ={a/i.cecdom(a)}.
O Vo:aedom(a'): a (o) =a(i.«).

- Consultar el valor de la etiqueta de la raiz: raiz(a), devuelve a()).

® No un conjunto, porque el orden de los elementos es significativo.
* También podriamos haber optado por un conjunto de operaciones enraizay, ..., enraiza,, donde n
fuera un numero lo bastante grande, de manera que enraiza; enraizase i arboles con una etiqueta.
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En la fig. 5.5 se muestra una especificacion para este modelo. Notemos que el bosque se
crea facilmente a partir de una instancia de las secuencias tal como fueron definidas en el
apartado 1.5.1, pero considerando el género del alfabeto como parametro formal (definido
en el universo de caracterizacion ELEM). La instancia va seguida de varios renombramientos
para hacer corresponder los identificadores de un tipo con los del otro, y de la ocultaciéon de
los simbolos no usables. La especificacion del tipo arbol es trivial tomando {enraiza} como
conjunto de constructoras generadoras (puro) y usando las operaciones sobre bosques.
Como hay dos apariciones diferentes del universo ELEM, se prefija cada una de ellas con un
identificador. Es conveniente que los géneros del bosque y del arbol residan en el mismo
universo, porque se necesitan reciprocamente.

universo ARBOL_GENERAL (A es ELEM) es
usa NAT, BOOL
tipo arbol
instancia CADENA (B es ELEM) donde B.elem es arbol
renombra _._ porinserta, ||_Il por cuantos, cadena porbosque

esconde _._, [_], etc.

ops enraiza: bosque A.elem — arbol
nhijos: arbol — nat
subarbol: arbol nat — arbol
raiz: arbol — A.elem

error Vae arbol; Vie nat: [i > nhijos(a) v NAT.ig(i, 0)] = subarbol(a, i)

ecns Vbebosque; Vienat; Vve A.elem
nhijos(enraiza(b, v)) = cuantos(b)
subarbol(enraiza(b, v), i) = CADENA.i_ésimo(b, i)
raiz(enraiza(b, v)) = v

funiverso

Fig. 5.5: especificacion del TAD de los arboles generales.

5.1.2 Modelo de arbol binario

El modelo de arbol binario, denotado por AZV, son las funciones f : {1, 2}* -V, dado que un
nodo puede tener, como mucho, dos hijos. Como en el caso de los arboles generales, el
dominio de la funcién ha de ser cerrado por prefijo, pero, en cambio, se permite la existencia
del arbol vacio y, como consecuencia, el arbol binario presentara discontinuidades cuando la
operacion de enraizamiento involucre un arbol vacio como primer hijo y un arbol no vacio
como segundo hijo. En la fig. 5.6 se muestra algunos arboles binarios validos; notemos que
si interpretamos los arboles como generales, el de la derecha y el del medio son idénticos.
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A A A

N / N

B C B C

Fig. 5.6: tres arboles binarios tales que la raiz tiene: primer y segundo hijo (izquierda),
primer hijo, pero no segundo (medio), y segundo hijo, pero no primero (derecha).

El resto del modelo no varia, siempre que se recuerde que el grado de todo nodo del arbol
es, como mucho, igual a dos. Las definiciones dadas también son validas respetando esta
regla y considerando que la altura y la profundidad de un &rbol vacio valen cero. Para mayor
claridad, el primer hijo de un nodo de un &rbol binario se llama hijo izquierdo (ing., left child) y
el segundo se llama hijo derecho (ing., right child). De un arbol vacio también se puede decir
que no existe; refiriéndose a un nodo, si un hijo (0 hermano o cualquier otra relacion de
parentesco) de un nodo es vacio también podemos decir que el nodo no tiene este hijo (o0
hermano, etc.). Todas estas definiciones se pueden aplicar al caso de los subarboles.

Dados los arboles a,aq,as eA2V y la etiqueta v e V, definimos las siguientes operaciones®:
- Crear el arbol vacio: crea, devuelve la funciéon @ de dominio vacio.

- Enraizar dos arboles y una etiqueta para formar un arbol: enraiza(a, v, a,), devuelve el
arbol a tal que a(A) =v, a; es el subarbol izquierdo de a y a, es su subarbol derecho.

- Obtener los subarboles izquierdo y derecho de un arbol: izq(a) y der(a), respectivamente;
si a es el arbol vacio, dan error.

- Obtener la etiqueta de la raiz: raiz(a), devuelve a(\) o da error si a es vacio.

- Averiguar si un arbol es vacio: vacio?(a), devuelve cierto si a es el arbol vacio y falso si no.

La aplicacion en el caso de arboles n-arios cualesquiera, Anv, es inmediata, considerando el
modelo como las funciones f: [1, n]* — V, y queda como ejercicio para el lector.

5.1.3 Modelo de arbol con punto de interés

Los arboles con punto de interés, ya sea generales o n-arios, se caracterizan por la existencia
de un nodo privilegiado identificado por el punto de interés, que sirve de referencia para
diversas operaciones de actualizacién. La etiqueta de este nodo es la Unica que puede
consultarse y, en consecuencia, también habra diversas operaciones de modificacion del
punto de interés. Vamos a estudiar el caso de arboles generales (el caso n-ario es parecido).

® La descripcion formal es similar a los arboles generales y queda como ejercicio para el lector.
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universo ARBOL_BINARIO (ELEM) es
usa BOOL
tipo arbol

ops
crea: — arbol
enraiza: arbol elem arbol — arbol
izq, der: arbol — arbol
raiz: arbol — elem
vacio?: arbol — bool

errores izq(crea); der(crea); raiz(crea)

ecns Va,aq,as€ arbol; Vve elem
izq(enraiza(as, v, a,)) = ay
der(enraiza(ay, v, ap)) =a
raiz(enraiza(aq, v, a)) = v
vacio?(crea) = cierto; vacio?(enraiza(a,, v, a,)) = falso
funiverso

Fig. 5.7: especificacion del TAD de los arboles binarios.

El modelo de este tipo de arboles ha de recoger la posicién del punto de interés y, por tanto,
podemos considerarlo un par ordenado <f : No* -V, N0>, donde V es el dominio de las
etiquetas y se cumple que el segundo componente, que identifica la posicion actual, esta
dentro del dominio de la funcién o bien tiene un valor nulo que denota la inexistencia de
elemento distinguido. En cuanto a la signatura, el abanico es muy amplio tanto en lo que se
refiere a las operaciones de actualizacion como a las de recorrido, y citamos a continuacion
algunas posibilidades sin entrar en detalle.

- Actualizacion. En las inserciones podemos plantearnos dos situaciones: insertar un
nodo como hijo i-ésimo del punto de interés, o colgar todo un arbol a partir del punto de
interés. En cualquier caso, parece l6gico no cambiar el nodo distinguido. En cuanto a
las supresiones, se presenta la misma disyuntiva: borrar nodos individualmente (que
deberian ser hojas e hijos del nodo distinguido, o bien el mismo nodo distinguido) o
bien subarboles enteros. Las diversas opciones no tienen por qué ser mutuamente
exclusivas, ya que un mismo universo puede ofrecer los dos tipos de operaciones.

- Recorrido. También distinguimos dos situaciones: la primera consiste en ofrecer un
conjunto de operaciones de interés general para mover el punto de interés al hijo
i-ésimo, al padre o al hermano izquierdo o derecho. También se puede disponer de
diversas operaciones de mas alto nivel que incorporen las diversas estrategias de
recorrido que se introducen en la seccion 5.3. En cualquier caso, las operaciones de
recorrido tendran que permitir que se examinen los n nodos del arbol.
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5.2 Implementacion

En esta seccion se presentan diversas estrategias de implementacion de los arboles. Nos
centramos en las representaciones mas habituales para los modelos binario y general; en
[Knu68, pp. 376-388] se presentan algunas variantes adicionales que pueden ser utiles en
casos muy concretos. En el dltimo apartado de la seccidn, se hace una breve referencia a la
extensién de binario a n-ario y a los arboles con punto de interés.

5.2.1 Implementacion de los arboles binarios

Como en las estructuras lineales, las representaciones de arboles binarios se subdividen en
dos grandes familias: encadenadas (por punteros y vectores) y secuenciales.

a) Representacion encadenada

En la fig. 5.8 se muestra una representacion encadenada por punteros. Hay un simple
apuntador de cada nodo a sus dos hijos; si un hijo no existe, el encadenamiento
correspondiente vale NULO. Las operaciones quedan de orden constante, mientras que el
espacio utilizado para guardar el arbol es lineal respecto al nimero de nodos que lo forman.
El invariante prohibe que haya mas de un encadenamiento apuntando al mismo nodo (lo cual
conduciria a una estructura en forma de grafo, v. capitulo 6) mediante el uso de una funcion
auxiliar correcto (necesaria para hacer comprobaciones recursivas siguiendo la estructura del
arbol) que se define sobre otra, nodos, que obtiene el conjunto de punteros a nodos de un
arbol, similar a la operacion cadena ya conocida (v. fig. 3.23).

Esta representacion presenta una caracteristica importante. Recordemos que, tal como se
expuso en el apartado 3.3.4, la asignacion a; := enraiza(ay, v, a,) es en realidad una
abreviatura de duplica(enraiza(ay, v, a,), az), por lo que la instruccién tiene un coste lineal
debido a la duplicacién del arbol. Para evitar dichas duplicaciones, es necesario codificar la
funcién en forma de accion definiendo, por ejemplo, dos parametros de entrada de tipo
arbol y uno de salida que almacene el resultado (v. fig. 5.9, arriba). Ahora bien, con esta
estrategia, varios arboles pueden compartir fisicamente algunos o todos los nodos que los
forman, de manera que la modificacién de uno de los arboles tenga como efecto lateral la
modificacion de los otros. Por ejemplo, dados los arboles a4, a, y az y dada la invocacién
enraiza(a4, v, 8y, a3), s evidente que a; y el subarbol izquierdo de a; apuntan al mismo lugar,
situacién en la que, si se ejecuta destruye(a), se estd modificando el valor del arbol as, lo cual
probablemente sea incorrecto®. Si se considera que esta peculiaridad del funcionamento de
la implementacién de los arboles binarios es perniciosa, es necesario duplicar los arboles a
enraizar, ya sea desde el programa que usa el TAD, ya sea sustituyendo la simple asignacion

® En realidad, éste no es un problema exclusivo de los arboles, sino en general de las
representaciones por punteros. No lo hemos encontrado antes simplemente por la signatura de las
operaciones definidas sobre secuencias y tablas. Por ejemplo, si considerasemos la operacion de
concatenacion de dos listas, surgiria la misma problematica.
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universo ARBOL_BINARIO_ENC_PUNTEROS (ELEM) es
implementa ARBOL_BINARIO (ELEM)
usa BOOL
tipo arbol es *nodo ftipo

tipo privado nodo es
tupla
etiq es elem; hizq, hder son ~nodo
ftupla
ftipo
invariante (a es arbol): correcto(a), donde correcto: “nodo — bool se define:
correcto(NULO) = cierto
p # NULO = correcto(p) = correcto(p”.hizqg) A correcto(p”.hder) A
nodos(p”.hizq) N nodos(p™.hder) = {NULO} A
p ¢ nodos(p”.hizq) U nodos(p”.hder)
y donde nodos: ~nodo — P(*nodo) se define como:
nodos(NULO) = {NULO}
p #NULO = nodos(p) = {p} v nodos(p.hizq) U nodos(p”.hder)

funcidén crea devuelve arbol es
devuelve NULO

funcion enraiza (a4 es arbol; v es elem; a, es arbol) devuelve arbol es
var p es *nodo fvar

p := obtener_espacio

si p = NULO entonces error si no pA.v := v; pAhizq := aq; prhder = a5 fsi
devuelve p

funcioén izq (a es arbol) devuelve arbol es
sia=NULO entonces error si no a := a.hizq fsi
devuelve a

funcion der (a es arbol) devuelve arbol es
sia=NULO entonces error si no a := a’.hder fsi
devuelve a

funcién raiz (a es arbol) devuelve elem es
varv es elem fvar

sia=NULO entonces error si nov:=aryv fsi
devuelve v

funcién vacio? (a es arbol) devuelve bool es
devuelve a=NULO

funiverso

Fig. 5.8: implementacion por punteros del TAD de los arboles binarios.
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de punteros de enraiza, izq y der por duplicaciones de los arboles implicados (v. fig. 5.9,
abajo). Obviamente, la segunda alternativa resulta en un coste lineal incondicional de las
operaciones que duplican arboles. Una opcién diferente consistiria en poner a NULO los
apuntadores a arboles que actien como parametros de entrada (que dejarian de ser sélo de
entrada, obviamente) para evitar manipulaciones posteriores.

accion enraiza (ent a; es arbol; ent v es elem; ent a, es arbol; sal a; es arbol) es
az := obtener_espacio

si a3 = NULO entonces error
si no az\.v :=v; az".hizq := ay; ag™.hder := a,
fsi

faccion

accion enraiza (ent a; es arbol; entv es elem; ent a, es arbol; sal a; es arbol) es
var p es ~nodo fvar

az ;= obtener_espacio

siaz=NULO entonces error

si no az".v :=v; duplica(a, az".hizq); duplica(a,, as".hder)
si

faccion

—h

Fig. 5.9: implementacidon mediante una accion de enraiza, sin duplicacion (arriba)
y con duplicacion (abajo) de los arboles.

La representacion sin copia presenta un riesgo afadido: la posible generacion de basura.
Este problema aparece porque las acciones izq y dr no aliberan espacio, de manera que al
ejecutar izq(a, a) o dr(a, a) el espacio del arbol que no aparece en el resultado quedara
inaccessible si no hay otros apuntadores a él. Si, incluso con este problema, se quieren
mantener las operaciones de coste constante, sera necesario controlar la situacion desde el
programa que usa los arboles.

La representacién encadenada con vectores sigue una estrategia similar. Ahora bien, en el
caso de representar cada arbol en un vector, tal como se muestra en la fig. 5.10, las
operaciones de enraizar y obtener los subarboles izquierdo y derecho exigen duplicar todos
los nodos del resultado para pasar de un vector a otro y, por ello, quedan lineales sobre el
numero de nodos del arbol’. Para evitar este coste se debe permitir que diferentes arboles
compartan los nodos y, asi, usar un unico vector que los almacene todos y que gestione las
posiciones libres en forma de pila, de manera que los arboles seran apuntadores (de tipo
entero o natural) a la raiz que reside en el vector.

” El coste sera lineal aunque se transformen las funciones en acciones con parametros de entrada y
de salida segun las reglas del apartado 3.3.4.
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tipo arbol es tupla
A es vector[de 0 amax-1]de nodo

sl es nat
ftupla
ftipo
tipo privado nodo es tupla etiq es elem; hizq, hder son entero ftupla ftipo

Fig. 5.10: representacion encadenada de los arboles usando un vector para cada arbol.

En la fig. 5.12 se presenta una implementacion posible usando un Unico vector para todos
los arboles. Notemos que es necesario introducir el vector compartido como variable global y
externa al universo de definicion de los arboles, dado que es una estructura que utilizaran
muchos arboles diferentes y que no es propiedad de uno solo. Esta solucion viola todas las
reglas de modularidad dadas hasta ahora y se puede pensar que es totalmente descartable.
No obstante, es necesario tener en cuenta que el vector desempefia exactamente el mismo
papel que la memoria dinamica en el caso de los punteros; la Unica diferencia es que en el
segundo caso la memoria (que también es un objeto global y externo a cualquier médulo que
lo usa) es un objeto andénimo y implicitamente referible desde cualquier punto de un
programa. Una opcidn diferente (descartada por los motivos que se exponen mas adelante)
consiste en declarar el vector como parametro de las diferentes funciones de los arboles de
manera que se encaje el esquema dentro del método de desarrollo modular habitual. Ahora
bien, como contrapartida, la signatura de las operaciones es diferente en la especificacion y
en la implementacion y, por tanto, se viola el principio de transparencia de la representacion,
porque un universo que use esta implementacién ha de seguir unas convenciones
totalmente particulares y no extrapolables a cualquier otra situacién. Notemos, eso si, que el
segundo enfoque permite disponer de mas de un vector para almacenar arboles.

El invariante de la memoria es exhaustivo. En la primera linea se afirma que todo arbol
individual que reside en la memoria esta bien formado (en el mismo sentido que la
representacién de la fig. 5.8) y no incluye ninguna posiciéon de la pila de sitios libres; a
continuacién, se asegura que toda posicién del vector esta dentro de algun arbol, o bien en
la pila de sitios libres y, por ultimo, se impide la comparticién de nodos entre los diferentes
arboles. Para escribir comdédamente el predicado se usan diversas funciones auxiliares: las ya
conocidas correcto y nodos, simplemente adaptadas a la notacion vectorial; una funcion
cadena_der que devuelve la cadena de posiciones que cuelga a partir de una posicién por
los encadenamientos derechos (que se usan en las posiciones libres para formar la pila), y
una cuarta funcién, raices, que devuelve el conjunto de posiciones del vector que son
raices de arboles, caracterizadas por el hecho de que no son apuntadas por ninguna otra
posicion ni estan en la pila de sitios libres.

En la implementacion se incluye también una rutina de inicializacion de la memoria que ha de
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ser invocada antes de cualquier manipulacion y que se limita a crear la pila de sitios libres.
Ademas, se puede incluir otra funcion para averiguar si queda espacio en el vector.

tipo memoria es tupla
A esvector[de 0 amax-1]de nodo
sl es nat
ftupla

ftipo
tipo privado nodo es tupla etiq es elem; hizq, hder son entero ftupla ftipo

invariante (M es memoria):
Vi: ie raices(M): correcto(M, i) A nodos(M, i) N cadena_der(M, M.sl) = {-1} A
{ Ui: ie raices(M): nodos(M, i) } w cadena_der(M, M.sl) = [-1, max-1] A
{ Mi: ieraices(M): nodos(M, i) } ={-1}
donde correcto: memoria entero — bool se define:
correcto(M, -1) = cierto
i#-1 = correcto(M, i) = correcto(M, M[i].hizq) A correcto(M, M[i].hder) A
nodos(M, M[i].hizq) n nodos(M, M[il.hder) = {-1} A
i¢ nodos(M, M[i].hizg) N nodos(M, M[i].hder),
donde nodos: memoria entero — P(entero) se define como:
nodos(M, -1) = {-1}
i#-1 = nodos(M, i) = {i} u nodos(M, M[i].hizq) U nodos(M, M[i].hder),
donde cadena_der: memoria entero — P(entero) se define como:
cadena_der(M, -1) = {-1}
i#-1 = cadena_der(M, i) = {i} U cadena_der(M, M[i].hder)
y donde raices: memoria — P(entero) se define como:
raices(M) = {ie [0, max-1]-nodos(M, M.sl) /
= (3j: je [0, max-1]-nodos(M, M.sl): M.A[j].hizq = i v M.A[jl.hder = i)}

{inicializa(M): accidon que es necesario invocar una Unica vez antes de crear
cualquier arbol que use la memoria M, para crear la pila de sitios libres
P = cierto
Q = cadena_der(M, M.sl) = [-1, max-1] }
accioén inicializa (sal M es memoria) es
varies nat fvar
{simplemente, se forma la pila de sitios libres usando el campo hder}
para todo i desde 0 hasta max-2 hacer M.A[i].hder := i+1 fpara todo
M.A[max-1].hder :=-1; M.sl :=0
faccion

(a) definicion de la memoria y rutina de inicializacién.

Fig. 5.12: implementacidn encadenada por vector compartido de los arboles binarios.
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universo ARBOL_BINARIO_ENC_1_VECTOR (ELEM) es
implementa ARBOL_BINARIO (ELEM)

usa ENTERO, NAT, BOOL
tipo arbol es entero ftipo
invariante (a es arbol): -1 <a < max-1

funcién crea devuelve arbol es
devuelve -1

funcién enraiza (a4 es arbol; v es elem; a, es arbol) devuelve arbol es
varies entero fvar
si M.sl =-1 entonces error {el vector es lleno}
si no {se obtiene un sitio libre y se deposita el nuevo nodo en él}
i ;= M.sl; M.sl := M.A[M.sl].hder
M.A[i] :=<v,ay,a>
fsi
devuelvei

funcidénizq (a es arbol) devuelve arbol es
sia=-1entonces error {arbol vacio}
si no a := M[a].hizq
fsi

devuelve a

funcién der (a es arbol) devuelve arbol es
sia=-1entonces error {arbol vacio}
si no a := M[a].hder
fsi

devuelve a

funcién raiz (a es arbol) devuelve elem es
varv es elem fvar
sia=-1entonces error {arbol vacio}
sinov :=M[a].v
fsi
devuelvev
funcién vacio? (a es arbol) devuelve bool es
devuelve a=-1

funiverso
(b) universo de los arboles.

Fig. 5.12: implementacion encadenada por vector compartido de los arboles binarios (cont.).
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b) Representacion secuencial

Siguiendo la filosofia de la implementacién de estructuras lineales, una representacién
secuencial ha de almacenar los nodos del arbol sin usar campos adicionales de
encadenamientos. Ahora bien, asi como en las secuencias habia una ordenacion clara de los
elementos, en los arboles no ocurre lo mismo. Por ejemplo, en el arbol de la fig. 5.3, qué
relacion se puede establecer entre los nodos <2, febrero> y <332, octubre>? Intuitivamente,
podriamos intentar guardar todos los nodos en el orden lexicografico dado por las
secuencias del dominio del arbol. Sin embargo, esta estrategia es totalmente ambigua
porque una unica configuracion del vector se puede corresponder con diversos arboles (v.
fig. 5.11). Otra posibilidad consiste en deducir una férmula que asigne a cada posible nodo
del arbol una posicién dentro del vector; en el caso de nodos que no existan, la posicion
correspondiente del vector estara marcada como desocupada. Estudiemos este enfoque.

A A

AlB|cC /\ B

B C C

Fig. 5.11: una distribucién de elementos dentro de un vector (a la izquierda) y dos posibles
arboles que se pueden asociar segun el orden lexicografico (al medio y a la derecha).

La estrategia adoptada consiste en usar la cadena que identifica la posicion del nodo, de
manera que la raiz vaya a la primera posicion, el hijo izquierdo de la raiz a la segunda, el hijo
derecho de la raiz a la tercera, el hijo izquierdo del hijo izquierdo de la raiz a la cuarta, etc.
Concretamente, dado un nodo n = <s, v> ubicado en el nivel k+1 del arbol, s = s4...5¢, se
puede definir la funcion W que determina la posicidn del vector a la que va a parar cada uno
de los nodos del arbol como:

k-1

ok |
W (s) = (1+202' )+ g(si-1).2k"

i= i=1

El primer factor da la posicion que ocupa el primer nodo de nivel k+1-ésimo dentro del arbol®
y cada uno de los sumandos del segundo término calcula el desplazamiento producido en
cada nivel.

A partir de esta férmula se pueden derivar las diversas relaciones entre la posicidon que ocupa
un nodo y la que ocupan sus hijos, hermano y padre, y que se muestran a continuacién. Su
calculo por inducciéon queda como ejercicio para el lector, pero podemos comprobar su
validez en el ejemplo dado en la fig. 5.13 de forma intuitiva.

® Se puede demostrar por induccidn que el nimero maximo de nodos en el nivel i-ésimo es 2i-1.
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- Hijos: sea el nodo n = <s, v> tal que ¥ (s) =i; su hijo izquierdo ny = <s.1, v4> ocupa la
posicion ¥ (s.1) = 2i y su hijo derecho n, = <s.2, vo> la posicién ¥ (s.2) = 2i+1.

- Padre: simétricamente, dado el nodo n = <s.k, v> tal que ke[1,2] y W(sk)=i,i>1,la
posicién que ocupa su padre <s, v'> es ¥ (s)=Li/2].

- Hermanos: dado que el nodo n = <s, v> es hijo izquierdo si s = .1, e hijo derecho si
s= .2,y que en el primer caso la funcion ¥ (s) da un resultado par y en el segundo uno
impar, se cumple que, si ¥ (s) =2i, el hermano derecho de n ocupa la posicién 2i +1,y
si ¥ (s) =2i+1, el hermano izquierdo de n ocupa la posicion 2i.

AlB|C D E

1234567 8 910111213141516

Fig. 5.13: un arbol binario (izquierda) y su representacion secuencial (derecha); de cada
nodo se da su posicidn y etiqueta; las posiciones del vector sin etiquetas estan vacias.

La representacion secuencial aqui presentada se denomina monticulo (ing., heap) y exige
que cada arbol se implemente con un unico vector, de manera que todas las operaciones de
enraizar y obtener los subarboles izquierdo y derecho queden lineales sobre el numero de
nodos implicados. Por este motivo, su utilidad principal surge en los arboles con punto de
interés con operaciones individuales sobre nodos. No obstante, incluso en este caso es
necesario estudiar cuidadosamente si el espacio para almacenar el arbol es realmente menor
que usando encadenamientos: si el arbol tiene pocos nodos pero muchos niveles,
probablemente el espacio que se ahorra por la ausencia de apuntadores no compensa las
posiciones del vector desocupadas, necesarias para guardar los nodos de los niveles
inferiores en la posicion dada por V. El caso ideal se da al almacenar arboles completos: un
arbol es completo (ing., full) cuando sus niveles contienen todos los nodos posibles;
también es bueno el caso de arboles casi completos, que son aquellos que no presentan
ninguna discontinuidad en su dominio considerado en orden lexicografico (el arbol completo
es un caso particular de casi completo). Si se puede conjeturar el nimero de nodos, en
ambos casos se aprovechan todas las posiciones del vector; si s6lo se puede conjeturar el
numero de niveles, el aprovechamiento sera éptimo en el caso de arboles completos, pero
habré algunas posiciones libres (en la parte derecha del vector) en los arboles casi
completos.
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5.2.2 Implementacion de los arboles generales

Por lo que respecta a la representacién encadenada, independientemente de si usamos
punteros o vectores, la primera opcion puede ser fijar la aridad del arbol y reservar tantos
campos de encadenamiento como valga ésta. Esta estrategia, no obstante, presenta el
inconveniente de acotar el numero de hijos de los nodos (cosa a veces imposible) y, ademas,
incluso cuando esto es posible, el espacio resultante es infrautilizado. Veamos porqué.

Sea n la aridad de un &rbol general a, N, el conjunto de nodos de a que tienen i hijos,y X e
Y el numero de encadenamientos nulos y no nulos de a, respectivamente. Obviamente, se
cumplen:

X=3i:0<i<n-1: INJIl. (n-))  (5.1)
INglII=Zi:0<i <n: [N (5.2)
X+Y=n.IN,l (5.3)

Ahora, sea B el niumero de ramas que hay en a. Como que en cada nodo del arbol,
exceptuando la raiz, llega una y sélo una rama, queda claro que:

INIlI=B + 1 (5.4)
y como que de un nodo con i hijos salen i ramas, entonces:

B=2i:1<i<n: [INGll.i (5.5)

Combinando (5.4) i (5.5), obtenemos:
(INJI=Zi:1<i<n: NGl i+1 (5.6)

A continuacidn, desarrollamos la parte derecha de (5.1) desdoblando el sumatorio en dos,

manipulando sus cotas y usando (5.2) y (5.6) convenientmente:
2i:0<i<n-1: lINGIl. (n-i) =
(Zi:0<ign-1: NGl n)-(Zi: 0<i <n-1: INGill . i) =
(n.Zi:0<i<n-1: lINl) - (Zi: 1<i <n-1: (INGilL§) =
(n.Zi:0<i<n-1: NGl - (Zi: 1 <i <n: NG i+ [INgnlE. n) =
(n.Zi:0<i<n-1: (INGl+ NINgI n) - (Zi: 1 <i <n: IINGiLL §) =
(n.Zi:0<i<n: lINGI)-(Zi:1<i<n: NI i) = (usando (5.2) y (5.6))
(N INGID - (INGIE+ 1) = (n-1) L INGH +1

Resumiendo, hemos expresado el numero X de encadenamientos nulos en funcion del
numero total de nodos, X = (n-1) . [IN;Il + 1, y usando (5.3) podemos comprobar que X es
mayor que el numero de encadenamientos no nulos en un factor n-1, de manera que la
representacién encadenada propuesta desaprovecha mucho espacio.
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La solucién intuitiva a este problema consiste en crear, para cada nodo, una lista de
apuntadores a sus hijos. Desde el nodo se accede a la celda que contiene el apuntador al
primer hijo y, desde cada celda, se puede acceder a la celda que contiene el apuntador al hijo
correspondiente y a la que contiene el apuntador al hermano derecho. Ahora bien, esta
solucidén es claramente ineficiente porque introduce muchos apuntadores adicionales. La
alternativa mas eficiente surge al observar que, dado un nimero fijo de nodos, mientras mas
grande es la aridad del arbol que los contiene, mayor es el nimero de encadenamientos
desaprovechados, porque el numero total crece mientras que el de ramas no varia. Por esto,
buscamos una estrategia que convierta el arbol general en binario, para optimizar el espacio.
Tomando como punto de partida la lista de apuntadores a los hijos que acabamos de
proponer, se puede modificar encadenando directamente los nodos del arbol de manera
que cada nodo tenga dos apuntadores, uno a su primer hijo y otro al hermano derecho. Esta
implementacion se denomina hijo izquierdo, hermano derecho (ing., leftmost-child,
right-sibling) y, rotando el arbol resultante, se puede considerar como un arbol binario tal que
el hijo izquierdo del arbol binario represente al hijo izquierdo del arbol general, pero el hijo
derecho del arbol binario represente al hermano derecho del arbol general (v. fig. 5.14); por
esto, la representacion también se denomina representacion por arbol binario.

Fig. 5.14: un arbol general (izquierda) y su representacion por arbol binario (derecha).

Notemos que el hijo derecho de la raiz sera siempre el arbol vacio, porque la raiz no tiene
hermano, por definicién, de modo que se puede aprovechar para encadenar todos los
arboles que forman un bosque vy, asi, un bosque también tendra la apariencia de arbol
binario, tal como se muestra en la fig. 5.15.
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Fig. 5.15: un bosque con tres arboles (izq.) y su representacion por arbol binario (der.).

En la fig. 5.16 se muestra la implementacién de esta estrategia por punteros. El bosque se
representa como una cola de arboles encadenados, dado que se necesitan apuntadores al
primer y ultimo arboles; ahora bien, no se efectda una instancia de las colas para optimizar el
espacio y aprovechar el encadenamiento a hermano derecho tal como se ha explicado. En la
cola se podria poner un elemento fantasma para no distinguir el caso de cola vacia y también
un contador, pero no se hace porque probablemente las colas seran cortas en el caso
general; de lo contrario, seria necesario reconsiderar ambas decisiones. En lo que respecta
al invariante, es necesario dar propiedades para ambos géneros; como los bosques se
pueden considerar como arboles, ambos se ayudan de un predicado auxiliar
correcto: ~nodo — bool, que comprueba las propiedades habituales de los arboles binarios.
En los arboles no se puede decir que el encadenamiento derecho sea nulo, porque un arbol
que pase a formar parte del bosque no lo cumple.

La representacién secuencial de los arboles generales sigue la misma idea que el caso
binario, pero comenzando a numerar por 0 y no por 1 para simplificar las férmulas de
obtencion del padre y de los hijos. Es necesario, antes que nada, limitar a un maximo r la
aridad mayor permitida en un nodo y también el nimero méaximo de niveles (para poder
dimensionar el vector). Entonces, definimos ¥, como la funcion que asigna a cada nodo una
posicién en el vector tal que, dado s =s;...8:

k-1 k

W(s)= 2r +2(s-1).r€
i=1

r i=0

El resto de féormulas son también una extension del caso binario y su deduccién queda
igualmente como ejercicio:

- Hijos: sea el nodo n = <s, v> tal que ¥, (s) = i; la posiciéon que ocupa su hijo k-ésimo
n'=<s.k, v'> es ¥, (s.k) = ir+k. El primer sumando representa la posiciéon anterior al
primer hijo de n, y el sumando k es el desplazamiento dentro de los hermanos.

- Padre: simétricamente, dado el nodo n = <s, v> tal que ¥, (s) =i, i > 1, la posicién que
ocupa su padre es | (i-1)/r .
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- Hermanos: sélo es necesario sumar o restar uno a la posicién del nodo en cuestion,
segun se quiera obtener el hermano derecho o izquierdo, respectivamente.

5.2.3 Variaciones en los otros modelos de arboles

Por lo que respecta a la extension de los arboles binarios a los arboles n-arios, en la
representacion encadenada se puede optar por poner tantos campos como aridad tenga el
arbol, o bien usar la estrategia hijo izquierdo, hermano derecho. En cuanto a la
representacion secuencial, no hay ninguna diferencia en las féormulas del caso general
tomando como r la aridad del arbol.

El modelo de punto de interés presenta ciertas peculiaridades respecto al anterior. En la
representaciéon encadenada, puede ser util tener apuntadores al padre para navegar
convenientemente dentro del arbol. Opcionalmente, si la representaciéon es por hijo
izquierdo, hermano derecho, el apuntador al hermano derecho del hijo de la derecha del
todo (que es nulo) se puede reciclar como apuntador al padre y, asi, todo nodo puede
acceder sin necesidad de utilizar mas espacio adicional que un campo booleano de marca
(en caso de usar punteros), a costa de un recorrido que probablemente sera rapido. La
representacion secuencial queda igual y es necesario notar que es precisamente en este
modelo donde és mas util ya que, por un lado, el acceso al padre (y, en consecuencia, a
cualquier hermano) se consigue sin necesidad de usar mas encadenamientos y, por lo tanto,
se puede implementar facilmente cualquier estrategia de recorrido; por el otro, las
operaciones individuales sobre nodos se pueden hacer en tiempo constante, porque
consisten simplemente en modificar una posicion del vector calculada inmediatamente.

5.2.4 Estudio de eficiencia espacial

La cuestién primordial consiste en determinar cuando se comporta mejor una representacion
encadenada que una secuencial. Un arbol k-ario de n nodos y k campos de encadenamiento
ocupa un espacio (k+X)n, siendo X la dimensién de las etiquetas y tomando como unidad el
espacio ocupado por un encadenamiento. EI mismo arbol representado con la estrategia hijo
izquierdo, hermano derecho ocupa sélo (X+2)n; el precio a pagar por este ahorro son las
busquedas (que generalmente seran cortas) de los subarboles y, por ello, generalmente la
segunda implementacién sera preferible a la primera. Si se usa una representacion
secuencial, el arbol ocupara un espacio que dependera de su forma: si los arboles con los
cuales se trabaja son casi completos habra pocas posiciones desaprovechadas. En general,
dada una aridad maxima r y un nimero maximo de niveles k, el espacio necesario para una
representacion secuencial es (Zi: 1 < i<k:ri)X =[(rk-1)/(r-1)]X; esta cifra es muy alta incluso
para r y k no demasiado grandes. Por ejemplo, un arbol 4-ario de 10 niveles como méaximo,
exige dimensionar el vector de 1.398.101 posiciones; suponiendo que las etiquetas sean
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enteros (caso usual), los arboles deben tener del orden de medio millén de nodos para que
la representacion secuencial sea mejor. Por ello, s6lo se usa con arboles casi completos.

Para ser mas precisos, calculamos a continuacion cual es la relacion que debe haber entre el
numero de nodos y el numero de niveles para que la representacion secuencial realmente
supere la encadenada (implementada por punteros). Supongamos que la aridad del arbol es
r y fijemos el nimero k de niveles del arbol. Definimos el factor de carga o de un arbol como
el cociente entre el numero n de nodos y el numero total de nodos que puede haber en un
arbol de aridad r y altura k, oo =n(r-1) / (rk-1), que cumple 0 < o < 1. Sustituyendo, el espacio
de la representacion por arbol binario queda a.(X+2)(rk-1) / (r-1); si comparamos este valor
con el espacio de la representacion secuencial, [(rk-1)/ (r -1)]X, puede verse que el factor de
carga debe superar X/(X+2) para que la representaciéon secuencial supere la encadenada. Es
decir, mientras mas grande sea el espacio necesario para almacenar la etiqueta, menos
posiciones vacias pueden quedar en el vector propio de la representacién secuencial.

universo ARBOL_GENERAL_POR_BINARIO (ELEM) es
implementa ARBOL_GENERAL (ELEM)
usa BOOL

tipo bosque estupla
prim, ult son ~nodo
ftupla
ftipo
tipo arbol es ~nodo ftipo

tipo privado nodo es tupla
etig es elem
hizq, hder son ~nodo
ftupla
ftipo
invariante (b es bosque): correcto(b.prim) A b.ulte cadena_der(b.prim)
(aes arbol): a#NULO A correcto(a)
donde correcto: ~nodo — bool se define como en la fig. 5.8 y
siendo cadena_der: Anodo — P(/\nodo) como en el caso binario (v. fig. 5.11)

funcién crea devuelve bosque es
devuelve <NULO, NULO>

funcién cuantos (b es bosque) devuelve bosque es
devuelve cuenta(b.prim)

Fig. 5.16: implementacion hijo izquierdo, hermano derecho de los arboles generales.
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funcién inserta (b es bosque; a es arbol) devuelve bosque es

si b.ult = NULO entonces b.prim := a si no b.ult*.hder := a fsi

b.ult:=a
devuelve b
funciéni_ésimo (b es bosque; i es nat) devuelve arbol es
devuelve hermano_derecho_i_ésimo(b.prim, i)
funcién enraiza (b es bosque; v es elem) devuelve arbol es
var p es ~nodo fvar

p := obtener_espacio
sip = NULO entonces error {falta espacio} si no p* := <v, b.prim, NULO> fsi
devuelve p
{Precondicion (asegurada por el invariante): el puntero a no puede ser NULO}
funcién nhijos (a es arbol) devuelve nat es
devuelve cuenta(a’.hizq)
{Precondicion (asegurada por el invariante): el puntero a no puede ser NULO}
funcién subarbol (a es arbol; i es nat) devuelve arbol es
devuelve hermano_derecho_i_ésimo(a’.hizq, i)
{Precondicion (asegurada por el invariante): el puntero a no puede ser NULO}
funcién raiz (a es arbol) devuelve elem es
devuelve atv
{Funcién auxiliar cuenta(p): devuelve la longitud de la cadena derecha que
cuelga de p. }

funcién privada cuenta (p es ~nodo) devuelve nat es
var cnt es nat fvar

cnt:=0

mientras p # NULO hacer cnt := cnt + 1; p := pA.hder_ fmientras
devuelve cnt
{Funcién auxiliar hermano_derecho_i_ésimo(p, i): avanza i encadenamientos

a la derecha a partir de p; da error si no hay suficientes encadenamientos}

funcién priv hermano_derecho_i_ésimo (p es”nodo; i es nat) devuelve arbol es
var cnt es nat fvar

cnt:=1

mientras (p # NULO) A (cnt < i) hacer p := pA.hder; cnt := cnt + 1 fmientras

sip = NULO entonces error fsi
devuelve p

funiverso

Fig. 5.16: implementacion hijo izquierdo, hermano derecho de los arboles generales (cont.).
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5.3 Recorridos

Usualmente, los programas que trabajan con arboles necesitan aplicar sistematicamente un
tratamiento a todos sus nodos en un orden dado por la forma del arbol; es lo que se
denomina visitar todos los nodos del arbol. Se distinguen dos categorias basicas de
recorridos: los que se basan en las relaciones padre-hijo de los nodos, que denominaremos
recorridos en profundidad, y los que se basan en la distancia del nodo a la raiz, conocidos
como recorridos en anchura o por niveles. Por lo que se refiere a la signatura, de momento
los consideramos como funciones recorrido: arbol — lista_etiq, donde lista_etiq es el
resultado de instanciar las listas con punto de interés con el tipo de las etiquetas.

En esta seccion estudiaremos detalladamente el caso de arboles binarios; la extension al
resto de modelos queda como ejercicio para el lector.

5.3.1 Recorridos en profundidad de los arboles binarios

Dado el arbol binario ac A2y, se definen tres recorridos en profundidad (v. fig. 5.17 y 5.18):

- Recorrido en preorden (ing., preorder traversal): si a es el arbol vacio, termina el
recorrido; si no lo es, primero se visita la raiz de a y, a continuacion, se recorren en
preorden los subarboles izquierdo y derecho.

- Recorrido en inorden (ing., inorder traversal): si a es el arbol vacio, termina el recorrido;
si no lo es, primero se recorre en inorden el subarbol izquierdo de a, a continuacion, se
visita su raiz y, por ultimo, se recorre en inorden el subarbol derecho de a.

- Recorrido en postorden (ing., postorder traversal): si a es el arbol vacio, termina el
recorrido; si no lo es, primero se recorren en postorden sus subarboles izquierdo y
derecho y, a continuacion, se visita su raiz.

preorden(crea) = crea
preorden(enraiza(ay, v, a,)) =

concatena(concatena(inserta(crea, v), preorden(a;)), preorden(a,))
inorden(crea) = crea
inorden(enraiza(ay, v, a,)) = concatena(inserta(inorden(a4), v), inorden(a,))
postorden(crea) = crea
postorden(enraiza(ay, v, a,)) = inserta(concatena(postorden(a;), postorden(ay)), v)

Fig. 5.17: especificacion ecuacional de los recorridos de arboles binarios, donde concatena
es la concatenacion de dos listas que deja el punto de interés a la derecha del todo.
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A
B/ \C
D/ / \F
E
\ . y / \ I
J —
Recorrido preorden: A, B, D, G, J, C, E, F, H, |

Recorrido inorden: D, J, G, B, A, E, C, H, F, |
Recorrido postorden: J, G, D, B, E,H, |, F,C, A

Fig. 5.18: un arbol binario y sus recorridos preorden, inorden y postorden.

Notemos que el recorrido postorden se puede definir como el inverso especular del
recorrido preorden, es decir, para obtener el recorrido postorden de un arbol a se puede
recorrer a en preorden, pero visitando siempre el subarbol derecho antes que el izquierdo
(especular), considerando la lista de etiquetas resultante como el inverso de la solucién. Esta
vision serd Util posteriormente en la formulacion de los algoritmos de recorrido postorden.

Estos tres recorridos se usan en diferentes contextos de la informatica. Por ejemplo, el
recorrido preorden permite el calculo de atributos heredados de una gramatica.
Precisamente, el calificativo "heredados" significa que el hijo de una estructura arborescente
hereda (y, posiblemente, modifica) el valor del atributo en el padre. El recorrido inorden de un
arbol que cumple ciertas relaciones de orden entre los nodos los obtiene ordenados; en
concreto, si todos los nodos del subarbol de la izquierda presentan una etiqueta menor que
la raiz y todos los del subarbol de la derecha una etiqueta mayor, y los subarboles cumplen
recursivamente esta propiedad, el arbol es un arbol de busqueda que se caracteriza
precisamente por la ordenacion de los elementos en un recorrido inorden (v. la seccion 5.6).
Por ultimo, el recorrido postorden de un arbol que represente una expresion es equivalente
a su evaluacién; en las hojas residen los valores (que pueden ser literales o variables) y en los
nodos intermedios los simbolos de operacién que se pueden aplicar sobre los operandos,
cuando éstos ya han sido evaluados (i.e., visitados).

La implementacién mas inmediata de los recorridos consiste en construir funciones
recursivas a partir de la especificacion, aplicando técnicas de derivacion de programas (en
este caso, incluso, por traduccién directa). Estas funciones pueden provocar problemas en
la ejecucion aplicadas sobre arboles grandes y con un soporte hardware no demasiado
potente, por ello, es bueno disponer también de versiones iterativas, que pueden
obtenerse a partir de la aplicacion de técnicas de transformacioén de las versiones recursivas,
que se ayudan de una pila que simula los bloques de activacién del ordenador durante la
ejecucioén de estas ultimas.
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En la fig. 5.19 se muestra la transformacién de recursivo a iterativo del recorrido en preorden.
Se supone que tanto éste como otros recorridos residen en un universo parametrizado por
el tipo de las etiquetas, ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS(ELEM), que enriquece el
universo de definicion de los arboles binarios, ARBOL_BINARIO(ELEM), razén por la que no
se accede a la representacion del tipo, sino que se utilizan las operaciones que ofrece su
especificacion. Notemos que los arboles se van guardando dentro de la pila siempre que no
estén vacios, y se empila el hijo izquierdo después del derecho para que salga antes. Queda
claro que un nodo siempre se inserta en la lista resultado antes de que se inserten sus
descendientes.

funcion preorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var p es pila_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
p ;= PlLA.crea; | = LISTA_INTERES.crea
si —vacio?(a) entonces p := empila(p, a) fsi
mientras —vacia?(p) hacer
aaux := cima(p); p := desempila(p) {aaux no puede ser vacio}
| := inserta(l, raiz(aaux))
si — vacio?(hder(aaux)) entonces p := empila(p, der(aaux)) fsi
si — vacio?(hizg(aaux)) entonces p := empila(p, izq(aaux)) fsi
fmientras
devuelvel

Fig. 5.19: implementacion del recorrido preorden con la ayuda de una pila.

En lo que respecta a la eficiencia, dado el coste constante de las operaciones sobre pilas y
listas, es obvio que el recorrido de un arbol de n nodos es ©(n), siempre que las operaciones
hizqg y hder no dupliquen arboles (parece légico no hacerlo, porque los arboles no se
modifican), puesto que a cada paso se inserta una y sélo una etiqueta en la lista y, ademas,
una misma etiqueta se inserta sélo una vez. En cuanto al espacio, el crecimiento de la pila
auxiliar depende de la forma del arbol; como sus elementos seran apuntadores (si realmente
estamos trabajando sin copiar los arboles), el espacio total tiene como coste asintético el
nuamero esperado de elementos en la pila®. El célculo de la dimensién de la pila sigue el
razonamiento siguiente:

- Inicialmente, hay un Unico arbol en la pila.

- En la ejecucion de un paso del bucle, la longitud de la pila puede:
¢ disminuir en una unidad, si el arbol que se desempila sdlo tiene un nodo;
¢ quedar igual, si el arbol que se desempila sélo tiene subarbol izquierdo o derecho;
¢ incrementarse en una unidad, si el arbol que se desempila tiene ambos subarboles.

° En realidad esta pila estaba implicita en la version recursiva y, por ello, no se puede considerar un
empeoramiento respecto a ésta.
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El caso peor, pues, es el arbol sin nodos de grado uno en el que todo nodo que es hijo
derecho es a la vez una hoja. Asi, al empilar el arbol formado por el unico hijo izquierdo que
también es hoja, dentro de la pila habra este arbol y todos los subarboles derechos
encontrados en el camino, cada uno de ellos formado por un Unico nodo (es decir, lo mas
pequefios posible); para un arbol de n nodos, la pila puede crecer hasta [ n/2]elementos. En
cambio, el caso mejor es el arbol en el que todo nodo tiene exactamente un subarbol hijo de
manera que la pila nunca guarda mas de un elemento. En el caso de un arbol completo la pila
crece hasta [log,n | al visitar las hojas del tltimo nivel.

o m ®

Fig. 5.20: caso peor en el recorrido preorden en cuanto al tamafio de la pila
(se identifican los arboles por su raiz dentro de la pila).

El recorrido en postorden sigue el mismo esquema, considerado como un recorrido
preorden inverso especular (v. fig. 5.21). Para implementar la nocién de especular se empila
antes el hijo derecho que el hijo izquierdo, y para obtener la lista en orden inverso se coloca
el punto de interés al principio siempre que se inserta un nuevo elemento, de manera que la
insercion sea por la izquierda y no por la derecha (se podria haber requerido un modelo de
listas con operacidn de insertar por el principio). De acuerdo con la especificacion, al final del
recorrido es necesario mover el punto de interés a la derecha del todo, para dejar el resultado
en el mismo estado que los otros algoritmos vistos hasta ahora. El coste del algoritmo es
totalmente equivalente al recorrido preorden.

Por ultimo, el recorrido en inorden se obtiene faciimente a partir del algoritmo de la fig. 5.19:
cuando se desempila un arbol, su raiz no se inserta directamente en la lista sino que se
vuelve a empilar, en forma de arbol con un Unico nodo, entre los dos hijos, para obtenerla en
el momento adecuado, tal como se presenta en la fig. 5.22. Consecuentemente, la pila
puede crecer todavia mas que en los dos recorridos anteriores. En el caso peor, que es el
mismo arbol que el de la fig. 5.20, puede llegar a guardar tantos elementos como nodos
tiene el arbol. Ademas, el algoritmo es mas lento, porque en ese caso no todas las
iteraciones anadiran nodos a la lista solucién (eso si, no se empeorara el coste asintético). En
el caso peor de la fig. 5.20, primero se empilan n subarboles de un nodo en | n/2]iteraciones
y, a continuacion, se visitan sus raices en n vueltas adicionales del bucle.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



246 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

funcion postorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var p es pila_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
p ;= PlLA.crea; | := LISTA_INTERES.crea
si -vacio?(a) entonces p := empila(p, a) fsi
mientras —vacia?(p) hacer
aaux := cima(p); p := desempila(p)
| := principio(inserta(l, raiz(aaux)))
si — vacio?(hizq(aaux)) entonces p := empila(p, hizq(aaux)) fsi
si - vacio?(hder(aaux)) entonces p := empila(p, hder(aaux)) fsi
fmientras
mientras - final?(l) hacer | := avanza(l) fmientras
devuelvel

Fig. 5.21: implementacion del recorrido postorden con la ayuda de una pila.

funcién inorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var p es pila_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
p := PILA.crea; | := LISTA_INTERES.crea
si—vacio?(a) entonces p := empila(p, a) fsi
mientras — vacia?(p) hacer
aaux := cima(p); p := desempila(p) {aaux no puede ser vacio}
si vacio?(hizg(aaux)) A vacio?(hder(aaux)) entonces
| :=inserta(l, raiz(aaux)) {hay un uUnico nodo, que se visita}
sino {se empila la raiz entre los dos hijos}
si — vacio?(hder(aaux)) entonces p := empila(p, hder(aaux)) fsi
p := empila(p, enraiza(crea, raiz(aaux), crea)))
si = vacio?(hizg(aaux)) entonces p := empila(p, hizq(aaux)) fsi

fsi
fmientras
devuelve |

Fig. 5.22: implementacién del recorrido inorden con la ayuda de una pila.

Una variante habitual presente en diversos textos consiste en incluir la visita de los vértices
dentro del recorrido, de manera que no sea necesario construir una lista primero y después
recorrerla. Evidentemente, el aumento de eficiencia de esta opcion choca frontalmente con
la modularidad del enfoque anterior, porque es necesario construir un nuevo algoritmo de
recorrido para cada tratamiento diferente que surja, a no ser que el lenguaje permitiera
funciones de orden superior de manera que el tratamiento de los nodos fuera un parametro
mas de los recorridos'™. Una opcidén diferente que apunta en el mismo sentido, pero sin

' E incluso asi hay restricciones, porque seria necesario declarar la signatura de este parametro y
esto limitaria el conjunto de acciones validas
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perder modularidad, es adoptar el modelo de los arboles binarios con punto de interés para
obtener los nodos uno a uno segun las diferentes estrategias.

5.3.2 Arboles binarios enhebrados

Los arboles enhebrados (ing., threaded tree) son una representacion ideada por A.J. Perlis y
C. Thornton en el afio 1960 (Communications ACM, 3), que permite implementar los
recorridos sin necesidad de espacio adicional (como mucho, un par de booleanos de marca
en cada nodo), y se basa en la propiedad ya conocida de que una representacion
encadenada normal de los arboles desaprovecha muchos apuntadores que no apuntan a
ningun nodo. En el caso binario, y a partir de la férmula calculada en el apartado 5.2.2, de los
2n encadenamientos existentes en un arbol de n nodos hay exactamente n+1 sin usar. Por
ello, es bueno plantearse si se pueden reciclar estos apuntadores para llevar a cabo
cualquier otra misién, y de ahi surge el concepto de hebra (ing., thread): cuando un nodo no
tiene hijo derecho, se sustituye el valor nulo del encadenamiento derecho por su sucesor en
inorden, y cuando no tiene hijo izquierdo, se sustituye el valor nulo del encadenamiento
izquierdo por su predecesor en inorden (v. fig. 5.23); de esta manera, se favorece la
implementacién de los recorridos sobre el arbol.

A
A
D/;/ '.' E/'/,‘ \

. o F
‘\“ T /’\\I

1

N G ', H™

' / v N T~
’l J ,/

—N

Fig. 5.23: el arbol binario de la fig. 5.18, enhebrado en inorden
(las hebras son las rayas discontinuas).

La eleccion del enhebrado inorden y no de otro se justifica por la facil implementacion de los
diferentes recorridos. El punto clave consiste en definir cual es el primer nodo del arbol que
se ha de visitar y como se calcula el siguiente nodo dentro del recorrido:

- Preorden: el primer nodo es la raiz del arbol (si la hay). Dado un nodo n, su sucesor en
preorden es el hijo izquierdo, si tiene; si no, el hijo derecho, si tiene. Si es una hoja, es
necesario seguir las hebras derechas (que llevan a nodos antecesores de n, ya
visitados por definicion de recorrido preorden, tales que n forma parte de su subarbol
izquierdo) hasta llegar a un nodo que, en lugar de hebra derecha, tenga hijo derecho,
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que pasa a ser el sucesor en preorden.

- Inorden: el primer nodo (si lo hay) se localiza bajando recursivamente por la rama mas
izquierda del arbol. Dado un nodo n (que cumple que los nodos de su arbol izquierdo
ya han sido visitados, por definicién de recorrido inorden), su sucesor en inorden es el
primero en inorden del hijo derecho, si tiene; si no, simplemente se sigue la hebra (que
recordamos que apunta precisamente al sucesor en inorden de n).

- Postorden: es inmediato a partir de la definicion como preorden inverso especular.

En la fig. 5.26 se presenta la implementacion de estos recorridos. Como se estd explotando
una caracteristica de la representacion de los arboles, los algoritmos se incluyen dentro del
mismo universo de definicidn del tipo porque asi pueden acceder a ella. En la figura se ha
optado por una representacion con punteros (queda como ejercicio la representacion por
vectores). El esquema de los tres recorridos es casi idéntico y s6lo cambia la implementacion
de la estrategia; notemos el uso de un puntero auxiliar que desempefa el papel de elemento
actual en el recorrido. El invariante incorpora el concepto de hebra y garantiza, por un lado,
que tanto el hijo izquierdo del primero en inorden como el hijo derecho del ultimo en inorden
valen NULO vy, por otro, que las hebras apuntan a los nodos correctos segun la estrategia
adoptada. Los predicados correcto, cadena_izq y cadena_der varian respecto a la fig. 5.11,
porque el caso trivial deja de ser el puntero NULO y pasa a ser la existencia de hebra. El
predicado nodos, en cambio, queda igual, porque la insercidn reiterada de algunos nodos
no afecta al resultado. Las pre y postcondiciones de las funciones auxiliares, asi como los
invariantes de los bucles, son inmediatas y quedan como ejercicio para el lector.

Dado un arbol enhebrado de n nodos, su recorrido siguiendo cualquier estrategia queda
©(n). En concreto, dado que cada hebra se sigue una Unica vez y, o bien sdlo las hebras de la
izquierda, o bien sdlo las de la derecha, el numero total de accesos adicionales a los nodos
del arbol durante el recorrido es | (n+1) / 2J.

El dltimo paso consiste en modificar las operaciones habituales de la signatura de los arboles
binarios para adaptarlas a la estrategia del enhebrado. En la fig. 5.24 se presenta el esquema
general de la operacién de enraizar (la obtencién de los hijos es la inversa); notemos que el
mantenimiento del enhebrado exige buscar el primero y el ultimo en inorden del arbol y, por
tanto, la representacion clasica de los arboles binarios no asegura el coste constante de las
operaciones que, en el caso peor, pueden llegar a ser incluso lineales. Si este inconveniente
se considera importante, se pueden anadir a la representacion de los arboles dos
apuntadores adicionales a estos elementos. En la fig. 5.25 se muestra la nueva
representacion del tipo y la codificacion de enraiza con esta estrategia; seria necesario
retocar los algoritmos de la fig. 5.26 para adaptarlos a la nueva situacion. Si la formacion del
arbol es previa a cualquier recorrido y se prevé recorrerlo multiples veces, se puede optar por
mantener la representacion no enhebrada durante los enraizamientos y enhebrar el arbol
antes del primer recorrido.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Arboles 249

enraizar
—_—

Fig. 5.24: esquema general del enraizamiento de arboles binarios enhebrados inorden.

tipo arbol es
tupla
prim, ult, raiz son ~nodo
ftupla
ftipo
tipo privado nodo es
tupla
v es etiq
Jhizq, Ihder son bool
hizg, hder son ~nodo
ftupla
ftipo
invariante (a es arbol): el mismo que la fig. 5.24 y
(a.raiz=NULO < a.prim = NULO) A (a.prim = NULO < a.ult = NULO) A
a.raiz=NULO = (a.primM.hizg = NULO) A (a.ult*.hder = NULO)

funcién enraiza (a4 es arbol; v es elem; a, es arbol) devuelve arbol es
var aes arbol fvar
a.raiz := obtener_espacio
sia.raiz=NULO entonces error {no hay espacio}
sino {primero enraizamos normalmente}
a.raiz\.v ;= v; a.raiz.hizq := ay.raiz; a.raiz*.hder:= a,.raiz
a.raiz’.3hizq := (a;.raiz # NULO); a.raiz*3hder := (a,.raiz # NULO)
{a continuacién, se enhebra el arbol en inorden}
si ay.prim = NUL entonces a.prim := a4.prim si_ no a.prim := a fsi
si a,.ult # NUL entonces a.ult := a,.ult si no a.ult := a fsi
si a;.ult # NULO entonces a;.ultM.hder := a.raiz fsi
si a,.prim # NULO entonces a,.primA.hizq = a.raiz fsi
fsi
devuelve a

Fig. 5.25: algoritmo de enraizamiento de arboles binarios enhebrados inorden.
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tipo arbol es Anodo ftipo
tipo privado nodo es
tupla
v es etiqg; hizq, hder son~nodo
3hizq, 3hder sonbool" {indican si los encadenamientos son hebras}
ftupla
ftipo
invariante (a es arbol): correcto(a) A Vp: penodos(a)-{NULO}:
p~.hizg = NULO < (pecadena_izq(a) A = p~ Jhizq) A
pr.hder = NULO < (pecadena_der(a) A = pN dhder) A
(=p™ 3hizg A prhizg # NULO) = pecadena_izq(p~.hizg~.hder) A
(=p™ 3hder A pAhder = NULO) = pe cadena_der(p~.hder”.hizq)
donde correcto: ‘nodo — bool se define como:
1) correcto(NULO) = cierto {caso trivial}
2)p#NULO A —~pA Jhizq A —~pN Jhder = correcto(p) = cierto  {hoja}
3) p#NULO A pA hizq A pA Jhder = correcto(p) =  {tiene los dos hijos}
correcto(p™.hizq) A correcto(p”.hder) A
nodos(p.hizq) N nodos(pA.hder) = D A
pg nodos(p”.hizg) U nodos(p”.hder)
4) p=NULO A =pN Jhizg A pNJhder=  {solo tiene hijo derecho}
correcto(p) = correcto(p.hder) A pgnodos(p”.hder)
5) p#NULO A pA Jhizq A =p~r Jhder =  {sdlo tiene hijo izquierdo}
correcto(p) = correcto(p™.hizq) A pgnodos(p”.hizq),
donde cadena_izq: ~nodo — P(/\nodo) se define (y cadena_der simétricamente):
- pN Jhizq = cadena_izq(p) = 9
pN. 3hizqg = cadena_izq(p) = {p} v cadena_izq(p~.hizq)
y donde nodos: Anodo — P(*nodo) se define de la manera habitual

funcidén privada siguiente_preorden (act es arbol) devuelve arbol es
si act™. 3hizq entonces act := actM.hizq {si hay hijo izquierdo, ya lo tenemos}
si no {es necesario remontar por las hebras hasta llegar a un nodo con hijo derecho}
mientras — act*. 3hder hacer act := act*.hder fmientras
act := act”.hder

fsi
devuelve act

Fig. 5.26: implementacion de los recorridos en profundidad con arboles enhebrados.

" Estos dos booleanos se pueden obviar en caso de representacion por vectores y puede codificarse
la existencia o no de hijo con el signo de los encadenamientos: un valor negativo significa que el
encadenamiento representa un hijo y es necesario tomar su valor absoluto para acceder a él.
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funcioén privada primero_inorden (act es ~nodo) devuelve *nodo es
siact # NULO entonces {es necesario bajar por la rama izquierda, recursivamente}
mientras act. 3hizq hacer act := act*.hizq fmientras
fsi
devuelve act

funcién privada siguiente_inorden (act es ~nodo) devuelve ~nodo es

si—act. 3hder entonces act := act.hder {se sigue la hebra}

si no act := primero_inorden(act®.hder) {busca primero en inorden del hijo derecho}
Si

devuelve act

—h

funcidn privada siguiente_preorden_especular (act es ~nodo) devuelve *nodo es
siact. 3hder entonces act := act.hder {si hay hijo derecho, ya lo tenemos}
si no {es necesario remontar por las hebras hasta llegar a un nodo con hijo izquierdo}
mientras — act®. 3hizq hacer act := act.hizq fmientras
act := act.hizq

fsi
devuelve act

funcién preorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var | es lista_etiq; act es ~nodo fvar

| := LLISTA_INTERES.crea; act := a

mientras act # NULO hacer | := inserta(l, act*.v); act := siguiente_preorden(act) fmientras
devuelvel

funcién inorden (a es arbol) devuelve lista_etiq: como preorden, pero inicializando act
al primero inorden, act := primero_inorden(act), y avanzando con siguiente_inorden

funcién postorden (a es arbol) devuelve lista_etiq: como preorden, pero avanzando
con siguiente_preorden_especular, colocando la lista al inicio justo antes de insertar
el elemento actual y, al acabar, colocarla al final

Fig. 5.26: implementacion de los recorridos en profundidad con arboles enhebrados (cont.).

5.3.3 Recorrido por niveles de los arboles binarios

El recorrido por niveles o por anchura (ing., level order o breadth traversal ) de un arbol
binario consiste en visitar primero la raiz del arbol, después los nodos que estan en el nivel 2,
después los que estan en el nivel 3, etc., hasta visitar los nodos del ultimo nivel del arbol;
para cada nivel, los nodos se visitan de izquierda a derecha. Como resultado, el orden de
visita se corresponde con la numeracién presentada en el punto 5.2.1 b, ya que se basa en
la misma idea. Por ejemplo, en el arbol de la fig. 5.18 se obtiene el recorrido A, B, C,D, E, F,
G, H, |, J. Esta politica de visita por distancia a la raiz es util en determinados contextos donde
las ramas tienen algun significado especialmente significativo.
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La especificaciéon del recorrido por niveles no es tan sencilla como la de los recorridos en
profundidad dado que, en este caso, no importa tanto la estructura recursiva del arbol como
la distribucion de los nodos en los diferentes niveles. En la fig. 5.27 se muestra una
propuesta que usa una cola para guardar los subarboles pendientes de recorrer en el orden
adecuado. Notemos que la cola mantiene la distribucién por niveles de los nodos y obliga a la
introduccién de una operacion auxiliar niveles_con_cola. Otra opcion es formar listas de
pares etiqueta-nivel que, correctamente combinadas, ordenen los nodos segun la
estrategia. Sea como sea, el resultado peca de una sobreespecificacién causada por la
adopcion de la semantica inicial como marco de trabajo.

niveles(a) = niveles_con_cola(encola(COLA.crea, a))
niveles_con_cola(crea) = LISTA_INTERES.crea
[vacio?(cabeza(encola(c, a)))] =

niveles_con_cola(encola(c, a)) = niveles_con_cola(desencola(encola(c, a)))
[-vacio?(cabeza(encola(c, a)))] =

niveles_con_cola(encola(c, a)) =

concatena(inserta(crea, raiz(cabeza(encola(c, a)))),
niveles_con_cola(encola(encola(desencola(encola(c, a),
hizg(cabeza(encola(c, a))),
hder(cabeza(encola(c, a)))))

Fig. 5.27: especificacion del recorrido por niveles con la ayuda de una cola.

En la fig. 5.28 se presenta la implementacion del algoritmo siguiendo la misma estrategia que
la especificacion, procurando simplemente no encolar arboles vacios. Observemos la
similitud con el algoritmo iterativo del recorrido postorden de la fig. 5.21, cambiando la pila por
una cola. Asi mismo, su coste asintético es también ©(n) para un arbol de n nodos.

funcién niveles (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var c es cola_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
¢ := COLA crea; | := LISTA_INTERES.crea
si —vacio?(a) entonces c := encola(p, a) fsi
mientras - vacia?(c) hacer
aaux := cabeza(c); ¢ := desencola(c) {aaux no puede ser vacio}
| :=inserta(l, raiz(aaux))
si — vacio?(hizg(aaux)) entonces ¢ := encola(c, hizq(aaux)) fsi
si — vacio?(hder(aaux)) entonces c := encola(c, hder(aaux)) fsi
fmientras
devuelve

Fig. 5.28: implementacién del recorrido por niveles con la ayuda de una cola.
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En lo que respecta a la dimensién de la cola, es necesario notar que, al visitar el nodo n e N,
residente en el nivel k del arbol a, en la cola sélo habra los subarboles tales que su raiz x esté
en el nivel k de a (porque x estara mas a la derecha que n dentro de a), o bien en el nivel k+1
de a (porque x sera hijo de un nodo ya visitado en el nivel k). Por este motivo, el caso peor
es el arbol en que, después de visitar el ultimo nodo del penultimo nivel, en la cola hay todos
los subarboles posibles cuya raiz esté en el ultimo nivel. Es decir, el arbol peor es el arbol
completo, donde hay n = 2k-1 nodos dentro del arbol y, asi, en el ultimo nivel hay
exactamente 2k-1 nodos.

5.4 Relaciones de equivalencia

En el resto del capitulo se estudia la aplicacion de los arboles en la implementacion eficiente
de diversos tipos de datos. Para empezar, en esta seccion se quieren implementar los
conjuntos compuestos de conjuntos de elementos, con la particularidad de que ningun
elemento puede aparecer en mas de un conjunto componente. A esta clase de conjuntos
los denominamos relaciones de equivalencia dado que, normalmente, los conjuntos
componentes representan clases formadas a partir de una relacion reflexiva, simétrica y
transitiva. No obstante, en la literatura del tema los podemos encontrar bajo otras
denominaciones: estructuras de particién, MFsets, union-find sets y otras que, aun cuando
reflejan las operaciones que ofrecen, no denotan tan fielmente su significado.

Hay diversos modelos posibles para el TAD de las relaciones de equivalencia que se pueden
adaptar los unos mejor que los otros a determinados contextos. En esta seccién definimos
un modelo que asocia un identificador a cada clase de equivalencia para poder referirse a
ellas desde otras estructuras externas; para simplificar, consideramos que los identificadores
son naturales. Dado V el conjunto base de los elementos de la relacién, podemos definir las
relaciones de equivalencia R v como funciones de los elementos a los naturales, f: V — N ,
siendo f(v) el identificador de la clase a la que pertenece el elemento v,veV.

ParaReR v, VeV eiyine N , definimos las siguientes operaciones sobre el TAD:

- Crear la relacién vacia: crea, devuelve la relacion tal que cada elemento forma una clase
por si mismo; es decir, devuelve la relacién | que cumple: Yv,weV:vzw= lv)= l(w).

- Determinar la clase en la que se halla un elemento: clase(R, v), devuelve el natural que
identifica la clase de equivalencia dentro de R que contiene v; es decir, devuelve R(v).

- Establecer la congruencia entre dos clases: fusiona(R, i, i), devuelve la relacion
resultado de fusionar todos los elementos de las dos clases identificadas pori; e i, en
una misma clase, o deja la relacion inalterada si i; 0 i, no identifican ninguna clase dentro
de la relacién, o bien si iy = ip; es decir, devuelve la relacién R' que cumple:
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04 Vv:veV: (R(v) =iy v RV) = ip)= R(V)= iy } v
{ Vv:veV:(R(v)=i; v R(v)=ip) = R(V)=ip }
O Vv:veV: (R(v) #iy A R(v) # ix) = R'(v) = R(v).

- Averiguar el numero de clases de la relacion: cuantos?(R), devuelve el nimero de
naturales que son imagen de algun elemento, Il{i /iecodom(R)}ll.

Notemos que el modelo no determina cudles son los identificadores iniciales de las clases,
porque no afecta al funcionamiento del tipo, sélo obliga a que sean diferentes entre ellos. Se
puede decir lo mismo por lo que se refiere al identificador de la clase resultante de hacer una
fusion y, por ello, no se obliga a que sea uno u otro, sino que simplemente se establece que
todos los elementos de una de las dos clases fusionadas vayan a parar a la otra.

En la fig. 5.29 se muestra el contexto de uso habitual de este TAD de las relaciones. Primero,
se forma la relacién con tantas clases como elementos, a continuacion, se organiza un bucle
que selecciona dos elementos segun un criterio dependiente del algoritmo concreto v, si
estan en clases diferentes, las fusiona, y el proceso se repite hasta que la relacion consta de
una unica clase. En el apartado 6.5.2 se muestra un algoritmo sobre grafos, el algoritmo de
Kruskal para el calculo de arboles de expansion minimales, que se basa en este esquema.
Notemos que el nimero maximo de fusiones que se pueden efectuar sobre una relacion es
n-1, siendo n =1IVIl, pues cada fusion junta dos clases en una, por lo que n-1 fusiones
conducen a una relacién con una unica clase. En cambio, el numero de ejecuciones de
clase y cuantos no puede determinarse con exactitud, ya que el criterio de seleccion puede
generar pares de elementos congruentes un numero elevado de veces. Eso si, como
minimo el algoritmo ejecutara clase 2(n-1) veces y cuantos, n veces. Ademas, si la seleccién
asegura que no puede generarse el mismo par de elementos mas de una vez, la cota
superior del nimero de ejecuciones de estas operaciones es n(n-1) para clase y n(n-1)/2 + 1
para cuantos, porque el nimero diferente de pares (no ordenados) es Xk: 1<k <n:k.

R :=crea

mientras cuantos?(R) > 1 hacer
seleccionar dos elementos v4 y v, segun cierto criterio
iy ;= clase(R, v4); is := clase(R, vs)
siiy #i, entonces R := fusiona(R, iy, ip) fsi

fmientras

Fig. 5.29: algoritmo que usa las relaciones de equivalencia.

A veces este modelo de las relaciones de equivalencia no se adapta totalmente a los
requerimientos de una aplicacién concreta; las variantes mas habituales son:
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- Considerar la relacion como una funcién parcial, de manera que haya elementos del
conjunto de base que no estén en ninguna clase, en cuyo caso, se acostumbra a
sustituir la operacién crea por otras dos: la primera, para crear la relacién "vacia" (es
decir, sin ninguna clase), y una segunda para ahadir a la relacién una nueva clase que
contenga un unico elemento que se explicita como parametro. A veces, el identificador
de la clase vendra asignado por el contexto (es decir, sera un parametro mas).

- Identificar las clases no por naturales, sino por los elementos que la forman. Segun este
esquema, la operacion clase se sustituye por otra que, dados dos elementos,
comprueba si son congruentes o no, mientras que la operacién fusiona tiene como
parametros dos elementos que representan las clases que es necesario fusionar.

En la fig. 5.31 se muestra la especificacion del tipo releq de las relaciones de equivalencia.
Para dotar al TAD de un significado dentro de la semantica inicial (es decir, para construir el
algebra cociente de términos asociada al tipo con la cual se establece un isomorfismo) es
necesario resolver las dos indeterminaciones citadas al describir el modelo. Por lo que
respecta al identificador de la fusion, se elige arbitrariamente el ultimo parametro de la funcién
como identificador de la clase resultado. En lo que se refiere a los identificadores iniciales, se
toma la opcién de numerar las clases de uno al numero de elementos. Para poder escribir la
especificacion con estas convenciones, se requieren diversas operaciones y propiedades
sobre los elementos: han de ser un tipo con un orden total definido que permita identificar
cuadl es el primer elemento, prim, cual es el ultimo, ult, y cdmo se obtiene el sucesor a un
elemento dado, suc; asi, se podran generar todos los elementos en la creacion uno tras
otro. También se dispondrd de las operaciones de igualdad. Ademas, para uso futuro,
requerimos una constante n que dé el numero de elementos dentro del género y una
operacion de comparacion < que representa el orden total. En la fig. 5.30 se muestra el
universo de caracterizacion que responde a esta descripcion.

universo ELEM_ORDENADO caracteriza
usa NAT, BOOL
tipo elem
ops prim, ult: — elem
suc: elem — elem
_=_,_#_,_<_.elemelem — bool

error suc(ult)
ecnsn > 0 = cierto
...reflexividad, simetria y transitividad de _=_
(Vw)==(v=w)
...antireflexividad, antisimetria y transitividad de _<_
funiverso

Fig. 5.30: caracterizacion de los elementos de las relaciones de equivalencia.
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Por lo que respecta a la estrategia de la especificacion, se introducen dos operaciones
privadas, vacia (que representa la relacion sin ninguna clase) e inserta (que afiade un
elemento a una clase dada, que puede no existir), que forman un conjunto de constructoras
generadoras impuras que facilitan considerablemente la especificacion. También surgen
otras operaciones auxiliares: vacia?, que comprueba si el identificador dado denota una clase
existente, y pon_todos, que se encarga de construir una a una las clases iniciales anadiendo
los elementos desde el primero hasta el ultimo. Los errores que aparecen se escriben por la
aplicacion estricta del método general de especificacion presentado en la seccién 1.3, pero
es imposible que se produzcan, dado el uso que se hace de las operaciones.

universo RELACION_DE_EQUIVALENCIA(ELEM_ORDENADO) es

usa NAT, BOOL

tiporeleq

ops privada vacia: — releq
privada inserta: releq elem nat — releq
crea: — releq
clase: releq elem — nat
fusiona: releq nat nat — releq
cuantos?: releq — nat
privada vacia?: releq nat — bool
privada pon_todos: elem nat — releq

errores Vrereleq; Viy,ioe nat; Vve elem
inserta(inserta(r, v, i1), v, i»); clase(vacia); [i > n vNAT.ig(i, cero)] = inserta(R, v, i)

ecns Vrereleq; Vi,iy,ioe nat; Yv,vq,voeelem
inserta(inserta(r, v4, i1), Vo, i) = inserta(inserta(r, vs, in), V4, i1)
crea = pon_todos(prim, 1)

clase(inserta(r, v, i), v) =i
[vq #Vo] = clase(inserta(r, v4, i), Vo) = clase(r, Vo)

fusiona(vacia, i, i) = vacia
[NAT.ig(i, i1)] = fusiona(inserta(r, v, i), i1, io) = inserta(fusionaf(r, i, i), v, is)
[-NAT.ig(i, i1)] = fusiona(inserta(r, v, i), iy, is) = inserta(fusiona(r, i, in), v, i)

cuantos?(vacia) =0
[vacia?(r, i)] = cuantos?(inserta(r, v, i)) = cuantos?(r) + 1
[- vacia?(r, i)] = cuantos?(inserta(r, v, i)) = cuantos?(r)

vacia?(vacia, i) = cierto; vacia?(inserta(c, v, iy), io) = vacia?(c, i) A NAT.ig(i1, io)
pon_todos(ult, n) = inserta(vacia, ult, n)
[v # ult] = pon_todos(y, i) = inserta(pon_todos(suc(v), i+1), v, i)

funiverso

Fig. 5.31: especificacion del TAD de las relaciones de equivalencia.
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En el resto del apartado nos ocupamos de la implementacion del TAD, partiendo de dos
representaciones lineales diferentes y llegando a una arborescente que asegura un coste
asintético medio constante en todas las operaciones. Supondremos que el conjunto de
base es un tipo escalar que permite indexar directamente un vector'?; en caso contrario, seria
necesario organizar una tabla de dispersion para mantener los costes que aqui se daran o,
en el caso que la dispersion no sea aconsejable (v. seccién 5.6), cualquier otra estructura
que incrementara el coste de las operaciones.

5.4.1 Implementaciones lineales

Dado que el algoritmo de la fig. 5.29 ejecuta mas veces clase que fusiona, nos planteamos
su optimizacién. Una representacion intuitiva consiste en organizar un vector indexado por
los elementos, tal que en cada posicion se almacene el identificador de la clase en la que
resida el elemento. Asi, el coste temporal de clase queda constante (acceso directo a una
posicion del vector), mientras que fusiona es lineal, porque su ejecucion exige modificar el
identificador de todos aquellos elementos que cambien de clase mediante un recorrido del
vector; el coste de n-1 ejecuciones de fusiona es, pues, ©(n2). Por otro lado, el coste de
crea es lineal (suficientemente bueno, puesto que con toda probabilidad sélo se ejecutara
una vez) y el de cuantos? sera constante si afnadimos un contador.

En la fig. 5.32 se muestra una variante de este esquema que puede llegar a mejorar el coste
asintético de fusiona sin perjudicar clase. Por un lado, se encadenan todos los elementos
que estan en la misma clase; asi, al fusionar dos clases no es necesario recorrer todo el
vector para buscar los elementos que cambian de clase. Por otro lado, se introduce un
nuevo vector indexado por identificadores que da acceso al primer elemento de la cadena de
cada clase.

elementos

identificadores

Fig. 5.32: implementacion lineal del TAD de las relaciones de equivalencia.

2 Esta suposicién es l6gica, dados los requerimientos sobre los elementos establecidos en la
especificacion.
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Esta claro que la unica operacién que varia de coste es fusiona; concretamente, la ejecucion
de fusiona(R, iy, i) exige modificar solo las posiciones del vector de elementos que estén
dentro de la cadena correspondiente a la clase iy: cada posicién ha de tomar el valor iy v,
ademas, el ultimo elemento de la cadena se encadena al primero de la cadena
correspondiente a la clase i;. Es necesario preguntarse, pues, cuantas posiciones pueden
formar parte de la cadena asociada a i,.

Como siempre, buscamos el caso peor. Supongamos que la k-ésima fusion del algoritmo de
la fig. 5.29 implica a dos clases i; e i, de larelacion R, tales que en la clase identificada por iy
s6lo hay un elemento, ll{veV /R(v)=i}ll = 1, y en la clase identificada por i, hay k elementos,
k =l{v eV /R(v) = ix}ll; entonces, el numero de posiciones del vector de elementos que es
necesario modificar es k. Si esta situacion se repite en las n-1 fusiones del algoritmo, n =1V ],
el nimero total de modificaciones del vector de elementos es Xk:1<k<n-1:k=n(n-1)/2,
es decir, ©(n2). Dicho de otra manera, el coste asintético de fusiona después de las n-1
ejecuciones posibles no varia en el caso peor.

La solucién es sencilla. Como ya se ha dicho, el identificador de la clase resultante de la
fusion no es significativo y, por ello, se puede redefinir de manera que fusiona(R, iy, io) mueva
los elementos de la clase mas pequefia a la mas grande (siempre referido a las clases
identificadas por iy y ip). Es decir, siendo ky =l{veV /R(v) =iJlly ko =l{v eV / R(v) = i3}l
fusiona(R, iy, is) devuelve la relacion R' que cumple'®:
-Sik, >kq, entonces Vv:veV:{ R(V)= ii=R (V)=ib} A {RV)zij=R (V)=R(Vv)}
-Sik, <kq, entonces Vv:veV:{ RVv)= ib=R (v)=ij} A {RV)# =R (v)=R(V)?}

Segun esta estrategia, no hay ningiin elemento que cambie de clase mas de [log,n | veces
después de las n-1 fusiones posibles, puesto que la clase resultante de una fusion tiene una
dimensiéon como minimo el doble que la mas pequeia de las clases que en ella intervienen.
Como el coste total de fusiona depende exclusivamente del nimero de cambios de clase
de los elementos (el resto de tareas de la funcidon son comparativamente desdenables), el
coste total de las n-1 fusiones es O(nlogn). Notemos, no obstante, que no se puede
asegurar que el coste individual de una fusion sea ©(logn), pero en el caso general (y en el
algoritmo de la fig. 5.29 en particular) esta caracteristica no es negativa, porque no sera
habitual tener fusiones aisladas.

Por lo que respecta a la eficiencia espacial de este esquema, para implementar la nueva
estrategia de fusiones es necesario ahadir contadores de elementos al vector de los
identificadores de las clases. El espacio resultante es, pues, mas voluminoso que la primera
estructura presentada, aunque el coste asintético no varia.

En la fig. 5.33 se muestra la implementacion del tipo. Se dispone de dos vectores idents y

'® También se debe adaptar la especificaciéon ecuacional del tipo (queda como ejercicio para el lector).
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elems que implementan la estrategia descrita y del tipico contador de clases. Se adopta la
convencion de que, si un identificador no denota ninguna clase valida (porque la clase ha
desaparecido en alguna fusién), su contador de elementos vale cero. Esta propiedad es
fundamental al establecer el invariante (concretamente, para fijar el valor del contador de
clases y para identificar el comienzo de las cadenes validas dentro del vector de elementos).
El final de la cadena correspondiente a una clase de equivalencia se identifica por un
elemento que se apunta a si mismo (de esta manera no es necesario definir un elemento
especial que sirva de marca, ni emplear un campo booleano adicional). En el invariante, las
cadenas se definen de la manera habitual usando esta convenciodn, y no es necesario exigir
explicitamente que la interseccién sea vacia, ya que se puede deducir de la féormula dada. La
implementacion de las operaciones es inmediata: se introduce una funcién auxiliar cambia
para cambiar todos los elementos de una clase a otra tal como se ha dicho en el modelo.

5.4.2 Implementacién arborescente

Las implementaciones lineales que acabamos de ver son suficientemente buenas si no se
formulan requerimientos de eficiencia sobre el tipo, o bien si el numero de elementos dentro
de la relacién es pequefo. Igualmente, hay usos del tipo diferentes del esquema general
presentado en la fig. 5.29 en los cuales la ineficiencia de fusiona no es tan importante. Por
ejemplo, puede que el objetivo final no sea tener una Unica clase, sino simplemente
procesar una coleccién de equivalencias para agrupar los elementos bajo determinado
criterio y, en este caso, seguramente el coste inicial de construir la relaciéon con la aplicacion
sucesiva de fusiona sera irrelevante comparado con el coste posterior de las consultas con
clase. Es aconsejable, no obstante, buscar una representacién que optimice al maximo el
coste del algoritmo de la fig. 5.29, y éste es el objetivo del resto de la seccién.

La idea basica para mejorar la fusion consiste en evitar cualquier recorrido de listas, por lo que
no todos los elementos guardaran directamente el identificador de la clase a la cual
pertenecen y no sera preciso tratarlos todos en cada fusién en que intervengan. Para ser
mas exactos, para cada clase habra un unico elemento, que denominamos representante de
la clase, que guardara el identificador correspondiente; los otros elementos que sean
congruentes accederan al representante siguiendo una cadena de apuntadores.

El funcionamiento de la representacion es el siguiente:

- Al crear la relacion, se forman las n clases diferentes; cada elemento es el
representante de su clase y guarda el identificador.

- Al fusionar, se encadena el representante de la clase menor con el representante de la
clase mayor, el cual conserva su condicion de representante de la nueva clase. Sera
necesario, pues, asegurar el acceso rapido a los representantes de las clases mediante
un vector indexado por identificador de clase.
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universo RELACION_DE_EQUIVALENCIA_LINEAL(ELEM_ORDENADO) es
implementa RELACION_DE_EQUIVALENCIA(ELEM_ORDENADO)
usa ENTERO, BOOL

tiporeleq es
tupla
elems es vector [elem] de tupla id es nat; enc es elem ftupla
idents es vector[de 1 an] de tupla cnt es nat; prim es elem ftupla
nclases es nat
ftupla
ftipo
invariante (R es releq):
R.nclases = Il { i/ R.idents[il.cntz 0} Il A
Viiie{i/R.idents[il.cnt=0 }:
R.idents][i].cnt = |l cadena(R, R.idents[i].prim) I| A
Vv: ve cadena(R, R.idents][i].prim): R.elems[v].id =i A
{ Ui ie{ k/ R.idents[k].cnt # 0}: cadena(R, R.idents[i].prim) } = elem
donde cadena: releq nat — P(elem) se define:
R.elems|v].enc = v = cadena(R, v) = {v}
R.elems|v].enc # v = cadena(R, v) = {v} U cadena(R, R.elems|v].enc)

funcién crea devuelve releq es
var Resreleq; v es elem; i es nat fvar
i=1
para todo v dentro de elem hacer
{se forma la clase i unicamente con v}
R.elems|v].id := i; R.elems[v].enc := v
R.idents[i].prim := v; R.idents[i].cnt ;= 1
i=i+1
fpara todo
R.nclases :=n
devuelve R

funcion clase (R es releq; v es elem) devuelve nat es
devuelve R.elems]v].id

funcién cuantos? (R es releq) devuelve nat es
devuelve R.nclases

Fig. 5.33: implementacion lineal de las relaciones de equivalencia.
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funcion fusiona (R esreleq; iy, io son nat) devuelve releq es
si (iy= 0)v (iy>n) v (ix= 0)v (i >n) v (R.idents[i;].cnt = 0) v (R.idents[i,].cnt = 0)
entonces error
sino si (i # ip) entonces
{se comprueba qué clase tiene mas elementos}
si R.idents][i;].cnt > R.idents]iy].cnt entonces R := cambia(R, i, i)
sino R := cambia(R, i, in)
fsi
R.nclases := R.nclases - 1 {en cualquier caso desaparece una clase}
fsi
fsi
devuelve R

{Funcion auxiliar cambia: dados dos identificadores de clase, fuente y destino,
implementa el trasvase de elementos de la primera a la segunda. Como
precondicion, los identificadores denotan dos clases validas y diferentes
P= (fuente # destino) A (fuente > 0) A (fuente < n) A (destino > 0) A

(destino < n) A (R.idents[fuente].cnt < R.idents[destino].cnt) A (R=Rg)
Q = Vi: iecadena(Ry, Ro.idents[fuente].prim): R.elems]i].id = destino A
Vk: ke[1, n]-{fuente}: Vi: ie cadena(Ry, Ry.idents[k].prim): R.elems[i].id = k A
R.idents[fuente].cnt = 0}
funcion privada cambia (R es releq; fuente, destino son nat) devuelve releq es
varv es elem fvar
{primero cambiamos los identificadores de los elementos de la clase fuente}
v := R.idents[fuente].prim
repetir
{| = Vi: iecadena(Ry, Ro.idents[fuente].prim)-cadena(Ry, Rq.idents[v].prim):
R.elemsi].id = destino}
R.elems|v].id := destino; v := R.elems[v].enc
hasta que R.elems|v].enc = v {condicion de parada: siguiente de v = v}
R.elems|v].id := destino
{luego se encadenan las secuencias correspondientes a las dos clases}
R.elems|v].enc := R.idents[destino].prim
R.idents[destino].prim := R.idents[fuente].prim
{por ultimo se actualizan los contadores de elementos}
R.idents[destino].cnt := R.idents[destino].cnt + R.idents[fuente].cnt
R.idents[fuente].cnt := 0 {marca de clase vacia}
devuelve R

funiverso

Fig. 5.33: implementacion lineal de las relaciones de equivalencia (cont.).
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- Para consultar el identificador de la clase en la que reside un elemento dado, es
necesario buscar su representante siguiendo los encadenamientos.

La repeticion del proceso de fusion puede hacer que diversos elementos apunten a un
mismo representante, dando lugar a una estructura arborescente. Concretamente, cada
clase forma un arbol, donde la raiz es el representante y el resto de elementos apuntan cada
uno su padre. Un elemento v es padre de otro elemento w, porque en algun momento se
han fusionado dos clases A y B, tales que v era el representante de A, w el representante
de B ylaclase A tenia mas elementos que la clase B.

En la fig. 5.34 se muestra un ejemplo. Se define V ={a, b, ..., h} tal que inicialmente la clase
[a] se identifica con el uno, la clase [b] con el dos, etc., y a continuacién se realizan diversas
fusiones hasta obtener una unica clase. En caso de clases igual de grandes, se elige
arbitrariamente el identificador de la segunda clase para denotar el resultado. Para mayor
claridad, se dibujan directamente los arboles sin mostrar la distribucién de los elementos
dentro del vector correspondiente. En el vector de identificadores, una cruz denota clase
vacia.

En la fig. 5.35 se muestra finalmente la implementacién del universo correspondiente. En el
vector de elementos, los nodos que no representan ninguna clase se caracterizan por el
valor cero en su campo identificador. Igualmente, los naturales que no identifican ninguna
clase tienen el contador de elementos a cero en la posicion correspondiente del vector de
identificadores; opcionalmente, podriamos haber usado tuplas variantes. La codificacion de
las operaciones es muy parecida: la fusion sigue el mismo esquema pero ahora la funcién
auxiliar da forma arborescente a las clases tal como se ha explicado. Por lo que respecta a
clase, hay una busqueda desde el nodo consultado hasta la raiz del arbol. El invariante es
muy similar al caso anterior, usando una funcidn que devuelve el representante de la clase
correspondiente a un elemento dado.

La eficiencia espacial es idéntica al enfoque lineal. En cuestion de tiempo, fusiona queda
efectivamente constante, mientras que clase pasa a ser funcién de la profundidad del nodo
buscado. Notemos que, cada vez que se hace una fusion, los elementos que cambian de
clase aumentan su profundidad en uno; dado que un elemento cambia [log,n | veces de
clase como maximo, la altura de los arboles esta acotada por este valor y, en consecuencia, la
operacion queda ©(logn).
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Fig. 5.34: ejemplo de funcionamiento de la representacion arborescente del tipo releq.
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universo RELACION_DE_EQUIVALENCIA_ARBORESCENTE(ELEM_ORDENADO) es
implementa RELACION_DE_EQUIVALENCIA(ELEM_ORDENADO)
usa ENTERO, BOOL

tiporeleq es
tupla
elems es vector[elem] de tupla id es nat; padre es elem ftupla
idents es vector[de 1 an] detupla cnt es nat; raiz es elem ftupla
nclases es nat
ftupla
ftipo
invariante (R es releq):
R.nclases = Il { i/ R.idents[i].cnt = 0} Il A
Virie{i/R.idents[il.cnt=0 }:
R.identsJi].cnt = Il { v / representante(R, v) = R.identsJi.raiz } Il A
R.elems[R.idents[i].raiz].id =i A
donde representante: releq elem — elem se define:
R.elems|v].id = 0 = representante(R, v) = representante(R, R.elems[v].padre)
R.elems|v].id # 0 = representante(R, v) = v

funcién crea devuelve releq es
var Resreleq; v es elem; i es nat fvar
i=1
para todo v dentro de elem hacer
{se forma la clase i unicamente con v}
R.elems|v].id :=i
R.idents][i].raiz := v; R.idents][i].cnt := 1
i=i+1
fpara todo
R.nclases :=n
devuelve R

funcion clase (R es releq; v es elem) devuelve nat es
mientras R.elems[v].id = 0 hacer v := R.elems[v].padre fmientras {se busca la raiz}
devuelve R.elems|v].id

funcién cuantos? (R es releq) devuelve nat es
devuelve R.nclases

Fig. 5.35: implementacion arborescente de las relaciones de equivalencia.
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funcion fusiona (R esreleq; iy, io son nat) devuelve releq es
si (iy= 0)v (iy>n) v (ix= 0)v (i >n) v (R.idents[i;].cnt = 0) v (R.idents[i,].cnt = 0)
entonces error
sino si (i # ip) entonces
{se comprueba qué clase tiene mas elementos}
si R.idents][i;].cnt > R.idents]iy].cnt llavors R := cambia(R, i, i1)
si no R :=cambia(R, iy, in)
fsi
R.nclases := R.nclases - 1 {en cualquier caso desaparece una clase}
fsi
fsi
devuelve R

{Funcion auxiliar cambia: dados dos identificadores de clase, fuente y destino,
cuelga el arbol asociado a fuente como hijo del arbol asociado a destino
P = (fuente = destino) A (fuente > 0) A (fuente < n) A (destino > 0) A
(destino < n) A (R.idents[fuente].cnt < R.idents[destino].cnt) A (R=Rg)
Q = Vv: representante(Ry, v) = fuente: representante(R, v) = R.idents[destino].raiz
A Vv: representante(R, v) # fuente: representante(R, v) = representante(Ry, v)
A R.idents[fuente].cnt = 0}
funcion privada cambia (R es releq; fuente, destino son nat) devuelve releq es
varv es elem fvar

{primero se cuelga el arbol fuente del arbol destino}
R.elems[R.idents[fuente].raiz].padre := R.idents[destino].raiz
R.elems[R.idents[fuente].raiz].id := 0 {marca que no es raiz}

{a continuacién se actualizan los contadores de elementos}
R.idents[destino].cnt := R.idents[destino].cnt + R.idents[fuente].cnt
R.idents[fuente].cnt := 0 {marca de clase vacia}

devuelve R

funiverso

Fig. 5.35: implementacidn arborescente de las relaciones de equivalencia (cont.).

5.4.3 Compresion de caminos

Con la estrategia arborescente tal como se ha explicado, el algoritmo sobre relaciones de la
fig. 5.29 no es mas eficiente que con el uso de la implementacion lineal (incluso empeora),
porque no sirve de nada mejorar las fusiones sin que las consultas de identificadores sean
igualmente rapidas. Por este motivo, introducimos finalmente una técnica llamada
compresion de caminos (ing., path compression) que reduce el coste asintético de una
secuencia de operaciones fusiona y clase a lo largo del tiempo, aunque alguna ejecucion
individual pueda salir perjudicada.
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En la implementacion de la fig. 5.35, al ejecutar clase(R, v) se recorre el camino C que hay
entre v y la raiz de su arbol, donde se encuentra el identificador de la clase. Si
posteriormente se repite el proceso para un nodo w antecesor de v dentro del arbol
correspondiente, se examinan otra vez todos los nodos entre w y la raiz que ya se habian
visitado antes, y que pueden ser muchos. Para evitarlo, se puede aprovechar la primera
busqueda para llevar todos los nodos del camino C al segundo nivel del arbol (es decir, se
cuelgan directamente de la raiz); posteriores busquedas del representante de cualquier
descendente de los nodos de C (incluidos los propios) seran mas rapidas que antes de la
reorganizacioén; concretamente, si el nodo v situado en el nivel k, es descendiente de un
nodo ueC situado en el nivel k,, la busqueda de v pasa de seguir k, encadenamientos a
seguir sélo k, -k, + 2.

Esta idea presenta un problema: la raiz del arbol correspondiente a la clase no es accesible
hasta que no finaliza la busqueda del representante, de manera que los nodos de C no se
puede subir durante la busqueda misma. Por esto, se recorre C dos veces: en la primera vez,
se localiza la raiz (se averigua asi el resultado de la consulta) y, durante la segunda, realmente
se cuelgan los nodos de C de la raiz. El algoritmo resultante se presenta en la fig. 5.36.

funcidén clase (R es releq; v es elem) devuelve nat es
var temp, raiz son elem fvar
{primero se busca la raiz del &rbol}
raiz:=v
mientras R.elems[raiz].id = 0 hacer raiz := R.elems[raiz].padre fmientras
{luego se cuelgan de la raiz todos los nodos del camino entre v y la raiz}
mientras R.elems[v].id = 0 hacer
temp :=v; v := R.elems[v].padre; R.elems[temp].padre := raiz
fmientras
devuelve R.elems]raiz].id

Fig. 5.36: codificacion de clase con compresién de caminos.

Es dificil analizar el coste resultante del algoritmo. Si bien fusiona es ©(1), es evidente que
puede haber ejecuciones individuales de clase costosas (eso si, nunca mas ineficientes
que ©(logn)), pero es necesario destacar que, precisamente, cuanto peor es una ejecucion
individual, mejor organizado queda el arbol y su uso futuro se optimiza, porque acerca el
maximo numero posible de nodos a la raiz (v. fig. 5.37). Se puede demostrar que el coste de
una secuencia de n-1 ejecuciones de fusiona y k de clase, k > n, es O(ka/(k, n)), siendo o
una funcién no decreciente casi inversa de la llamada funcién de Ackerman, que cumple que
1 <ok, n) <4 paratodo k y n razonables (v. [CLR90, pp. 450-458] y [BrB87, pp. 63-67]); a
efectos practicos, el coste global de la secuencia de k operaciones es, pues, equivalente a
O(k) (aunque aplicando estrictamente la definicion de © no es asi, no obstante el crecimiento
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lento de a). Este estudio global del coste se denomina coste amortizado (ing., amortized
complexity) y, en nuestro caso, nos permite asegurar que la secuencia de k+n-1 operaciones
se comporta como si cada una de ellas fuera ©(1); este resultado es mas preciso que el
analisis habitual del caso peor, que comporta multiplicar el coste individual de las operaciones
en el caso peor por la cota superior de su numero de ejecuciones, lo cual resultaria en
O(klogn) en nuestro contexto.

a\b/C ) Q\h j ) g\h j .
\d\\:f/ \f‘/d t a
\i \\:|'A//

Fig. 5.37: ala derecha, compresion de caminos tras buscar a en el arbol de la izquierda.

5.5 Colas prioritarias

Las colas organizadas por prioridades o, abreviadamente, colas prioritarias (ing., priority
queue) son un tipo especial de conjunto donde las operaciones de supresion y consulta
afectan siempre al elemento mas prioritario (al cual denominaremos elemento menor).

Dado un dominio de elementos V y una operacion de comparacion segun la prioridad, < (a
partir de la cual se definen automaticamente las operaciones =, >, <y > que, por ello, pueden
ser usadas libremente como abreviatura en el resto de la seccién), el modelo de las colas
prioritarias de elementos de V son los conjuntos de elementos de V, P(V), con las
operaciones siguientes, paraseP(V)yveV:

- Crear la cola vacia: crea, devuelve el conjunto O.
- Ahadir un elemento a la cola: inserta(c, v), devuelve el conjunto ¢ U {v}.

- Obtener el elemento menor de la cola: menor(c), devuelve el elemento vec, que
cumple: Vw: wec:v <w; da error si c es vacia.

- Borrar el elemento menor de la cola: borra(c), devuelve el conjunto ¢ -{v}, siendo v el
elemento menor(c) de la cola; da error si ¢ es vacia.

- Consultar si la cola esta vacia: vacia?(c), devuelve cierto si ¢ es @, o falso en caso
contrario.

En la fig. 5.38 se muestra la especificacion del tipo colapr de las colas prioritarias; los
parametros formales se definen en el universo de caracterizacion ELEM_<, similar a
ELEM_< (v. fig. 1.36). Recordemos que la comparacion se refiere siempre a la igualdad de
prioridades. El comportamiento de las operaciones es evidente. Ahora bien, es necesario
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sefalar que la especificacidon presenta un problema de consistencia, pues en caso de haber
varios elementos con la prioridad mas pequefa en la cola, su consulta y supresién depende
del orden de aplicacion de las ecuaciones. Para solucionar dicho problema puede anadirse la
condicién vy # v, a la ecuacion purificadora, con lo cual el elemento afectado por las
operaciones sera el primero que entré en la cola con dicha prioridad. Este es un nuevo
ejemplo que muestra la necesidad de sobreespecificar los TAD para obtener modelos
iniciales correctos.

universo COLA_PRIORITARIA (ELEM_<) es
usa BOOL

tipo colapr

ops crea: — colapr
inserta: colapr elem — colapr
menor: colapr — elem
borra: colapr — colapr
vacia?: colapr — bool

errores menor(crea); borra(crea)
ecns Vcecuapr; Vv,vq,Voe elem

inserta(inserta(c, v4), Vo) = inserta(inserta(c, v»), v4)

menor(inserta(crea, v)) = v

[menor(inserta(c, v¢)) <v,] =

menor(inserta(inserta(c, v4), v,)) = menor(inserta(c, v4))

[= (menor(inserta(c, v4)) < V,)] = menor(inserta(inserta(c, v4), Vo)) = Vs

borra(inserta(crea, v)) = crea
[menor(inserta(c, v¢)) <v,] =
borra(inserta(inserta(c, v4), vo)) = inserta(borra(inserta(c, v4)), vo)
[- (menor(inserta(c, v4)) < V,)] = borra(inserta(inserta(c, v4), vo)) = inserta(c, v4)

vacia?(crea) = cierto; vacia?(inserta(c, v)) = falso
funiverso

Fig. 5.38: especificacion del TAD de las colas prioritarias.

La implementacién de las colas prioritarias usando estructuras lineales es costosa en alguna
operacion. Si mantenemos la lista desordenada, la insercién queda constante, pero la
supresion y la consulta exigen una busqueda lineal; si escogemos ordenar la lista, entonces
es la insercién la operacién que requiere una busqueda lineal a cambio del coste constante
de la consulta, mientras que la supresion depende de la representacion concreta de la lista
(si es secuencial, es necesario mover elementos y entonces queda lineal). Una opcién
intermedia consiste en mantener la lista desordenada durante las inserciones y ordenarla a
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continuacioén, siempre que todas las inserciones se hagan al principio y las consultas y
supresiones a continuacién, como pasa con cierta frecuencia. En este caso, el coste total de
mantener una cola de n elementos (es decir, primero insertar los n elementos y después
consultarlos y obtenerlos de uno en uno) queda ©(nlogn) con un buen algoritmo de
ordenacion en comparacion con el coste ©(n2) de las dos anteriores.

5.5.1 Implementacién por arboles parcialmente ordenados y casi completos

A continuacién, introducimos una representacién que garantiza el coste logaritmico de las
operaciones modificadoras de las colas prioritarias manteniendo el coste constante de la
consultora. Esta representacion usa una variante de arbol conocida con el nombre de arbol
parcialmente ordenado (ing., partially ordered tree), que cumple que todo nodo es menor
que sus hijos, si tiene. Ademas, nos interesara que el arbol sea casi completo (o sea, que no
presente discontinuidades en un recorrido por niveles) para asegurar una buena eficiencia
espacial y temporal. Es obvio que en esta clase de arbol el elemento menor reside en la raiz
y, por lo tanto, la ejecucion de menor es constante si disponemos de acceso directo a la raiz
desde la representacion del tipo. Es necesario ver, pues, como quedan las operaciones de
insercion y de supresion. Para hacer este estudio trataremos arboles parcialmente
ordenados binarios; v. ejercicio 5.13 para el estudio de la generalizacion a cualquier aridad'*.

4 4 4
6 5 6 5 8 5

7\ / / 7 \ 7\ /

8 11 9 8 9 11 6 11 9

Fig. 5.39: tres arboles binarios con los mismos elementos: parcialmente ordenado y
completo (izquierda), sélo parcialmente ordenado (medio) y sélo completo (derecha).

a) Insercidon en un arbol parcialmente ordenado y casi completo

Para que el arbol resultante de una insercion sea completo, insertamos el nuevo elemento v
en la primera posicién libre en un recorrido por niveles del arbol. Ahora bien, en el caso
general, esta insercion no da como resultado el cumplimiento de la propiedad de los arboles
parcialmente ordenados, porque v puede tener una prioridad mas pequefa que su padre.
Debido a ello, es necesario comenzar un proceso de reestructuracién del arbol, que consiste
en ir intercambiando v con su padre hasta que la relacién de orden se cumpla, o bien hasta
que v llegue a la raiz; cualquiera de las dos condiciones de parada implica que el arbol vuelve
a cumplir la propiedad de ordenacién parcial.

'* Los arboles parcialmente ordenados n-arios, n > 2, pueden ser interesantes en algunos contextos,
porque, cuanto mayor es la n, menos comparaciones entre elementos es necesario hacer en las
inserciones.
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4 4 3
6 5 6 3 6 4
7/ \ 7/ \ 7/ \ 7/ \ VRN 7/ \
8 1 9 3 8 11 9 5 8 1 9 5

1 1

Fig. 5.40: insercién del 3 paso a paso en el arbol de la fig. 5.39, izquierda.

Notemos que, en el caso peor, el nimero de intercambios de elementos es igual al nimero
de niveles del arbol y, como el arbol es casi completo, el nimero de niveles es del orden del
logaritmo en base 2 del nimero n de elementos del arbol, exactamente [log,(n+1)]
(recordemos que en el nivel i caben hasta 2i-1 nodos); si la representacion de este tipo de
arbol permite realizar cada intercambio en tiempo constante, el coste de la operacion sera
efectivamente O(logn).

b) Supresion en un arbol parcialmente ordenado y casi completo

Dado que el elemento menor reside en la raiz, su supresidn consiste en eliminar ésta; ahora
bien, el resultado no presenta una estructura arborescente y, por ello, es necesario
reestructurar el arbol. Para formar un nuevo arbol casi completo simplemente se mueve el
ultimo elemento v del arbol en un recorrido por niveles hasta la raiz. Sin embargo,
normalmente esta nueva raiz no es mas pequefa que sus hijos, lo cual obliga también aqui a
reestructurar el arbol con una estrategia muy similar: se va intercambiando v con uno de sus
hijos hasta que cumple la relacion de orden, o vuelve a ser una hoja. Sélo es necesario notar
que, en caso de que los dos hijos sean mas pequefnos que v, en el intercambio intervendra
el menor de ellos; de lo contrario, el nuevo padre no cumpliria la buena relacién de orden con
el hijo no movido. De la misma manera que en la insercion, y por el mismo razonamiento, el
coste asintético de la operacion es ©(logn).

9 6 5
6/\5 9/\ R

5 6 9
7\ 7\ 7\
8 8 8

11 11 11

Fig. 5.41: supresiéon del menor en el arbol de la fig. 5.39, izquierda: se sube el 9 a la raiz
(izquierda); se intercambia, erroneamente, el 9 con el 6, violando la relacién de orden
(medio). En realidad, pues, se intercambia con el menor de los hijos (derecha).

Como queda claro a partir de la explicacidn de los algoritmos de las operaciones sobre colas
prioritarias, dado un arbol parcialmente ordenado es necesario acceder rapidamente a la raiz
y al ultimo elemento en un recorrido por niveles; a la raiz, porque en ella reside el elemento
menor y al ultimo, porque es el elemento afectado al insertar o borrar. Ademas, también
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queda claro que, a causa de los procesos de reestructuracion del arbol, a partir de un nodo
es necesario acceder a sus hijos y a su padre. Finalmente, recordemos que el arbol
parcialmente ordenado siempre sera casi completo. Precisamente, los dos ultimos hechos
apuntan a una representacion secuencial del arbol mediante un monticulo. Recordemos que
los monticulos (v. el apartado 5.2.1) organizan los nodos del arbol dentro de un vector, lo que
permite el acceso a los hijos y al padre de un nodo determinado sin necesidad de mantener
encadenamientos, sino aplicando una férmula. En el caso de los arboles binarios, dado un
nodo que resida en la posicién i del monticulo, el padre residird en la posicién Li/2], el hijo
izquierdo en la 2i y el hijo derecho en la 2i + 1. Ademas, el aprovechamiento 6ptimo del
espacio en un monticulo se da cuando el arbol que se quiere representar es casi completo,
como es el caso que nos ocupa, porque asi no hay posiciones intermedias vacias dentro del
vector. No obstante, en alguna situacién concreta puede considerarse el uso de
representaciones encadenadas. En el resto del apartado se estudia la representacion por
monticulo; la representacién encadenada se propone en el ejercicio 5.14.

El universo se presenta en la fig. 5.42. Notemos que en la cabecera aparece el universo de
caracterizacion VAL_NAT (v. fig. 1.32), que define una constante natural que representa el
numero maximo de elementos que caben en la cola, motivo por el que la especificacion de
las colas no es exactamente la que aparece en la fig. 5.38, sino que también seria necesario
controlar el tamafo (de manera similar a todos los TAD ya estudiados). En la representacion
s6lo se necesita el vector para guardar los elementos y un apuntador al primer sitio libre; la
raiz estara siempre en la primera posicién del vector y asi no es necesario ningin apuntador
explicito. El invariante de la representacion garantiza que la relacion de orden entre los
nodos se cumple. Por lo que respecta a la codificacidon de las operaciones del tipo, la
creacion y la obtencion del menor son inmediatas, y la insercion y la supresiéon del menor
siguen la casuistica que se acaba de dar, tal como establecen los invariantes esbozados de
manera informal. Notemos que, efectivamente, el coste de estas dos Ultimas operaciones
queda logaritmico, dado que los intercambios son de orden constante, y que, ademas, en
realidad no se intercambian los elementos a cada paso, sino que el elemento en proceso de
ubicacion no se mueve hasta conocer la posicion destino, lo que ahorra la mitad de los
movimientos (aunque no se mejora el coste asintético).
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universo COLA_PRIORITARIA_POR_MONTICULO(ELEM_<, VAL_NAT) es
implementa COLA_PRIORITARIA(ELEM_<, VAL_NAT)
usa BOOL
tipo colapr es
tupla
A esvector[de 1 aval] de elem
sl es nat
ftupla
ftipo
invariante (C es colapr): 1 <C.sl <val+1 A es_cola(C.A, 1, C.sl-1),
siendo el predicado es_cola(A, i, j) definido como:

[2r > s] = es_cola(A, 1, s) = cierto

[2r=s] = es_cola(A, r, s) = A[r] = A[2r]

[2r < s] = es_cola(A, 1, s) = (A[r] = A[2r]) A (A[r] = A[l2r+1]) A
es_cola(A, 2r,s) A es_cola(A, 2r+1, s)

funcién crea devuelve colapr es
var C es colapr fvar

Csl:=1
devuelve C

funciéninserta (C es colapr; v es elem) devuelve colapr es
var k es nat; fin? es bool fvar
si C.sl = val+1 entonces error {cola llena}
sino {se busca la posicidn destino de v y se mueven los elementos afectados}
C.sl := C.sl+1 {sitio para el nuevo elemento}
k := C.sl-1; fin? := falso
mientras - fin? A (k> 1) hacer
{l =es_cola(C.A, 2k, C.sl-1)}
siv < C.A[k/2] entonces C.A[K] := C.A[k/2]; k := k/2 si no fin? := cierto fsi
fmientras
C.A[k] :=v {insercién del nuevo elemento en su sitio}
fsi
devuelve C

funcién menor (C es colapr) devuelve elem es
var res es elem fvar

si C.sl =1 entonces error si nores := C.A[1] fsi
devuelve res

funcién vacia? (C es colapr) devuelve bool es
devuelve C.sl =1

Fig. 5.42: implementacién de las colas prioritarias usando un monticulo.
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funcioén borra (C es colapr) devuelve colapr es
var k, hmp son nat; éxito? es bool fvar
si C.sl =1 entonces error {cola vacia}
si no {se busca la posicion destino del ultimo y se mueven los elementos afectados}
k :=1; éxito? := falso
mientras (k*2 < C.sl-1) A - éxito? hacer
{= despreciando el subarbol de raiz k, el arbol es parcialmente ordenado}
hmp :=menor_hijo(A, k)
si C.A[hmp] < C.A[C.sl-1] entonces C.A[K] := C.A[hmp]; k := hmp
si no éxito? := cierto
fsi
fmientras
C.Alk] := C.A[C.sl-1]; C.sl :=C.sl-1  {insercion del elemento en su sitio}
fsi
devuelve C

{Funcidn auxiliar menor_hijo: dado un nodo, devuelve la posicion de su hijo
menor; si soélo tiene uno, devuelve la posicién de este Unico hijo. Como
precondicion, el nodo tiene como minimo hijo izquierdo}

funcién privada menor_hijo (C es colapr; k es nat) devuelve nat es

varies nat fvar
sik*2+1 = C.sl-1 entonces i:=k*2  {sdlo tiene hijo izquierdo}
si no si C.A[k*2] < C.A[k*2+1] entoncesi:=k*2 sinoi:= k*2+1 fsi
fsi

devuelvei

funiverso

Fig. 5.42: implementacioén de las colas prioritarias usando un monticulo (cont.).

5.5.2 Aplicacion: un algoritmo de ordenacion

Los algoritmos de ordenacion son una de las familias mas clasicas de esquemas de
programacioén y han dado lugar a resoluciones realmente brillantes e ingeniosas. Una de ellas
es el algoritmo de ordenacion por monticulo (ing., heapsort), presentado en 1964 por
J.W.J. Williams en "Heapsort (Algorithm 232)", Communications ACM, 7(6), que se basa en el
tipo de las colas prioritarias. En él, se recorre la lista a ordenar y sus elementos se insertan en
una cola prioritaria; una vez se han insertados todos, se obtienen uno a uno hasta que la cola
queda vacia y cada elemento obtenido, que sera el menor de los que queden en la cola en
aquel momento, se inserta en la lista resultado y se borra de la cola (v. fig. 5.43; en el
invariante, la funcion elems devuelve el conjunto de elementos de una lista o cola, y
maximo el elemento mayor de la lista).

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



274 Estructuras de datos. Especificacién, disefio e implementacion

funcién heapsort (I es lista) devuelve lista es
var C es colapr; v es elem; Ires es lista fvar
{primer paso: se construye la cola con los elementos de I }
C := COLA_PRIORITARIA.crea
para todo v dentro delhacer C := COLA_PRIORITARIA.inserta(C, v) fpara todo
{segundo paso: se construye la lista ordenada con los elementos de C}
Ires := LISTA_INTERES.crea
mientras - COLA_PRIORITARIA.vacia?(C) hacer
{| = elems(Ires) L elems(C) = elems(l) A menor(C) > maximo(lres) A ordenada(lres)}
Ires := LISTA_INTERES.inserta(Ires, COLA_PRIORITARIA.menor(C))
C := COLA_PRIORITARIA.borra(C)
fmientras
devuelve Ires

Fig. 5.43: algoritmo de ordenacion por monticulo.

Al analizar el coste del algoritmo para una lista de n elementos, observamos que cada uno de
los bucles se ejecuta n veces, porque en cada vuelta se trata un elemento. El paso i-ésimo
del primer bucle y el paso (n-i+1)-ésimo del segundo tienen un coste O(logi), de manera que
el coste total es igual a Xi: 1 < i < n: O(logi) = A(n logn), que es la cota inferior de los
algoritmos de ordenacion, asintéticamente hablando; en este caso, el coste asi determinado
coincide con el calculo hecho con las reglas habituales, determinado como el producto del
numero n de iteraciones multiplicado por el coste individual de la operacion en el caso peor,
O(logn). No obstante, la cola exige un espacio adicional lineal, lo cual es inconveniente. Para
mejorar este resultado, R.W. Floyd formuld en el mismo afio 1964 una variante del método
("Treesort (Algorithm 243)", Communications ACM, 7(12)), aplicable en el caso de que la lista
esté representada por un vector directamente manipulable desde el algoritmo (seria el tipico
caso de ordenar un vector y no una lista). El truco consiste en dividir el vector en dos trozos,
uno dedicado a simular la cola y el otro a contener parte de la solucién. Dentro de la cola, los
elementos se ordenaran segun la relacién > (inversa de la ordenacion resultado), de manera
que en la raiz siempre esté el elemento mayor. Es necesario notar que, en la primera fase del
algoritmo, en realidad se dispone de varias colas que se van fusionando para obtener la cola
(unica) final. El algoritmo no exige ninguna estructura voluminosa auxiliar, pero, en cambio,
no es en absoluto modular, pues sélo es aplicable sobre representaciones secuenciales.

<— <—
elementos colas ordena- cola ordenada elementos
desordenados das por > por > ordenados

Fig. 5.44: heapsort: construccion de la cola (izq.) y ordenacién de los elementos (der.); la
flecha indica el sentido del desplazamiento de la frontera entre las partes del vector.
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Para escribir una versién sencilla y facilmente legible del algoritmo de ordenacion,
introducimos una accién auxiliar hunde (denominada heapify en algunos textos en lengua
inglesa), por la que hunde(A, pos, max) reubica el elemento v residente en la posicidn pos
del vector A, intercambiando reiteradamente con el mayor de sus hijos, hasta que v sea
mayor que sus hijos, o bien hasta que v sea una hoja; para saber que un elemento es hoja
basta con conocer la posicion del Ultimo elemento por niveles, que sera el parametro max.
Como precondicién, se supone que pos no es hoja y que sus dos hijos (o sélo uno, si no
tiene hijo derecho) son subdrboles parcialmente ordenados. La accion correspondiente se
presenta en la fig. 5.45; notemos su similitud con la funcién borra de las colas con prioridad,
que es una particularizacién. En las pre y postcondiciones se usa un predicado, elems, que
da como resultado el conjunto de elementos entre dos posiciones dadas del vector, y que se
usa para establecer que los elementos del vector son los mismos y, en particular, que los que
habia en el trozo afectado por la ordenacién también se mantienen. Por lo que respecta a
es_cola, se considera el criterio de ordenacion inverso que la fig. 5.42.

{P=1<pos<|max2]<naA=Aqnr es_cola(A, 2pos, max) A es_cola(A, 2pos+1, max) }
accién privada hunde (ent/sal A es vector [de 1 an] de elem; ent pos, max son nat) es
var hmp es nat; temp es elem; éxito? es bool fvar
{se busca la posicidon que ocupara el nuevo elemento y, mientras, se mueven
los elementos afectados}
temp := pos
mientras (pos*2 < max) A —éxito? hacer
{| = despreciando los nodos que cuelgan de pos, el arbol es parcialmente ordenado}
hmp := mayor_hijo(A, pos) {inverso de menor_hijo, v. fig. 5.42}
si Alhmp] > temp entonces A[pos] := A[hmp]; pos := hmp si no éxito? := cierto fsi
fmientras
C.A[pos] :=temp {insercidn del elemento que se esta reubicando en su sitio}
faccién
{Q = elems(A, pos, max) = elems(A,, pos, max) A elems(A, 1, max) = elems(A,, 1, max)
A es_cola(A, pos, max) }, donde se define elems(A, r,s) = {Afi]/r<i<s}

Fig. 5.45: algoritmo de ubicacién de un elemento en un monticulo.

Finalmente, en la fig. 5.47 se codifica el algoritmo de ordenacién y en la fig. 5.46 se muestra
un ejemplo de funcionamiento. Como en la version anterior, distinguimos dos partes:

- Formacion de la cola: se van ubicando los nodos en un recorrido inverso por niveles del
arbol, de manera que dentro del vector residan diversos arboles parcialmente
ordenados, y a cada paso se fusionan dos arboles y un elemento en un unico arbol.
Notemos que este recorrido no trata las hojas, porque ya son arboles parcialmente
ordenados.
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- Construccion de la solucidn: a cada paso se selecciona el elemento mayor de la cola
(que reside en la primera posicion) y se coloca en la posicion i que divide el vector en
dos partes, de manera que todos los elementos de su izquierda sean mas pequefios y
todos los de su derecha mas grandes; estos Ultimos, ademas, habran sido ordenados
en pasos anteriores. A continuacion, el elemento que ocupaba previamente la posicion
i se sitla como nueva raiz y se reorganiza el arbol resultante.

Fig. 5.46: ejemplo de ordenacion de un vector con el método del monticulo; en las dos filas
superiores se muestra la formacion de la cola y en las dos inferiores la extraccién ordenada
de elementos; la barra vertical mas gruesa indica la particion l6gica del vector.

La versioén resultante, efectivamente, no precisa de espacio auxiliar y su coste temporal
asintético se mantiene ©(nlogn). Ahora bien, si examinamos detenidamente la primera parte
del algoritmo, veremos que su coste no es en realidad ©(nlogn), sino simplemente ©(n). Ello
se debe al hecho de que, al dar una vuelta al bucle que hay dentro de hunde, pos vale como
minimo el doble que en el paso anterior. Por lo tanto, para pos entre n/2 y n/4+1 el bucle
(que tiene un cuerpo de coste constante) se ejecuta como mucho una vez, entre n/4 y
n/8+1 como mucho dos, etc. La suma de estos factores queda, para un arbol de k niveles,
siendo k =[log,(n+1)1, igual a Zi: 1 < i< k-1: 2i-1(k-i), donde cada factor del sumatorio es un
nivel, el valor absoluto de la potencia de 2 es el nimero de nodos del nivel, y k-i es el niumero
maximo de movimientos de un nodo dentro del nivel. Esta cantidad esta acotada por 2n y asi
el coste asintético resultante queda ©(n). Si bien en el algoritmo de ordenacion el coste
asintético no queda afectado, puede ser util que las colas prioritarias ofrezcan una funcion
organiza que implemente esta conversion rapida de un vector en una cola, porque puede
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reducir el coste de otros algoritmos (esta funcién tendria que trabajar sobre la representacion
del tipo y por ello formaria parte del modelo de las colas). Un ejemplo es la modificacion de
heapsort para que, en lugar de ordenar todo el vector, sélo obtenga los k elementos mas
grandes, k < n, en cuyo caso, el coste del algoritmo modificado seria O(n+k logn), que podria
llegar a quedar ©(n) si k < n/logn. También el algoritmo de Kruskal sobre grafos (v. seccion
6.5) se beneficia de esta reduccién de coste.

Pz=n21AA=Ay}
accién heapsort (ent/sal A es vector [de 1 an] de elem) es
varies nat; temp es elem fvar
{primero, se forma la cola}
para todo i desde n/2 bajando hasta 1 hacer
{| = Vk:i+1 <k <n:es_cola(A, k, n) A elems(A, 1, max) = elems(Ag, 1, max)}
hunde(A, i, n)
fpara todo
{a continuacioén, se extraen ordenadamente los elementos}
para todo idesde n bajando hasta 2 hacer
{I = es_cola(A, 1, i) A ordenado(A, i+1, n) A
A elems(A, 1, max) = elems(Ag, 1, max) A (i<n = A[1] < Afi+1])}
temp := A[1]; A[1] := A[i]; Ali] :=temp  {intercambio de los elementos}
hunde(A, 1,i-1)  {reorganizacion del arbol}
fpara todo
faccion
{Q = elems(A, 1, n) = elems(A,, 1, n) Aordenado(A, 1, n)}

Fig. 5.47: algoritmo de ordenacion por monticulo de un vector.

5.6 Tablas ordenadas

ElI TAD de las tablas ordenadas ha sido introducido en la seccién 4.5 como una estructura
que combina el acceso individual a los elementos de una tabla y su obtencion ordenada.
También se han citado diversas posibilidades de implementacién, entre la que destaca el uso
de tablas de dispersion. Ahora bien, la organizacion por dispersion presenta algunas
caracteristicas negativas que es necesario comentar:

- El acceso a los elementos de la tabla puede dejar de ser constante si la funcién de
dispersion no los distribuye bien en las diferentes cubetas. Para controlar este mal
funcionamiento es necesario anadir cédigo de control a la implementacién de la tabla v,
si se detecta, se ha de redefinir la funcién y volver a insertar los elementos.

- Es necesario realizar un estudio cuidadoso para decidir cuél es la organizacion de
dispersion adecuada para el contexto concreto de uso, tal como se muestra en el
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apartado 4.4.6.

- Se ha de determinar el nimero aproximado de elementos que se espera guardar en la
tabla, aun cuando no se tenga la mas remota idea. Si, con el tiempo, la tabla queda
pequefia, es necesario agrandarla, redefinir la funcion de dispersion y reinsertar los
elementos (a no ser que se usen métodos incrementales que no se han tratado en
este texto); si se revela excesiva, se desperdiciara espacio de la tabla.

- En el contexto de las tablas ordenadas hay alguna operacion forzosamente lineal: o
bien la insercion, si se mantiene siempre una estructura encadenada ordenada de los
elementos, o bien la preparacién del recorrido, si se mantiene la estructura sin ningun
orden y se ordena previamente al recorrido (en concreto, el coste del Ultimo caso es
casi lineal).

A continuacién se introduce una técnica de representacion de las tablas mediante arboles
que permite recorridos ordenados eficientes sin que ninguna operacion quede lineal. Cada
elemento tendra asociados como minimo dos encadenamientos y un campo adicional de
control, de manera que ocupara mas en esta nueva estructura, pero como no sera necesario
dimensionar a priori ningun vector, es posible que el espacio total resultante no sea
demasiado diferente (v. ejercicio 5.25). Estos arboles se denominan arboles binarios de
busqueda.

5.6.1 Arboles binarios de busqueda

Sea V un dominio de elementos y sea < la operacién de comparacién que define un orden
total (para simplificar las explicaciones, usaremos también el resto de operadores
relacionales). Un arbol binario de busqueda (ing., binary search tree) es un arbol binario
etiquetado con los elementos de V tal que, o bien es el arbol vacio, o bien su raiz es mayor
que todos los elementos de su subarbol izquierdo (si tiene) y menor que todos los
elementos de su subarbol derecho (si tiene) y, ademas, sus subarboles izquierdo y derecho
son también arboles de busqueda (si existen). De manera mas formal, definimos ACV como
los arboles binarios de busqueda sobre V, Ac, = A2,

-Qe Acv.
-Va,a: a,a'c ACy: dom(a) = @ A dom(a') = O
Yv; VeV: max{n/<s,n>e N;}<V A v<min{n/<s,n>e N, }:
enraiza(d, v, @), enraiza(d, v, '), enraiza(a, v, @), enraiza(a, v, a)e ACy.

En la fig. 5.48 se muestran tres arboles binarios con etiquetas naturales; el de la izquierda y el
del medio son de busqueda, pero no el de la derecha, ya que su subarbol izquierdo
contiene un elemento, el 9, mayor que la raiz. Los dos arboles de busqueda contienen los
mismos naturales. En general, se pueden formar muchos &rboles de busqueda con los
mismos elementos (v. ejercicio 5.17).
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7 10 7
5 10 9 12 5 10
7 \ 7\ / 7/ \ AN
2 6 9 12 6 2 9 12
7 \ /
5 7 6
/
2

Fig. 5.48: dos arboles de busqueda con los mismos elementos y uno que no lo es (der.).

La propiedad que caracteriza los arboles de busqueda es que, independientemente de su
forma, su recorrido en inorden proporciona los elementos ordenados precisamente por la
relacion exigida entre la raiz del arbol y las raices de sus subarboles. Esta propiedad se
podria comprobar en los dos arboles de busqueda de la fig. 5.48, y se podria demostrar
facilmente por induccién sobre la forma de los arboles a partir de su definicion recursiva
(queda como ejercicio para el lector). La adecuacion de los arboles de busqueda como
implementacién de las tablas ordenadas se basa en este hecho, que permite obtener los n
elementos de la tabla en ©(n), ya sea con arboles enhebrados o no. A continuacion, es
necesario estudiar el coste de las operaciones de acceso individual a la tabla para acabar de
determinar la eficiencia temporal de la estructura.

Las operaciones de acceso individual se basan en la busqueda de un elemento en el arbol y
se rigen por un esquema bastante evidente. Sea acAcy un arbol de busqueda y sea veV
el elemento a buscar:
- Sia es el arbol vacio @, se puede afirmar que v no esta dentro del arbol.
- En caso contrario, se comparara v con la raiz de a y habra tres resultados posibles:
¢ v =raiz(a): el elemento ha sido encontrado en el arbol.
0 v <raiz(a): se repite el proceso dentro del subarbol izquierdo de a.
0 v > raiz(a): se repite el proceso dentro del subarbol derecho de a.

a) Insercion en un arbol binario de busqueda

Para que el arbol resultante de una insercion en un arbol de busqueda sea también de
busqueda, se aplica la casuistica descrita para localizar el elemento. Si se encuentra, no es
necesario hacer nada, si no, se inserta el nuevo elemento justo en el lugar donde ha
acabado la busqueda (es decir, en el lugar donde habria estado en caso de existir). En la fig.
5.49 se muestra la insercion de dos elementos dentro de un arbol de busqueda; en los dos
casos y como siempre sucede, el nuevo elemento se inserta como una hoja, dado que
precisamente la busqueda acaba sin éxito cuando se accede a un subarbol izquierdo o
derecho que esta vacio.
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7 7 7
5 10 5 10 5 10
7 \ 7 \ 7 \ 7\ 7 N\ 7\
2 6 9 12 2 6 9 12 2 6 9 12
N N\
4 4
/
3

Fig. 5.49: insercion del 4 (medio) y del 3 (derecha) en el arbol de busqueda de la izquierda.

Si el elemento a insertar no esta en el arbol, el algoritmo de insercidon recorre un camino
desde la raiz hasta una hoja; obviamente, el camino mas largo tiene como longitud el nimero
de niveles del arbol. Si tenemos suerte y el arbol es casi completo, el numero de niveles es
logaritmico. No obstante, en el caso peor el numero de niveles de un arbol binario de
busqueda de n elementos es n, ya que no hay ninguna propiedad que restrinja la forma del
arbol y, por ello, el coste resultante puede llegar a ser lineal; este caso peor se da en la
insercién ordenada de los elementos que resulta en un arbol completamente degenerado,
donde cada nodo tiene un hijo y sélo uno. Se puede demostrar que el numero esperado de
niveles de un arbol binario de busqueda después de insertar n nodos es asintéticamente
logaritmico, aproximadamente 2(Inn +y+1), siendo y = 0.577... la constante de Euler y
suponiendo que el orden de insercion de los n nodos es equiprobable [Wir86, pp. 214-217].

b) Supresion en un arbol binario de busqueda
Para localizar un elemento v dentro del arbol se aplica el algoritmo de busqueda habitual. Si
el elemento no se encuentra, la supresion acaba; de lo contrario, el comportamiento exacto
depende del numero de hijos que tiene el nodo n = <s, v> que contiene el elemento:

- Sin es una hoja, simplemente desaparece.

- Sin tiene un Unico subarbol, ya sea izquierdo o derecho, se sube a la posicion que
ocupa n.

- Si n tiene dos hijos, ninguno de los dos comportamientos descritos asegura la
obtencion de un arbol binario de busqueda, sino que es necesario mover otro nodo
del arbol a la posicién s. ;Cual? Para conservar la propiedad de los arboles de
busqueda, se mueve el mayor de los elementos mas pequeios que v (que esta dentro
del subarbol izquierdo del arbol que tiene n como raiz), o bien el menor de los
elementos mas grandes que v (que esta dentro del subarbol derecho del arbol que
tiene n como raiz). En cualquier caso, el nodo n' que contiene el elemento que
responde a esta descripcion es, o bien una hoja, o bien un nodo con un unico hijo, de
manera que a continuacion se le aplica el tratamiento correspondiente en estos casos.

En la fig. 5.50 se muestran las supresiones de los elementos 6, 2 y 7 en el arbol de la fig.
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5.49, derecha. Cada una de las supresiones se corresponde con los tres casos citados; en
particular, la supresién del 7 lleva al menor de los mayores al nodo que lo contiene. Por lo que
respecta a la eficiencia temporal, pueden repetirse los razonamientos hechos en la insercion.

7 7

5 10 5 10 5 10
/ 7 \ /7 7 \ / N\
2 9 12 4 9 12 4 12

/ /

\4 3 3

/
3

Fig. 5.50: supresion del 6 (izq.), 2 (medio) y 7 (der.) en el arbol de la fig. 5.49, derecha.

En la fig. 5.51 se muestra una implementacién por arboles de busqueda de las tablas
ordenadas que sigue la estrategia dada. Para simplificar la discusién, se ha escogido la
especificacién de las tablas ordenadas con una Unica operaciéon que devuelve la lista
ordenada de los elementos (v. fig. 4.29); queda como ejercicio para el lector una version
usando arboles con punto de interés. Observemos que no es necesario manipular
directamente la representacion de los arboles binarios, sino que simplemente se instancia un
universo adecuado que ofrezca operaciones de recorrido y, a continuacion, se restringen los
valores posibles estableciendo un invariante, que caracteriza la propiedad de los arboles de
busqueda con el uso de dos funciones auxiliares para obtener el maximo y el minimo de un
arbol de busqueda; notemos que las propiedades sobre la forma del arbol binario (v. fig. 5.8,
por ejemplo) son implicadas por las propiedades exigidas a los arboles de busqueda. La
instancia es privada, porque las operaciones propias de los arboles binarios no han de ser
accesibles al usuario del tipo. Las instancias de los universos para definir pares y listas ya se
hicieron en la especificacion y no es necesario repetirlas. Por lo que respecta a las
operaciones, se implementan recursivamente, dado que es la manera natural de traducir el
comportamiento que se acaba de describir; no obstante, el algoritmo de supresion presenta
un par de ineficiencias al borrar un nodo que tiene dos hijos, que no se eliminan del algoritmo
para mayor claridad en la exposicién: por un lado, para obtener el menor de los mayores se
hace un recorrido en inorden del subarbol derecho, cuando se podria simplemente bajar por
la rama correspondiente; por otro, para borrar este elemento se vuelve a localizar
recursivamente con borrar; la solucién de estas ineficiencias (que no afectan al coste
asintotico) queda como ejercicio para el lector. Notemos que las repetidas invocaciones a
enraizar provocan cambios en la posicion fisica de las etiquetas (aunque la forma del arbol no
varie), lo cual puede ser un inconveniente; la modificacion de la codificacion para evitar este
movimiento exige manipular las direcciones fisicas de los nodos como minimo en la
supresién de nodos con dos hijos, por o que debe escribirse la representacion del tipo
explicitamente en el universo.
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universo ARBOL_BINARIO_DE_BUSQUEDA (A esELEM_<_=, B esELEM_ESP) es
implementa TABLA_ORDENADA (A esELEM_<_=, B esELEM_ESP)

renombra A.elem por clave, B.elem por valor, B.esp porindef

usa BOOL

instancia privada ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS (C es ELEM)
donde C.elem es elem_tabla

renombra arbol por arbol_busqueda

tipo tabla es arbol_busqueda ftipo
invariante (T es tabla): correcto(T)
donde el predicado correcto: arbol_busqueda — bool se define:
correcto(crea) = cierto
correcto(enraiza(ay, v, a,)) = correcto(a;) A correcto(as) A
{ = vacio?(a;) = v.clave > maximo(a{) } A
{ = vacio?(a,) = v.clave < minimo(a,) }
y la funcién maximo: arbol_busqueda — elem (y simétricamente minimo) es:
vacio?(hder(a)) = maximo(a) = raiz(a).clave
=vacio?(hder(a)) = maximo(a) = maximo(hder(a))

funcién crea devuelve tabla es
devuelve ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS.crea

funcidn asigna (a es tabla; k es clave; v es valor) devuelve tabla es
si vacio?(a) entonces {se crea un arbol de un unico nodo}
a := enraiza(crea, <k, v>, crea)

sino
opcion
caso raiz(a).clave = k hacer {se sustituye la informacioén asociada}
a := enraiza(hizq(a), <k, v>, hder(a))
caso raiz(a).clave < k hacer {debe insertarse en el subarbol derecho}
a := enraiza(hizq(a), raiz(a), asigna(hder(a), k, v))
caso k < raiz(a).clave hacer {debe insertarse en el subarbol izquierdo}
a := enraiza(asigna(hizq(a), k, v), raiz(a), hder(a))
fopcion
fsi
devuelve a

Fig. 5.51: implementacion de las tablas ordenadas usando un arbol binario de busqueda.
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funcidén borra (a es tabla; k es clave) devuelve tabla es
var temp es elem_tabla fvar
si—vacio?(a) entonces {si el arbol es vacio, no es necesario hacer nada}

opcion
caso raiz(a).clave = k hacer {hay cuatro casos posibles}
opcién

caso vacio?(hizq(a)) A vacio?(hder(a)) hacer {el nodo es una hoja}
a:=crea

caso —wvacio?(hizq(a)) A vacio?(hder(a)) hacer {se sube el hijo izquierdo}
a := hizq(a)

caso vacio?(hizq(a)) A -vacio?(hder(a)) hacer {se sube el hijo derecho}
a = hder(a)

caso ~wacio?(hizq(a)) A -vacio?(hder(a)) hacer {el nodo tiene dos hijos}
{se busca el menor de los mayores, temp}
temp := actual(principio(inorden(hder(a)))
{se sube a la raiz y se borra del subarbol donde reside}
a := enraiza(hizq(a), temp, borra(hder(a), temp.clave))
fopcioén
caso raiz(a).clave < k hacer {es necesario suprimir en el subarbol derecho}
a := enraiza(hizq(a), raiz(a), borra(hder(a), k))
caso k < raiz(a).clave hacer {es necesario suprimir en el subarbol izquierdo}
a := enraiza(borra(hizq(a), k), raiz(a), hder(a))
fopcidén
fsi
devuelve a

funcién consulta (a es tabla; k es clave) devuelve valor es
var v es valor fvar
sivacio?(a) entonces v := indef {la clave no esta definida}
sino
opcién
caso raiz(a).clave = k hacer v := raiz(a).valor
caso raiz(a).clave < k hacer v := consulta(hder(a), k)
caso raiz(a).clave > k hacer v := consulta(hizq(a), k)
fopcién
fsi
devuelvev

funcién todos_ordenados (T es tabla) devuelve lista_elem_tabla es
devuelve ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS.inorden(T)

funiverso

Fig. 5.51: implementacion de las tablas ordenadas usando un arbol binario de busqueda.
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5.6.2 Arboles AVL

Como ya se ha explicado, la eficiencia temporal de las operaciones de acceso individual a los
elementos del arbol depende exclusivamente de su altura y, en caso de mala suerte, puede
llegar a ser lineal. En este apartado se introduce una variante de arbol que asegura un coste
logaritmico, ya que reduce el numero de niveles de un arbol binario de n nodos a ©(logn), el
minimo posible.

Hay diversas técnicas que aseguran este coste logaritmico sin exigir que el arbol sea casi
completo (lo que llevaria a algoritmos demasiado complicados y costosos). Por ejemplo, los
denominados arboles 2-3 son una clase de arboles no binarios, sino ternarios, que obligan a
que todas las hojas se encuentren al mismo nivel; su extensién a una aridad cualquiera son
los arboles B y sus sucesores B* y B, muy empleados en la implementacién de ficheros
indexados. En este texto, no obstante, estudiamos otra clase de arboles (estos si, binarios)
que se definen a partir de los conceptos y algoritmos hasta ahora introducidos: los arboles
AVL (iniciales de sus creadores, G.M. Adel'son-Vel'skii y E.M. Landis, que los presentaron en
el afo 1962 en una publicacién soviética), que son arboles de busqueda equilibrados.

Diremos que un arbol binario esta equilibrado (ing., height balanced o, simplemente,
balanced) si el valor absoluto de la diferencia de alturas de sus subarboles es menor o igual
que uno y sus subarboles también estan equilibrados. Por ejemplo, los arboles izquierdo y
derecho de la fig. 5.48 son equilibrados; el de la izquierda, porque es completo, y el de la
derecha, porque sus desequilibrios no son lo bastante acusados como para romper la
definicion dada. En cambio, el arbol central de la misma figura es desequilibrado: por
ejemplo, su subarbol izquierdo tiene altura 4 y el derecho 1.

Los arboles AVL aseguran realmente un coste logaritmico a sus operaciones de acceso
individual; en [HoS94, p. 520-521] y [Wir86, pp. 218-219] se deduce este coste a partir de
una formulacién recursiva del nimero minimo de nodos de un arbol AVL de altura h, que
puede asociarse a la sucesion de Fibonacci. Los mismos Adel'son-Vel'skii y Landis
demuestran que la altura maxima de un arbol AVL de n nodos estd acotada por
[1.4404l0g,(n+2)-0.328] (aproximadamente 1.5logn), es decir, orden logaritmico; los
arboles que presentan esta configuracién sesgada se denominan arboles de Fibonacci,
también debido al parecido con la sucesion correspondiente. Por lo que respecta al caso
medio (el caso mejor es, obviamente, el arbol perfectamente completo), estudios empiricos
apuntan a que la altura de un arbol AVL de n nodos, usando el algoritmo de inserciéon que se
presenta a continuacién, es del orden de [(logn)+0.25], suponiendo que el orden de
insercidon de los elementos sea aleatorio [Wir86, pp. 223-224].

En la fig. 5.52 se muestra una representacion de las tablas con arboles AVL implementados

con punteros. Observamos que en este caso no reaprovechamos el TAD de los arboles
binarios dado que es necesario guardar informacién sobre el equilibrio del &rbol dentro de los
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nodos. Concretamente se introduce un tipo por enumeracion, que implementa el concepto
de factor de equilibrio (ing., balance factor) que registra si un arbol AVL tiene el subarbol
izquierdo con una altura superior en uno al subarbol derecho, si esta perfectamente
equilibrado o si el subarbol derecho tiene una altura superior en uno al subarbol izquierdo. El
uso del factor de equilibrio en lugar de la altura simplifica la codificacién de los algoritmos,
porque evita distinguir subarboles vacios. El invariante del tipo simplemente refuerza el
invariante de los arboles de busqueda con la condicion de equilibrio, que tendra que ser
efectivamente mantenida por los algoritmos de insercién y de supresion; para definirla, se
introduce una operacién auxiliar que calcula la altura de un nodo segun se definié en la
seccién 5.1. Notemos que no se incluyen las comprobaciones sobre los apuntadores que
aparecen en los arboles binarios de la fig. 5.8, porque se pueden deducir de la condicién de
arbol de busqueda. Para simplificar algoritmos posteriores, el arbol no se enhebra; este caso
queda como ejercicio para el lector.

tipo tabla es arbol_AVL ftipo
tipo privado arbol_AVL es ~nodo ftipo
tipo privado equilibrio es (1ZQ, PERFECTO, DER) ftipo

tipo privado nodo es

tupla
k es clave; v es valor

hizg, hder son~nodo
equib es equilibrio {factor de equilibrio del nodo}
ftupla
ftipo
invariante (T es tabla): correcto(T),
donde correcto: arbol_AVL — bool se define como:
correcto(NULO) = cierto
p # NULO = correcto(p) = correcto(p”.hizq) A correcto(p”.hder) A
p.hizq # NULO = maximo(p~.hizq) < prk A
p/.hder # NULO = minimo(p~.hder) > pAk A
| altura(p”.hizq) - altura(p™.hder) | <1 A
pM.equib = IZQ < altura(p”.hizq) > altura(pr.hder) A
pr.equib = PERFECTO < altura(p”.hizq) = altura(p™.hder) A
p~.equib = DER < altura(p”.hizq) < altura(p”®.hder)

y donde la funcién altura: arbol_AVL — nat se define como:
altura(NULO) =0
p # NULO = altura(p) = max(altura(p?.hizq), altura(p”.hder)) + 1,
y maximo y minimo se definen como en la fig. 5.51

Fig. 5.52: representacién del tipo de las tablas ordenadas con arboles AVL.
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a) Insercién en un arbol AVL
La insercion en un arbol AVL consta de dos etapas diferenciadas: por un lado, es necesario
aplicar la casuistica de la insercién "normal" para conservar la propiedad de los arboles de
busqueda vy, por el otro, es necesario asegurar que el arbol queda equilibrado,
reestructurandolo si es necesario. La primera tarea ya ha sido descrita; nos centramos, pues,
en la segunda.

Sean a un arbol AVL y <k, v> el par clave-valor a insertar; si la clave k ya estaba dentro de a, o
bien el nodo que se afade segun el algoritmo de insercién no provoca ningun desequilibrio,
el proceso acaba sin mas problemas. El desequilibrio se produce cuando existe un subarbol
a' de a, que se encuentra en cualquiera de los dos casos siguientes:

- El subarbol derecho de a' tiene una altura superior en uno'® al subarbol izquierdo de a,
y el nodo correspondiente al par <k, v> se inserta en el subarbol derecho de a' v,
ademas, provoca un incremento en uno'® de su altura (v. fig. 5.53, izquierda).

- El subarbol izquierdo de a' tiene una altura superior en una unidad al subarbol derecho
de a, y el nodo correspondiente al par <k, v> se inserta en el subarbol izquierdo de a' y,
ademas, provoca un incremento en uno de su altura (v. fig. 5.53, derecha).

A PO

h+1 h+1

(nodo insertado)

Fig. 5.53: los dos casos posibles de desequilibrio de la insercion en un arbol AVL.

A continuacién se estudian las medidas que es necesario tomar para reequilibrar el arbol en
estas situaciones. Notemos que ambas son simétricas, razén por la que nos centraremos
s6lo en la primera, y queda como ejercicio la extension al segundo caso. Hay dos subcasos:

- Caso DD (abreviatura de Derecha-Derecha; del inglés RR, abreviatura de Right-Right):
el nodo se inserta en el subarbol derecho del subarbol derecho de a'. En la fig. 5.54 se
muestra este caso (las alturas de By y son las Unicas posibles, una vez fijada la altura de
o) ¥ su solucién, que es muy simple: la raiz B del subarbol derecho de a' pasa a serla
nueva raiz del subarbol y conserva su hijo derecho, que es el que ha provocado el

® Nunca puede ser superior en mas de una unidad, porque a es un arbol AVL antes de la insercion.
'® El incremento no puede ser superior a una unidad, porque se inserta un Ginico nodo.
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desequilibrio con su incremento de altura y que, con este movimiento, queda a un nivel
mas cerca de la raiz del &rbol, compensando el aumento; la antigua raiz A de a' pasa a
ser hijo izquierdo de B y conserva su subarbol izquierdo; finalmente, el anterior
subarbol izquierdo de B pasa a ser subarbol derecho de A para conservar la propiedad
de ordenacion de los arboles de busqueda. Algunos autores denominan rotaciones a
estos movimentos de subarboles. Se puede comprobar que la rotacion mantiene la
ordenacion correcta recorriendo inorden el arbol antes y después del proceso. En la
fig. 5.54 confirmamos que, efectivamente, el recorrido es idéntico, aAfBy, tanto en el
arbol de la izquierda como en el de la derecha.

B A
h h
] ¢ h+2 v ] h+2
h+1 h+1
\ \
(nodo insertado) @

Fig. 5.54: arbol con desequilibrio DD (a la izquierda) y su resolucion (a la derecha).

Notemos que la altura del arbol resultante es la misma que tenia el arbol antes de la insercion.
Esta propiedad es importantisima, porque asegura que basta con un Unico reequilibrio del
arbol para obtener un arbol AVL después de la insercién, siempre que la busqueda del
primer subarbol que se desequilibra se haga siguiendo el camino que va de la nueva hoja a la
raiz. En el momento en que se reequilibra este subarbol, el resto del arbol queda
automaticamente equilibrado, porque ya lo estaba antes de la insercién y su altura no varia. El
arbol resultante queda incluso "mas equilibrado" que antes, en el sentido de que el proceso
de reequilibrio iguala las alturas de los dos subarboles de a'.

primer subarbol
desequilibrado
resto del arbol

equilibrado sentido de comprobacion
del equilibrio
|

<«— nodo insertado

Fig. 5.55: proceso de equilibrado del arbol.
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h+2

- Caso DI (abreviatura de Derecha-lzquierda; del inglés RL, abreviatura de Right-Left): el
nodo se inserta en el subarbol izquierdo del subarbol derecho de a'. En la fig. 5.57 se
muestra este caso (las alturas de los subarboles de la derecha de la raiz son fijadas a
partir de la altura de o) y su solucién, que no es tan evidente como antes, porque
aplicando las mismas rotaciones de subarboles no se solucionaria el desequilibrio, por
lo que es necesario descomponer también el 21-subarbol de a'. Precisamente por este
motivo es necesario distinguir el caso trivial en que el 21-subarbol de a' sea vacio y no
se pueda descomponer (v. fig. 5.56). La rotacién DI se puede considerar como la
composicion de dos rotaciones: la primera, una rotacién Il (simétrica de la DD) del
subarbol derecho de a' vy la segunda, una rotacién DD del subarbol resultante.
Notemos que el nuevo nodo puede ir a parar indistintamente a cualquiera de los dos
subarboles que cuelgan del 21-subdarbol de a' sin que afecte a las rotaciones definidas.
También aqui la altura después de la rotacion es igual a la altura previa a la insercion.

h+2

h-11| B h ) 3h-1 h+1
h o

T omS L
y
Fig. 5.57: arbol con desequilibrio DI (arriba, izquierda), rotacion Il sobre el subarbol
izquierdo (arriba, derecha) y rotacién DD sobre el arbol entero (abajo).
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Existen diversos estudios empiricos que intentan establecer la relacidon entre el nimero de
rotaciones exigidas para una secuencia dada de inserciones [Wir86, p. 227]. Los resultados
apuntan que, dada una secuencia aleatoria de inserciones en un arbol AVL, se necesita una
rotacidon para cada dos inserciones, siendo los dos tipos de rotaciones casi equiprobables.

En la fig. 5.59 se muestra la codificacion recursiva del algoritmo; la version iterativa queda
como ejercicio para el lector. La tarea mas importante recae sobre una funcioén recursiva
auxiliar, inserta_AVL, y los casos terminales de la recursividad son crear una nueva hoja o
bien encontrar algun nodo en el arbol que contenga la clave. En el primer caso, y después
de hacer la insercion del nodo siguiendo la misma estrategia que en la fig. 5.51, se estudia el
equilibrio desde la hoja, avanzando a la raiz hasta que se llega a ella, o se encuentra algun
subdarbol que no crece, o bien se encuentra algun subarbol que se desequilibra; este
estudio es sencillo usando el factor de equilibrio del nodo. Para equilibrar el arbol, se usan
dos operaciones auxiliares mas, una de las cuales también se codifica en la figura, que no
hacen mas que implementar las rotaciones que se acaban de describir como modificaciones
del valor de los encadenamientos. Destaquemos que el arbol es un parametro de entrada y
de salida para asegurar que los encadenamientos queden realmente actualizados.

b) Supresion en un arbol AV L

Los dos casos posibles de desequilibrio en la supresion son idénticos al proceso de
insercion, pero ahora el desequilibrio se produce porque la altura de un subarbol disminuye
por debajo del maximo tolerado. Una vez mas, nos centramos en el desequilibrio provocado
por la supresion en el subarbol izquierdo; la otra situacién es simétrica. Los diferentes
algoritmos de rotacion que se necesitan dependen exclusivamente de la relacion de las
alturas de los dos subarboles del subarbol derecho de la raiz (que, a diferencia de lo que
ocurria al insertar, nunca pueden ser vacios):

- Si son iguales, se produce el desequilibrio DD del caso de la insercion, que se resuelve
de la misma forma (v. fig. 5.58). El arbol resultante tiene la misma altura antes y después
de la supresion, por lo que basta con esta rotacién para reestablecer el equilibrio.

h+2

h+2
h+1 h-1’ o h+1

Fig. 5.58: arbol con desequilibrio DD (a la izquierda) y su resolucion (a la derecha).
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funciéninserta (a es tabla; k es clave; v es valor) devuelve tabla es
var res es bool fvar

inserta_AVL(a, k, v, res)
devuelve a

{Funcidn auxiliar inserta_AVL(a, k, v, crece?): dado un arbol AVL a, inserta el par <k, v>, de
manera que se conserva el invariante del tipo; crece? indica si la altura del arbol aumenta}
accidn privada inserta_AVL (ent/sal aes arbol_AVL; ent k es clave; ent v es valor;

sal crece? es bool) es
sia=NULO entonces {se crea un arbol de un unico nodo}

a := obtener_espacio

sia=NULO entonces error

n

ino
a =<k, v, NULO, NULO, PERFECTO>
crece? = cierto
fsi
sino
opcién
caso ark=k hacer a’.v :=v; crece? := falso
caso ark >k hacer
inserta_AVL(a”.hizq, k, v, crece?) {insercién recursiva por la izquierda}
sicrece? entonces {estudio del equilibrio y rotaciones si es necesario}
opcion
caso a’.equib = DER hacer a*.equib := PERFECTO; crece? := falso
caso a*.equib = PERFECTO hacer a®.equib := IZQ; crece? := cierto
caso a*.equib = 1ZQ hacer a := rotacién_izq(a); crece? := falso
fopcidén
fsi
caso a*k <k hacer {simétrico al anterior}
inserta_AVL(a".hder, k, v, crece?)
sicrece? entonces
opcion
caso at.equib = IZQ hacer a®.equib := PERFECTO; crece? ;= falso
caso a*.equib = PERFECTO hacer a®.equib := DER; crece? := cierto
caso a*.equib = DER hacer a := rotacion_der(a); crece? := falso

fopcidén
fsi
fopcion
fsi
faccion

Fig. 5.59: algoritmo de insercidon en un arbol AVL.
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{Funcién auxiliar rotacién_derecha: dado un subarbol a donde todos sus
subarboles son AVL, pero a esta desequilibrado por la derecha, investiga la razén
del desequilibrio y efectua las rotaciones oportunas}

funcién privada rotaciéon_derecha (a es arbol_AVL) devuelve arbol_AVL es

var raiz, b, beta, delta son ”*nodo ftupla

{raiz apuntara a la nueva raiz del &rbol}
si (a”.hizq = NULO) A (a”.hder*.hder = NULO) entonces {caso trivial de la fig. 5.56}
b := a/.hder; raiz := bA.hizq
raizA.hizq := a; raizA.hder := b; bA.hizq := NULO; a®.hder := NULO
a’r.equib := PERFECTO; bA.equib := PERFECTO
si no {es necesario distinguir tipo de desequilibrio y rotar en consecuencia}
si aM.hder.equib = DER entonces {desequilibrio DD, v. fig. 5.54}
raiz := a®.hder; beta := raiz~.hizq
raiz/.hizq := a; a*.hder := beta; a*.equib := PERFECTO
si no {desequilibrio DI, v. fig. 5.57}
b := a.hder; raiz := bA.hizq; beta := raiz~.hizq; delta := raiz”.hder
a’.hder := beta; raiz/.hizq := a; bA.hizq := delta; raizA.hder :=b
siraiz™.equib = 1ZQ entonces {el nuevo elemento esta dentro de beta}
a’.equib := PERFECTO; bA.equib := DER
sino {el nuevo elemento es dentro de delta}
a’t.equib := 1ZQ; bA.equib := PERFECTO
fsi
fsi
fsi
raizM.equib := PERFECTO
devuelve raiz

Fig. 5.59: algoritmo de insercién en un arbol AVL (cont.).
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- Si la altura del subarbol izquierdo es menor que la altura del subarbol derecho, la
rotacién es exactamente la misma; ahora bien, la altura del arbol resultante es una
unidad mas pequefa que antes de la supresion. Este hecho es significativo, porque
obliga a examinar si algun subarbol que lo engloba también se desequilibra.

A
e h+1

h_1$ B het |2 o ¢h-1$ B Y

Fig. 5.60: arbol con desequilibrio DD (izq.) y su resolucion (der.) con altura variable.

- Si la altura del subarbol izquierdo es mayor que la altura del subarbol derecho, la
rotacion es similar al caso DI (v. fig. 5.61); también aqui la altura del arbol resultante es
una unidad mas pequefa que antes de la supresion. Los arboles By y de la figura
pueden tener altura h-1 6 h-2, pero al menos uno de ellos tiene altura h-1.

o $h-1 B [

h+2

C h-1$ | [

w P $:°;$ ° w

(©)
(A) (B) h+1

" h-1‘ o B ’:o;’ 5 Y #h-1

Fig. 5.61: arbol con desequilibrio DI (arriba) y su resolucion (abajo).
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Igual que sucedia en la insercion, se han hecho estudios empiricos sobre el nimero de
rotaciones exigidas durante una secuencia de supresiones y, curiosamente, los resultados
indican que solo es necesaria una rotacion por cada cinco supresiones [Wir86, p. 227].

El algoritmo de supresion se implementa recursivamente en la fig. 5.62. Su similitud con la
operacién de insercidn es evidente, por lo que no se comenta mas que aquello
estrictamente imprescindible. Queda claro que la supresion de un elemento puede exigir
tantas rotaciones como nodos haya en el camino provinente de la raiz, porque después de
cada vuelta de una llamada recursiva puede haber reorganizaciones. Se usa una funcién
auxiliar para borrar el elemento que aplica la casuistica de la supresién en un arbol de
busqueda y comprueba el equilibrio en el caso general; esta funcidn se podria escribir mas
compacta (v. [Wir86, pp.226-227]), pero se ha expandido por motivos de legibilidad. Una vez
mas, hay una ineficiencia temporal, porque en el caso de mover elementos se recorre un
mismo camino dos veces; de todos modos, el coste asintético es igualmente logaritmico;
también, la codificacidon cambia la direccidn fisica de los datos en las mismas condiciones que
la supresion en arboles binarios de busqueda.

funcién borra (a establa; k es clave) devuelve tabla es
var res es bool fvar

borra_AVL(a, k, res)
devuelve a

{Funcién borra_AVL(a, k, v, encoge?): dado el arbol AVL a, borra el nodo que tiene como
clave k, conservando el invariante del tipo; encoge? indica si la altura disminuye}
accion priv borra_AVL (ent/sal aes arbol_AVL; ent k es clave; sal encoge? es bool) es
sia=NULO entonces encoge? := falso {no hay ningun nodo de clave k}
si no opcion
caso ark=khacer {se borra el nodo, controlando posibles desequilibrios}
<a, encoge?> := borra_nodo(a)
caso ark >k hacer
borra_AVL(a".hizq, k, encoge?) {se sigue la rama adecuada}
{estudio del equilibrio y rotaciones si es necesario}
si encoge? entonces <a, encoge?> := equilibra_derecha(a) fsi
caso ark <k hacer {simétrico al anterior}
borra_AVL(a®.hder, k, encoge?)
si encoge? entonces <a, encoge?> := equilibra_izquierda(a) fsi
fopcién

fsi
faccién

Fig. 5.62: algoritmo de supresion en un arbol AVL.
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{Funcion auxiliar equilibra_derecha(a): dado un arbol AVL a donde se ha borrado un
nodo del subarbol derecho provocando una disminucién de altura, averigua si el arbol
se ha desequilibrado y, en caso afirmativo, efectia las rotaciones oportunas. Ademas,
devuelve un booleano que indica si la altura del arbol ha disminuido}

funcién privada equilibra_derecha (a es arbol_AVL) devuelve <arbol_AVL, bool> es
var encoge? es bool fvar
opcién
caso at.equib = 1ZQ hacer a*.equib := PERFECTO; encoge? := cierto
caso a*.equib = PERFECTO hacer a®.equib := DER; encoge? := falso
caso a™.equib = DER hacer <a, encoge?> := rotacion_derecha(a)
fopcion
devuelve <a, encoge?>

{Funcion auxiliar rotacion_derecha: dado un subarbol a en que todos los subarboles
son AVL, pero a esta desequilibrado por la derecha, investiga la razén del desequilibrio
y efectla las rotaciones oportunas. Ademas, devuelve un booleano que indica si la
altura del arbol ha disminuido}

funcioén privada rotacion_derecha (a es arbol_AVL) devuelve <arbol_AVL, bool> es
var raiz, b, beta, delta son ~nodo; encoge? es bool fvar
{raiz apuntara a la nueva raiz del arbol}
si aM.hder®.equib = 1ZQ entonces {desequilibrio DI, v. fig. 5.61}
b := a’.hder; raiz := bA.hizq; beta := raizA.hizq; delta := raizA.hder
a’.hder := beta; raiz/.hizq := a; bA.hizq := delta; raizA.hder := b
opcién {se actualizan los factores de equilibrio segun las alturas de beta y delta}
caso raiz™.equib = 1ZQ hacer a®.equib := PERFECTO; b*.equib := DER
caso raiz”.equib = PERFECTO hacer
a’.equib := PERFECTO; bA.equib := PERFECTO
caso raiz~.equib = DER hacer a®.equib := 1ZQ; bA.equib := PERFECTO
fopcion
raizM.equib := PERFECTO; encoge? := cierto
si no {desequilibrio DD, v. fig. 5.58 y 5.60, de idéntico tratamiento}
raiz := a’.hder; beta := raizA.hizq; raiz~.hizq := a; a*.hder := beta
{a continuacion, se actualizan los factores de equilibrio segun las alturas de beta
y el hijo derecho de la nueva raiz, y se indaga si el arbol ha encogido}
si bA.equib = PERFECTO
entonces a’.equib := DER,; raiz*.equib := 1ZQ; encoge? := falso
si no a®.equib := PERFECTO,; raiz~.equib := PERFECTO; encoge? := cierto
fsi
fsi
devuelve raiz

Fig. 5.62: algoritmo de supresion en un arbol AVL (cont.).
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{Funcién auxiliar borra_nodo(a): dado un arbol a en que la raiz contiene el elemento
que se quiere borrar, lo suprime segun la casuistica vista en el primer apartado y libera
espacio; en caso de que existan los dos subarboles de a, controla el equilibrio y rota
si es necesario. Ademas, devuelve un booleano que indica si la altura del arbol ha
disminuido}

funcioén privada borra_nodo (a es arbol_AVL) devuelve <arbol_AVL, bool> es
var raiz, min son ~nodo; encoge? es bool fvar
{raiz apunta a la raiz del subarbol resultante}
opcion
caso (a™.hizq = NULO) A (a”.hder = NULO) hacer
{es una hoja; la altura disminuye}
raiz := NULO; encoge? := cierto
liberar_espacio(a)
caso (a™.hizqg # NULO) A (a*.hder = NULO) hacer
{le cuelga un unico nodo por la izquierda, que sube; la altura disminuye}
raiz := a’.hizq; encoge? := cierto
liberar_espacio(a)
caso (a’.hizqg = NULO) A (a”.hder = NULO) hacer
{le cuelga un unico nodo por la derecha, que sube; la altura disminuye}
raiz := a®.hder; encoge? := cierto
liberar_espacio(a)
caso (a™.hizg # NULO) A (a”.hder # NULO) hacer
{obtiene y copia el minimo del subarbol derecho a la raiz}
min := a.hder
mientras min®.hizq = NULO hacer min := min®.hizq fmientras
ark :=mintk; alv = mintv
{a continuacion, borra el minimo y controla el equilibrio}
borra_AVL(a”.hder, minA.k, encoge?)
siencoge? entonces <a, encoge?> := equilibra_derecha(a) fsi
fopcion
devuelve <raiz, encoge?>

Fig. 5.62: algoritmo de supresion en un arbol AVL (cont.).
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Ejercicios

5.1 Dado el arbol siguiente:

EVANIAN

F G
|
H

a) describirlo segun el modelo asociado a los arboles generales; b) decir cudl es el nodo raiz
y cudles son las hojas; ¢) decir qué nodos son padres, hijos, antecesores y descendientes
del nodo X; d) calcular el nivel y la altura del nodo X; e) recorrerlo en preorden, inorden,
postorden y por niveles; f) transformarlo en un arbol binario que lo represente segun la
estrategia "hijo izquierdo, hermano derecho".

5.2 Especificar ecuacionalmente el modelo de los &rboles con punto de interés tanto
binarios como generales, con un conjunto apropiado de operaciones.

5.3 Usando la signatura de los arboles binarios, especificar e implementar una operacion
que cuente el numero de hojas.

5.4 Una expresion aritmética puede representarse como un arbol donde los nodos que son
hojas representen operandos y el resto de nodos representen operadores.

a) Dibujar un arbol representando la expresion (a+b)*c/d*(a-5).

b) ¢Cual seria el algoritmo de evaluacién de la expresion? ;Se corresponde a algun
algoritmo conocido sobre arboles?

¢) Escribir un algoritmo que transforme una expresién representada mediante una cola de
simbolos en una expresion representada mediante un arbol. Suponer que los simbolos
tienen una operacion para averiguar si son operandos, operadores, paréntesis de abrir o
paréntesis de cerrar. Considerar las prioridades habituales y la asociatividad por la izquierda.
(Una variante de este problema esta resuelta en el apartado 7.1.1, usando estructuras
lineales.)

5.5 Escribir un algoritmo que transforme un arbol general implementado con apuntadores a

los hijos en un arbol binario por la estrategia hijo izquierdo, hermano derecho. Hacer también
el algoritmo inverso.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Arboles 297

5.6 Sean los arboles generales con la signatura habitual. Implementar un procedimiento que
escriba todos los caminos que van de la raiz a las hojas de un arbol de letras. Por ejemplo, del
arbol:

B

) / \
T/ \ L ||E
A/ \ I ,l\ A/ \Z

R 0O

han de salir los caminos BATA, BATIR, BALA, BREA, BREZO.

5.7 Sea un arbol general A y un arbol binario A' resultado de representar A bajo la estrategia
hijo izquierdo, hermano derecho. Decir si hay alguna relacion entre los recorridos de Ay A'.
Justificar la conveniencia de enhebrar o no el arbol binario (v. [Knu68, pp. 361-363]).

5.8 a) ¢Es posible generar un arbol binario a partir unicamente de uno de sus recorridos
preorden, inorden o postorden? ;Y a partir de dos recorridos diferentes (examinar todos los
pares posibles)? s Por qué?

b) Reconstruir un arbol binario a partir de los recorridos siguientes:
i) preorden: 2,1,4,7,8,9,3,6,5
inorden: 7,4,9,8,1,2,6,5,3
i) inorden: 4,6,5,1,2,12,7,3,9, 8,11, 10
postorden: 6, 5, 4, 12,7, 2,8, 9, 10, 11, 3, 1

c) Disenar el algoritmo que reconstruya un arbol binario dados sus recorridos preorden e
inorden. Hacer lo mismo a partir de los recorridos postorden e inorden. En ambos casos usar
el tipo lista_nodos para representar los recorridos, defininiendo claramente su signatura. Si
se necesita alguna operacion muy particular de este ejercicio, definirla claramente,
especificarla e implementarla.

d) Escribir un algoritmo que, dados dos recorridos preorden, inorden o postorden de un
arbol binario y dos nodos suyos cualesquiera, decida si el primero es antecesor del segundo.

5.9 Escribir un algoritmo que transforme un arbol binario representado con apuntadores a
los hijos en un arbol binario representado secuencialmente en preorden con apuntador al
hijo derecho (es decir, los nodos dentro de un vector almacenados en el orden dado por un

recorrido preordren y, para cada uno de ellos, un apuntador adicional al hijo derecho).

5.10 Escribir algoritmos para anadir un nodo como hijo izquierdo o derecho de otro dentro
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de un arbol binario enhebrado inorden, y borrar el hijo izquierdo o derecho de un nodo.

5.11 Modificar la implementacion de las relaciones de equivalencia de la fig. 5.35 para el
caso particular en que los elementos sean los n naturales del intervalo [1, n].

5.12 Construir un arbol parcialmente ordenado, insertando sucesivamente los valores 64,
41,10, 3,9, 1y 2, y usando < como relacion de orden. A continuacion, borrar tres veces el
minimo. Mostrar claramente la evolucién del arbol paso a paso en cada operacion.

5.13 Sea una nueva funcidén sobre las colas prioritarias que borre un elemento cualquiera
dada una clave que lo identifique. Implementarla de manera que tenga un coste logaritmico
sin empeorar las otras (si es necesario, modificar la representacion habitual del tipo).

5.14 Se quieren guardar 10.000 elementos dentro de una cola prioritaria implementada con
un monticulo que representa el arbol parcialmente ordenado correspondiente. Determinar
en los casos siguientes si es mejor un arbol binario o uno cuaternario:

a) Minimizando el nimero maximo de comparaciones entre elementos al insertar uno nuevo.
b) Minimizando el numero maximo de comparaciones entre elementos al borrar el minimo.

¢) Minimizando el nimero méaximo de movimientos de elementos al insertar uno nuevo.

d ) Minimizando el nimero maximo de movimientos de elementos al borrar el minimo.

5.15 Implementar un arbol parcialmente ordenado siguiendo la estrategia encadenada.
5.16 Espacio intencionadamente en blanco.

5.17 Dibujar todos los arboles de busqueda posibles que contengan los naturales 1, 2, 3y
4 (sin repeticiones). §Cuales de estos arboles son equilibrados? En general, jcuantos
arboles de busqueda se pueden formar con n elementos diferentes?

5.18 Dado un arbol de busqueda inicialmente vacio, insertar los elementos 7, 2, 9, 0, 5, 6, 8
y 1, equilibrando a cada paso.

5.19 Dado el arbol de busqueda de la figura:

40
20/ \46
8/ \30 42/ \55
& s o a
- 50 60
12

insertar sucesivamente los valores 64, 41, 10, 3, 9, 1 y 2. A continuacién, borrar
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sucesivamente los valores 9, 15, 10 y 55; en caso de borrar un nodo con dos hijos, sustituirlo
por el menor de su subarbol derecho. Repetir el proceso equilibrando el arbol después de
cada modificacion (notar que, inicialmente, ya esta equilibrado). Mostrar claramente la
evolucién del arbol paso a paso en cada operacion.

5.20 Proponer una representacion de los arboles de busqueda equilibrados que, ademas
de las operaciones habituales, permita encontrar el k-ésimo elemento menor del arbol en
tiempo logaritmico, sin afectar el coste de las operaciones habituales y empleando el minimo
espacio adicional que sea posible. Codificar la operacion.

5.21 Proponer una estructura de datos que tenga tiempo logaritmico en la insercion y
supresion de elementos y tiempo constante en la consulta de elementos, y que permita listar
todos los elementos ordenados en un tiempo lineal.

5.22 Implementar el TAD de las colas prioritarias usando arboles de busqueda.

5.23 En légica, se dice que un predicado (que es una expresioén formada por variables y
operaciones booleanas; por ejemplo, cierto, falso, A, v y —) se satisface si, para alguna
asignacion de sus variables, el predicado evalla cierto. A las variables se les pueden asignar
los valores cierto y falso y la evaluaciéon de un predicado es la habitual. Pensar una buena
representacion de los predicados y un algoritmo que decida si un predicado se satisface.
Calcular el coste del algoritmo en tiempo y espacio.

5.24 Interesa encontrar una representacién de los conjuntos que, aparte de las tipicas
operaciones de afadir y sacar elementos y de comprobar si un elemento esta dentro de un
conjunto, ofrezca otras tres que obtengan una lista con la interseccién, la unién y la
diferencia de dos conjuntos. ;Cual es la mejor estructura para favorecer las tres ultimas
operaciones? ;Y si, ademas, queremos que las tres primeras también sean rapidas? ;Qué
ocurre si las tres ultimas, en vez de devolver una lista de elementos, han de devolver también
un conjunto? Justificar las respuestas en funcién del coste de las operaciones.

5.25 Se quiere implementar un diccionario con operaciones de acceso directo por palabra y
de recorrido alfabético. Suponer que el espacio reservado para cada entrada del diccionario
es X, un valor fijo. Suponer que el numero esperado de entradas es N. Razonar qué
estructura de datos es mejor en los siguientes supuestos: a) minimizando el espacio que
ocupa el diccionario; b) favoreciendo el coste temporal de las operaciones de recorrido
alfabético y de consulta directa por palabra; ¢) favoreciendo el coste temporal de las
operaciones de recorrido alfabético y de actualizacién del diccionario (inserciones y
supresiones). En cada caso determinar exactamente el coste temporal de las diferentes
operaciones del diccionario, asi como también el espacio usado (en bits y como funcion de
X y N), suponiendo que los enteros y los punteros ocupan 32 bits.
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5.26 Dado un fichero con n numeros enteros, n muy grande (por ejemplo, n = 108),
construir un algoritmo que obtenga los k nombres méas grandes, k << n (por ejemplo,
k = 1000) con la mayor eficiencia posible tanto en tiempo como en espacio. Calcular
cuidadosamente su coste.

5.27 La Federacioén Local de Ajedrez de CAtalunya (FLACA) ha decidido informatizarse. La
FLACA tiene registrados los nombres de los diferentes clubes y jugadores de ajedrez de
Catalunya, y sabe que un jugador sélo pertenece a un club y que, a causa de la incipiente
crisis econémica, los clubes se fusionan con cierta frecuencia para formar otros nuevos. El
nombre del club resultante es igual al nombre del club que tenga mas ajedrecistas y los
jugadores de los clubes que se fusionan pasan a ser automaticamente del nuevo club.
Determinar la signatura y la implementacion de la estructura necesaria para que se puedan
fusionar clubes, y a qué club pertenece un jugador concreto con cierta rapidez. ¢ Cual es el
coste resultante de las operaciones? ;Y el espacio empleado?

5.28 A causa de una intensa campaha institucional y de las exenciones fiscales, el numero
de clubes de ajedrez en Catalunya se ha disparado, es muy grande y continda creciendo.
Para organizar futuros campeonatos, la FLACA clasifica los clubes por comarcas (considerar
que hay un numero pequefio y fijo de comarcas) de manera que, al dar de alta un nuevo club,
se dice de qué comarca es. Disefiar una estructura de datos para que sea lo mas eficiente
posible al sacar los listados, ordenados alfabéticamente, de todos los clubes de Catalunya y
de todos los clubes de una comarca dada, y que la operacién de afiadir un nuevo club no sea
excesivamente lenta. En todos los casos, calcular el coste de las operaciones y justificar que
la solucién expuesta no es mejorable. ;Como se implementaria la operacion de listar
ordenadamente todos los clubes de una comarca?

5.29 Nos ocupamos de la construccion de una familia de cdédigos de compresiéon de
cadenas denominados cdédigos de Huffman. Suponer que tenemos mensajes que
consisten en una secuencia de caracteres. En cada mensaje los caracteres aparecen con
una probabilidad conocida, independiente de la posicion concreta del caracter dentro del
mensaje. Por ejemplo, suponer que los mensajes se componen de los caracteres a, b, c,d y
e, que aparecen con probabilidades 0.12, 0.40, 0.15, 0.08 y 0.25, respectivamente
(obviamente, la suma da 1). Queremos codificar cada caracter en una secuencia de ceros y
unos de manera que ningun cédigo de un caracter sea prefijo del cédigo de otro; esta
propiedad permite, dado un mensaje, codificarlo y descodificarlo de manera no ambigua.
Ademas, queremos que esta codificacidon minimice la extensién media esperada de los
mensajes, de manera que su compactacién sea éptima. En el ejemplo anterior, un cddigo
6ptimoesa=1111,b=0,¢c=110,d = 1110y e = 10. En concreto:

a) Disenar un algoritmo tal que, dado el conjunto V de caracteres y dada la funcién de
probabilidad pr :V — [0,1], construya un cédigo de Huffman para V.

b) Escribir los algoritmos de codificacion y descodificacién de mensajes suponiendo que el
tipo mensaje es una instancia adecuada del tipo cola.
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5.30 La estructura de datos quad-tree se usa en informatica grafica para representar figuras
planas en blanco y negro. Se trata de un arbol en el cual cada nodo, o bien tiene
exactamente cuatro hijos, o bien es una hoja. En este ultimo caso, puede ser una hoja blanca
o una hoja negra.

El &rbol asociado a una figura dibujada dentro de un plano (que, para simplificar, podemos
suponer un cuadrado de lado 2k) se construye de la forma siguiente: se subdivide el plano
en cuatro cuadrantes; los cuadrantes que estén completamente dentro de la figura
corresponderan a hojas negras, los que esten completamente fuera de la region, a hojas
blancas y los que estén parcialmente dentro y parcialmente fuera, a nodos internos; para
estos ultimos se aplica recursivamente el mismo algoritmo. Como ejemplo, se muestra una
figura en blanco y negro y su arbol asociado (considerando los cuadrantes en el sentido de
las agujas del reloj, a partir del cuadrante superior izquierdo):

B B BB B B N B NN N B B

BBNN NBBN NBNN

a) Determinar la signatura necesaria sobre el tipo quad-tree que permita algoritmos para
representar una figura como un quad-tree y para recuperar la figura a partir de un quad-tree.
Suponer que existe un tipo figura con las operaciones que mas convengan.

b) Escribir una representacion para los quad-trees.
¢) Implementar las operaciones del tipo obtenidas en a) sobre la representacion de b).

d) Modificar la representacion de b) para implementar una nueva operacion que obtenga el
negativo de un quad-tree. El resultado ha de ser ©(1).

5.31 Ya sabemos que, en el contexto de las especificaciones algebraicas, se define un
término como la aplicacién sucesiva de simbolos de operacién de una signatura, que puede
tener variables o no tenerlas; graficamente, un término se puede representar mediante un
arbol con simbolos dentro de los nodos.

suma
suc cero STC
prled prled
celro X

suma(suc(pred(cero)), cero) suc(pred(x))

Término sin variables Término con variables
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Consideramos los simbolos definidos dentro de un universo SIMBOLO :

universo SIMBOLO es

usa BOOL

tipo simbolo

opsopy, ..., Op,: — simbolo ecns
X1, -y Xc: — Simbolo var?(op4) = falso; ...; var?(x4) = cierto...
var?: simbolo — bool (opy = op4) = cierto; (op, = op»,) = falso; ...

_=_, _#_: simbolo simbolo — bool  (xzy)==(x=Yy)
funiverso

donde var? es una funcién que indica si un simbolo representa una operacion.

a) Definir los términos como instancia de arboles. Si, para simplificar, sélo se consideran
términos formados con operaciones de aridad 0, 1 6 2, estos arboles seran binarios.

b) Sean un término t sin variables y un término r con variables, de modo que en r no haya
variables repetidas. Diremos que r se superpone con t mediante o si existe alguna
asignacion o de las variables de r que iguale r y t. Asi, los términos r = suma(x, cero) y
t = suma(mult(cero, cero), cero) se superponen mediante la asignacion x = mult(cero, cero).
En cambio, los términos t = suma(mult(cero, cero), cero) y r = mult(cero, cero) no se
superponen. Implementar las operaciones:
superponen?: término término — bool: siendo r un término con variables no repetidas y
t sin variables, superponen?(t, r) comprueba si r se superpone con t mediante alguna
asignacion de sus variables.
as: término término — lista_pares_variables_y_términos: para t y r definidos como antes,
as(t, r) devuelve la lista de asignaciones que es necesario hacer a las variables del
término r, para que r se superponga con t; sir no se superpone con t, da error.

¢) Sean un término t sin variables y dos términos r y s con variables de modo que nienr ni
en s haya variables repetidas y las variables de s sean un subconjunto de las de r. Sir se
superpone con t mediante una asignacion «, podemos definir la transformacion de t
usando una ecuacion r=s como el resultado de aplicar la asignacion o sobre s. Asi, se puede
transformar el término t = suma(mult(cero, cero), cero) usando la ecuaciéon suma(x, cero) = X,
siendo o = mult(cero, cero), con lo que se obtiene el término mult(cero, cero). Implementar la
operacién transforma: término término término — término, que realiza la operacion descrita, o
da error si el segundo término no se superpone con el primero.

d) Sea un término t sin variables y dos términos r y s con variables de modo que nienr ni
en s haya variables repetidas y las variables de s sean un subconjunto de las de r. Ahora
queremos generalizar el apartado c) para que la transformacién se pueda realizar sobre
cualquier subtérmino t' de t. Asi, dado el término t = suma(mult(cero, cero), cero) y la
ecuacion r = s: mult(cero, x) = cero, podemos transformar el subtérmino t' = mult(cero, cero)
de t aplicando r = s, y obtener como resultado el término suma(cero, cero). Se puede
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considerar que todo término es subtérmino de si mismo. Implementar las operaciones:

transformable?: término término término — bool: siendo r y s términos con variables y t
sin variables, transformable?(t, r, s) comprueba si algun subtérmino de t puede
transformarse mediante la ecuacion r = s (es decir, si r se superpone con algun
subtérmino de t).

transfsubt: término término término — término: para t, r y s definidos como antes,
transfsubt(t, r, s) transforma un subtérmino de t mediante la ecuacién r = s; si no se
puede transformar, da error.

e) A continuacién se quiere implementar una operacion que, dados un término t sin
variables y una lista L de ecuaciones de la forma r = s, compruebe si puede transformarse
algun subtérmino t' de t mediante alguna ecuacion de L, segun la mecanica descrita en el
apartado d). Implementar las operaciones.
se_puede_transformar?: lista_pares_términos término — bool: siendo L una lista de
ecuaciones y t un término sin variables, se_puede_transformar?(L, t) comprueba si
algun subtérmino de t puede transformarse mediante alguna ecuacion r=s de L.
un_paso: lista_pares_términos término —término: para L y t como antes, un_paso(L, t)
transforma un subtérmino de t mediante alguna ecuacion r=s de L; si no hay ningun
subtérmino transformable, da error. Si hay mas de una transformacion posible, aplica
una cualquiera.
Se pueden usar las especificaciones genéricas de pares y de listas (v. fig. 1.31 y 3.13).

f) Implementar la operacion forma_normal: lista_pares_términos término — término que,
dado un término t sin variables y una lista L de ecuaciones de la formar = s, transforme t en
su forma normal, aplicando sucesivamente ecuaciones de L. Notar que, si se consideran las
ecuaciones r = s como reglas de reescritura r — s, el resultado de este apartado sera la
implementacién del proceso de reescritura.
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