Curso Basico de Estadistica

Santiago Angulo Diaz-Parrefo (sangulo@ceu.es)
José Miguel Cardenas Rebollo (cardenas@ceu.es)
José Rojo Montijano (jrojo.eps@ceu.es)
Anselmo Romero Limoén (arlimon@ceu.es)
Alfredo Sanchez Alberca (asalber@ceu.es)

CEU

Universidad
San Pablo

Curso 2012-2013
©@Copyleft

Curso Basico de Estadistica

Licencia

Curso basico de estadistica

Alfredo Sanchez Alberca (asalber@gmail. com).

Esta obra esta bajo una licencia Reconocimiento-No comercial-Compartir bajo la misma licencia 2.5 Es-
paha de Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia, visite http:/creativecommons.org/

licenses/byncsa/2.5/es/ o envie una carta a Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francis-
co, California 94105, USA.

Con esta licencia eres libre de:

@ Copiar, distribuir y mostrar este trabajo.
@ Realizar modificaciones de este trabajo.

Bajo las siguientes condiciones:

Reconocimiento. Debe reconocer los créditos de la obra de la manera especificada por el
autor o el licenciador (pero no de una manera que sugiera que tiene su apoyo o apoyan el
uso que hace de su obra).

@ No comercial. No puede utilizar esta obra para fines comerciales.

@ Compartir bajo la misma licencia. Si altera o transforma esta obra, o genera una obra
derivada, s6lo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

@ Al reutilizar o distribuir la obra, tiene que dejar bien claro los términos de la licencia de esta obra.
@ Estas condiciones pueden no aplicarse si se obtiene el permiso del titular de los derechos de autor.
@ Nada en esta licencia menoscaba o restringe los derechos morales del autor.

Curso Basico de Estadistica




0 Introduccion a la Estadistica
e Estadistica Descriptiva

@ Regresion y Correlacion

@ Teoria de la Probabilidad
@ Variables Aleatorias

@ Estimacion de Parametros

@ Contraste de hipotesis

Curso Basico de Estadistica

| CusoBasicodeEstadisia |
Introduccion a la Estadistica

Q Introduccion a la Estadistica
@ La estadistica como herramienta cientifica
@ Poblacion y muestra

@ Muestreo
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¢; Qué es la estadistica?

Definicion (Estadistica)

La estadistica es una rama de las matematicas que se encarga de la
recogida, analisis e interpretacion de datos.

La estadistica es imprescindible en cualquier disciplina cientifica o técnica
donde se manejen datos, especialmente si son grandes volumenes de
datos, como por ejemplo, la fisica, la quimica, la medicina y las ciencias
biosanitarias, pero también en la economia, la psicologia o las ciencias
sociales.

Pero,

¢ Por qué es necesaria la estadistica?
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La variabilidad de nuestro mundo

El cientifico trata de estudiar el mundo que le rodea; un mundo que
esta lleno de variaciones que dificultan la determinacion del
comportamiento de las cosas.

jLa variabilidad del mundo real es el origen de la estadistica!

La estadistica actia como disciplina puente entre la realidad del mundo y
los modelos matematicos que tratan de explicarla, proporcionando una
metodologia para evaluar las discrepancias entre la realidad y los modelos
tedricos.

Esto la convierte en una herramienta indispensable en las ciencias
aplicadas que requieran el andlisis de datos y el disefio de experimentos.
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Poblacion estadistica

Definicion (Poblacién)

Una poblacion es un conjunto de elementos definido por una o mas
caracteristicas que tienen todos los elementos, y sélo ellos. Cada elemento
de la poblacion se llama individuo.

Definicién (Tamano poblacional)

El nimero de individuos de una poblacién se conoce como tamaro
poblacional y se representa como N.

A veces, no todos los elementos de la poblacion estan accesibles para su
estudio. Entonces se distingue entre:

Poblacion Tedrica: Conjunto de elementos a los que se quiere extrapolar
los resultados del estudio.

Poblacion Estudiada: Conjunto de elementos realmente accesibles en el
estudio.
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Inconvenientes en el estudio de la poblacién

El cientifico estudia un determinado fenémeno en una poblacién para
comprenderlo, obtener conocimiento sobre el mismo, y asi poder
controlarlo.

Pero, para tener un conocimiento completo de la poblacion es necesario
estudiar todos los individuos de la misma.

Sin embargo, esto no siempre es posible por distintos motivos:

@ Eltamario de la poblacién es infinito, o bien es finito pero demasiado
grande.

@ Las pruebas a que se someten los individuos son destructivas.

@ El coste, tanto de dinero como de tiempo, que supondria estudiar a
todos los individuos es excesivo.

Curso Basico de Estadistica



Muestra estadistica

Cuando no es posible o conveniente estudiar todos los individuos de la
poblacion, se estudia sélo una parte de la misma.

Definicién (Muestra)
Una muestra es un subconjunto de la poblacién.

Definicion (Tamafo muestral)

Al numero de individuos que componen la muestra se le llama tamario
muestral y se representa por n.

Habitualmente, el estudio de una poblacion se realiza a partir de muestras
extraidas de dicha poblacién.

Generalmente, el estudio de la muestra sélo aporta conocimiento
aproximado de la poblacion. Pero en muchos casos es suficiente.
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Determinacion del tamano muestral

Una de las preguntas mas interesantes que surge inmediatamente es:

¢cuantos individuos es necesario tomar en la muestra para tener un
conocimiento aproximado pero suficiente de la poblacion?

La respuesta depende de muchos factores, como la variabilidad de la
poblacion o la fiabilidad deseada para las extrapolaciones que se hagan
hacia la poblacién. Por desgracia no se podra responder hasta casi el final
del curso.

En general, cuantos mas individuos haya en la muestra, mas fiables seran
las conclusiones sobre la poblacién, pero también sera mas lento y costoso
el estudio.
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Determinacion del tamano muestral

Muestra pequena de los pixeles de una imagen

¢, De qué imagen se trata?

jCon una muestra pequena es dificil averiguar el contenido de la imagen!
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Determinacion del tamano muestral

Muestra mayor de los pixeles de una imagen

¢, De qué imagen se trata?

jCon una muestra mayor es mas facil averiguar el contenido de la imagen!
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Determinacion del tamano muestral

Poblacién completa de los pixeles de una imagen

Y aqui esta la poblacion completa

iNo es necesario conocer todos los pixeles para averiguar la imagen!
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Tipos de razonamiento
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Tipos de razonamiento

Caracteristicas de la deduccion: Si las premisas son ciertas, garantiza la
certeza de las conclusiones (es decir, si algo se cumple en la
poblacién, también se cumple en la muestra). Sin embargo,
jno aporta conocimiento nuevo!

Caracteristicas de la induccion: No garantiza la certeza de las conclusiones
(si algo se cumple en la muestra, puede que no se cumpla en
la poblacion, asi que jcuidado con las extrapolaciones!), pero
jes la unica forma de generar conocimiento nuevo!

La estadistica se apoya fundamentalmente en el razonamiento inductivo ya
que utiliza la informacion obtenida a partir de muestras para sacar
conclusiones sobre las poblaciones.
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Fases del analisis estadistico

Normalmente un estudio estadistico pasa por 4 etapas:

@ El estudio de una poblacién comienza por la seleccién de una muestra
representativa de la misma. De esto se encarga el muestreo.

@ El siguiente paso consiste en estudiar las muestras extraidas y obtener
resultados numéricos que resuman la informacion contenida en las
mismas. De esto se encarga la estadistica descriptiva.

@ La informacion obtenida es proyectada sobre un modelo matematico
que intenta reflejar el comportamiento de la poblacion. Tras construir el
modelo, se realiza una critica del mismo para validarlo. De todo esto se
encarga la inferencia estadistica.

@ Finalmente, el modelo validado nos permite hacer suposiciones y
predicciones sobre la poblacion de partida con cierta confianza.
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El ciclo estadistico
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Muestreo

Definicion (Muestreo)

El proceso de seleccion de los elementos que compondran una muestra se
conoce como muestreo.

M‘fw =D i%ﬁ[

Poblacion Muestra

Para que una muestra refleje informacion fidedigna sobre la poblacién
global debe ser representativa de la misma.

El objetivo es obtener una muestra representativa de la poblacion.
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Modalidades de muestreo

Existen muchas técnicas de muestreo pero se pueden agrupar en dos
categorias:

Muestreo Aleatorio Eleccion aleatoria de los individuos de la muestra.
Todos tienen la misma probabilidad de ser elegidos
(equiprobabilidad).

Muestreo No Aleatorio: Los individuos se eligen de forma no aleatoria.

Sélo las técnicas aleatorias evitan el sesgo de seleccion, y por tanto,
garantizan la representatividad de la muestra extraida, y en consecuencia
la validez de la inferencia.

Las técnicas no aleatorias no sirven para hacer generalizaciones, ya que no
garantizan la representatividad de la muestra. Sin embargo, son menos
costosas y pueden utilizarse en estudios exploratorios.
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Muestreo aleatorio simple

Dentro de las modalidades de muestreo aleatorio, el tipo mas conocido es
el muestreo aleatorio simple, caracterizado por:

@ Todos los individuos de la poblacién tienen la misma probabilidad de
ser elegidos para la muestra.

@ La seleccion de individuos es con reemplazamiento (y por tanto no se
altera la poblacién de partida).

@ Las sucesivas selecciones de un individuo son independientes.

La dnica forma de realizar un muestreo aleatorio es asignar un numero a
cada individuo de la poblacion (censo) y realizar un sorteo aleatorio.
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Estadistica Descriptiva

9 Estadistica Descriptiva
@ Variables estadisticas
Distribucién de frecuencias
Representaciones graficas
Estadisticos muestrales

Estadisticos de dispersion

]
]

°

@ Estadisticos de posicion
]

@ Estadisticos de forma
]

Transformaciones de variables
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Estadistica descriptiva

La estadistica descriptiva es la parte de la estadistica encargada de
representar, analizar y resumir la informacion contenida en la muestra.

Tras el proceso de muestreo, es la siguiente etapa de todo estudio
estadistico y suele consistir en:

@ Clasificar, agrupar y ordenar los datos de la muestra.
@ Representar dichos datos graficamente y en forma de tablas.

@ Calcular medidas que resuman la informacién que contiene la muestra
(estadisticos muestrales).

Su poder inferencial es minimo, por lo que nunca deben sacarse
conclusiones sobre la poblacién a partir de las medidas resumen que
aporta la estadistica descriptiva.
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Variables estadisticas y atributos

La caracteristica objeto de estudio puede ser de dos tipos:

Atributos: De caracter cualitativo.
Variables estadisticas: De caracter cuantitativo.

A su vez, los atributos se dividen en:
Nominales: No existe un orden entre las modalidades.

Ejemplo: El color de ojos o de pelo.

Ordinales: Existe un orden entre las modalidades.
Ejemplo: El grado de gravedad de un paciente o la
calificaciéon de un curso.

Y las variables estadisticas en:

Discretas: Reciben valores aislados.
Ejemplo: EI numero de hijos o el numero de coches.

Continuas: Pueden recibir cualquier valor de un intervalo.
Ejemplo: El peso o la estatura.
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La matriz de datos

Las variables o atributos a estudiar se medirdn en cada uno de los
individuos de la muestra, obteniendo un conjunto de datos que suele
organizarse en forma de matriz que se conoce como matriz de datos.

En esta matriz cada columna contiene la informacidon de una variable y
cada fila la informacion de un individuo.

Ejemplo
Edad (anos) | Sexo | Peso (Kg) | Altura (cm)
José Luis Martinez 18 H 85 179
Rosa Diaz 32 M 65 173
Javier Garcia 24 H 71 181
Carmen Lopez 35 M 65 170
Marisa Lopez 46 M 51 158
Antonio Ruiz 68 H 66 174

Curso Basico de Estadistica



Clasificacion de la muestra

El estudio de una variable estadistica comienza por medir la variable en los
individuos de la muestra y clasificar los valores obtenidos.

Existen dos formas de clasificar estos valores:

Sin agrupar: Ordenar todos los valores obtenidos en la muestra de menor
a mayor. Se utiliza con atributos y variables discretas con
pocos valores diferentes.

Agrupados: Agrupar los valores en clases (intervalos) y ordenar dichas
clases de menor a mayor. Se utiliza con variables discretas
con muchos valores diferentes, y con variables continuas.
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Recuento de frecuencias
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Frecuencias muestrales

Definicidn (Frecuencias muestrales)
Dada una muestra de tamano »n de una variable X, para cada valor de la
variable x; observado en la muestra, se define

@ Frecuencia absoluta 7;: Es el nimero de individuos de la muestra que
presentan el valor x;.

@ Frecuencia relativa f;: Es la proporcion de individuos de la muestra que
presentan el valor x;.

n;

fi_n

@ Frecuencia absoluta acumulada N;: Es el nUmero de individuos de la
muestra que presentan un valor menor o igual que x;.

Ni:n1+---+n,-

@ Frecuencia relativa acumulada F;: Es la proporcién de individuos de la
muestra que presentan un valor menor o igual que x;.

£ N
i = —
n
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Tabla de frecuencias

Al conjunto de valores observados en la muestra junto a sus respectivas
frecuencias se le denomina distribucion muestral de frecuencias y suele

representarse mediante una tabla de frecuencias.

Valores de | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
X Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Acumulada | Acumulada
X1 n f Ny Fr
X 1; fi N; Fi
Xk 1k fi Ny Fi
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Tabla de frecuencias

Ejemplo de datos sin agrupar

En una encuesta a 25 matrimonios sobre el nimero de hijos que tenian se
obtuvieron los siguientes datos:

1,2,4,2,2,2,3,2,1,1,0,2, 2,
0,2,2,1,2,2,3,1,2,2,1,2

La tabla de frecuencias asociada a esta muestra es

Xi N fi  N; F;
0 2 0,08 2 0,08
1 6 0,24 8 0,32
2 14 0,56 22 0,88
3 2 0,08 24 0,96
4 1 0,04 25 1

T 25 1
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Tabla de frecuencias

Ejemplo de datos agrupados

Se ha medido la estatura (en cm) de 30 universitarios obteniendo:
179,173, 181,170, 158, 174, 172, 166, 194, 185,
162, 187,198, 177, 178, 165, 154, 188, 166, 171,
175, 182, 167, 169, 172, 186, 172, 176, 168, 187.

La tabla de frecuencias asociada a esta muestra es

X n; fz Nz' Fi
(150, 160] 2 007 2 007
(160, 170] 8§ 027 10 034
(170,180] 11 036 21 0,70
(180, 190] 7 023 28 093
(190, 200] 2 007 30 1

Y 30 1
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Construccion de clases

Cada intervalo de agrupacién de datos se denomina clase y el centro del
intervalo se llama marca de clase.

A la hora de agrupar los datos en clases hay que tener en cuenta lo
siguiente:

@ El nimero de intervalos no debe ser muy grande ni muy pequefno. Una
regla orientativa es tomar un numero de intervalos préximo a la raiz
cuadrada del tamafio muestral /.

@ Los intervalos no deben solaparse y deben cubrir todo el rango de
valores. Es indiferente si se abren por la izquierda y se cierran por la
derecha o al revés.

@ El valor mas pequeno debe caer dentro del primer intervalo y el mas
grande dentro del ultimo.
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Tabla de frecuencias

Ejemplo con un atributo

Los grupos sanguineos de una muestra de 30 personas son:

La tabla de frecuencias asociada a esta muestra es

X 1; fi
0 5 0,16
A 14 047

B 8 0727
AB 3 0,10
Y 30 1

¢ Por qué en este caso no se construyen las columnas de frecuencias
acumuladas?
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Representaciones graficas

También es habitual representar la distribucion muestral de frecuencias de
forma gréafica. Dependiendo del tipo de variable y de si se han agrupado o
no los datos, se utilizan distintos tipos de graficos:

@ Diagrama de barras: Consiste en un diagrama sobre el plano
cartesiano en el que en el eje X se representan los valores de la
variable y en el eje Y las frecuencias. Sobre cada valor de la variable
se levanta una barra de altura la correspondiente frecuencia. Se utiliza
con variables discretas no agrupadas.

@ Histograma: Es similar a un diagrama de barras pero representando en
el eje X las clases en que se agrupan los valores de la variable y
levantando las barras sobre todo el intervalo de manera que las barras
estan pegadas unas a otras. Se utiliza con variables discretas
agrupadas y con variables continuas.

@ Diagrama de sectores: Consiste en un circulo dividido en sectores de
area proporcional a la frecuencia de cada valor de la variable. Se utiliza
sobre todo con atributos.

En cada uno de los diagramas pueden representarse los distintos tipos de
frecuencias, siempre que estas existan.
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Diagrama de barras de frecuencias absolutas

Datos sin agrupar

Frecuencia absoluta #;

o
o
©
©
<
o~
. B
0 1 2 3 4

Numero de hijos

Curso Basico de Estadistica

Poligono de frecuencias absolutas

Datos sin agrupar

Frecuencia absoluta ;
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Numero de hijos
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Diagrama de barras de frecuencias acumuladas
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Datos sin agrupar
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Frecuencia absoluta acumulada N;
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Poligono de frecuencias absolutas acumuladas

Datos sin agrupar
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Histograma de frecuencias absolutas

Datos agrupados

Frecuencia absoluta n;
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Poligono de frecuencias absolutas
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Histograma de frecuencias absolutas acumuladas

Datos agrupados

Frecuencia absoluta acumulada N;
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Poligono de frecuencias absolutas acumuladas

Datos agrupados

Frecuencia absoluta acumulada N;
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Diagrama de sectores

Atributos

Distribuci n del grupo sangu neo

grupo A 47%
grupo 0 16%

grupo B 27%

grupo AB 10%
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Datos atipicos

Uno de los principales problemas de las muestras son los datos atipicos.
Los datos atipicos son valores de la variable que se diferencian mucho del

resto de los valores.

a
X = Estatura “ ?

Es muy importante detectar los datos atipicos antes de realizar cualquier
analisis de los datos, pues suelen distorsionar los resultados.

Dato
’ atipico

Aparecen siempre en los extremos de la distribucion, aunque mas adelante
veremos un diagrama para detectarlos.
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Tratamiento de los datos atipicos

Cuando trabajemos con muestras grandes, los datos atipicos tienen menor
influencia y pueden dejarse en la muestra.

Cuando trabajemos con muestras pequeras tenemos varias opciones:

@ Eliminarlo: Siempre que estemos seguros de que se trata de un error
de medida.

@ Sustituirlo: Si se trata de un individuo real pero que no concuerda con
el modelo de distribucién de la poblacién. En tal caso se suele
reemplazar por el mayor o menor dato no atipico.

@ Dejarlo: Si se trata de un individuo real aunque no concuerde con el
modelo de distribucion. En tal caso se suele modificar el modelo de
distribucion supuesto.
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Estadisticos muestrales

La tabla de frecuencias sintetiza la informacién de la variable estudiada en
la muestra, pero en muchas ocasiones es insuficiente para describir
determinados aspectos de la distribucion.

Para describir adecuadamente el comportamiento de la variable se calculan
unas medidas llamadas estadisticos muestrales que son indicadores de
distintos aspectos de la distribucién muestral.

Los estadisticos se clasifican en tres grupos:

Estadisticos de Posicion: Miden en torno a qué valores se agrupan los
datos y como se reparten en la distribucion.

Estadisticos de Dispersion: Miden la heterogeneidad de los datos.

Estadisticos de Forma: Miden aspectos de la forma que tiene la
distribucion de los datos, como la simetria o el apuntamiento.
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Estadisticos de posicién

Pueden ser de dos tipos:

Estadisticos de Tendencia Central: Determinan valores alrededor de los
cuales se agrupa la distribucion. Estas medidas suelen
utilizarse como valores representativos de la muestra. Las
mas importantes son:

@ Media aritmética
@ Mediana
@ Moda
Otros estadisticos de Posicion: Dividen la distribucidén en partes con el
mismo numero de observaciones. Las mas importantes son:
@ Cuantiles: Cuartiles, Deciles, Percentiles.
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Media aritmética

Definicion (Media aritmética muestral x)

La media aritmética muestral de una variable X es la suma de los valores
observados en la muestra dividida por el tamafio muestral

)X

n

X =

A partir de la tabla de frecuencias puede calcularse como:

¥ = L xin =infi

n

En la mayoria de los casos, la media aritmética es la medida que mejor
representa a la muestra.

iOjo! No puede calcularse para atributos.
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Calculo de la media aritmética

Ejemplo con datos no agrupados

En el ejemplo anterior del nimero de hijos tenemos

x—1+2+4+2+2+2+3+2+1+1+0+2+2

25
N 0+2+24+14+2+2+3+1+2+2+1+2 _ g = 1,76 hijos
25 25 ’ '
o bien, desde la tabla de frecuencias

X; n; fi Xil; xifi

0 2 0,08 0 0

1 6 024 6 024

2 14 056 28 1,12

3 2 0,08 6 024

4 1 0,04 4 0,16

Y, 25 1 44 1,76

x:zzl’“:%ﬂ% t=Y xfi=176.

Es decir, el nimero de hijos que mejor representa a la muestra es 1,76
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Calculo de la media aritmética

Ejemplo con datos agrupados

En el ejemplo anterior de las estaturas se tiene
179+ 173+ --- + 187

30
o bien, desde la tabla de frecuencias utilizando las marcas de clase:

= 175,07 cm.

X

X X; n; fi Xil; xifi
(150,160] 155 2 0,07 310 10,33
(160,170] 165 8 027 1320 44,00
(170,180] 175 11 036 1925 64,17
(180,190] 185 7 023 1295 43,17
(190,200] 195 2 0,07 390 13

Y 30 1 5240 174,67
Z Xin; _ 5240

x= = =17467  X= ) xfi= 17467,

n 30
Al agrupar datos el célculo de estadisticos desde la tabla puede diferir
ligeramente del valor real obtenido directamente desde la muestra, ya que

no se trabaja con los datos reales sino con los representantes de las
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Media ponderada

En algunos casos, los valores de la muestra no tienen la misma
importancia. En este caso la media aritmética no es una buena medida de
representatividad ya que en ella todos los valores de la muestra tienen el
mismo peso. En este caso es mucho mejor utilizar otra medida de
tendencia central conocida como media ponderada.

Definicion (Media ponderada muestral x,)

Dada una muestra de n valores en la que cada valor x; tiene asociado un
peso p;, la media ponderada muestral de la variable X es la suma de los
productos de cada valor observado en la muestra por su peso, dividida por
la suma de todos los pesos
7 = inPi
P Lpi

A partir de la tabla de frecuencias puede calcularse como:

) xipin;
= ZPi
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Calculo de la media ponderada

Supongase que un alumno quiere calcular la nota media de las asignaturas
de un curso.

Asignatura Créditos Nota

Matematicas 6 5
Lengua 4 3
Quimica 8 6

La media aritmética vale

% = ani _ o7 g 6 _ 4,67 puntos,

Sin embargo, esta nota no representa bien el rendimiento académico del
alumno ya que en ella han tenido igual peso todas las asignaturas, cuando
la quimica deberia tener mas peso que la lengua al tener mas créditos.

Es mas légico calcular la media ponderada, tomando como pesos los
créditos de cada asignatura:
__Xxpi _5-6+3-4+6-8 90

= = =—=5 ntos.
=y 6+4+8 1g ~ > puntos
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Definicién (Mediana muestral Me)

La mediana muestral de una variable X es el valor de la variable que, una
vez ordenados los valores de la muestra de menor a mayor, deja el mismo
numero de valores por debajo y por encima de él.

La mediana cumple Ny = n/2y Fp = 0,5.

El calculo de la mediana se realiza de forma distinta segun se hayan
agrupado los datos o no.

iOjo! No puede calcularse para atributos nominales.

Curso Basico de Estadistica
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Calculo de la mediana con datos no agrupados

Con datos no agrupados pueden darse varios casos:

@ Tamano muestral impar: La mediana es el valor que ocupa la posicién
n+l
2

@ Tamano muestral par: La mediana es la media de los valores que
ocupan las posiciones 5y 7 + 1.

. -
g F ]
I= 'ﬁ ﬂﬂ |
~
)
Lﬂ uﬁ Q
5
o
= 3 a
\\g-.\ 2
a a &T*:‘ g‘k{u‘ l “
TOMU |
\
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Calculo de la mediana

Ejemplo con datos no agrupados

En el ejemplo anterior del nimero de hijos, el tamano muestral es 25, de
manera que al ser impar se deben ordenar los datos de menor a mayor y
buscar el que ocupa la posicion =1 = 13.

2]2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,4

0,01,1,1,1,1,1,2,2,2,2,
y la mediana es 2 hijos.

Si se trabaja con la tabla de frecuencias, se debe buscar el primer valor
cuya frecuencia absoluta acumulada iguala o supera a 13, que es la
posicion que le corresponde a la mediana, o bien el primer valor cuya
frecuencia relativa acumulada iguala o supera a 0,5:

Xi n; fz N, i F i
0 2 0,08 2 0,08
1 6 024 8 0,32

3 2 008 24 09
4 1 004 25 1
Yy 25 1
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Calculo de la mediana con datos agrupados

Con datos agrupados la mediana se calcula interpolando en el poligono de
frecuencias absolutas acumuladas para el valor n/2.

=

Frecuencia Absoluta Acumulada N;

Mediana
X
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Interpolacion en el poligono de frecuencias absolutas

acumuladas

tg(0) = L
lz - ll—l
_ n/2-=Nj4
tg((l) B Me — [1;1
| | |
| | |
| | |
lz’—l Me li
. n/2=Nia, . | o n/2—=Niq
Me =1;_ + N:i—Ni; (li=lis) =l + 1 i
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Calculo de la mediana

Ejemplo con datos agrupados

En el ejemplo de las estaturas n/2 = 30/2 = 15. Si miramos en el poligono
de frecuencias acumuladas comprobamos que la mediana caera en el
intervalo (170, 180].

~ 30
=z
[0}
i 25 |
>
E vt
§ 20 b
P T , ,
2 3= f (150,160] 2 2
§ (160, 170] 8 10
3 e L (180,190] 7 28
& I | (190,200 2 30
3 5F 1 1
9_.) 1 1
[T 1 1
0 L Il Il L !
150 160 170 pe 180 190 200

X = Estatura

Curso Basico de Estadistica




Interpolacion en el poligono de frecuencias absolutas

acumuladas

21
21-10
(@) = 750170
n/2=15 15 - 10
8@ = 3170

10

15-10

5
Med =170 + (180 170) = 170 + ﬁlO = 174,54

21 -
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Definicion (Moda muestral Mo) }

La moda muestral de una variable X es el valor de la variable mas frecuente
en la muestra.

Con datos agrupados se toma como clase modal la clase con mayor
frecuencia en la muestra.

En ocasiones puede haber mas de una moda.

2? 1‘ 3u¢

o 3.,‘
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Calculo de la moda

En el ejemplo del numero de hijos puede verse facilmente en la tabla de
frecuencias que la moda es Mo = 2 hijos.

Xi n;
0 2
1 6
3 2
4 1

Y en el ejemplo de las estaturas también puede verse en la tabla de
frecuencias que la clase modal es Mo = (170, 180].

Xi n;
(150,160] 2
(160,170] 8

(180,190] 7
(190,200] 2
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., Qué estadistico de tendencia central usar?

En general, siempre que puedan calcularse conviene tomarlas en el
siguiente orden:

@ Media. La media utiliza mas informacién que el resto ya que para
calcularla se tiene en cuenta la magnitud de los datos.

@ Mediana. La mediana utiliza menos informacién que la media, pero
mas que la moda, ya que para calcularla se tiene en cuenta el orden de
los datos.

@ Moda. La moda es la que menos informacion utiliza ya que para
calcularla sélo se tienen en cuenta las frecuencias absolutas.

Pero, jojo! la media también es muy sensible a los datos atipicos, asi que,
tampoco debemos perder de vista la mediana.

Por ejemplo, consideremos la siguiente muestra del numero de hijos de 7
matrimonios:

0,0,1,1,2,2,15
Xx=3hijos y Me=1 hijos
¢ Qué representante de la muestra tomarias?
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Son valores de la variable que dividen la distribucidn, supuesta ordenada
de menor a mayor, en partes que contienen el mismo numero de datos.

Los mas utilizados son:

Cuartiles: Dividen la distribucion en 4 partes iguales.
Hay tres cuartiles: C; (25 % acumulado) , C; (50 %
acumulado), Cs (75 % acumulado).

Deciles: Dividen la distribucién en 10 partes iguales.
Hay 9 deciles: Dy (10% acumulado) ,..., Dy (90 %
acumulado).

Percentiles: Dividen la distribucién en 100 partes iguales.
Hay 99 percentiles: P; (1 % acumulado),. .., Py (99 %
acumulado).

Curso Basico de Estadistica
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Calculo de los cuantiles

Los cuantiles se calculan de forma similar a la mediana. Por ejemplo, en el
caso de los cuartiles se buscan los valores que tienen frecuencias
absolutas acumuladas n/4 (primer cuartil), n/2 (segundo cuartil) y 3n/4
(tercer cuartil) y si se trata de datos agrupados se interpola sobre el
poligono de frecuencias acumuladas.

N

Frecuencia Absoluta Acumulada N;
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Calculo de los cuantiles

Ejemplo con datos no agrupados

En el ejemplo anterior del nimero de hijos se tenian la siguientes
frecuencias relativas acumuladas

X F;
0 0,08
1 0,32
2 0,88
3 0,96
4 1

Fc, =0,25 = C; =1 hijos,
Fc, =0,5 = C; =2 hijos,
Fc, =0,75 = C3 = 2 hijos,
Fp, = 0,3 = D3 =1 hijos,
Fp,, =0,92 = P9, = 3 hijos.
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Estadisticos de dispersion

Recogen informacion respecto a la heterogeneidad de la variable y a la
concentracion de sus valores en torno a algun valor central.

Para las variables cuantitativas, las mas empleadas son:

@ Recorrido.

@ Rango Intercuartilico.

@ Varianza.

@ Desviacion Tipica.

@ Coeficiente de Variacion.
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Recorrido

Definicion (Recorrido muestral Re)
El recorrido muestral de una variable X se define como la diferencia entre el
maximo y el minimo de los valores en la muestra.

Re = méx — min
Xi Xi

El recorrido da una idea de la maxima variacion que hay entre los datos
muestrales. No obstante, es muy sensible a datos atipicos ya que suelen
aparecer justo en los extremos de la distribucion, por lo que no se suele
utilizar mucho.

Re

Curso Basico de Estadistica

Rango intercuartilico

Para evitar el problema de los datos atipicos en el recorrido, se puede
utilizar el primer y tercer cuartil en lugar del minimo y el maximo.

Definicidn (Rango intercuartilico muestral RI)

El rango intercuartilico muestral de una variable X se define como la
diferencia entre el tercer y el primer cuartil de la muestra.

RI=C3-C

El rango intercuartilico da una idea de la variacién que hay en el 50 % de
los datos centrales.

RI
25% ., 25% , 25% , 25%
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Diagrama de caja y bigotes

La dispersion de una variable suele representarse graficamente mediante
un diagrama de caja y bigotes, que consiste en una caja sobre un eje X
donde el borde inferior de la caja es el primer cuartil, y el borde superior el
tercer cuartil, y por tanto, la anchura de la caja es el rango intercuartilico.
En ocasiones también se representa el segundo cuartil con una linea que
divide la caja.

También se utiliza para detectar los valores atipicos mediante unos
segmentos (bigotes) que salen de los extremos de la caja y que marcan el
intervalo de normalidad de los datos.

Curso Basico de Estadistica

Diagrama de caja y bigotes

Ejemplo con pesos de recién nacidos

Diagrama de caja y bigotes del peso de recien nacidos

e Dato atipico

2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5
Peso (Kg)
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Construccién del diagrama de caja y bigotes

@ Calcular los cuartiles.

@ Dibujar una caja de manera que el extremo inferior caiga sobre el
primer cuartil y el extremo superior sobre el tercer cuartil.

@ Dividir la caja con una linea que caiga sobre el segundo cuartil.

@ Para los bigotes inicialmente se determina la posicion de los puntos
denominados vallas v; y v, restando y sumando respectivamente a
primer y tercer cuartil 1,5 veces el rango intercuartilico RI:

01 = C1 - 1,5RI
Uy = C3 + 1,5RI

A partir de las vallas se buscan los valores by, que es el minimo valor
de la muestra mayor o igual que v4, y by, que es maximo valor de la
muestra menor o igual que v,. Para el bigote inferior se dibuja un
segmento desde el borde inferior de la caja hasta b; y para el superior
se dibuja un segmento desde el borde superior de la caja hasta b;.

@ Finalmente, si en la muestra hay algln dato por debajo de v; o por
encima de v, se dibuja un punto sobre dicho valor.
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Construccion del diagrama de caja y bigotes

Ejemplo del niumero de hijos

@ Calcular los cuartiles: C; = 1 hijos y C3 = 2 hijos.

@ Dibujar la caja.

@ Calcularlasvallas: vy =1-15+1=-05y0v,=2+15%1=235.
@ Dibujar los bigotes: b; = 0 hijos y b; = 3 hijos.

@ Dibujar los datos atipicos: 4 hijos.

Diagrama de caja y bigotes del nimero de hijos

G Cs
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Desviaciones respecto de la media

Otra forma de medir la variabilidad de una variable es estudiar la
concentracion de los valores en torno a algun estadistico de tendencia
central como por ejemplo la media.

Para ello se suele medir la distancia de cada valor a la media. A ese valor
se le llama desviacion respecto de la media.

Desviacion — Desviacion +
Xi—X Xj — X

P
@

X

o
@

Xi

=

Si las desviaciones son grandes la media no sera tan representativa como
cuando la desviaciones sean pequenas.

Mas dispersién .-00—o e—es—ee— ¥ Menos representativa

=I0

Menos dispersin ————e—ee—e—eo9o—0e—0e—e——— 1 MAs representativa
X
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Varianza y desviacion tipica

Definicion (Varianza s?)

La varianza muestral de una variable X se define como el promedio del
cuadrado de las desviaciones de los valores de la muestra respecto de la

media muestral. 5 °
2 _ LK X)) NP
£ == = Y (- v

También puede calcularse de manera mas sencilla mediante la formula

Y x%n;
f=="r" —xz=2x?fi—a‘cz

n
La varianza tiene las unidades de la variable al cuadrado, por lo que para

facilitar su interpretacién se suele utilizar su raiz cuadrada:
Definicion (Desviacion tipica s)

La desviacion tipica muestral de una variable X se define como la raiz
cuadrada positiva de su varianza muestral.

s=+Vs2
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Interpretacion de la varianza y la desviacion tipica

Tanto la varianza como la desviacion tipica sirven para cuantificar la
dispersion de los datos en torno a la media.

[}
m m Pequefia

Igual Media

m m Grande
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Célculo de la varianza y la desviacion tipica

Ejemplo con datos no agrupados

Para el nimero de hijos se puede calcular la varianza a partir de la tabla de
frecuencias anadiendo una columna con los cuadrados de los valores:

X om X
0 2 0
1 6 6
2 14 56
3 2 18
4 1 16

T 25 9%

2
, Lxmn ., 96
= ——-X"=—=

— 1,762 = 0,7424 hijos”.
n 5
Y la desviacion tipica es s = 10,7424 = 0,8616 hijos.

Comparado este valor con el recorrido, que va de 0 a 4 hijos se observa
que no es demasiado grande por lo que se puede concluir que no hay

mucha dispersion y en consecuencia la media de 1,76 hijos representa bien
a los matrimonios de la muestra.




Calculo de la varianza y la desviacion tipica

Ejemplo con datos agrupados

En el ejemplo de las estaturas, al ser datos agrupados, el calculo se realiza
igual que antes pero tomando como valores de la variable las marcas de
clase.

2

X X; n; X5,
(150, 160] 155 2 48050
(160, 170] 165 8 217800
(170,180] 175 11 336875
(180, 190] 185 7 239575
(190, 200] 195 2 76050

Y, 30 918350

o _ Lxni 918350
n

Y la desviacion tipica es s = v102,06 = 10,1 cm.

Este valor es bastante pequeno, comparado con el recorrido de la variable,

que va de 150 a 200 cm, por lo que la variable tiene poca dispersion y en
consecuencia su media es muy representativa.

s —174,67% = 102,06 cm?.
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Coeficiente de variacion

Tanto la varianza como la desviacion tipica tienen unidades y eso dificulta a
veces su interpretacién y su comparacion.

Afortunadamente es facil definir a partir de ellas una medida de dispersion
adimensional que es mas facil de interpretar.

Definicién (Coeficiente de variacidn muestral cv)

El coeficiente de variacion muestral de una variable X se define como el
cociente entre su desviacion tipica muestral y el valor absoluto de su media
muestral.

El coeficiente de variacion muestral mide la dispersion relativa de los
valores de la muestra en torno a la media muestral.

Como no tiene unidades, es muy sencillo de interpretar: Cuanto mayor sea,
mayor sera la dispersion y menos representativa sera la media.

También se utiliza para comparar la dispersion entre muestras distintas
incluso si las variables tienen unidades diferentes.
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Coeficiente de variacion

Ejemplo

En el caso del numero de hijos, como x = 1,76 hijos y s = 0,8616 hijos, se
tiene que el coefiente de variacién vale
s 08616

“CTiR T e

=049.

En el caso de las estaturas, como x = 174,67 cmy s = 10,1 cm, se tiene que
el coeficiente de variacion vale
S 10,1

CTR T nzaer T

Como se puede observar la dispersion relativa en la muestra de estaturas
es mucho menor que en la del nimero de hijos, por lo que la media de las
estaturas sera mas representativa que la media del nimero de hijos.

Curso Basico de Estadistica

Estadisticos de forma

Son medidas que tratan de caracterizar aspectos de la forma de la
distribucion de una muestra.

Los aspectos mas relevantes son:

Simetria: Miden la simetria de la distribucién de frecuencias en torno a
la media.
El estadistico mas utilizado es el Coeficiente de Asimetria de
Fisher.

Apuntamiento: Miden el apuntamiento de la distribucion de frecuencias.
El estadistico mas utilizado es el Coeficiente de
Apuntamiento o Curtosis.
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Coeficiente de asimetria

Definicion (Coeficiente de asimetria muestral g;)

El coeficiente de asimetria muestral de una variable X se define como el
promedio de las desviaciones de los valores de la muestra respecto de la
media muestral, elevadas al cubo, dividido por la desviacién tipica al cubo.

_ L@ XPmi/n _ X(xi - %)°f

3 s3

&1

El coeficiente de asimetria muestral mide el grado de simetria de los
valores de la muestra con respecto a la media muestral, de manera que:

@ ¢; = 0indica que hay el mismo nimero de valores a la derechay a la
izquierda de la media (simétrica).

@ ¢; < 0indica que la mayoria de los valores son mayores que la media
(asimétrica a la izquierda).

@ ¢; > 0 indica que la mayoria de los valores son menores que la media
(asimétrica a la derecha).
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Coeficiente de asimetria

Ejemplo de distribucion simétrica

Distribucion simétrica g1 = 0
~
o
@
Tt O
=2
©
e
oA
S o
()
=}
(&)
o
L o
o
o
o
x
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Coeficiente de asimetria

Ejemplo de distribucién asimétrica hacia la izquierda

Distribucion asimétrica a la izquierda ¢ < 0

Frecuencia relativa
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
|
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Coeficiente de asimetria

Ejemplo de distribucion asimétrica hacia la derecha

Distribucién asimétrica a la derecha g1 > 0

Frecuencia relativa
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
|
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Calculo del coeficiente de asimetria

Ejemplo con datos agrupados

Siguiendo con el ejemplo de las estaturas, podemos calcular el coeficiente
de asimetria a partir de la tabla de frecuencias afadiendo una nueva
columna con los cubos de las desviaciones a la media x = 174,67 cm:

X Xi n; xXi—X (x; — 3‘c)3ni
(150, 160] 155 2 -19,67 —15221,00
(160,170] 165 8 -9,67 —7233,85
(170,180] 175 11 0,33 0,40
(180, 190] 185 7 10,33 7716,12
(190, 200] 195 2 20,33 16805,14

Y, 30 2066,81

c )34,
. Y.(xi —x)°n;/n _ 2066,81/30 0,07,
3 10,13

Al estar tan proximo a 0, este valor indica que la distribucién es
practicamente simétrica con respecto a la media.
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Coeficiente de apuntamiento o curtosis

Definicion (Coeficiente de apuntamiento muestral g,)

El coeficiente de apuntamiento muestral de una variable X se define como
el promedio de las desviaciones de los valores de la muestra respecto de la
media muestral, elevadas a la cuarta, dividido por la desviacion tipica a la
cuarta y al resultado se le resta 3.

- Y.(xi —X)*nifn 3 Y (xi — X)*f; B

3
st st

El coeficiente de apuntamiento muestral mide el grado de apuntamiento de
los valores de la muestra con respecto a una distribucién normal de
referencia, de manera que:

@ ¢» = 0 indica que la distribucién tienen un apuntamiento normal
(mesocdrtica).

@ ¢» < 0indica que la distribucion tiene menos apuntamiento de lo
normal (platicurtica).

@ ¢, > 0 indica que la distribucion tiene mas apuntamiento de lo normal
(leptocurtica).
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Coeficiente de apuntamiento o curtosis

Ejemplo de distribucién mesocurtica

0.3 0.4
1 1

Frecuencia relativa
0.2

0.1

|
o
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Distribucién mesocdurtica g» = 0

A

Coeficiente de apuntamiento o curtosis

Ejemplo de distribucion platicurtica

< _
o
© |

«© o

=

2

©

(0]

S

o o

o

e o

(0]

>

O

(0]

L -
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—
o
o |
o
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Distribucion platicurtica g, < 0




Coeficiente de apuntamiento o curtosis

Ejemplo de distribucion leptocurtica

Distribucion leptocdrtica ¢» > 0

04 05

Frecuencia relativa
0.3

0.2

0.1
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Célculo del coeficiente de apuntamiento

Ejemplo con datos agrupados

De nuevo para el ejemplo de las estaturas podemos calcular el coeficiente
de asimetria a partir de la tabla de frecuencias afiadiendo una nueva
columna con las desviaciones a la media x = 174,67 cm elevadas a la
cuarta:

X Xi n; xXi—X (x; — 5c)4ni
(150, 160] 155 2 -19,67  299396,99
(160, 170] 165 8 -9,67 69951,31

(170,180] 175 11 0,33 0,13

(180,190] 185 7 1033 7970753
(190,200] 195 2 2033 34164849
)3 30 790704 45
Y (x; — X /n 790704 45/30
= _g= 2N ol 47,
82 o 10,14

Como se trata de un valor negativo, aunque pequeno, podemos decir que la
distribucion es ligeramente platicurtica.
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Interpretacion de los coeficientes de asimetria y

apuntamiento

Como se vera mas adelante en la parte de inferencia, muchas de las
pruebas estadisticas solo pueden aplicarse a poblaciones normales.

Las poblaciones normales se caracterizan por ser simétricas y
mesocurticas, de manera que, tanto el coeficiente de asimetria como el de
apuntamiento pueden utilizarse para contrastar si los datos de la muestra
provienen de una poblacién normal.

En general, se suele rechazar la hipétesis de normalidad de la poblacién
cuando g1 0 g, estén fuera del intervalo [-2,2].

En tal caso, lo habitual es aplicar alguna transformacion a la variable para
corregir la anormalidad.
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Transformaciones de variables

En muchas ocasiones se suelen transformar los datos brutos para trabajar
con unas unidades mas cémodas, o bien para corregir alguna anormalidad
de la distribucién.

Por ejemplo, si estamos trabajando con estaturas medidas en metros y
tenemos los siguientes valores:

1,75m,1,65m, 1,80m,

podemos evitar los decimales multiplicando por 100, es decir, pasando de
metros a centimetros:
175¢cm, 165cm, 180cm,

Y si queremos reducir la magnitud de los datos podemos restarles a todos
el menor de ellos, en este caso, 165cm:
10cm, 0cm, 15cm,

Esta claro que este conjunto de datos es mucho mas sencillo que el
original. En el fondo lo que se ha hecho es aplicar a los datos la
transformacion:

Y =100X — 165



Transformaciones lineales

Una de las transformaciones mas habituales es la transformacion lineal:
Y =a+ bX.

Se puede comprobar facilmente que la media y la desviacion tipica de la
variable resultante cumplen:

7 =a+bx,
sy = |blsx

Ademas, el coeficiente de curtosis no se altera y el de asimetria so6lo
cambia de signo si b es negativo.
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Transformacion de tipificacion y puntuaciones tipicas

Una de las transformaciones lineales mas habituales es la tipificacion:

Definiciéon (Variable tipificada)

La variable tipificada de una variable estadistica X es la variable que resulta
de restarle su media y dividir por su desviacion tipica.

_X-%
Sx

Z

La tipificacion es muy util para eliminar la dependencia de una variable
respecto de las unidades de medida empleadas.

Los valores tipificados se conocen como puntuaciones tipicas y miden el
nuamero de desviaciones tipicas que dista de la media cada observacion, lo
cual es util para comparar variables con distintas unidades.

Otra propiedad de la variable tipificada es que tiene media 0 y desviacion
tipica 1:
z=0 s, =1
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Transformacioén de tipificacion y puntuaciones tipicas

Ejemplo

Las notas de 5 alumnos en dos asignaturas X e Y son:

Alumno: 1 2 3 4 5
X: 2 5 4
Y: 1 9 8

8 6
5 2

<l
Il

¢ Han tenido el mismo rendimiento los alumnos que han sacado un 8?

Podria parecer que ambos alumnos han tenido el mismo rendimiento
puesto que tienen la misma nota, pero si queremos ver el rendimiento
relativo al resto del grupo, tendriamos que tener en cuenta la dispersion de
cada muestra y medir sus puntuaciones tipicas:

X: =15 0 -05 15 05
Y: =126 126 095 0 =095

Es decir, el alumno que tiene un 8 en X esta 1,5 veces la desviacion tipica
por encima de la media de su grupo, mientras que el alumno que tiene un 8
en Y solo esta 0,95 desviaciones tipicas por encima de su media. Asi pues,
el primer alumno tuvo un rendimiento superior al segundo.
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Transformacion de tipificacion y puntuaciones tipicas

Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo anterior
¢ Cual es el mejor alumno?

Si simplemente se suman las puntuaciones de cada asignatura se tiene:
Alumno: 1 2 3 4 5

X: 2 5 4 8 6
Y: 1 9 8 5 2
Yy 3 14 12 13 8

El mejor alumno seria el segundo.

Pero si se considera el rendimiento relativo tomando las puntuaciones
tipicas se tiene:

Alumno: 1 2 3 4 5
X: =15 0O -05 15 05
Y: =126 126 095 0 -095
Y, -276 126 045 15 -045

Y el mejor alumno seria el cuarto.
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Transformaciones no lineales

La transformaciéon Y = X? comprime la escala para valores pequefos y la
expande para valores altos, de manera que es muy util para corregir
asimetrias hacia la izquierda.

A-A
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Transformaciones no lineales

Las transformaciones Y = vx, Y =log X y Y = 1/X comprimen la escala
para valores altos y la expanden para valores pequenos, de manera que
son utiles para corregir asimetrias hacia la derecha.

L-A
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Variables clasificadoras o factores

En ocasiones interesa describir el comportamiento de una variable, no para
toda la muestra, sino para distintos grupos de individuos, como por ejemplo,
estudiar las estaturas en hombres y mujeres por separado.

En tal caso se utiliza una nueva variable, llamada variable clasificadora o
factor discriminante, para dividir la muestra en grupos y posteriormente
se realiza el estudio descriptivo de la variable principal en cada grupo.
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Variables clasificadoras

Usando la misma muestra de estaturas, pero teniendo en cuenta el sexo,
tenemos:

173, 158, 174, 166, 162, 177, 165, 154, 166, 182,

Mujeres 469, 172, 170, 168,
Hombres 179,181,172, 194, 185, 187, 198, 178, 188, 171,
175,167,186, 172, 176, 187.
Histograma de estaturas por sexo Diagrama de caja y bigotes de estaturas por sexo
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Regresiéon y Correlacion

e Regresion y Correlacion
@ Distribucion de frecuencias bidimensional
@ Covarianza
Regresion
Recta de regresion
Correlacion

]
°
°
@ Coeficientes de determinacion y correlacion
@ Regresion no lineal

]

Medidas de relacién entre atributos
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Relaciones entre variables

Hasta ahora se ha visto como describir el comportamiento de una variable,
pero en los fendmenos naturales normalmente aparecen mas de una
variable que suelen estar relacionadas. Por ejemplo, en un estudio sobre el
peso de las personas, deberiamos incluir todas las variables con las que
podria tener relacion: altura, edad, sexo, dieta, tabaco, ejercicio fisico, etc.

Para comprender el fenébmeno no basta con estudiar cada variable por
separado y es preciso un estudio conjunto de todas las variables para ver
cémo interactdan y qué relaciones se dan entre ellas. El objetivo de la
estadistica en este caso es dar medidas del grado y del tipo de relacion
entre dichas variables.

Generalmente, se considera una variable dependiente Y que se supone
relacionada con otras variables Xy, ..., X, llamadas variables
independientes.

El caso mas simple es el de una sola variable independiente, y en tal caso
se habla de estudio de dependencia simple. Para mas de una variable
independiente se habla de estudio de dependencia multiple.

En este tema se veran los estudios de dependencia simple que son mas
encillo
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Variables bidimensionales

Al estudiar la dependencia simple entre dos variables X e Y, no se pueden
estudiar sus distribuciones por separado, sino que hay que estudiarlas en
conjunto.

Para ello, conviene definir una variable estadistica bidimensional (X, Y),
cuyos valores seran todos los pares formados por los valores de las
variables X e Y.

(X, Y)
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Frecuencias de una variable bidimensional

Definicion (Frecuencias muestrales de una variable
bidimensional)

Dada una muestra de tamano »n de una variable bidimensional (X, Y), para
cada valor de la variable (x;, y;) observado en la muestra se define:

@ Frecuencia absoluta 7;;: Es el nimero de individuos de la muestra que
presentan simultaneamente el valor x; de la variable X y el valor y; de
la variable Y.

@ Frecuencia relativa f;;: Es la proporcion de individuos de la muestra que
presentan simultaneamente el valor x; de la variable X y el valor y; de
la variable Y.

_ M

fi=,

jOjo! Para las variables bidimensionales no tienen sentido las frecuencias
acumuladas.
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Distribucién de frecuencias bidimensional

Al conjunto de valores de la variable bidimensional y sus respectivas
frecuencias muestrales se le denomina distribucion conjunta.

La distribucion conjunta de una variable bidimensional se suele representar
mediante una tabla de frecuencias bidimensional.

X1 nyp v nlj ce nlq
X; np e nij ce nl-q
xp npl np]- an
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Distribucion de frecuencias bidimensional

Ejemplo con estaturas y pesos

Se ha medido la estatura (en cm) y el peso (en Kg) de 30 universitarios
obteniendo:

(179,85), (173,65), (181,71), (170,65), (158,51), (174,66), (172,62),

(166,60), (194,90), (185,75),(162,55), (187,78), (198,109), (177,61),

(178,70), (165,58), (154,50), (183,93),(166,51), (171,65), (175,70),

(182,60), (167,59), (169,62), (172,70), (186,71), (172,54), (176,68),
(168,67), (187,80).

[ X/Y ][ 150,60) | [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100) [ [100, 110) |

(150, 160] 2 0 0 0 0 0
(160, 170] 4 1 0 0 0 0
(170, 180] 1 6 3 1 0 0
(180, 190] 0 1 1 1 1 0
(190, 200] 0 0 0 0 1 1
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Diagrama de dispersion

A menudo, la informacion de la tabla de frecuencias bidimensional se
representa también graficamente.

La representacion grafica que mas se utiliza en el estudio de la
dependencia de dos variables es el diagrama de dispersion, que consiste
en representar sobre un plano cartesiano los puntos que se corresponden
con los valores (x;, ;) de la variable bidimensional.

El conjunto de todos estos puntos recibe el nombre de nube de puntos.

En un diagrama de dispersion solo se recogen los valores observados en la
muestra, no las frecuencias de los mismos. Para reflejar las frecuencias
tendriamos que recurrir a otro tipo de representacion como un diagrama de
burbujas o histograma tridimensional.

jOjo! No tiene sentido cuando alguna de las variables es un atributo.
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Diagrama de dispersion

Diagrama de dispersion de Estaturas y Pesos
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Interpretacion del diagrama de dispersion

El diagrama de dispersion da informacién visual sobre el tipo de relacion
entre las variables.

Sin relacion

Relacion lineal Relacion parabdlica
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A cada una de las distribuciones de las variables que conforman la variable
bidimensional se les llama distribuciones marginales.

Las distribuciones marginales se pueden obtener a partir de la tabla de
frecuencias bidimensional, sumando las frecuencias por filas y columnas.
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Distribuciones marginales
Ejemplo con estaturas y pesos

En el ejemplo anterior de las estaturas y los pesos, las distribuciones
marginales son

[ X/Y ][ 150,60) ] [60,70) [ [70,80) | [80,90) | [90,100) [ [100,110) il

(150, 160] 2 0 0 0 0 0
(160, 170] 4 4 0 0 0 0
(170, 180] 1 6 3 1 0 0
(180, 190] 0 1 1 1 1 0
(190, 200] 0 0 0 0 1 1

y los estadisticos asociados:

x = 174,67 cm s2 = 102,06 cm? sy =10,1 cm
7 = 69,67 Kg s2=16442Kg> s, = 12,82 Kg

Curso Basico de Estadistica

| cusoBiscodotstadisioa |
Desviaciones respecto de las medias

Para analizar la relacion entre dos variables cuantitativas es importante
hacer un estudio conjunto de las desviaciones respecto de la media de
cada variable.

Xi =X (xi,y5)
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Estudio de las desviaciones respecto de las medias

Si dividimos la nube de puntos del diagrama de dispersion en 4 cuadrantes
centrados en el punto de medias (X, 77), el signo de las desviaciones sera:

Cuadrante (xi—X) (-9 @-X(y;—-1)
1 + + +
2 = + =
3 — = "y
4 + — -

Signo del producto de desviaciones

2 1
- ¥ .
3 4
x
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Estudio de las desviaciones respecto de las medias

Si la relacién entre las variables es Si la relacion entre las variables es
lineal y creciente, entonces la mayor  lineal y decreciente, entonces la
parte de los puntos estaran en los mayor parte de los puntos estaran en
cuadrantes 1y 3y la suma de los los cuadrantes 2 y 4y la suma de los
productos de desviaciones productos de desviaciones
sera positiva. sera negativa.
Relacion lineal creciente Relacion lineal decreciente
o. o..‘ :s
Soo s K
.8 : e
L ) ‘s,
= oo w* >~ o’ oo
° .;
.,.':. ..: et
[ ° .. S
:.;o . .: ‘.{..
X X
Y (D -7 =+ Y - Dy -9 = -
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Covarianza

Del estudio conjunto de las desviaciones respecto de la media surge el
siguiente estadistico de relacion lineal:
Definicion (Covarianza muestral)

La covarianza muestral de una variable aleatoria bidimensional (X, Y) se
define como el promedio de los productos de las respectivas desviaciones
respecto de las medias de X e Y.

Y(xi = X)(y; — Y)nj
n

Sxy —_—

También puede calcularse de manera mas sencilla mediante la formula

La covarianza sirve para estudiar la relacion lineal entre dos variables:

@ Si sy, > 0 existe una relacion lineal creciente entre las variables.
@ Sis,, <0 existe una relacion lineal decreciente entre las variables.
@ Sis,, = 0 no existe relacion lineal entre las variables.
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Calculo de la covarianza

Ejemplo con estaturas y pesos
En el ejemplo de las estaturas y pesos, teniendo en cuenta que
| X/Y ][ [50,60) | [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100) | [100,110) | n, |

(150, 160] 2 0 0 0 0 0 2

(160, 170] 4 4 0 0 0 0 8

(170, 180] 1 6 3 1 0 0 11

(180, 190] 0 1 4 1 1 0 7

(190, 200] 0 0 0 0 1 1 2

n, 7 11 7 2 2 1 30
x=174,67 cm 7 =69,67 Kg

Yxiyini _ 155-55-2+165-55-4+---+195-105-1
— xy =
n 30
368200
30
lo que indica que existe una relacion lineal creciente entre la estatura y el
peso.
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Regresion

En muchos casos el objetivo de un estudio no es solo detectar una relacion
entre variables, sino explicarla mediante alguna funcion matematica.

La regresion es la parte de la estadistica que trata de determinar la posible
relacion entre una variable numérica dependiente Y, y otro conjunto de
variables numéricas independientes, X1, Xy, ..., X,;, de una misma
poblacién. Dicha relacién se refleja mediante un modelo funcional

y=f(x1,..., %)

El objetivo es determinar una ecuacién mediante la que pueda estimarse el
valor de la variable dependiente en funcion de los valores de las
independientes.

El caso mas sencillo se da cuando sélo hay una variable independiente X,
entonces se habla de regresion simple. En este caso el modelo que explica
la relacion de Y como funcién de X es una funcion de una variable y = f(x)
gue se conoce como funcion de regresion.
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Modelos de regresion simple

Dependiendo de la forma de funcidon de regresion, existen muchos tipos de
regresion simple. Los mas habituales son los que aparecen en la siguiente
tabla:

| Familia de curvas | Ecuacién genérica |
Lineal y=a+bx
Parabolica y=a+bx+cx*
Polindbmicade gradon | y =ap + aix + -+ + a,x"
Potencial y=a-x’
Exponencial y=a-e~*
Logaritmica y=a+blogx
Inverso y=a+?
Curva S y = ety

La eleccién de un tipo u otro depende de la forma que tenga la nube de
puntos del diagrama de dispersion.
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Residuos o errores predictivos

Una vez elegida la familia de curvas que mejor se adapta a la nube de
puntos, se determina, dentro de dicha familia, la curva que mejor se ajusta
a la distribucién.

El objetivo es encontrar la funcion de regresion que haga minimas las
distancias entre los valores de la variable dependiente observados en la
muestra, y los predichos por la funcién de regresion. Estas distancias se
conocen como residuos o errores predictivos.

Definicién (Residuos o Errores predictivos)

Dado el modelo de regresién y = f(x) para una variable bidimensional
(X, Y), el residuo o error predictivo de un valor (x;, y;) observado en la
muestra, es la diferencia entre el valor observado de la variable
dependiente y; y el predicho por la funcion de regresion para x;:

eij = yj — f(xi).
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Residuos o errores predictivos en Y

Yj

eij = Yj 7 f(xi)
flxi)
Y

Xi
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Método de minimos cuadrados

Una forma posible de obtener la funcién de regresioén es mediante el
método de minimos cuadrados que consiste en calcular la funcién que
haga minima la suma de los cuadrados de los residuos

2
Z €ij-

En el caso de un modelo de regresion lineal f(x) = a + bx, como la recta
depende de dos parametros (el término independiente a y la pendiente b),
la suma también dependera de estos parametros

O b) =Y =) (y—f()P =) (y—a—bx)

Asi pues, todo se reduce a buscar los valores a y b que hacen minima esta
suma.
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Calculo de la recta de regresion

Método de minimos cuadrados

Considerando la suma de los cuadrados de los residuos como una funcion
de dos variables 6(a, b), se pueden calcular los valores de los parametros
del modelo que hacen minima esta suma derivando e igualando a 0 las
derivadas:

96(a,b) _ I L —a—bx)® _ 0

oa oa
9&%@__92Wrﬂ—*ﬂf_o
o ob B

Tras resolver el sistema se obtienen los valores

— X b=—
sz s

a=7-

Estos valores hacen minimos los residuos en Yy por tanto dan la recta de
regresion.
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Recta de regresién

Definicion (Recta de regresidon)
Dada una variable bidimensional (X, Y), la recta de regresion de Y sobre X
es s
y=py+ izy(x - X).
Sx

La recta de regresion de Y sobre X es la recta que hace minimos los
errores predictivos en Y, y por tanto es la recta que hara mejores
predicciones de Y para cualquier valor de X.

Curso Basico de Estadistica

Calculo de la recta de regresion

Ejemplo con estaturas y pesos

Siguiendo con el ejemplo de las estaturas (X) y los pesos (Y) con los
siguientes estadisticos:

x=17467cm 52 =102,06 cm? sy =10,1 cm
7= 69,67 Kg 52 = 164,42 Kg® s, = 12,82 Kg

sy = 104,07 cm- Kg

2
X
2

Entonces, la recta de regresion del peso sobre la estatura es:

104,07
102,06

S
y=7+—(x—%) = 69,67 + (x — 174,67) = 1,02x — 108,49.
Sx

De igual modo, si en lugar de considerar el peso como variable
dependiente, tomamos la estatura, entonces la recta de regresion de la
estatura sobre el peso es:

104,07
164,42

_a Y
x—x+¥(y—y)—174,67+
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(y —69,67) = 0,63y + 130,78.




Rectas de regresion

Ejemplo de estaturas y pesos

Rectas de regresion entre Estaturas y Pesos
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Posicion relativa de las rectas de regresion

Las rectas de regresion siempre se cortan en el punto de medias (%, 7).

Si entre las variables la relacion
lineal es perfecta, entonces ambas
rectas coinciden ya que sus
residuos son nulos.

Relacion lineal perfecta

X sobre Y = Y sobre X

Curso Basico de Estadistica

Si no hay relacién lineal, entonces

las ecuaciones de las rectas son
y=y  x=%

y se cortan perpendicularmente

Sin relacion lineal
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Coeficiente de regresion

Definicion (Coeficiente de regresion b,)

Dada una variable bidimensional (X, Y), el coeficiente de regresion de la
recta de regresion de Y sobre X es su pendiente,

El coeficiente de regresidon siempre tiene el mismo signo que la covarianza
y refleja el crecimiento de la recta de regresion, ya que da el nimero de
unidades que aumenta o disminuye la variable dependiente por cada
unidad que aumenta la variable independiente, segun la recta de regresion.

En el ejemplo de las estaturas y los pesos, el coeficiente de regresion del
peso sobre la estatura es b, = 1,02 Kg/cm, lo que indica que, segun la
recta de regresion del peso sobre la estatura, por cada cm mas de estatura,
la persona pesara 1,02 Kg mas.
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Predicciones con las rectas de regresion

Ejemplo con estaturas y pesos

Las rectas de regresion, y en general cualquier modelo de regresion, suele
utilizarse con fines predictivos.

jOjo! Para predecir una variable, esta siempre debe considerarse como
dependiente en el modelo de regresion que se utilice.

Asi, en el ejemplo de las estaturas y los pesos, si se quiere predecir el peso
de una persona que mide 180 cm, se debe utilizar la recta de regresién del
peso sobre la estatura:

y=1,02-180-10849 = 75,11 Kg.

Y si se quiere predecir la estatura de una persona que pesa 79 Kg, se debe
utilizar la recta de regresion de la estatura sobre el peso:

x=0,63-79+ 130,78 = 180,55 cm.

Ahora bien, ¢;qué fiabilidad tienen estas predicciones?
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Correlacidn

Una vez construido un modelo de regresion, para saber si se trata de un
buen modelo predictivo, se tiene que analizar el grado de dependencia
entre las variables segun el tipo de dependencia planteada en el modelo.
De ello se encarga la parte de la estadistica conocida como correlacion.

Para cada tipo de modelo existe el correspondiente tipo de correlacion.

La correlacion se basa en el estudio de los residuos. Cuanto menores sean
éstos, mas se ajustara la curva de regresion a los puntos, y mas intensa
sera la correlacion.
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Varianza residual muestral

Una medida de la bondad del ajuste del modelo de regresion es la varianza
residual.

Definicion (Varianza residual s,)

Dado un modelo de regresion simple y = f(x) de una variable bidimensional
(X,Y), su varianza residual muestral es el promedio de los cuadrados de los
residuos para los valores de la muestra,

> _ Zefj”if _ Yy — f(xi))*ny

Y n n

Cuanto mas alejados estén los puntos de la curva de regresion, mayor
sera la varianza residual y menor la dependencia.
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Descomposicién de la variabilidad total:

Variabilidad explicada y no explicada

Y sobre X
' (in‘ y])
Yi Variabilidad |
o no explicada
fx) Variabilidad ¢ = y; 2 f(x;)
. total_ Variabilidad
Yi—y explicada
fxi) -y

<

Xi
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Coeficiente de determinacion

A partir de la varianza residual se puede definir otro estadistico méas
sencillo de interpretar.

Definicién (Coeficiente de determinacién muestral)

Dado un modelo de regresion simple y = f(x) de una variable bidimensional
(X,Y), su coeficiente de determinacion muestral es

El coeficiente de determinacion mide la proporcion de variabilidad de la
variable dependiente explicada por el modelo de regresion, y por tanto,

0<r*<1

Cuanto mayor sea 2, mejor explicara el modelo de regresion la relacion
entre las variables, en particular:

@ Si 2 = 0 entonces no existe relacion del tipo planteado por el modelo.
@ Sir? =1 entonces la relacion que plantea el modelo es perfecta.
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Coeficiente de determinacion lineal

En el caso de las rectas de regresion, la varianza residual vale

2
Sgy = Zelz i = Z(]/] _f(xi))zfij = Z (]/] —y- Ssizy(xi - J_C)) fZJ =
2

_ Z( —-7)*+ —(xl —X)? — 2S:—2y(xi - X)(y; - y))f]

x Sx
=) -0+ S—; PMCEESE 25—5 Y (i =D~ Dfy =

2 s &2

Sxy x Xy
=2+ — 52— 2— sy =52 — —.

Sx SX SX

y, por tanto, el coeficiente de determinacion lineal vale

2 Z_Sﬁ 2 2
2 Sry_ Sy st Sxy Sxy
P=1-Y-1- —1-1+

52 s2 s2s2  s2s2

y Y X7y X7y
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Calculo del coeficiente de determinacion lineal

Ejemplo de estaturas y pesos

En el ejemplo de las estaturas y pesos se tenia

X =174,67 cm s2 = 102,06 cm?
7 =69,67 Kg ; = 164,42 Kg
sy = 104,07 cm- Kg

De modo que el coeficiente de determinacion lineal vale

_ Sy (104,07 cmKg)? 065
522 102,06 cm? - 16442 Kg®

Esto indica que la recta de regresion del peso sobre la estatura explica el
65 % de la variabilidad del peso, y de igual modo, la recta de regresion de la
estatura sobre el peso explica el 65 % de la variabilidad de la estatura.
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Coeficiente de correlacion lineal

Definicién (Coeficiente de correlacién lineal)

Dada una variable bidimensional (X, Y), el coeficiente de correlacion lineal
muestral es la raiz cuadrada de su coeficiente de determinacién lineal, con
signo el de la covarianza
Sy
r= V2=

Como 72 toma valores entre 0 y 1, el coeficiente de correlacion lineal
tomara valores entre -1y 1:
-1<r<1

El coeficiente de correlacion lineal también mide el grado de dependencia
lineal:

@ Sir =0 entonces no existe relacion lineal.
@ Sir =1 entonces existe una relacion lineal creciente perfecta.
@ Sir = -1 entonces existe una relacion lineal decrececiente perfecta.
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Coeficiente de correlacion lineal

Ejemplo

En el ejemplo de las estaturas y los pesos, el coeficiente de correlacion

lineal vale
Sxy 104,07 cm-Kg
r= = = +0,8.
sysy 10,1 cm - 12,82 Kg

lo que indica que la relacion lineal entre el peso y la estatura es fuerte, y
ademas creciente.
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Fiabilidad de las predicciones de un modelo de

regresion

Aunque el coeficiente de determinacion o el de correlacién hablan de la
bondad de un modelo de regresion, no es lo Unico que hay que tener en
cuenta a la hora de hacer predicciones.

La fiabilidad de las predicciones que hagamos con un modelo de regresion
depende de varias cosas:

@ El coeficiente de determinacion: Cuanto mayor sea, menores seran los
errores predictivos y mayor la fiabilidad de las predicciones.

@ La variabilidad de la poblacion: Cuanto mas variable es una poblacién,
mas dificil es predecir y por tanto menos fiables seran las predicciones.

@ El tamano muestral: Cuanto mayor sea, mas informacién tendremos v,
en consecuencia, mas fiables seran las predicciones.

Ademas, hay que tener en cuenta que un modelo de regresion es valido
Unicamente para el rango de valores observados en la muestra. Fuera de
ese rango no hay informacién del tipo de relacién entre las variables, por lo
que no deben hacerse predicciones para valores lejos de los observados
en la muestra.
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| cusoBssicodebtadistica
Regresidn no lineal

El ajuste de un modelo de regresion no lineal es similar al del modelo lineal
y también puede realizarse mediante la técnica de minimos cuadrados.

No obstante, en determinados casos un ajuste no lineal puede convertirse
en un ajuste lineal mediante una sencilla transformacién de alguna de las
variables del modelo.

Curso Basico de Estadistica



Transformacidén de modelos de regresion no lineales

@ Modelo logaritmico: Un modelo logaritmico y = a + blog x se convierte
en un modelo lineal haciendo el cambio t = log x:

y=a+blogx=a+bt

@ Modelo exponencial: Un modelo exponencial y = ae™ se convierte en
un modelo lineal haciendo el cambio z = logy:

z = logy = log(ae™) = loga + loge"™ = a’ + bx.

@ Modelo potencial: Un modelo potencial y = ax’ se convierte en un
modelo lineal haciendo los cambios t = logx y z = log y:

z =logy = log(ax’) = loga + blogx = a’ + bt.
gy = log g g

@ Modelo inverso: Un modelo inverso y = a + b/x se convierte en un
modelo lineal haciendo el cambio t = 1/x:

y=a+b(l/x)=a+bt.

@ Modelo curva S: Un modelo curva S y = ¢"*/* se convierte en un
modelo lineal haciendo los cambios t = 1/xy z = logy:

z =logy = log(e""/*) = a + b(1/x) = a + bt.

Ejemplo de ajuste de un modelo exponencial

Evolucién del nimero de bacterias de un cultivo

El nimero de bacterias de un cultivo evoluciona con el tiempo segun la
siguiente tabla: _
El diagrama de dispersion asociado es

Diagrama de dispersién de Horas y Bacterias

Horas | Bacterias
25
28
47
65
86
121
190
290
362 o« o

Bacterias
50 100 150 200 250 300 350

RN NUI - WDN—-O
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Ejemplo de ajuste de un modelo exponencial

Evolucién del nimero de bacterias de un cultivo

Si realizamos un ajuste lineal, obtenemos la siguiente recta de regresion

Regresion lineal Bacterias sobre Horas

Horas | Bacterias
25
28
47
65
86
121
190
290
362

Bacterias
100 150 200 250 300 350
1

50
1

OO UI = WIN -~ O

Bacterias = —30,18+41,27 Horas 0 2 4 6 8

¢ Es un buen modelo?
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Ejemplo de ajuste de un modelo exponencial

Evolucién del nimero de bacterias de un cultivo

Aunque el modelo lineal no es malo, de acuerdo al diagrama de dispersién
es mas légico construir un modelo exponencial o cuadratico.

Para construir el modelo exponencial y = ae® hay que realizar la
transformacion z = log y, es decir, aplicar el logaritmo a la variable
dependiente.

Diagrama de dispersion de Horas y Bacterias

Horas | Bacterias | Log Bacterias o | ‘
0 25 3,22 ° .
1 28 3,33 0
2 47 3,85 2 :
3 65 4,17 8 ¥ .
4 86 4,45 4 4] .
5 121 4,80 N .
6 190 5,25 0 ]
7 290 5,67 .
8 362 5,89 o ) i ) .

Horas

Curso Basico de Estadistica



Ejemplo de ajuste de un modelo exponencial

Evolucién del nimero de bacterias de un cultivo

Ahora sélo queda calcular la recta de regresion del logaritmo de Bacterias
sobre Horas

Regresion exponencial Bacterias sobre Horas

Log Bacterias = 3,107+0,352 Horas.

Y deshaciendo el cambio de
variable, se obtiene el modelo
exponencial

Bacterias
100 150 200 250 300 350

Bacterias = ¢>107+0,352 Horas

que, a la vista del coeficiente de
determinacion, es mucho mejor
modelo que el lineal. ' ' ' ' '

50
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Interpretacion de un coeficiente de determinacion
pequeno

Tanto el coeficiente de determinacién como el de correlacién hacen
referencia a un modelo concreto, de manera que un coeficiente 7> = 0
significa que no existe relacion entre las variables del tipo planteado por el
modelo, pero eso no quiere decir que las variables sean independientes, ya
que puede existir relacion de otro tipo.

- e [ ]

Qe °

H
~q 2° y = —0,02x + 4,07 ° ° y =0,25x2 — 2,51x + 8,05
[ ]
”=0 ? =097
o4 % 8>
&
w4 ']
>~ o ® >~
<
< - B .'
% 2
@ :~ . :..o
e S
- (]
N ° Q:‘ .!’ o
[ ]
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
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Datos atipicos en regresion

En un estudio de regresién es posible que aparezca algun individuo que se
aleja notablemente de la tendencia del resto de individuos en la nube de
puntos.

Aunque el individuo podria no ser un dato atipico al considerar las variables
de manera separada, si lo seria al considerarlas de manera conjunta.

Diagrama de dispersion con datos atipicos

Dato atipico
°
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Influencia de los datos atipicos en los modelos de

regresion

Los datos atipicos en regresion suelen provocar cambios drasticos en el
ajuste de los modelos de regresidn, y por tanto, habra que tener mucho
cuidado con ellos.

Recta de regresioén con datos atipicos Recta de regresion sin datos atipicos
o] =
00 - L[] 0 -
y=-0,19x+4,21 y=-049x +4,89
r? =0,08 =098
© - ©
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Relaciones entre atributos

Los modelos de regresion vistos s6lo pueden aplicarse cuando las
variables estudiadas son cuantitativas.

Cuando se desea estudiar la relacion entre atributos, tanto ordinales como
nominales, es necesario recurrir a otro tipo de medidas de relacién o de
asociacion. En este tema veremos tres de ellas:

@ Coeficiente de correlacion de Spearman.
@ Coeficiente chi-cuadrado.
@ Coeficiente de contingencia.

Curso Basico de Estadistica

Coeficiente de correlacién de Spearman

Cuando se tengan atributos ordinales es posible ordenar sus categorias y
asignarles valores ordinales, de manera que se puede calcular el
coeficiente de correlacion lineal entre estos valores ordinales.

Esta medida de relacién entre el orden que ocupan las categorias de dos
atributos ordinales se conoce como coeficiente ce correlacion de
Spearman, y puede demostrarse facilmente que puede calcularse a partir
de la siguiente formula

Definicion (Coeficiente de correlacion de Spearman)

Dada una muestra de n individuos en los que se han medido dos atributos
ordinales X e Y, el coeficiente de correlacion de Spearman se define como:
6. d;

S s
’s n(nz—1)

donde d; es la diferencia entre el valor ordinal de X y el valor ordinal de Y
del individuo i.

v
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Interpretacion del coeficiente de correlacién de

Spearman

Como el coeficiente de correlacién de Spearman es en el fondo el
coeficiente de correlacion lineal aplicado a los 6rdenes, se tiene:

_1 S rs S 1,
de manera que:

@ Sir, = 0 entonces no existe relacion entre los atributos ordinales.

@ Sirs =1 entonces los érdenes de los atributos coinciden y existe una
relacion directa perfercta.

@ Sirs = —1 entonces los érdenes de los atributos estan invertidos y
existe una relacién inversa perfecta.

En general, cuanto mas cerca de 1 o —1 esté s, mayor sera la relacion
entre los atributos, y cuanto mas cerca de 0, menor sera la relacion.
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Calculo del coeficiente de correlacion de Spearman

Ejemplo

Una muestra de 5 alumnos realizaron dos tareas diferentes X e Y, y se
ordenaron de acuerdo a la destreza que manifestaron en cada tarea:

Alumnos X Y d; d-

Alumno1 2 3 -1 i
Alumno2 5 4 1 1
Alumno3 1 2 -1 1
Alumno4 3 1 2 4
Alumno5 4 5 -1 1
Y 0 8
El coeficiente de correlacién de Spearman para esta muestra es
6Y d? .
rszl—L: _&20161
nn? —1) 5(52-1)

lo que indica que existe bastante relacion directa entre las destrezas
manifestadas en ambas tareas.
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Célculo del coeficiente de correlacion de Spearman

Ejemplo con empates

Cuando hay empates en el orden de las categorias se atribuye a cada valor
empatado la media aritmética de los valores ordinales que hubieran
ocupado esos individuos en caso de no haber estado empatados.

Si en el ejemplo anterior los alumnos 4 y 5 se hubiesen comportado igual
en la primera tarea y los alumnos 3 y 4 se hubiesen comportado igual en la
segunda tarea, entonces se tendria

Alumnos X Y d &
Alumno 1 2 3

-1 1
Alumno 2 5 4 1 1
Alumno 3 1 15 -05 0,25
Alumno4 35 1,5 2 4
Alumno5 35 5 -15 225

L 0 85
El coeficiente de correlacion de Spearman para esta muestra es
6y, d? .
re=1-—"——=1- _6-85 =0,58.
nn? —1) 5(52-1)
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Relacion entre atributos nominales

Cuando se quiere estudiar la relacion entre atributos nominales no tiene
sentido calcular el coeficiente de correlacion de Spearman ya que las
categorias no pueden ordenarse.

Para estudiar la relacion entre atributos nominales se utilizan medidas
basadas en las frecuencias de la tabla de frecuencias bidimensional, que
para atributos se suele llamar tabla de contingencia.

Ejemplo En un estudio para ver si existe relacion entre el sexo y el habito
de fumar se ha tomado una muestra de 100 personas. La tabla de
contingencia resultante es

Sexo\Fuma | Si No | n;
Mujer 12 28| 40
Hombre 26 34| 60
n; 38 621|100

Si el habito de fumar fuese independiente del sexo, la proporcion de
fumadores en mujeres y hombres seria la misma.
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Frecuencias tedricas o esperadas

En general, dada una tabla de contingencia para dos atributos X e Y,

X\Y Y1 ce y] A yq Ny
Xy | nip o Ny oo Mg | Uy
Xi | miocce Mjoocee Mg | Ny
Xp | M1 ccc Mpp ccc Mpg | Ty,
My [ My 0 My, My, |

si X e Y fuesen independientes, para cualquier valor y; se tendria

My _ My M Mttty My
- - - - - 7
nxl nx2 nxp nxl + A + nxp n
de donde se deduce que
Ny, 1y,
nj = ——.
n

A esta ultima expresion se le llama frecuencia tedrica o frecuencia
esperada del par (x;, y;).
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S
Coeficiente chi-cuadrado x>

Es posible estudiar la relacion entre dos atributos X e Y comparando las
frecuencias reales con las esperadas:

Definicién (Coeficiente chi-cuadrado x?2)

Dada una muestra de tamarfo » en la que se han medido dos atributos X e
Y, se define el coeficiente x> como

donde p es el numero de categorias de X y g el nUmero de categorias de Y.

Por ser suma de cuadrados, se cumple que
x> =0,

de manera que x? = 0 cuando los atributos son independientes, y crece a
medida que aumenta la dependencia entre las variables.
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Calculo del coeficiente chi-cuadrado x?

Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo anterior, a partir de la tabla de contingencia
Sexo\Fuma | Si No | nu;
Muijer 12 28| 40
Hombre 26 34| 60
n 38 62| 100
se obtienen las siguientes frecuencias esperadas:
Sexo Si No | m;
Mujer | 238 =152 2062248 40
0-38 _ 0-62 _
Hombre | 838 =228 &2 =372 | 60
1 38 62 | 100
y el coeficiente x? vale
, (12-15272 (28-248?2 (26-228)? (34-372)?2 _ 181
152 24,8 22,8 372
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Coeficiente de contingencia

El coeficiente x? depende del tamafo muestral, ya que al multiplicar por
una constante las frecuencias de todas las casillas, su valor queda
multiplicado por dicha constante, lo que podria llevarnos al equivoco de
pensar que ha aumentado la relacion, incluso cuando las proporciones se
mantienen. En consecuencia el valor de x? no esta acotado superiormente
y resulta dificil de interpretar.

Para evitar estos problemas se suele utilizar el siguiente estadistico:

Definicion (Coeficiente de contingencia)

Dada una muestra de tamano » en la que se han medido dos atributos X e
Y, se define el coeficiente de contingencia como
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Interpretacion del coeficiente de contingencia

De la definicion anterior se deduce que
0<C<1,
de manera que cuando C = 0 las variables son independientes, y crece a

medida que aumenta la relacion.

Aunqgue C nunca puede llegar a valer 1, se puede demostrar que para
tablas de contingencia con k filas y k columnas, el valor maximo que puede

alcanzar C es +/(k—1)/k.

Ejemplo En el ejemplo anterior el coeficiente de contingencia vale

[ 181 _
C= 1,81 + 100 013.

Como se trata de una tabla de contingencia de 2 x 2, el valor maximo que
podria tomar el coeficiente de contingencia es /(2 —1)/2 = V1/2 = 0,707,y
como 0,13 esta bastante lejos de este valor, se puede concluir que no existe
demasiada relacion entre el habito de fumar y el sexo.
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Teoria de la Probabilidad

@ Teoria de la Probabilidad
@ Experimentos y sucesos aleatorios
@ Teoria de conjuntos
@ Definicion de probabilidad
@ Probabilidad condicionada
@ Dependencia e independencia de sucesos
@ Teorema de la probabilidad total
@ Teorema de Bayes

@ Tests diagnosticos
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Introduccion

La estadistica descriptiva permite describir el comportamiento y las
relaciones entre las variables en la muestra, pero no permite sacar
conclusiones sobre el resto de la poblacion.

Ha llegado el momento de dar el salto de la muestra a la poblacion y pasar
de la estadistica descriptiva a la inferencia estadistica, y el puente que lo
permite es la teoria de la probabilidad.

Hay que tener en cuenta que el conocimiento que se puede obtener de la
poblacion a partir de la muestra es limitado, pero resulta evidente que la
aproximacion a la realidad de la poblacién sera mejor cuanto mas
representativa sea la muestra de ésta. Y recordemos que para que la
muestra sea representativa de la poblacion deben utilizarse técnicas de
muestreo aleatorio, es decir, en la que los individuos se seleccionen al azar.

La teoria de la probabilidad precisamente se encarga de controlar ese azar
para saber hasta qué punto son fiables las conclusiones obtenidas a partir
de una muestra.
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Experimentos y sucesos aleatorios

El estudio de una caracteristica en una poblacion se realiza a través de
experimentos aleatorios.

Definicion (Experimento aleatorio)

Un experimento aleatorio es aquel en el que se conoce cual es el conjunto
de resultados posibles antes de su realizacién pero se desconoce cual
sera el resultado concreto del mismo.

Un ejemplo sencillo de experimentos aleatorios son los juegos de azar. Por
ejemplo, el lanzamiento de un dado es un experimento aleatorio ya que:

@ Se conoce el conjunto posibles de resultados {1, 2,3, 4,5, 6}.
@ Antes de lanzar el dado, es imposible predecir con absoluta certeza el
valor que saldra.

Otro ejemplo de experimento aleatorio seria la seleccién de un individuo de
una poblacién al azar y la determinacidén de su grupo sanguineo.

En general, la obtencion de cualquier muestra mediante procedimientos
aleatorios sera un experimento aleatorio.
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Espacio muestral

Definicion (Espacio muestral)

Al conjunto E de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio
se le llama espacio muestral.

Algunos ejemplos de espacios muestrales son:

@ Lanzamiento de una moneda: E = {c, x}.
@ Lanzamiento de un dado: E ={1,2,3,4,5, 6}.

@ Grupo sanguineo de un individuo seleccionado al azar:
E ={A,B,AB,0}.

@ Estatura de un individuo seleccionado al azar: R*.
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Construccién del espacio muestral

En los experimentos donde se miden mas de una variable, la construccion
del espacio muestral puede complicarse. En tales casos, es recomendable
utilizar un diagrama de arbol de manera que cada nivel del arbol es una
variable observada y cada rama un posible valor.

Por ejemplo, si el experimento consiste en observar el sexo y el grupo
sanguineo de una persona, el espacio muestral podria construirse
mediante el siguiente arbol:

Sexo Grupo E
A (Mujer,A)
B Muijer,B
Mujer ( gjer )
AB (Mujer,AB)
0 (Mujer,0)

A (Hombre,A)
B (Hombre,B)
AB (Hombre,AB)
0 (Hombre,0)

Hombre
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Sucesos aleatorios

Definicion (Suceso aleatorio)

Un suceso aleatorio es cualquier subconjunto del espacio muestral E de un
experimento aleatorio.

Existen distintos tipos de sucesos:

Suceso imposible: Es el subconjunto vacio 0. El suceso nunca ocurre.

Sucesos elementales: Son los subconjuntos formados por un solo
elemento.

Sucesos compuestos: Son los subconjuntos formados por dos 0 méas
elementos.

Suceso seguro: Es el propio espacio muestral. El suceso seguro siempre
ocurre.
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Espacio de sucesos

Definicion (Espacio de sucesos)

Dado un espacio muestral E de un experimento aleatorio, el conjunto
formado por todos los posibles sucesos de E se llama espacio de sucesos
de E y se denota P(E).

Ejemplo. Dado el espacio muestral E = {a, b, c}, se tiene

P(E) = {0, {a}, (b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}
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Operaciones entre sucesos

Puesto que los sucesos son conjuntos, por medio de la teoria de conjuntos
se pueden definir las siguientes operaciones entre sucesos:

@ Unién.

@ Interseccion.

@ Complementario.
@ Diferencia.
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Unidn de sucesos

Definicion (Suceso union)

Dados dos sucesos A, B € P(E), se llama suceso unionde Ay B,y se
denota A U B, al suceso formado por los elementos de A junto a los
elementos de B, es decir,

AUB={x|xe Aoxe€B]}.

E

AUB

El suceso uniéon A U B ocurre siempre que ocurre A o B.

Ejemplo. Sea E = {1, 2, 3,4, 5, 6}, el conjunto de los nimeros de un dado, y
A=1{2,4,6}yB=1{1,2,3,4}. Entonces AUB ={1,2,3,4,6}.
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Interseccidén de sucesos

Definicidn (Suceso interseccion)

Dados dos sucesos A, B € P(E), se llama suceso interseccionde Ay B, y se
denota A N B, al suceso formado por los elementos comunes de Ay B, es
decir,

ANB={x|xe Ayx€B}.

E

ANB

El suceso interseccion A N B ocurre siempre que ocurren Ay B.

Ejemplo. Sea E = {1,2,3,4,5, 6}, el conjunto de los numeros de un dado, y
A=1{2,4,6}yB=1{1,2,3,4}. Entonces AN B = {2,4}.

Diremos que dos sucesos son incompatibles si su interseccién es vacia.
Por ejemplo A = {2,4,6} y C = {1, 3} son incompatibles.
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Contrario de un suceso

Definiciéon (Suceso contrario)

Dado un conjunto A € P(E), se llama suceso contrario o complementario de
A, y se denota A, al suceso formado por los elementos de E que no
pertenecen a A, es decir,

A={x|x¢A).

|

El suceso contrario A ocurre siempre que no ocurre A.

Ejemplo. Sea E = {1,2,3,4,5, 6}, el conjunto de los nimeros de un dado, y
A =1{2,4,6}. Entonces A = {1, 3, 5}.
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Diferencia de sucesos

Definicion (Suceso diferencia)

Dados dos sucesos A, B € P(E), se llama suceso diferenciade Ay B, y se
denota A — B, al suceso formado por los elementos de A que no pertenecen
a B, es decir,

A-B={x|xeAyx¢Bl.

E

A-B

El suceso diferencia A — B ocurre siempre que ocurre A pero no ocurre B, y
también puede expresarse como A N B.

Ejemplo. Sea E = {1,2,3,4,5, 6}, el conjunto de los nimeros de un dado, y
A=1{2,4,6}yB=1{1,2,3,4}. Entonces A — B = {6}.
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Algebra de sucesos

Dados los sucesos A, B, C € P(E), se cumplen las siguientes propiedades:

@ AUA=A, An A = A (idempotencia).

Q@ AUB=BUA, AnB = Bn A (conmutativa).

Q@ AUB)UC=AUBUC),(ANB)NnC=An(BnC) (asociativa).

Q AUBINC=(ANC)UBNC),(ANB)UC=(AUC)N(BUC)
(distributiva).

@ AUD=A, ANnE = A (elemento neutro).

Q@ AUE=E,An0 =0 (elemento absorbente).

@ AUA=E, AnA =0 (elemento simétrico complementario).
Q A = A (doble contrario).

Q@ AUB=ANB,ANB =AU B (leyes de Morgan).

©® ANBCAUB.
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Definicidn clasica de probabilidad

Definiciéon (Probabilidad Clasica de Laplace)

Para un experimento aleatorio donde todos los elementos del espacio
muestral E son equiprobables, se define la probabilidad de un suceso A C E
como el cociente entre el numero de elementos de A y el nimero de
elementos de E:

|A| n? casos favorables a A

P(A .
A= |El ~  n°casos posibles

Esta definicién es ampliamente utilizada, aunque tiene importantes
restricciones:

@ No puede utilizarse con espacios muestrales infinitos, o de los que no
se conoce el numero de casos posibles.

@ Es necesario que todos los elementos del espacio muestral tengan la
misma probabilidad de ocurrir (equiprobabilidad).

jOjo! Esto no se cumple en muchos experimentos aleatorios reales.
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Definicidn frecuentista de probabilidad

Teorema (Ley de los grandes numeros)

Cuando un experimento aleatorio se repite un gran numero de veces, las
frecuencias relativas de los sucesos del experimento tienden a estabilizarse
en torno a cierto nimero, que es precisamente su probabilidad.

De acuerdo al teorema anterior, podemos dar la siguiente definicion

Definicion (Probabilidad frecuentista)

Para un experimento aleatorio reproducible, se define la probabilidad de un
suceso A C E como la frecuencia relativa del suceso A en infinitas
repeticiones del experimento:

. n
P(A) = litye 7“‘

Aunque esta definicién es muy util en experimentos cientificos
reproducibles, también tiene serios inconvenientes, ya que

@ Solo se calcula una aprOX|maC|on de la probabllldad real.
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Definicidn axiomatica de probabilidad

Definicion (Kolmogérov)

Se llama probabilidad a toda aplicacién que asocia a cada suceso A del
espacio de sucesos de un experimento aleatorio, un nimero real P(A), que
cumple los siguientes axiomas:

@ La probabilidad de un suceso cualquiera es positiva o nula:
P(A) > 0.

@ La probabilidad de la unién de dos sucesos incompatibles es igual a la
suma de las probabilidades de cada uno de ellos:

P(A U B) = P(A) + P(B).

@ La probabilidad del suceso seguro es igual a la unidad:

P(E) = 1.
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Consecuencias de los axiomas de probabilidad

A partir de los axiomas de la definicién de probabilidad se pueden deducir
los siguientes resultados:

@ P(A) =1-P(A).

Q P =0.

@ Si A C B entonces P(A) < P(B).

Q P <1.

@ Si Ay B son sucesos compatibles, es decir, su interseccion no es
vacia, entonces

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A N B).

Q Si el suceso A esta compuesto por los sucesos elementales e, e, ..., ey,
entonces

P(A) = Z P(e).
i=1
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Experimentos condicionados

En algunas ocasiones puede que haya que calcular la probabilidad de
algun suceso A sabiendo que ha ocurrido otro B. En tal caso se dice que el
suceso B es un condicionante, y la probabilidad del suceso condicionado
suele escribirse como

P(A/B)

Los condicionantes, en el fondo, cambian el espacio muestral del
experimento y por tanto las probabilidades de sus sucesos.

Ejemplo. Supongamos que hemos observado las siguientes frecuencias de
aprobados en un grupo de 100 hombres y 100 mujeres:

Aprobados | Suspensos
Mujeres 80 20
Hombres 60 40

Entonces, la probabilidad de que una persona elegida al azar haya
aprobado es P(Aprobado) = 140/200 = 0,7.

Sin embargo, si se sabe que la persona elegida es mujer, entonces se tiene
P(Aprobado/Mujer) = 80/100 = 0,8.
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Probabilidad condicionada

Definicién (Probabilidad condicionada)

Dados dos sucesos A y B de un mismo espacio de sucesos de un
experimento aleatorio, la probabilidad de A condicionada por B es

P(ANB)

P(A/B) = =52,

siempre y cuando, P(B) # 0.

Esta definicién permite calcular probabilidades sin tener que alterar el
espacio muestral original del experimento.

Ejemplo. En el ejemplo anterior se tiene que la probabilidad del suceso

Aprobado condicionada por el suceso Mujer es

P(Aprobado N Mujer) _ 80/200 _ 80 _
P(Muijer) ~100/200 100

P(Aprobado/Mujer) = 0,8.

De esta definicion se deduce que la probabilidad de la interseccion es
P(A N B) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B).




Independencia de sucesos

Definicién (Sucesos independientes)

Dados dos sucesos A y B de un mismo espacio de sucesos de un
experimento aleatorio, se dice que A es independiente de B, si la
probabilidad de A no se ve alterada al condicionar por B, es decir,

P(A/B) = P(A).

Si A es independiente de B, también se cumple que B es independiente de
A, y en general simplemente se dice que A y B son independientes.

También se cumple que si A y B son independientes, entonces

P(A N B) = P(A)P(B).
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| CusoBasicodestadistea |
Arboles de probabilidad

Ya se vio que en experimentos donde se media mas de una variable, era
conveniente construir el espacio muestral mediante un diagrama de arbol.

Dicho diagrama también es util para calcular las probabilidades de cada
uno de los elementos del espacio muestral del siguiente modo:

@ Para cada nodo del arbol, etiquetar su rama con la probabilidad de que
la variable correspondiente tome el valor del nodo, condicionada por la
ocurrencia de todos los nodos que conducen hasta el actual.

@ La probabilidad de cada suceso elemental se calcula multiplicando las
probabilidades que etiquetan las ramas que conducen hasta él.

X Y E p

P(C/A)

P(A) C (A,C)  P(A)P(C/A)
A p/a)

D (A,D)  P(A)P(D/A)
P(C/B)

P(B) C (B,C) P(B)P(C/B)
B rospy

D (8,D)  P(B)P(D/B)
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Arboles de probabilidad con variables dependientes

Ejemplo de dependencia del cancer con respecto al tabaco

Sea una poblacién en la que el 30 % de las personas fuman, y que la
incidencia del cancer de pulmon en fumadores es del 40 % mientras que en
los no fumadores es del 10 %.

El arbol de probabilidad que expresa este experimento es:

Tabaco Enfermedad E P
0,4
03 Cancer (Fuma,Cancer) 0,3-04 =0,12
Fuma< 06
Cancer (Fuma,Cancer) 0,3-0,6 =0,18

0,1 _
07 Cancer (Fuma,Cancer) 0,7-0,1 =0,07
Fuma< 09
Cancer (Fuma,Cancer) 0,7-0,9 = 0,63
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Arboles de probabilidad con variables independientes

Ejemplo de independencia en el lanzamiento de dos monedas

El arbol de probabilidad asociado al experimento aleatorio que consiste en
el lanzamiento de dos monedas es:

12 Moneda 22 Moneda E P
0,5
05 C (C,C) 0,5-0,5=0,25
X (C,X) 05-0,5=025
0,5

05 C (X,C) 05-0,5=0,25
X (X,X) 05-05=0.25
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Arboles de probabilidad con variables independientes

Ejemplo de independencia en la elecciéon de una muestra aleatoria de tamario 3

Dada una poblacién en la que hay un 40 % de hombres y un 60 % de
mujeres, el experimento aleatorio que consiste en tomar una muestra
aleatoria de tres personas tiene el siguiente arbol de probabilidad:
12 Persona 22 Persona 32 PersonaE P
0,4
0,4 H (HHHH) 04-04-04=0,064
H 0,6
04 M (HHM) 04-04-06=0,09
H 0,4
0,6 H (HHMM\H) 04-0,6-0,4=0,09
M< 0,6
M (HM,M) 04-06-0,6=0,144
0,4
04 H (M,\HH) 06-04-0,4=0,09
H< 0,6
0,6 M (M,HM) 06-04-0,6=0,144
M 04
0,6 H (MMMH) 06-0,6-04=0,144
M< 0,6
M (MMM) 06-0,6-06=0.16
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Sistema completo de sucesos

Definicidon (Sistema completo de sucesos)

Una coleccién de sucesos Aq, Ay, ..., A, de un mismo espacio de sucesos
es un sistema completo si cumple las siguientes condiciones:

@ La unidn de todos es el espacio muestral: A; U---UA, = E.
@ Son incompatibles dos a dos: A;NA; =0 Vi # .

E

A | Ay A,

En realidad un sistema completo de sucesos es una particion del espacio
muestral de acuerdo a algun atributo, como por ejemplo el sexo o el grupo
sanguineo.
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Teorema de la probabilidad total

Conocer las probabilidades de un determinado suceso en cada una de las
partes de un sistema completo puede ser Util para calcular su probabilidad.

Teorema (Probabilidad total)

Dado un sistema completo de sucesos Ay, ..., A, y un suceso B de un
mismo espacio de sucesos, se cumple

P(B)= ) P(A)P(B/A).
i=1
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| cusoBiscodestadistea |
Teorema de la probabilidad total
Demostracién

La demostracion del teorema es sencilla, ya que al ser Ay,..., A, un
sistema completo tenemos

B=BNE=BN(A1U---UA,)=(BNA)U---U(BNA,)
y como estos sucesos son incompatibles entre si, se tiene
P(B)=P(BNA))U---UBNA,)=PBNA)+---+P(BNA,) =

= P(A))P(B/A1) + -+ + P(A,)P(B/A,) = )  P(A)P(B/A).
i=1
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Teorema de la probabilidad total

Un ejemplo de diagnéstico

Un determinado sintoma B puede ser originado por una enfermedad A pero
también lo pueden presentar las personas sin la enfermedad. Sabemos que
en la poblacion la tasa de personas con la enfermedad A es 0,2. Ademas,
de las personas que presentan la enfermedad, el 90 % presentan el
sintoma, mientras que de las personas sin la enfermedad sélo lo presentan
el 40 %.

Si se toma una persona al azar de la poblacion, ;qué probabilidad hay de
que tenga el sintoma?

Para responder a la pregunta hay que fijarse en que el conjunto de sucesos
{A, A} es un sistema completo, yaque AUA=EyANA=0,de modo que
se puede aplicar el teorema de la probabilidad total:

P(B) = P(A)P(B/A) + P(A)P(B/A) = 0,2-09 +0,8-04 = 0,5.

Es decir, la mitad de la poblacion tendra el sintoma.

jEn el fondo se trata de una media ponderada de probabilidades!
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Teorema de la probabilidad total

Calculo con el arbol de probabilidad

La respuesta a la pregunta anterior es evidente a la luz del arbol de
probabilidad del experimento.

Enfermedad Sintoma E P
0,9
0 B (A, B) 0,209 =0,18
B (A, B) 02-0,1=0,02
0,4

08 B (A, B) 0,8-04 =032
B (A, B) 0,8-0,6 =048
P(B) = P(A, B) + P(A,B) =

= P(A)P(B/A) + P(A)P(B/A) =0,2-0,9+0,8-0,4 = 0,18 + 0,32 = 0,5.
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Teorema de Bayes

Los sucesos de un sistema completo de sucesos Ay, --- , A, también
pueden verse como las distintas hip6tesis ante un determinado hecho B.

En estas condiciones resulta Gtil poder calcular las probabilidades a
posteriori P(A;/B) de cada una de las hipétesis.

Teorema (Bayes)

Dado un sistema completo de sucesos Ay, ..., A, Yy un suceso B de un
mismo espacio de sucesos, se cumple

P(AinB) _  P(A)P(B/Aj)

PAiIB) = =@y = YL P(A)P(B/A)
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Teorema de Bayes

Un ejemplo de diagnéstico

En el ejemplo anterior se ha visto como calcular la probabilidad de que una
persona elegida al azar presente el sintoma, pero desde un punto de vista
de diagndstico clinico, una pregunta mas interesante es:

Si llega a la consulta una persona que presenta el sintoma, ¢;qué se debe
diagnosticar?

En este caso, las hipotesis ante las que hay que decidir son A 'y Ay sus
probabilidades “a priori” son P(A) = 0,2y P(A) =0,8.

Esto quiere decir que si no hubiese ninguna informacién sobre la persona,
el diagnostico seria que no tiene la enfermedad pues es mucho mas
probable que que la tenga.

Sin embargo, si al reconocer a la persona se observa que presenta el
sintoma, dicha informacion condiciona a las hipétesis, y para decidir entre
ellas es necesario calcular sus probabilidades “a posteriori”, es decir

P(A/B)y P(A/B)
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Teorema de Bayes
Un ejemplo de diagnéstico

Para calcular las probabilidades “a posteriori” se puede utilizar el teorema
de Bayes:

P(A)P(B/A) 0,2-0,9 0,18
P(A/B) = — — = = = 0,36,
(4/P) P(A)P(B/A) + P(A)P(B/A) 02:09+08-04 05
PCA/B) = P(A)P(B/A) B 0,8-0,4 _ 032 _ 0,64.

P(A)P(BJA) + P(A)P(B/A) 02-09+0,8-04 05

Segun esto, a pesar de que la probabilidad de estar enfermo ha aumentado,
seguiriamos diagnosticando que no lo esta, puesto que es mas probable.

En este caso se dice que el sintoma B no es determinante a la hora de
diagnosticar la enfermedad, pues la informacion que aporta no sirve para
cambiar el diagnostico en ningun caso.
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Tests diagnosticos

En epidemiologia es comun el uso de tests para diagnosticar
enfermedades.

Generalmente estos tests no son totalmente fiables, sino que hay cierta
probabilidad de acierto o fallo en el diagnéstico, que suele representarse en
la siguiente tabla:

Presencia de la Ausencia de la_
enfermedad (E) enfermedad (E)
Test positivo Dlagno?)téio/ ]?)C ertado Diagnostico erréneo
) Sensibilidad P(+/E)
Test negativo Diagnéstico erroneo lagnostico Ecertado
) P(~/E) P E)
Especificidad
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Tests diagnosticos

La valided de una prueba diagndstica depende de estas dos probabilidades:

Sensibilidad Es el porcentaje de positivos entre las personas enfermas:
P(+/E).

Especificidad Es el porcentaje de negativos entre las personas sanas:
P(-/E).

Pero lo realmente interesante de un un test diagndstico es su capacidad
predictiva para diagnosticar, lo cual se mide mediante las siguientes
probabilidades a posteriori:

Valor predictivo positivo Es el porcentaje de enfermos entre los positivos:
P(E/+).

Valor predictivo negativo Es el porcentaje de sanos entre los negativos:
P(E/-).

Sin embargo, estos ultmos valores dependen del porcentaje de enfermos
en la poblacion P(E), lo que se conoce como, tasa o prevalencia de la
enfermedad.
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|_cusomsscodebstptsta |
Ejemplo

Un test para diagnosticar la gripe tiene una sensibilidad del 95 % y una
especificidad del 90 %. Segun esto, las probabilidades de acierto y fallo del
test son:

Gripe | No gripe
Test+ | 0,95 0,10
Test— | 0,05 0,90

Si la prevalencia de la gripe en la poblacion es del 10 % y al aplicar el test a
un individuo da positivo, ¢cual es la probabilidad de que tenga gripe?

Aplicando el teorema de Bayes, se tiene que el valor predictivo positivo del
test vale

P(Gripe/+) = P(Gripe)P(+/Gripe) _
P(Gripe)P(+/Gripe) + P(Gripe)P(+/Gripe)

3 0,1-0,95

©01-095+0,9-0,1
Aunque con esta probabilidad se diagnosticaria la enfermedad en caso de
que el test diese positivo, se trata de un valor predictivo positivo muy bajo.
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=0,5135.




Ejemplo

Gripe | No gripe
Test+ | 0,95 0,10
Test— | 0,05 0,90

Y si el test da negativo, ¢cual es la probabilidad de que no tenga gripe?

De nuevo, aplicando el teorema de Bayes, se tiene que el valor predictivo
negativo del test vale

P(G?pe/—) _ P(Gripe)P(—/Gripe) _
P(Gripe)P(—/Gripe) + P(Gripe)P(—/Gripe)
09-09

T 0,1-005+09-09

=0,9939.

De manera que el valor predictivo negativo de este test es mucho mas alto
que el valor predictivo positivo.
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Variables aleatorias

e Variables Aleatorias

@ Variables Aleatorias Discretas
Distribucion Uniforme
Distribucion Binomial
Distribucion de Poisson
Variables aleatorias continuas
Distribucion Uniforme continua
Distribucion Normal
Distribucion Chi-cuadrado
Distribucion T de Student
Distribucion F de Fisher-Snedecor

e 6 6 6 ¢ ¢ 6 ¢ ¢
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Variable aleatoria

Cuando seleccionamos una muestra al azar de una poblacién estamos
realizando un experimento aleatorio y cualquier variable estadistica medida
a partir de la muestra sera una variable aleatoria porque sus valores
dependeran del azar.

Definicién (Variable Aleatoria)

Una variable aleatoria X es una funcién que asocia un numero real a cada
elemento del espacio muestral de un experimento aleatorio.

X:E—-R

Al conjunto de posibles valores que puede tomar la variable aleatoria se le
llama rango o recorrido de la variable.

En el fondo, una variable aleatoria es una variable cuyos valores provienen
de la realizacion de un experimento aleatorio, y por tanto, tendra asociada
una determinada distribucién de probabilidad.

Un ejemplo de variable aleatoria es la que mide el resultado del
lanzamiento de un dado.
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| cusoésicodesdstea |
Variable aleatoria

Las variables aleatorias se clasifican en dos tipos:

Discretas (VAD): Toman valores aislados (recorrido finito o infinito
numerable).
Ejemplo. NUumero de hijos, nUmero de accidentes, numero de
cigarrillos, etc.

Continuas (VAC): Toman valores en un intervalo real.
Ejemplo. Peso, estatura, nivel de colesterol, tiempo de
respuesta a un farmaco, etc.

Los modelos probabilisticos de cada tipo de variables tienen caracteristicas
diferenciadas y por eso se estudiaran por separado.
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Distribucidon de probabilidad de una variable discreta

Como los valores de una variable aleatoria estan asociados a los sucesos
elementales del correspondiente experimento aleatorio, cada valor
tendra asociada una probabilidad.

Definicion (Funcidon de probabilidad)

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X es una
funcién f(x) que asocia a cada valor su probabilidad

f(xi) = P(X = x;).

Las probabilidades también pueden acumularse, al igual que se
acumulaban las frecuencias en las muestras.
Definicion (Funcién de distibucion)

La funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta X es una
funcién F(x) que asocia a cada valor x; la probabilidad de que la variable
tome un valor menor o igual que dicho valor.

F(x;) = P(X < x;) = f(x1) + - -+ + f(xi). )

Distribucion de probabilidad de una variable discreta

Al recorrido de la variable, junto a su funcién de probabilidad o de
distribucion, se le llama Distribucion de probabilidad de la variable.

Tanto la funcién de probabilidad como la de distribucién suelen
representarse en forma de tabla

X X1 X7 cen Xy, Z
fOo) | fx1) flx2) -+ f(xn) 1
F(x) | F(x1) F(xz) -+ F(x,) =1

Al igual que la distribucion de frecuencias de una variable reflejaba cémo se
distribuian los valores de la variable en una muestra, la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria sirve para reflejar como se
distribuyen los valores de dicha variable en toda la poblacién.
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Distribucidon de probabilidad de una variable discreta

Ejemplo del lanzamiento de dos monedas

Sea X la variable aleatoria que mide el nUmero de caras en el lanzamiento
de dos monedas.

El arbol de probabilidad asociado al experimento es

12 Moneda
0,5

0,5
C

22 Moneda

C

E
(G.C)
(C.X)
(X.C)

(X.X)

y segun esto, su distribucidén de probabilidad es

X0 1 2
f(x) [025 05 025
F(x) | 025 0,75 1
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P X
0,25 2
0,25 1
0,25 1
0,25 0
six<0
si0<x<1
sil<x<?2
Six>2

Graficos de la funciones de probabilidad y distribucion

Ejemplo del lanzamiento de dos monedas

Probabilidad

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0

Funcion de probabilidad

Lanzamiento de dos monedas

0.0
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Estadisticos poblacionales

Al igual que para describir las variables medidas en las muestras se utilizan
estadisticos descriptivos, para describir determinadas caracteristicas de las
variables aleatorias se utilizan también estadisticos poblacionales.

La definicién de los estadisticos poblacionales es analoga a la de los
muestrales, pero utilizando probabilidades en lugar de frecuencias relativas.

Los mas importantes son':

@ Media o esperanza matemética:

u=EX) =Y xfx)
i=1

@ Varianza:

n
0% = Var(X) = xif(x;) — yz
i=1
@ Desviacion tipica:
o=+Va?

"Para distinguirlos de los muestrales se suelen representar con letras griegas
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Estadisticos poblacionales

Ejemplo de calculo en el caso del lanzamiento de dos monedas

En el ejemplo del lanzamiento de dos monedas, a partir de la distribucidn
de probabilidad

X0 1 2
fx) [025 05 025
F(x) | 025 0,75 1

se pueden calcular facilmente los estadisticos poblacionales:

n

= lef(xi) =0-025+1-05+2-0,25=1cara,
i=1

n
o’ = Z f(x;) —p?=(0°-0,25+1%- 0,5+ 2%-0,25) — 1* = 0,5 caras?,
i=1
o = ++/0,5 = 0,71 caras.
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Modelos de distribucion de probabilidad

En teoria, para obtener la distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria en una poblacién es necesario conocer el valor de la variable en
todos los individuos de la poblacién, lo cual muchas veces es imposible.

Sin embargo, dependiendo de la naturaleza del experimento, a veces es
posible obtener la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria sin
medirla en toda la poblacion.

Dependiendo del tipo de experimento, existen diferentes modelos de
distribucion de probabilidad discretos. Los mas habituales son:

@ Distribucion Uniforme.

@ Distribucion Binomial.

@ Distribucion de Poisson.

Curso Basico de Estadistica

Distribucién Uniforme Uy(a, b)

Cuando por la simetria del experimento, todos los valores a = x1,...,x, =D
de una variable discreta X son igualmente probables, se dice que la
variable sigue un modelo de distribucién uniforme.

Definicion (Distribucion uniforme Uy(a, b))

Se dice que una variable aleatoria X sigue un modelo de distribucion
uniforme de parametros a, b, y se nota, X ~ U,(a, b), si su recorrido es
Re(X) = {a = x1,...,x; = b}, y su funcidén de probabilidad vale

fw) =

Su media y varianza valen
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Distribucion Uniforme U,(a, b)

Ejemplo del lanzamiento de un dado

En el lanzamiento de un dado la variable que mide el nimero obtenido
sigue un modelo de distribucion uniforme Uj,(1, 6).

Funcién de probabilidad de una Uniforme U(1, 6)

Probabilidad f(x)
0.10
1
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Distribucién Binomial

Sea un experimento aleatorio con las siguientes caracteristicas:

@ El experimento consiste en una secuencia de n repeticiones de un
mismo ensayo aleatorio.

@ Los ensayos se realizan bajo idénticas condiciones, y cada uno de
ellos tiene Unicamente dos posibles resultados, que habitualmente se

denotan por éxito (A) o fracaso (A).
@ Los ensayos son independientes, por lo que el resultado de cualquier
ensayo en particular no influye sobre el resultado de cualquier otro.

@ La probabilidad de éxito es idéntica para todos los ensayos y vale
P(A) = p.

En estas condiciones, la variable aleatoria X que mide le numero de éxitos
obtenidos en los n ensayos sigue un modelo de distribucion binomial de
parametros n y p.
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Distribucion Binomial B(n, p)

Definicion (Distribucion Binomial (B(n, p))

Se dice que una variable aleatoria X sigue un modelo de distribucion
binomial de parametros n y p, si su recorrido es Re(X) = {0,1, ..., n}, y su
funcion de probabilidad vale

|
flx) = (Z)px(l -p) = ﬁpx(l -p)"

Su media y varianza valen

pu=n-p o*=n-p-(1-p).
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Distribucion Binomial B(n, p)

Ejemplo de 10 lanzamientos de una moneda

La variable que mide el niumero de caras obtenidos al lanzar 10 veces una
moneda sigue un modelo de distribucién binomial B(10, 0,5).

Funcién de probabilidad de una binomial B(10,0,5)

Probabilidad f(x)

o 40
N
A
o
oo
-
o
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Distribucion Binomial B(n, p)

Ejemplo de 10 lanzamientos de una monedas

Sea X ~ B(10, 0,5) la variable que mide el numero de caras en 10
lanzamientos de una moneda. Entonces:

@ La probabilidad de sacar 4 caras es

10 10!
f4) = ( 1 )0,54(1 —0,5)10% = M0’540’56 =210-0,5" = 0,2051.

@ La probabilidad de sacar dos o menos caras es
F2)=f0)+f(1) +£(2) =
= (100)0,50(1 —0,5)100 4 (110)0,51(1 —-0,5)101 4+ (120)0,52(1 —-0,5)102 =
= 0,0547.
@ Y el nimero esperado de caras es

u=10-05 =5 caras.
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Distribucion Binomial B(n, p)

Ejemplo de una muestra aleatoria con reemplazamiento

Dada una poblacién con un 40 % de hombres y un 60 % de mujeres, la
variable que mide el numero de mujeres en una muestra aleatoria de
tamano 3, sigue una distribucién binomial X ~ B(3, 0,6).

12 Persona 22 Persona 32 Persona E X P
04

04 H (H,H,H) 0 0,4%
H< 0,6
04 M (H,H,M) 1 0,6 - 0,42
H 04
0,6 H (H,M,H) 1 0,6 -0,4?
M< 06
M (H,M,M) 2 0,6%-04
04
H (M,H,H) 1 0,6 -0,4%
M (M,H,M 0,6%-04
H |
M

)y 2
MMH) 2 06204
) 3

M,M,M 0,6°

£(0)=()0,6°(1-0,6)>° =043, f)=()061-06)>"1=3-06-042
f2)=()062(1-06>2=3-06%-04, f(3) =(30,6(1-0,6)°>3=06
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Distribucion de Poisson

Sea un experimento aleatorio con las siguientes caracteristicas:

@ El experimento consiste en observar la apariciéon de fenbmenos
puntuales sobre un soporte continuo, ya sea espacial o temporal. Por
ejemplo: averias de maquinas en un espacio de tiempo, recepcion de
llamadas en una centralita, n® de linfocitos en un volumen de
sangre,etc.

@ El experimento produce, a largo plazo, un niumero medio constante de
fendmenos puntuales por unidad de soporte continuo que llamaremos
A.

En estas circunstancias, la variable aleatoria X que mide el niumero de
ocurrencias del fenémeno por unidad de soporte continuo sigue un modelo
de distribucion de Poisson de parametro A.

Curso Basico de Estadistica
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Distribucién de Poisson P(A)

Definicién (Distribucion de Poisson P(A))

Se dice que una variable aleatoria X sigue un modelo de distribucion de
Poisson de parametro A si su recorrido es Re(X) = {0, 1, ..., o0}, y su funcién
de probabilidad vale

A
fx)=e AE'

Su media y varianza valen
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Distribucion de Poisson P(A)

Ejemplo del niumero de ingresos en un hospital

Sea un hospital en el que se producen por término medio 4 ingresos
diarios. Entonces la variable aleatoria X que mide el nimero de ingresos en
un dia sigue un modelo de distribucién de Poisson X ~ P(4).

Funcién de probabilidad de una Poisson P(4)

Probabilidad f(x)
0
°
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Distribucién de Poisson P(A)

Ejemplo del niUmero de ingresos en un hospital

Sea X ~ P(4) la variable que mide el nUmero de ingresos diarios en un
hospital. Entonces:

@ La probabilidad de que un dia cualquiera se produzcan 5 ingresos es

45
f(5) = e‘4§ = 0,1563.

@ La probabilidad de que un dia se produzcan menos de 2 ingresos es

40 41
F(1) =f(0)+f(1) = e“*ﬁ + 6_4F =5¢~* = 0,0916.

@ La probabilidad de que un dia se produzcan mas de un 1 ingresos es

P(X>1)=1-P(X<1)=1-F(1)=1-0,0916 = 0,9084.
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Aproximacion del modelo Binomial mediante el

Poisson

La ley de los casos raros

En realidad, el modelo de distribucién de Poisson surge a partir del modelo
de distribucién Binomial, cuando el numero de ensayos es muy grande
n — ooy la probabilidad de “éxito” es muy pequefia p — 0.

En tales circunstancias, la variable X ~ B(n, p) puede aproximarse mediante
el modelo de distribucion de Poisson P(n - p).

z n\ x -X _ —)\Ax
lim (x)p 1-p"*=e R

n—)oo,p—)O

En la practica, esta aproximacioén suele utilizarse paran > 30y p <0,1.
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Aproximacion del modelo Binomial mediante el

Poisson
Ejemplo

Se sabe que una vacuna produce una reaccion adversa en el 4 % de los
casos. Si se vacunan 50 personas, ¢,cual es la probabilidad de que haya
mas de 2 personas con reaccidn adversa?

Estéa claro que la variable que mide el numero de personas con reaccién
adversa entre las 50 personas vacunadas sigue un modelo de distribucion
binomial X ~ B(50, 0,04), perocomon =50>30yp =0,04 <0,1, se
cumplen las condiciones de la ley de los casos raros y se puede aproximar
mediante una distribucion de Poisson P(50 - 0,04) = P(2).

Asi pues, utilizando la formula de la funcién de probabilidad de la
distribucion de Poisson, se tiene

220 221 222
PX>2)=1-P(X<2)=1-f0)-f(1)-f2)=1-¢ a—e‘ i - o
=1-5¢2=0,3233.
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Variables aleatorias continuas

Las variables aleatorias continuas, a diferencia de las discretas, se
caracterizan porque pueden tomar cualquier valor en un intervalo real. Es
decir el conjunto de valores que pueden tomar no sélo es infinito, sino que
ademas es no numerable.

Tal densidad de valores hace imposible el calculo de las probabilidades de
cada uno de ellos, y por tanto no podemos definir los modelos de
distribucion de probabilidad por medio de una funcién de probabilidad como
en el caso discreto.

Por otro lado, la medida de una variable aleatoria continua suele estar
limitada por las imprecisiones del proceso o instrumento de medida. Por
ejemplo, cuando se dice que una estatura es 1,68 m, no se esta diciendo
que es exactamente 1,68 m, sino que la estatura esta entre 1,675y 1,685 m,
ya que el instrumento de medida sélo es capaz de precisar hasta cm.

Asi pues, en el caso de variables continuas, no tiene sentido medir
probabilidades de valores aislados, sino que se mediran probabilidades de
intervalos.
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Funcién de densidad

Para conocer cdmo se distribuye la probabilidad entre los valores de una
variable aleatoria continua se utiliza la funcién de densidad.
Definicion (Funcién de densidad)

La funcion de densidad de una variable aleatoria continua X es una funciéon
f(x) que cumple las siguientes propiedades:

@ Es no negativa: f(x) >0 Vx € R,
@ El area acumulada entre la funcion y el eje de abscisas es 1, es decir,

[:f(x) dx =1.

La probabilidad de que la variable tome un valor dentro un intervalo
cualquiera [a, b] es

b
P(aSXSb):ff(x)dx

jOjo! f(x) no es la probabilidad de que la variable tome el valor x.
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Funcidn de distribucion

Al igual que para las variables discretas, también tiene sentido medir
probabilidades acumuladas por debajo de un determinado valor.

Definicion (Funcién de distibucion)

La funcion de distribucion de una variable aleatoria continua X es una
funcion F(x) que asocia a cada valor a la probabilidad de que la variable
tome un valor menor o igual que dicho valor.

F(a)=P(X <a) = f f(x) dx.
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Célculo de probabilidades como areas

La funcion de densidad nos permite calcular la probabilidad un intervalo
[a,b] como el area acumulada por debajo de la funcién en dicho intervalo.

Densidad de probabilidad f(x)

b
Pa@a<X<b)= f f(x) dx = F(b) — F(a)
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Calculo de probabilidades como areas
Ejemplo

Dada la siguiente funcion:

six<0

0

veamos que se trata de una funcion de densidad. Para ello hay que
comprobar que es no negativa, lo cual es evidente al tratarse de una
funcién exponencial, y que el area por debajo de ella es 1:

ff(x)dx—f f(x)dx+f f(x)dx—f oaes [e

—X]O = —e +€ _1

Ahora, a partir de ella, se puede calcular por ejemplo la probabilidad de que
la variable tome un valor entre 0 y 2.

2 2
PO0<X<2)= f fx)dx = f e dx = [-e 0 = —e2 + ¢ = 0,8646.
0 0
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Estadisticos poblacionales

El calculo de los estadisticos poblacionales es similar al caso discreto, pero
utilizando la funcién de densidad, en lugar de la funcién de probabilidad, y
extendiendo la suma discreta a la integral en todo el recorrido de la variable.

Los mas importantes son:

@ Media o esperanza matemética:

u=EX)= I xf(x) dx

@ Varianza:

o? = Var(X) = foo X2f(x) dx —

@ Desviacidn tipica:

o =+Vo?
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Calculo de los estadisticos poblacionales
Ejemplo

Sea la funcién de densidad del ejemplo anterior:

six <0

0
e = {e‘x six>0

Su media es

yzI:xf(x)dxzIixf(x)dx+foooxf(x)dx=j:ide+j;wxe_xdxz

=[-e*1+x)]y =1.

y su varianza vale

00 0 00
o2 = f xX3f(x) dx — p? = f Xf(x) dx + f XPf(x) dx — p? =
0

f de+f edx—pu —[— ~*(x? +2x+2)] 12=2"-1=1.
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Modelos de distribucidon continuos

Existen varios modelos de distribucion de probabilidad que aparecen
bastante a menudo en la naturaleza y también como consecuencia de los
procesos de muestreo aleatorio simple.

A continuaciéon veremos los mas importantes:

@ Distribucion Uniforme continua.

@ Distribucion Normal.

@ Distribucion T de Student.

@ Distribucion Chi-cuadrado.

@ Distribucion F de Fisher-Snedecor.
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Distribucion Uniforme continua U(a, b)

Cuando todos los valores de una variable continua son equiprobables, se
dice que la variable sigue un modelo de distribucion uniforme continuo.

Definicion (Distribucion Uniforme continua)

Una variable aleatoria continua X, cuyo recorrido es el intervalo [a, b], sigue
un modelo de distribucion uniforme U(a, b), si todos los valores de la
variable son equiprobables, y por tanto, su funcién de densidad es
constante en todo el intervalo:

fx) = blTu Vx € [a,b]

Su media y varianza valen

Ca+b ), (b—ay?
H=5 C T T
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Funcidn de densidad de la Uniforme continua U(a, b)

La generacion aleatoria de un numero real entre 0 y 1 sigue un modelo de
distribucion uniforme continuo U(0, 1).

Distribuciéon Uniforme U(0, 1)

Densidad f(x)
6

X
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Funcién de distribucion de la Uniforme continua U(a, b)

Como la funcion de densidad es constante, la funcién de distribucién
presenta un crecimiento lineal.

Distribucion Uniforme U(0, 1)

1.2

1.0

0.8

Probabilidad acumulada F(x)
04 06
|

0.2

0.0
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Calculo de probabilidades con una Uniforme continua

Ejemplo de espera de un autobus

Supdngase que un autobus pasa por una parada cada 15 minutos. Si una
persona puede llegar a la parada en cualquier instante, ;cual es la
probabilidad de que espere entre 5y 10 minutos?

En este caso, la variable X que mide el
tiempo de espera sigue un modelo de Distribucion Uniforme UI(0,15)
distribucion uniforme continua U(0, 15)
ya que cualquier valor entre los 0 y los
15 minutos es equipobrable.

Asi pues, la probabilidad que nos piden

0.08
|

0.06
1

Densidad f(x)
0.04

es
10 10 e
1 X =
PG<X<10)= | —d =[—] _
( ) fS 15 71505 |
=E_i=1. ) (I) ; 1Io 1I5
5 15 3 .

Ademas, el tiempo medio de espera serd u = %15 = 7,5 minutos.
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Distribucion Normal N(u, o)

El modelo de distribucion normal es, sin duda, el modelo de distribucion
continuo mas importante, ya que es el que mas a menudo se presenta en la
naturaleza.

Definiciéon (Distribucién Normal)

Una variable aleatoria continua X sigue un modelo de distribucién normal
N(u, 0) si su recorrido es R y su funcién de densidad vale

1 _ p?
202 .

f(x) =

e
o V21

La distribucion normal depende de dos parametros u y o que son,
precisamente, su media y desviacion tipica.
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Funcion de densidad de la Normal N(u, o)

La gréfica de la funcién de densidad de la distribucién normal tiene forma
de una especie de campana, conocida como campana de Gauss (en honor
a su descubridor), y esta centrada en la media p.

Distribucion normal N(u, o)

Densidad de probabilidad f(x)

u

X
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Funcion de densidad de la Normal N(u, o)

La forma de la campana de Gauss depende de sus dos parametros:

@ La media u determina donde esté centrada.
@ La desviacion tipica o determina su anchura.

0.4
!
0.4
!

0.3
1
0.3
1

0.2
!

Densidad f(x)
0.2
1

Densidad f(x)

0.1
1
0.1
!
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Funcion de distribucion de la Normal N(u, o)

Por su parte, la gréafica de la funcién de distribucién tiene forma de S.

Distribuciéon normal N(y, o)

Probabilidad acumulada F(x)
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Propiedades de la distribucion Normal

@ La funcién de densidad es simétrica respecto a la media y por tanto, su
coeficiente de asimetria es g; = 0.

@ También es mesocurtica, y por tanto, su coeficiente de apuntamiento
vale g, = 0.
@ La media, la mediana y la moda coinciden

u = Me = Mo.

@ Tiende asintéticamente a 0 cuando x tiende a +co.
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Propiedades de la distribucion Normal

@ Se cumple que
P(u-o<X<pu+0)=0,68,
P(u—-20<X<u+20)=095,
P(u—30 < X < pu+30)=099.

Distribucién normal N(u, o)

Densidad f(x)

u-=30 pu—-20 p—0 U p+0o u+20 u+30
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Propiedades de la distribucion Normal

Ejemplo

En un estudio se ha comprobado que el nivel de colesterol total en mujeres
sanas de entre 40 y 50 anos sigue una distribucion normal de media de 210
mg/dl y desviacion tipica 20 mg/dl. ;Qué quiere decir esto?

Atendiendo a las propiedades de la campana de Gauss, se tiene que

@ El 68 % de las mujeres sanas tendran el colesterol entre 210 + 20
mg/dl, es decir, entre 190 y 230 mg/dl.

@ El 95% de las mujeres sanas tendran el colesterol entre 210 + 2 - 20
mg/dl, es decir, entre 170 y 250 mg/dl.

@ EI 99 % de las mujeres sanas tendran el colesterol entre 210 + 3 - 20
mg/dl, es decir, entre 150 y 270 mg/dl.

En la analitica sanguinea suele utilizarse el intervalo p + 20 para detectar
posibles patologias. En el caso del coresterol, dicho intervalo es

[170 mg/dl, 250 mg/dl]. Cuando una persona tiene el colesterol fuera de
estos limites, se tiende a pensar que tiene alguna patologia, aunque
ciertamente podria estar sana, pero la probabilidad de que eso ocurra es
so6lo de un 5 %.

Curso Basico de Estadistica

El teorema central del limite

El comportamiento anterior lo presentan muchas variables continuas fisicas
y biolégicas.

Si se piensa por ejemplo en la distribucion de las estaturas, se vera que la
mayor parte de los individuos presentan estaturas en torno a la media,
tanto por arriba, como por debajo, pero que a medida que van alejandose
de la media, cada vez hay menos individuos con dichas estaturas.

La justificacion de que la distribucién normal aparezca de manera tan
frecuente en la naturaleza la encontramos en el teorema central del limite,
que veremos mas adelante, y que establece que si una variable aleatoria X
proviene de un experimento aleatorio cuyos resultados son debidos a un
conjunto muy grande de causas independientes que actuan sumando sus
efectos, entonces X sigue una distribucién aproximadamente normal.
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La distribucion Normal estandar N(0, 1)

De todas las distribuciones normales, la mas importante es la que tiene
media p = 0y desviacion tipica o = 1, que se conoce como normal
estandar y se designa por Z.

Distribucién normal estandar N(u = 0,0 = 1)

0.4

0.3

Densidad de probabilidad f(z)
0.2

0.1
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Calculo de probabilidades con la Normal estandar

Manejo de la tabla de la funcion de distribucién

Para evitar tener que calcular probabilidades integrando la funcién de
densidad de la normal estandar se suele utilizar su funcion de distribucion.

Habitualmente se suele manejar una tabla con los valores de la funcion de
distribuciéon tabulados cada centésima.

Distribucién normal estandar N(u = 0,0 = 1)

0.4

Ejemplo P(Z < 0,52)
[z [ 0,00 | 0,01 | 0,02 [ |
0,0 [[ 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | ---
0,1 || 0,5398 | 0,5438 | 0,5478
0,2 || 0,5793 | 0,5832 | 0,5871
0,3 || 0,6179 | 0,6217 | 0,6255
0,4 || 0,6554 | 0,6591 | 0,6628

0,5 || 0,6915 0,6950-:

0.3

Densidad f(z)
0.2

0.1

0.0

0,52 — fila 0,5 + columna 0,02 r—
-3 -2 -1 00.521 2 3

z
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Calculo de probabilidades con la Normal estandar

Probabilidades acumuladas por encima de un valor

Cuando tengamos que calcular probabilidades acumuladas por encima de
un determinado valor, podemos hacerlo por medio de la probabilidad del
suceso contrario.

Por ejemplo
P(Z>052)=1-P(Z<0,52)=1-F(0,52) =1-0,6985 = 0,3015.

Distribucion normal estandar N(u = 0,0 = 1)

P(Z>0,52) =
1-F(0,52) =

Densidad f(z)
0.2
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Ya se ha visto cdmo calcular probabilidades con una distribucion normal
estandar, pero ;qué hacer cuando la distribucion normal no es la estandar?

Afortunadamente, siempre se puede transformar una variable normal para
convertirla en una normal estandar.

Teorema (Tipificacion)

Si X es una variable normal de media u y desviacion tipica o, entonces la
variable resultante de restarle a X su media y dividir por su desviacién
tipica, sigue un modelo de distribucion normal estandar:

X—p
X~N(u,0)=Z-=

~ N(0, 1).

Esta transformacién lineal se conoce como transformacion de tipificacion y
la variable resultante Z se conoce como normal tipificada.

.

Asi pues, para calcular probabilidades de una variable normal que no sea la
normal estandar, se aplica primero la transformacion de tipificacion y
después se puede utilizar la funcién de distribucion de la normal estandar.
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Célculo de probabilidades tipificando

Ejemplo

Supdngase que la nota de un examen sigue un modelo de distribucion de
probabilidad normal N(u = 6,0 = 1,5). ¢ Qué porcentaje de suspensos
habra en la poblacion?

Para responder a esta pregunta necesitamos calcular la probabilidad
P(X < 5). Como X no es la normal estandar, se le aplica la transformacion

inificacion Z = X=# = X=6.
de tipificacion Z = == = R

X-6 <5—6
1,5 1,5

P(X<5)=P = P(Z < —0,67).
( )

Después se mira en la tabla de la funcion de distribucion de la normal
estandar:
P(Z < —0,67) = F(—0,67) = 0,2514.

Asi pues, habran suspendido el 25,14 % de los alumnos.
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Distribucion chi-cuadrado x?(n)

Definicion (Distribucion chi-cuadrado x?(n))

Si Z4,...,Z, son n variables aleatorias normales estandar independientes,
entonces la suma de sus cuadrados sigue un modelo de distribucion
chi-cuadrado de n grados de libertad:

)(Z(n):Z%+---+Zf,.

Su recorrido es R* y su media y varianza valen
w=n,  o*=2n

Como se vera mas adelante, la distribucion chi-cuadrado juega un papel
importante en la estimacion de la varianza poblacional y en el estudio de la
relacién entre variables cualitativas.
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Funcidn de densidad de la distribucion chi-cuadrado

Distintas distribuciones chi-cuadrado

— X2
— X3
X*(10)

f

Densidad f(x)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
|

0 5 10 15 20 25
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Propiedades de la distribucion chi-cuadrado x?(n)

@ No toma valores negativos.
@ Si X ~ x%(n) e Y ~ x*(m), entonces

X+Y~ xY*(n+m).

@ Al aumentar el numero de grados de libertad, se aproxima
asintéticamente a una normal.
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Distribucion T de Student T(n)

Definicion (Distribucién T de Student T(n))

Si Z ~ N(0,1) es una variable aleatoria normal estandar y X ~ x*(n) es una
variable aleatoria chi-cuadrado de n grados de libertad, ambas
independientes, entonces la variable

Z
\/X/n’

sigue un modelo de distribucién T de Student de n grados de libertad.

T =

Su recorrido es R y su media y varianza valen

» no_
= = — > 2.
u=0, ot =——sin

Como se vera mas adelante, la distribucién T de Student juega un papel
importante en la estimacion la media poblacional.
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Funcién de densidad de la distribucion T de Student

Distintas distribuciones t de student
<
-
T(1)
— T(3)
T(10)
(4p]
el
=
g
B «
S o]
n
[
[0]
o
g -
o / \\
S+
I | | | |
4 2 0 2 4
X
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Propiedades de la distribucion T de Student T(n)

@ Es simétrica con respecto a su media yu = 0.

@ Es muy similar a la normal estandar, pero algo mas platicurtica.
Ademas, a medida que aumentan los grados de libertad, la grafica de
la distribucidn tiende hacia la de la normal estandar, hasta llegar a ser
practicamente iguales para n > 30.

—00

T(n) "=~ N(0,1).
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Distribucién F de Fisher-Snedecor F(m, n)

Definicion (Distribucion F de Fisher-Snedecor F(m, n))

Si X ~ x*(m) es una variable aleatoria chi-cuadrado de m grados de libertad
e Y ~ x*(n) es otra variable aleatoria chi-cuadrado de n grados de libertad,
ambas independientes, entonces la variable

_ X/m
b= Y/n’

sigue un modelo de distribucién F de Fisher-Snedecor de m y n grados de
libertad.

Su recorrido es R* y su media y varianza valen

n ,  2n*(m+n-—2)

_ _ in> 4
=02 O T am—222m-a "7

Como se vera mas adelante, la distribucién F de Fisher-Snedecor juega un
papel importante en la comparacion de varianzas poblacionales y en el
analisis de la varianza.
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Funcidn de densidad de la distribucion F de

Fisher-Snedecor F(m, n)

Distintas distribuciones F de Fisher-Snedecor
— F(3,3)
S — F(10,5)
F(10,20)
[{e}
= O]
=
©
3
w Y
[ o
(0]
(=
N
o \K
o
S -
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
X
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Propiedades de la distribucion F de Fisher-Snedecor

F(m,n)

@ No esta definida para valores negativos.
@ De la definicion se deduce que

Fm,n) = F(n,m)

de manera que si llamamos f(m, n), al valor que cumple que
P(F(m,n) < f(m,n),) = p, entonces se cumple

1
(m,n)y = 7—-—
f : f(n/ m)l—p
Esto resulta muy util para utilizar las tablas de su funcién de

distribucion.
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Estimacion de Parametros

@ Estimacion de Parametros
@ Distribuciones muestrales
@ Estimadores
@ Estimacion puntual
@ Estimacion por intervalos
@ Intervalos de confianza para una poblacién

@ Intervalos de confianza para la comparacion dos poblaciones
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Introduccion a la inferencia estadistica

Los modelos de distribucion de probabilidad vistos en el tema anterior
explican el comportamiento de las variables aleatorias, pero para ello
debemos saber qué modelo de distribucidén sigue una determinada variable.
Este es el primer paso de la etapa de Inferencia Estadistica.

Para determinar con exactitud el modelo de distribucion hay que conocer la
caracteristica estudiada en todos los individuos de la poblacion, lo cual no
es posible en la mayoria de los casos (inviabilidad econémica, fisica,
temporal, etc.).

Para evitar estos inconvenientes se recurre al estudio de una muestra, a
partir de la cual se trata de averiguar, de manera aproximada, el modelo de
distribucién de la variable aleatoria.
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Ventajas e inconvenientes del muestreo

Estudiar un nimero reducido de individuos de una muestra en lugar de toda
la poblacién tiene indudables ventajas:

@ Menor coste.
@ Mayor rapidez.
@ Mayor facilidad.

Pero también presenta algunos inconvenientes:

@ Necesidad de conseguir una muestra representativa.
@ Posibilidad de cometer errores (sesgos).

Afortunadamente, estos errores pueden ser superados: La
representatividad de la muestra se consigue eligiendo la modalidad de
muestreo mas apropiada para el tipo de estudio; en el caso de los errores,
aunque no se pueden evitar, se tratara de reducirlos al maximo y acotarlos.
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Variable aleatoria muestral

Los valores de una variable X en una muestra de tamano n de una
poblaciéon puede entenderse como un valor de una variable aleatoria
n-dimensional.

Definicidon (Variable aleatoria muestral)

Una variable aleatoria muestral de una variable X estudiada en una
poblacién es una coleccién de n variables aleatorias Xj, ..., X,, tales que:

— Cada una de las variables X; sigue la misma distribucion de
probabilidad que la variable X en la poblacion.

— Todas las variables X; son mutuamente independientes.

Los valores que puede tomar esta variable n dimensional, seran todas las
posibles muestras de tamano n que pueden extraerse de la poblacion.
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Obtencion de una muestra
X
gidd  pikegs 1
ﬂ“‘! Poblacion
Variable

AT A <= T
| | |

>~ -
X1 i X2 ? xnm Muestra
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Estimacion de parametros

Las tres cuestiones fundamentales respecto a la variable aleatoria muestral
son:

Homogeneidad : Las n variables que componen la variable aleatoria
muestral siguen la misma distribucién.

Independencia : Las variables son independientes entre si.

Modelo de distribucion : El modelo de distribucion que siguen las n
variables.

Las dos primeras cuestiones pueden resolverse si se utiliza muestreo
aleatorio simple para obtener la muestra. En cuanto a la ultima, hay que
responder, a su vez, a dos cuestiones:

@ ;Qué modelo de distribucién se ajusta mejor a nuestro conjunto de
datos? Esto se resolvera, en parte, mediante la utilizacién de técnicas
no paramétricas.

@ Una vez seleccionado el modelo de distribucidén mas apropiado,
¢,qué estadistico del modelo nos interesa y cémo determinar su valor?
De esto ultimo se encarga la parte de la inferencia estadistica conocida
como Estimacion de Parametros.
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Parametros a estimar

Curso Basico de Estadistica

| Distribucién | Parametro |

Binomial n,p
Poisson A
Uniforme a,b
Normal y, 0
Chi-cuadrado n
T-Student n
F-Fisher m,n

Distribucidn de la variable aleatoria muestral

poblacion.

Distribucion
Poblacional

| X]| P |
0 0,25
1 0,50
2 0,25
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La distribucion de probabilidad de los valores de la variable muestral
depende claramente de la distribucién de probabilidad de los valores de la

Distribucién muestral

En este tema se abordara la segunda cuestidn, es decir, suponiendo que se
conoce el modelo de distribucién de una poblacién, se intentara estimar los
principales parametros que la definen. Por ejemplo, los principales
parametros que definen las distribuciones vistas en el tema anterior son:

Ejemplo: Sea una poblacién en la que la cuarta parte de las familias no
tienen hijos, la mitad de las familias tiene 1 hijo, y el resto tiene 2 hijos.

| (X1, X2) | P(x1,%2)

©,0) 0,0625

©0,1) 0,1250

©,2) 0,0625

{,0) 0,1250

1,1) 0,2500

{,2) 0,1250

2,0) 0,0625

2,1) 0,1250

2,2) 0,0625




Distribucion de un estadistico muestral

Por ser funcion de una variable aleatoria, un estadistico en el muestreo es
también una variable aleatoria.

Por tanto, su distribucion de probabilidad también depende de la distribucion
de la poblacion y de los parametros que la determinan (u, o, p, .. .).

Ejemplo: Si se toma la media muestral X de las muestras de tamafo 2 del
ejemplo anterior, su distribucion de probabilidad es
Distribucién muestral
| X1, X) | P(xy,x) |

(0,0) 0.0625 Distribucion
) ; de x
(0,1) 0,1250 X P ]

0,2) | 00625
(1,0) | 10,1250 » 05 0500
@,1) | 02500 T 1o,

{,2) 0,1250 115 8'%38
2,0) 0,0625 R
2,1) 0,1250 '

2,2) 0,0625
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Distribucion de un estadistico muestral

Distribucion poblacional Distribucié de *

Probabilidad
Probabilidad

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Ne¢ de hijos X

¢ Cual es la probabilidad de obtener una media muestral que aproxime la
media poblacional con un error maximo de 0.5?
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Teorema central del limite

Como hemos visto, para conocer la distribucion de un estadistico muestral,
es necesario conocer la distribucion de la poblacion, lo cual no siempre es
posible. Afortunadamente, para muestras grandes es posible aproximar la
distribucion de algunos estadisticos como la media, gracias al siguiente
teorema:

Teorema (Teorema central del limite)

Si X3, ..., X, son variables aleatorias independientes (n > 30) con medias y
varianzas u; = E(X;), ol? = Var(X;),i=1,...,n respectivamente, entonces la
variable aleatoria X = Xj + - - - + X,, sigue una distribucion aproximadamente
normal de media la suma de las medias y varianza la suma de las varianzas

R
i=1

X=Xi++X,"2°N
i=1

Este teorema ademas es la explicacion de que la mayoria de las variables
bioldgicas presenten una distribucién normal, ya que suelen ser causa de
multiples factores que suman sus efectos de manera independiente.
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Distribucién de la media muestral

Muestras grandes (n > 30)

La media muestral de una muestra aleatoria de tamano n es la suma de n
variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas:

Xt X X K
n n n

De acuerdo a las propiedades de las transformaciones lineales, la media y
la varianza de cada una de estas variables son

X; _ 1% X; _ a2
E(?)_n y Var(n)_n2
con u y 0% la media y la varianza de la poblacién de partida.

Entonces, si el tamano de la muestra es grande (n > 30), de acuerdo al
teorema central del limite, la distribucion de la media muestral sera normal:

)

n
o2

Y\

i=1

X~N
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Distribucion de la media muestral

Ejemplo para muestras grandes (n > 30)

Supongase que se desea estimar el numero medio de hijos de una
poblacién con media u = 2 hijos y desviacién tipica ¢ = 1 hijo.

¢ Qué probabilidad hay de estimar u a partir de X con un error menor de 0,27

Distribuciones de la media muestral del n® de hijos
Poblacién con p = 2 hijos y ¢ =1 hijo

De acuerdo al teorema central <
del limite se tiene: =

@ Paran = 30,
x ~N(2,1/V30) y

P(18 < x <22) = 0,7267. 2
@ Paran =100, .
x ~ N(2,1/V100) y
P(1,8 < % < 2,2) = 0,9545. oL , , , :

1.0 1.5 2.0 25 3.0
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Distribucion de una proporcion muestral

Muestras grandes (n > 30)

Una proporcion p poblacional puede calcularse como la media de una
variable dicotémica (0,1). Esta variable se conoce como variable de
Bernouilli B(p), que es un caso particular de la binomial para n = 1. Por
tanto, para una muestra aleatoria de tamafo n, una proporciéon muestral p
también puede expresarse como la suma de n variables aleatorias
independientes, idénticamente distribuidas:

o X1t 1+ X Xy

X,
h=X= e —, X; ~B
p - " + -+ - con X; (p)

y con media y varianza
. . 1=
E(—Xl)= Z y Var(—Xl)z pd—p)

n n n2

Entonces, si el tamano de la muestra es grande (n > 30), de acuerdo al
teorema central del limite, la distribucién de la proporcién muestral también
sera normal:
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Estimador y estimacion

Los estadisticos muestrales pueden utilizarse para aproximar los
parametros de la poblacién, y cuando un estadistico se utiliza con este fin
se le llama estimador del parametro.

Definicion (Estimador y estimacion)
Un estimador es una funcion de la variable aleatoria muestral

0 =FXy,...,Xp.

Dada una muestra concreta (x, .. ., x,), €l valor del estimador aplicado a
ella se conoce como estimacion

éo = P(Xl, 50 .,xn).

Por ser una funcion de la variable aleatoria muestral, un estimador es, a su
vez, una variable aleatoria cuya distribucién depende de la poblacion de
partida.

Mientras que el estimador es una funcidén que es Unica, la estimacion no es
dnica, sino que depende de la muestra tomada.
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Estimador y estimacion

Distribucién de la poblacion Parametro poblacional
X |> 6

\{

Variable aleatoria muestral Estimador
X1,..., %) [ | 0=FX,..., X,
[ |
Muestra de tamano n Estimacion

(X1,...,Xn) .> éO:F(xl,...,xn)
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Estimador y estimacion

Ejemplo

Supdngase que se quiere saber la proporcién p de fumadores en una
ciudad. En ese caso, la variable dicotémica que mide si una persona fuma
(1) o no (0), sigue una distribucion de Bernouilli B(p).

Si se toma una muestra aleatoria de tamano 5, (X1, X, X3, X4, X5), de esta
poblacion, se puede utilizar la proporcién de fumadores en la muestra como
estimador para la proporciéon de fumadores en la poblacion:

5 _ ?:1 Xi
P=75
Este estimador es una variable que se distribuye p ~ 1B (p, @)

Si se toman distintas muestras, se obtienen diferentes estimaciones:

| Muestra | Estimacion |
(1,0,0,1,1) 3/5
(1,0,0,0,0) 1/5
(0,1,0,0,1) 2/5
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Tipos de estimacion

La estimacion de parametros puede realizar de de dos formas:

Estimacion puntual : Se utiliza un Unico estimador que proporciona un valor
o0 estimacion aproximada del parametro. El principal
inconveniente de este tipo de estimacion es que no se
especifica la bondad de la estimacion.

Estimacion por intervalos : Se utilizan dos estimadores que proporcionan
los extremos de un intervalo dentro del cual se cree que
esta el verdadero valor del parametro con un cierto grado de
seguridad. Esta forma de estimar si permite controlar el error
cometido en la estimacion.

Estimacion puntual Estimacion por intervalos
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Estimacién puntual

La estimacion puntual utiliza un unico estimador para estimar el valor del
parametro desconocido de la poblacion.

En teoria pueden utilizarse distintos estimadores para estimar un mismo
parametro. Por ejemplo, en el caso de estimar la proporcion de fumadores
en una ciudad, podrian haberse utilizado otros posibles estimadores
ademas de la proporcion muestral, como pueden ser:

01 = VX1 X2X3X4 X5
X1 + X5

2 2

;=X

D>

¢ Cual es el mejor estimador?

La respuesta a esta cuestion depende de las propiedades de cada
estimador.
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Propiedades de los estimadores

Aunque la estimacion puntual no proporciona ninguna medida del grado de
bondad de la estimacion, existen varias propiedades que garantizan dicha

bondad.
Las propiedades mas deseables en un estimador son:

@ Insesgadez

@ Eficiencia

@ Consistencia

@ Normalidad asintotica
@ Suficiencia
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Insesgadez

Definicion (Estimador insesgado)

Un estimador 6 es insesgado para un parametro 0 si su esperanza es
precisamente 0, es decir, X
E(0) = 6.

Distribuciones de estimadores sesgados e insesgados

< ]
[S]

—— Insesgado
\

\ — — Sesgo-

\ — — Sesgo+

\

Densidad f(x)

Valores de los estimadores

Curso Basico de Estadistica

| cusoBiscodesiodstioa |
Sesgo de un estimador

Cuando un estimador no es insesgado, a la diferencia entre su esperanza y
el valor del parametro 6 se le llama sesgo:

Sesgo(0) = E() - 6.

Cuanto menor sea el sesgo de un estimador, mejor se aproximaran sus
estimaciones al verdadero valor del parametro.
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Consistencia

Definicion (Estimador consistente)

Un estimador 6,, para muestras de tamafio n es consistente para un
parametro O si para cualquier valor € > 0 se cumple

lim P(|0, — 6] <€) = 1.
n—0o

Densidad f(x)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Distribuciones de estimadores consistentes
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Densidad f(x)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Distribuciones de estimadores consistentes sesgados

Condiciones para la consistencia
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@ Sesgo(0,,) = 0 0 lim,,_,« Sesgo(0,,) = 0.
@ lim, . Var(8,) = 0.

Las condiciones suficientes para que un estimador sea consistente son:

Asi pues, si la varianza y el sesgo disminuyen a medida que aumenta el
tamano de la muestra, el estimador sera consistente.




Definicion (Estimador eficiente)

Un estimador 6 de un parametro 6 es eficiente si tiene el menor error
cuadratico medio X X
ECM(0) = Sesgo(@)2 + Var(0).

Distribuciones de estimadores insesgado y eficiente sesgado

e — Insesgadg
— FEficiente
@ ]
o
=
=
k)
S o
‘» ©
c
[}
fat
S
<o |
o

6

Valores de los estimadores
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Normalidad asintética

Definicién (Estimador asintéticamente normal)

Un estimador 0 es asintéticamente normal si, independientemente de la
distribucion de la variable aleatoria muestral, su distribucién es normal si el
tamano de la muestra es suficientemente grande.

Distribuciones de estimadores asintéticamente normales

Densidad f(x)
0.06 0.08 0.10
1 1

0.04
I

0.02
I

0.00
I

0

Valores de los estimadores
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Suficiencia

Definicion (Estimador suficiente)

Un estimador 0 es suficiente para un parametro 6, si la distribucion
condicional de la variable aleatoria muestral, una vez dada la estimacion
6 = 6y, no de pende de 6.

Esto significa que cuando se obtiene una estimacion, cualquier otra
informacidn es irrelevante para 6.
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Estimador de la media poblacional

El estimador que se suele utilizar para estimar la media poblacional es la
media muestral.

Para muestras de tamano n resulta la siguiente variable aleatoria:

X1+ + X,
n

X =
Si la poblacién de partida tiene media u y varianza o> se cumple

_ _ 02
EQ=p y Var(0) ==

Asi pues, la media muestral es un estimador insesgado, y como su varianza
disminuye a medida que aumenta el tamano muestral, también es
consistente y eficiente.
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Estimador para la varianza poblacional:

La cuasivarianza

Sin embargo, la varianza muestral

n )2
i=1(Xz' - X)
n
es un estimador sesgado para la varianza poblacional, ya que

S$* =

E(s?) = ”niaz.

No obstante, resulta sencillo corregir este sesgo para llegar a un estimador
insesgado:

Definicion (Cuasivarianza muestral)
Dada una muestra de tamano n de una variable aleatoria X, se define la
cuasivarianza muestral como

52 S2.

n-—1 n—1
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Estimacion por intervalos

| | )

El principal problema de la estimacién puntual es que, una vez seleccionada
la muestra y hecha la estimacion, resulta imposible saber el error cometido.

Para controlar el error de la estimacion es mejor utilizar la estimacién por
intervalos

Error

Curso Basico de Estadistica



Intervalos de confianza

La estimacion por intervalos trata de construir a partir de la muestra un
intervalo dentro del cual se supone que se encuentra el parametro a
estimar con un cierto grado de confianza. Para ello se utilizan dos
estimadores, uno para el limite inferior del intervalo y otro para el superior.

Definicion (Intervalo de confianza)

Dados dos estimadores 1;(X1, ..., X,) y (X1, ..., X,), y Sus respectivas
estimaciones [; y I, para una muestra concreta, se dice que el intervalo

I =[I1, ;] es un intervalo de confianza para un parametro poblacional 6, con
un nivel de confianza 1 — a (o nivel de significacion «), si se cumple

Pi(Xy,..., X)) <0 <1(Xq,..., X)) =1-a.
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Nivel de confianza

Un intervalo de confianza nunca garantiza con absoluta certeza que el
parametro se encuentra dentro él.

Tampoco se puede decir que la probabilidad de que el parametro

esté dentro del intervalo es 1 — a, ya que una vez calculado el intervalo, las
variables aleatorias que determinan sus extremos han tomado un valor
concreto y ya no tiene sentido hablar de probabilidad, es decir, o el
parametro esta dentro, o esta fuera, pero con absoluta certeza.

Lo que si se deduce de la definicidén es que el (1 — a) % de los intervalos
correspondientes a las todas las posibles muestras aleatorias, contendran
al parametro. Es por eso que se habla de confianza y no de probabilidad.

Para que un intervalo sea util su nivel de confianza debe ser alto:

1-a=0900a=0,10
1-a=0950a=0,05
1-a=0990a=0,01

siendo 0,95 el nivel de confianza mas habitual y 0,99 en casos criticos.
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Nivel de confianza

Te6ricamente, de cada 100 intervalos para estimar un paradmetro 6 con
nivel de confianza 1 —a = 0,95, 95 contendrian a 6 y s6lo 5 lo dejarian fuera.

100 intervalos de confianza del 95 % para estimar 6

Intervalo de confianza

0 20 40 60 80 100

N¢ de muestra
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Error o imprecision de un intervalo

Otro de los aspectos mas importantes de un intervalo de confianza es su
error o imprecision.

Definicion (Error o imprecision de un intervalo)
El error o la imprecision de un intervalo de confianza [I;, ;] es su amplitud

A= g =

Imprecision

[
[ 1 ]
! L

he L

Para que un intervalo sea util no debe ser demasiado impreciso.
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¢;,De qué depende la imprecision de un intervalo?

En general, la precision de un intervalo depende de tres factores:

@ La dispersion de la poblacién. Cuanto mas dispersa sea, menos
preciso sera el intervalo.

@ El nivel de confianza. Cuanto mayor sea el nivel de confianza, menos
preciso sera el intervalo.

@ El tamano muestral. Cuanto mayor sea el tamano muestral, mas
preciso sera el intervalo.

Si la confianza y la precision estan renidas, ;como se puede ganar
precision sin perder confianza?
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Calculo de los intervalos de confianza

Habitualmente, para calcular un intervalo de confianza se suele partir de un
estimador puntual del que se conoce su distribucion muestral.

A partir de este estimador se calculan los extremos del intervalo sobre su
distribucion, buscando los valores que dejan encerrada una probabilidad

1 — a. Estos valores suelen tomarse de manera simétrica, de manera que el
extremo inferior deje una probabilidad acumulada inferior a/2 y el extremo
superior deje una probabilidad acumulada superior también de a/2.

Distribucion del estimador de referencia

Densidad f(x)
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Intervalos de confianza mas importantes

Intervalos para una poblacion:

@ Intervalo para la media de una poblaciéon normal con varianza
conocida.

@ Intervalo para la media de una poblaciéon normal con varianza
desconocida.

@ Intervalo para la media de una poblacién con varianza desconocida a
partir de muestras grandes.

@ Intervalo para la varianza de una poblacion normal.

@ Intervalo para un proporcién de una poblacion.

Intervalos para la comparacion de dos poblaciones:

@ Intervalo para la diferencia de medias de dos poblaciones normales
con varianzas conocidas.

@ Intervalo para la diferencia de medias de dos poblaciones normales
con varianzas desconocidas pero iguales.

@ Intervalo para la diferencia de medias de dos poblaciones normales
con varianzas desconocidas y diferentes.

@ Intervalo para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales.

@ Intervalo para la diferencia de proporciones de dos poblaciones.

Curso Basico de Estadistica

Intervalo de confianza para la media de una poblacion

normal con varianza conocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X ~ N(u, 0).
— La media p es desconocida, pero su varianza o es conocida.

Bajo estas hipotesis, la media muestral, para muestras de tamarno n, sigue
también una distribucién normal

s

Tipificando la variable se tiene

_X-u
Ca/n

Sobre esta distribucion resulta sencillo calcular los valores z; y z; de manera
que

Z

~ N(0,1)

Pzi<Z<z)=1-a.
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Intervalo de confianza para la media de una poblacién

normal con varianza conocida

Como la distribucién normal estandar es simétrica respecto al 0, lo mejor es
tomar valores opuestos —z,/» Y z,/2 que dejen sendas colas de probabilidad
acumulada «/2.

Distribucién de N(0, 1)

Densidad f(x)
0.2

—Za)2 0 Za/2

z
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Intervalo de confianza para la media de una poblacion

normal con varianza conocida

A partir de aqui, deshaciendo la tipificacion, resulta sencillo llegar a los
estimadores que daran los extremos del intervalo de confianza:

X—p
1—a=P(—z4p <Z<2zyp) =Pl=24p2 < < Zap|=

o/\n
=P —za/z% <X-u SZQ/Z%) =
=P —X—za/z% < —yS—X+za/2%) =
=P X—Za/z% Sy§X+za/z%).

Asi pues, el intervalo de confianza para la media de una poblacién normal
con varianza conocida es:

- 0 < o . < o
X—Za/z—,X+Za/2—l 0 bien X + ZMZT

Vn \n n
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Caracteristicas del intervalo

De la férmula del intervalo de confianza

- o
Xiza/z—

\Vn
se deducen varias caracteristicas:

@ Elintervalo esta centrado en la media muestral X que era el mejor
estimador de la media poblacional.

@ La amplitud o imprecision del intervalo es

o
A=2z,p0——
/2 Vi
de manera que depende de:

— o: cuanto mayor sea la varianza poblacional, mayor sera la imprecision.
— z,2: Que a su vez depende del nivel de confianza, y cuanto mayor sea

1 — &, mayor sera la imprecision.
— n: cuanto mayor sea el tamano de la muestra, menor sera la imprecision.

Por tanto, la unica forma de reducir la imprecisién del intervalo,
manteniendo la confianza, es aumentando el tamano muestral.
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Control de la imprecisidn mediante el tamano muestral

Teniendo en cuenta que la amplitud o imprecisién del intervalo para la
media de una poblacién normal con varianza conocida es

A= 2205/2i

\n

se puede calcular facilimente el tamano muestral necesario para conseguir
un intervalo de amplitud A con confianza 1 — a:
o o
A=2z,p— & \n=2zypp—,
Vi A

de donde se deduce
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Intervalo de confianza para la media de una poblacién

normal con varianza conocida
Ejemplo

Sea una poblacién de estudiantes en la que la puntuacion obtenida en un
examen sigue una distribucion normal X ~ N(u, o = 1,5).

Para estimar la nota media y, se toma una muestra de 10 estudiantes:
4-6-8-7-7-6-5-2-5-3

A partir de esta muestra, podemos calcular el intervalo de confianza para p

con un nivel de confianza 1 — « = 0,95 (nivel de significacion a = 0,05):

— X = #42 = 38 = 53 puntos.
— za2 = 20,025 €S el valor de la normal estdndar que deja una probabilidad
acumulada superior de 0,025, que vale aproximadamente 1,96.

Sustituyendo estos valores en la férmula del intervalo, se tiene

_ 1,5
X+ z4p— =53+1,96—— =53+ 0,93 = [4,37, 6,23].

Vn V1o

Es decir, u estaria entre 4,37 y 6,23 puntos con un 95 % de confianza.
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Control de la imprecisidn mediante el tamano muestral

Ejemplo

La imprecision del intervalo anterior es de +0,93 puntos.

Si se desea reducir esta imprecision a +0,5 puntos, ¢qué tamano muestral
seria necesario?
2 1 52

n = 47° =4-1,962

o
— ——— =3457.
a2 A2 (2-05)2

Por tanto, se necesitaria una muestra de al menos 35 estudiantes para
conseguir un intervalo del 95 % de confianza y una precision de +0,5
puntos.
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Intervalo de confianza para la media de una poblacién

normal con varianza desconocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipotesis:

— Su distribucién es normal X ~ N(u, 0).
— Tanto su media u como su varianza o> son desconocidas.

Cuando se desconoce la varianza poblacional se suele estimar mediante la
cuasivarianza 52. Como consecuencia, el estimador de referencia ya no
sigue una distribucién normal como en el caso de conocer la varianza, sino
un T de Student de n — 1 grados de libertad:

X~N (%) X -
m-1@ =5~ T,
T~X2(”—1) 5/Nn
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Intervalo de confianza para la media de una poblacion

normal con varianza desconocida

Como la distribucién T de Student, al igual que la normal, también es
simétrica respecto al 0, se pueden tomar dos valores opuestos —t". /21 y ta 12
de manera que

y a partir de aqui se llega, razonando como antes, al intervalo

: . 8
[X—tz/zl\/_X+tZ/21\/_ oblenX+tZ/21\/_
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Control de la imprecisibn mediante el tamano muestral

Al igual que antes, teniendo en cuenta que la amplitud o imprecision del
intervalo para la media de una poblacién con varianza desconocida es

. S
A= 2ta/21\/_

se puede calcular facilmente el tamano muestral necesario para conseguir
un intervalo de amplitud A con confianza 1 — a:

S
1 —
A= ZtZ/Z 7 (=4 \/_ ZtZ/;A

de donde se deduce

32
_ n—1\2
n = (ta/Z E
El unico problema, a diferencia del caso anterior en que ¢ era conocida, es
que se necesita S, por lo que se suele tomar una muestra pequena previa
para calcularla. Por otro lado, el valor de la T de student suele aproximarse
asintéticamente por el de la normal estandar #*7} w2 =~ Zaj2-
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Intervalo de confianza para la media de una poblacion

normal con varianza desconocida
Ejemplo

Supdngase que en el ejemplo anterior no se conoce la varianza poblacional
de las puntuaciones.

Trabajando con la misma muestra de las puntuaciones de 10 estudiantes
4-6-8-7-7-6-5-2-5-3
se puede calcular el intervalo de confianza para u con un nivel de confianza
1-a=095 (niveI de significacion a = 0,05):
- X =2 = 3 = 53 puntos.
-~ &= 53 *';*(3‘5'3’2 =3,5667 y § = /3,5667 = 1,8886 puntos.

- tg/zl = 3,005 €S €l valor de la T de Student de 9 grados de libertad, que

deja una probabilidad acumulada superior de 0,025, que vale 2,2622.

Sustituyendo estos valores en la férmula del intervalo, se tiene

A

_ 1,
X i\r =53+22622 f/j_% =53+1351 = [3,949, 6,651].
n 0
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Control de la imprecisibn mediante el tamano muestral

Ejemplo

Como se puede apreciar, la imprecision del intervalo anterior es de +1,8886
puntos, que es significativamente mayor que en el caso de conocer la
varianza de la poblacién. Esto es l6gico pues al tener que estimar la
varianza de la poblacién, el error de la estimacion se agrega al error del
intervalo.

Ahora, el tamano muestral necesario para reducir la imprecision a +0,5
puntos es

§? 3,5667
=4(zap)* =5 =4- 196"

Por tanto, si se desconoce la varianza de la poblacion se necesita una
muestra de al menos 55 estudiantes para conseguir un intervalo del 95 %

de confianza y una precisién de +0,5 puntos.

= 54,81.
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Intervalo de confianza para la media de una poblacion

no normal con varianza desconocida y muestras
grandes

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipotesis:

— Su distribucion no es normal.
— Tanto su media u como su varianza o2 son desconocidas.

Si la poblacion no es normal las distribuciones de los estimadores de
referencia cambian, de manera que los intervalos anteriores no son validos.

No obstante, si la muestras es grande (n > 30), de acuerdo al teorema
central del limite, la distribucién de la media muestral se aproximara a una
normal, de modo que sigue siendo cierto
- o
X~Nlu —
(” va)

y en consecuencia, sigue siendo valido el intervalo
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Intervalo de confianza para la varianza de una

poblacién normal

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipétesis:

@ Su distribucién es normal X ~ N(u, 0).
@ Tanto su media u como su varianza o2 son desconocidas.

Para estimar la varianza de una poblacién normal, se parte del estimador

de referencia .
ns? _ (n-1)5

02 02
que sigue una distribucién chi-cuadrado de n — 1 grados de libertad.

~ Xz(n - 1)/

Sobre esta distribucion hay que calcular los valores x; y xs tales que

P(xi< X’(n-1)<ys)=1-a.
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Intervalo de confianza para la varianza de una

poblacién normal

Como la distribucién chi-cuadrado no es simétrica respecto al 0, se toman
dos valores )(2721 y ;(’11:}! 1, Que dejen sendas colas de probabilidad

acumulada inferior de /2 y 1 — a/2 respectivamente.

Distribucion x2(n — 1)

Densidad f(x)

-1
0 X
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Intervalo de confianza para la varianza de una

poblacién normal

Asi pues, se tiene

nS? 1 o2 1
1—a=P(X§—1s—sx”‘1 )=P[ > > ]:
/2 2 1-a/2 -1 2 -1
o Xop2 ns X\ —ap

2 2 2
=p( n}l SnGSZ < 3_1]=P(—'Zi <o’ < nf_l),
Xi—a)2 Xaj2 Xi—a)2 Xaj2

y el intervalo de confianza para la varianza de una poblaciéon normal es:

nS?* nS?

n-1 7 ,n-1
Xiapp Xaj2
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Intervalo de confianza para la varianza de una

poblacién normal
Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo de las puntuaciones en un examen, si se quiere
estimar la varianza a partir de la muestra:

4-6-8-7-7-6-5-2-5-3
para el intervalo de confianza para ¢ con un nivel de confianza 1 — a = 0,95
(nivel de significacién a = 0,05) se tiene:

—5 3)2+...4+(3=53)2
— §2 = UBI BB 391 puntos?.

- )(2721 = ;(31025 es el valor de la chi-cuadrado de 9 grados de libertad, que
deja una probabilidad acumulada inferior de 0,025, y vale 2,7.

- X! n= X3,975 es el valor de la chi-cuadrado de 9 grados de libertad,
que deja una probabilidad acumulada inferior de 0,975, y vale 19.

Sustituyendo estos valores en la férmula del intervalo, se llega a
nS* nS? B [10 -3,21 10-3,21
Mo Xopz 19 " 27
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=[1,69, 11,89] puntos?.




Intervalo de confianza para la proporcion de una

poblacién y muestras grandes

Para estimar la proporcion p de individuos de una poblacién que presentan
una determinada caracteristica, se parte de la variable que mide el nimero
de individuos que la presentan en una muestra de tamano »n. Dicha variable
sigue una distribucién binomial

X ~ B(n,p)
Como ya se vio, si el tamafo muestral es suficientemente grande (en

realidad basta que se cumpla np > 5y n(1 — p) > 5), el teorema central de
limite asegura que X tendra una distribucion aproximadamente normal

X ~ N(np, \np(1 - p)).

En consecuencia, la proporcion muestral p también serd normal

X p(1 —p)]

p=-~N|p

4

n

que es el estimador de referencia.
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Intervalo de confianza para la proporcién de una

poblacién y muestras grandes

Trabajando con la distribucién del estimador de referencia

1 -
- N(p, p( P)]

n

tras tipificar, se pueden encontrar facilmente, al igual que hicimos antes,
valores —z,/» Y z4/2» Que cumplan

P(—Za/z < S e S < sz/Z)-

Vp(L—p)/n

Finalmente, deshaciendo la tipificacion y razonando como antes, se llega
facilmente a la férmula del intervalo

P17 p(1— 7 p(1—7
[ﬁ—za/z [ - D 54z : P)‘ o bien p 2, 5] & - p)
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Control de la imprecisibn mediante el tamano muestral

La amplitud o imprecision del intervalo para la proporcién de una poblacién
es

A= 2Za/2

asi que se puede calcular facilmente el tamafno muestral necesario para
conseguir un intervalo de amplitud A con confianza 1 — a:

) paL—p)
de donde se deduce 5(1— p)
pil—=p
n= 425(/2 —

Para poder hacer el calculo se necesita una estimacion de la proporcion p,
por lo que suele tomarse una muestra previa pequena para calcularla. En el
peor de los casos, si no se dispone de una muestra previa, puede tomarse
p=0>5.
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Intervalo de confianza para la proporcién de una

poblacién y muestras grandes
Ejemplo

Supdéngase que se quiere estimar la proporcién de fumadores que hay en
una determinada poblacién. Para ello se toma una muestra de 20 personas
y se observa si fuman (1) o no (0):

0-1-1-0-0-0-1-0-0-1-0-0-0-1-1-0-1-1-0-0
Entonces:

— p=2 =04, por tanto, se cumple np =20-04=8>5y
n(l-p)=20-0,6=12>5.

— 242 = Zo,025 €S €l valor de la normal estdndar que deja una probabilidad
acumulada superior de 0,025, que vale aproximadamente 1,96.

Sustituyendo estos valores en la férmula del intervalo, se tiene

p(1—p 0406
f?iza/z\/p(np)=0,4i1,96w/ = =0403=[01,07].

Es decir, p estaria entre 0,1 y 0,7 con un 95 % de confianza.
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Control de la imprecisibn mediante el tamano muestral

Ejemplo

Como se puede apreciar la imprecision del intervalo anterior es +0,3, que
es enorme teniendo en cuenta que se trata de un intervalo para una
proporcion.

Para conseguir intervalos precisos para estimar proporciones se necesitan
tamanos muestrales bastante grandes. Si por ejemplo se quiere una
precision de +0,05, el tamano muestral necesario seria:

n=4z

2 ﬁ(l_ﬁ) 2 0/40/6
——— =4-196"———"— = 368,79.
al2 A2 (2-0,05)2

Es decir, se necesitarian al menos 369 individuos para conseguir un
intervalo para la proporcién con una confianza del 95 %.
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| ousomascodeboudisica
Comparacion de dos poblaciones

En muchos estudios el objetivo en si no es averiguar el valor de un
parametro, sino compararlo con el de otra poblacion. Por ejemplo, comparar
si un determinado parametro vale lo mismo en la poblacion de hombres y
en la de mujeres.

En estos casos no interesa realmente estimar los dos parametros por
separado, sino hacer una estimacion que permita su comparacion.

Se veran tres casos:

Comparacion de medias : Se estima la diferencia de medias i — p».
2

o
Comparacion de varianzas : Se estima la razén de varianzas —;

o3
Comparacion de proporciones : Se estima la diferencia de proporciones

p1 — .
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias de

dos poblaciones normales con varianzas conocidas

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

@ Su distribucion es normal X; ~ N(u1,01) Y Xo ~ N(u2, 02).
@ Sus medias 1 y p2 son desconocidas, pero sus varianzas o7 y o5 son
conocidas.

Bajo estas hipotesis, si se toman dos muestras independientes, una de
cada poblacién, de tamanos n; y n, respectivamente, la diferencia de las
medias muestrales sigue una distribucién normal

%o~ N, ) o a_§+a_g]
! n ny '

_ =>X1—X2~N
Xo ~N Hz,j—fl—z)
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias de

dos poblaciones normales con varianzas conocidas

A partir de aqui, tipificando, se pueden buscar los valores de la normal
estandar —z,)2 Y z,/2 que cumplen:

%4 - %) — (1 -
(X1 = X3) = (w1 “Z)Sza/z 11—y

Pl=zup <
g ., 9

m ny

Y deshaciendo la tipificacion, se llega facilmente al intervalo

. o 05 . o2 05

Xl—Xz—Za/z —+—,X1—X2+Za/2 — + —
np np np np

Xl—XziZa/z — + —

o bien
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias de

dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas e iguales

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X; ~ N(u1,01) Y Xo ~ N(p2, 02).
— Sus medias 4 y p2 son desconocidas y sus varianzas también, pero

son iguales 07 = 03 = ¢*.

Cuando se desconoce la varianza poblacional se puede estimar a partir de
las muestras de tamarnos n; y n, de ambas poblaciones mediante la
cuasivarianza ponderada:

3 nlS% + nzS%

2_ 1 -2
P n+n,—2 '
El estimador de referencia en este caso sigue una distribucion T de Student:

\V, \V; ni1+ny _ _
X1 = Xp~ N(”l ~ H2: 0\, ) (X1 = X2) = (11 — p2)
Tlls% + leS% =

2 fa nm+np
= ~X (1’11 +np — 2) SF’ \ ’_7!1712
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~ T(i’l1 +ny — 2).

Intervalo de confianza para la diferencia de medias de

dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas e iguales

A partir de aqui, se pueden buscar los valores de la T de Student —tzl/g”z‘z y
71"7% que cumplen

n+ny—2 < (Xl - XZ) - ([ul - HZ) < tn1+n2_2
a/2 - N [ - /2
S ny+np
P nimny

de donde se llega al intervalo

_ _ oA ny+ny - oA ny +np
Xl _ X2 _ tm;nz 2Sp /Xl _ X2 + tl’lrgnz ZSp
al ninyp al niny

n +np

Pl-t =1-aq,

o bien

V. ¥ n+ny;—2 8
X1 —-Xp £ taz/2 Sp .
112
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Interpretacion del intervalo de confianza para la

diferencia de medias de dos poblaciones

Si [1;, Is] es un intervalo de confianza de nivel 1 — a para la diferencia de
medias u; — u2, entonces

p1 — 2 € [, L]
con una confianza del 1 — a %.

Por consiguiente, segun los valores del intervalo de confianza se tiene:

— Si todos los valores del intervalo son negativos (I; < 0), entonces se
puede concluir que uy — up < 0y por tanto uy < p».

— Si todos los valores del intervalo son positivos (I; > 0), entonces se
puede concluir que uy — up > 0y por tanto uy > u».

— Si el intervalo tiene tanto valores positivos como negativos, y por tanto
contiene al 0 (0 € [, s]), entonces no se puede afirmar que una media
sea mayor que la otra. En este caso se suele asumir la hipo6tesis de
que las medias son iguales u; = u».

Tanto en el primer como en el segundo caso se dice que entre las medias
hay diferencias estadisticamente significativas.
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
dos poblaciones normales con varianzas

desconocidas e iguales
Ejemplo

Supdéngase que se quiere comparar el rendimiento académico de dos
grupos de alumnos, uno con 10 alumnos y otro con 12, que han seguido
metodologias diferentes. Para ello se les realiza un examen y se obtienen
las siguientes puntuaciones:
X1:4-6-8-7-7-6-5-2-5-3
X,:8-9-5-3-8-7-8-6-8-7-5-7
Si se supone que ambas variables tienen la misma varianza, se tiene

- Xy =22 =53y X, = 847 = 6,75 puntos.
- 2= % 532—321ys2 Eratd _ 6,752 = 2,6875 puntos?.
— 52 = WSS 2AOD = 3,2175 puntosZ, y S, =1,7937.
es el valor de la T de Student de 20 grados de libertad

N tnl/m2 = 1%%25

al2

que deja una probabilidad acumulada superior de 0,025, y que vale
aproximadamente 2,09.
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
dos poblaciones normales con varianzas

desconocidas e iguales
Ejemplo

Y sustituyendo en la férmula del intervalo llegamos a

10 +12
5,3-6,75+2,086-1,7937 100+12 = -1,45+1,6021 = [-3,0521, 0,1521] puntos.

Es decir, la diferencia de puntuaciones medias u; — u esté entre —3,0521y
0,1521 puntos con una confianza del 95 %.

A la vista del intervalo se puede concluir que, puesto que el intervalo
contiene tanto valores positivos como negativos, y por tanto contiene al 0,
no puede afirmarse que una de las medias se mayor que la otra, de modo
que se supone que son iguales y no se puede decir que haya diferencias
significativas entre los grupos.
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X; ~ N(u1,01) Y Xo ~ N(u2, 02).
— Sus medias 1, u2 y varianzas o3, 03, son desconocidas, pero o7 # o3.

En este caso el estimador de referencia sigue una distribucion T de Student

(X1 — X2) — (U1 — p2) B

&2 &2
S
ni np

T(g)l

donde el numero de gados de libertad es

m-132  m-13a2\2
n Sl ny 52)

g=n+n,—2-A siendo A =

nz;1 4 4 711;1 G4
ny 1 n3 2

Curso Basico de Estadistica



Intervalo de confianza para la diferencia de medias de

dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas

A partir de aqui, una vez mas, se pueden buscar los valores de la T de
Student —#5 , y £ , que cumplen

%4 - %) — (1 -
p —i‘i/zﬁ( 1 2? (u1 — u2) <F
g % a

m ny

1 =1-aq,

de donde llegamos al intervalo

. /32 2 52 52
Xl_XZ_ti/z —1+—2,X1—X2—t‘i/2 —1+—2
ny np ny Ny

o bien
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Eleccidn del intervalo de confianza para la diferencia

de medias en funcion de las varianzas

Como se acaba de ver, existen dos intervalos posibles para estimar la
diferencia de medias: uno para cuando las varianzas poblacionales son
iguales y otro para cuando no lo son.

Ahora bien, si las varianzas poblacionales son desconocidas,
¢,como saber qué intervalo utilizar?

La respuesta esta en el proximo intervalo que se vera, que permite estimar
2

la razén de varianzas Z—% y por tanto, su comparacion.
1

Asi pues, antes de calcular el intervalo de confianza para la comparacion
de medias, cuando las varianzas poblacionales sean desconocidas, es
necesario calcular el intervalo de confianza para la razén de varianzas y
elegir el intervalo para la comparacion de medias en funcién del valor de
dicho intervalo.
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Intervalo de confianza para el cociente de varianzas

de dos poblaciones normales

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X; ~ N(u1,01) y Xz ~ N(u2, 02).

— Sus medias 1, uz y varianzas o3, o5 son desconocidas.

En este caso, para muestras de ambas poblaciones de tamafnos n; y n,
respectivamente, el estimador de referencia sigue una distribucion F de
Fisher-Snedecor:

(m - 1)$2 (0%

2
02 ~ X (m=1) ”51 52 82
! -l _ %1% L
(n - 1)32 = -2 2 82 F(”lZ 1,m 1).
2 2 2 —21 02 51
— s~ X (-1 7
02 n1—1
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Intervalo de confianza para el cociente de varianzas

de dos poblaciones normales

Como la distribucion F de Fisher-Snedecor no es simétrica respecto al 0, se
toman dos valores f1%, "1™y £ "~ que dejen sendas colas de
probabilidad acumulada inferior de /2 y 1 — a/2 respectivamente.

Distribucién F(ny — 1,1, — 1)

Densidad f(x)

T
np—1,n1—1 ny—1,m—1
Ofa/ZZ ! flﬂx/z
F
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Intervalo de confianza para el cociente de varianzas

de dos poblaciones normales

Asi pues, se tiene

2 &2
1 —a = 2 11’11 ﬁi 1’12 11’11
- 02 §2 ~/1-a/2
93 9%
52 g2 52
_ 112—1,1’11 1_1 _1 Ny — 1n1 -1 1
_P(fa/Z 32 < o2 Sfl —af2 52
2 2 2

y el intervalo de confianza para la comparacion de varianzas de dos
poblaciones normales es:

92
no—1,1m1— no—1,n1—
|;f01/2 f 1-a/2 Sz }
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Interpretacion del intervalo de confianza para el

cociente de varianzas de dos poblaciones

Si[l;, L] es un intervalo de confianza de nivel 1 — a para la razén de
varianzas - 2, entonces

o)
— €[l 5]
93

con una confianza del 1 — a %.
Por consiguiente, segun los valores del intervalo de confianza se tiene:

— Si todos los valores deI mtervalo son menores que 1 (I; < 1), entonces
se puede concluir que 7 <1y por tanto o < o

— Sitodos los valores deI |2ntervalo son mayores que 1 (I; > 1), entonces
se puede concluir que > 1y por tanto a > 02

— Si el intervalo tiene tanto valores mayores como menores que 1, y por
tanto contiene al 1 (1 € [I;,ls]), entonces no se puede afirmar que una
varianza sea mayor que la otra. En este caso se suele asumir la

hipbtesis de que las varianzas son iguales o7 = 05.
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Intervalo de confianza para el cociente de varianzas

de dos poblaciones normales

Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo de las puntuaciones en dos grupos:
X1:4-6-8-7-7-6-5-2-5-3
X:8-9-5-3-8-7-8-6-8-7-5-7

Para calcular el intervalo de confianza para la razén de varianzas con una

confianza del 95 %, se tiene:

- Xy =#23 =53 puntos y X, = ¥+7 = 6,75 puntos.

A —53)24...4(3=5 3)? A — 24t (3= 2
_ S% — (4-5,3) +9+(3 5,3) — 3,5667 pUntOSZ y S% — (8-6,75) +11+(3 6,75) — 2’9318

puntos?.
— fiz Ml = f5s es el valor de la F de Fisher de 11y 9 grados de

libertad que deja una probabilidad acumulada inferior de 0,025, y que
vale aproximadamente 0,2787.

— fi2.3""! = fovs €8 el valor de la F de Fisher de 11y 9 grados de
libertad que deja una probabilidad acumulada inferior de 0,975, y que

vale aproximadamente 3,9121.
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Intervalo de confianza para la razon de de varianzas

de dos poblaciones normales
Ejemplo

Sustituyendo en la formula del intervalo se llega a

3,5667 3,5667
2,9318’ 39121 29318

[0,2787 =[0,3391, 4,7591] puntos>.

2

Es decir, la razon de varianzas Z—; esta entre 0,3391 y 4,7591 con una
2

confianza del 95 %.

Como el intervalo tiene tanto valores menores como mayores que 1, no se
puede concluir que una varianza sea mayor que la otra, y por tanto se
mantiene la hipétesis de que ambas varianzas son iguales.

Si ahora se quisiesen comparar las medias de ambas poblaciones, el
intervalo de confianza para la diferencia de medias que habria que tomar es
el que parte de la hipétesis de igualdad de varianzas, que precisamente es
el que se ha utilizado antes.
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Intervalo de confianza para la diferencia de

proporciones de dos poblaciones y muestras grandes

Para comparar las proporciones p; y p» de individuos que presentan una
determinada caracteristica en dos poblaciones independientes, se estima
su diferencia p; — p».

Si se toma una muestra de cada poblacion, de tamarios n; y n;
respectivamente, las variables que miden el nimero de individuos que
presentan la caracteristica en cada una de ellas siguen distribuciones

X1 ~B(ni,p1) Yy Xz~ B(ny,p2)

Cuando los tamafnos muestrales son grandes (en realidad basta que se
cumpla mp1 = 5, n1(1 —p1) =25, napr > 5y n2(1 — p2) > 5), el teorema central
de limite asegura que X; y X, tendran distribuciones normales

X1 ~ N(p1, ymp1(1—=p1)) 'y Xo ~ N(napz, \nz2p2(1 —p2)),

y las proporciones muestrales

X1 [p1(1—p1) L Xa [p2(1 = p2)
p1= . N(Pl, I y p= . N|pa, T
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Intervalo de confianza para la diferencia de

proporciones de dos poblaciones y muestras grandes

A partir de las proporciones muestrales se construye el estimador de

referencia
p 1- p p 1- p
p"l — p"z ~ N(pl P2, \/ 1( 1) + 2( 2) .

n 1y

Tipificando, se buscan valores —z,,» ¥ z,/2 que cumplan

(P1—P2) — (p1—p2) <2
\/Pl(l—Pl) 4 p2(1-p2)

n ny

a/2

Finalmente, deshaciendo la tipificacion, se llega facilmente a la formula del
intervalo

D1(1 =7 (1 — D 51(1 — P (1 — 7
{f’l—f?z—za/z\/pl( ) Pa Pz),pl_ﬁ2+za/2\/m( Py, p2(1-p2)

nq N> ny np
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Intervalo de confianza para la diferencia de

proporciones de dos poblaciones y muestras grandes
Ejemplo

Supdéngase que se quieren comparar las proporciones o porcentajes de
aprobados en dos grupos que han seguido metodologias distintas. En el
primer grupo han aprobado 24 alumnos de un total de 40, mientras que en
el segundo han aprobado 48 de 60.

Para calcular el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones
con un nivel de confianza del 95 %, se tiene:

— p1=24/40=0,6 y p» = 48/60 = 0,8, de manera que se cumplen las
hipétesis n1p1 = 40-0,6 = 24 > 5, ny(1 — p1) = 40(1 — 0,6) = 26 > 5,
napp =60-0,8 =48 > 5y ny(1 —py) =60(1 -0,8) =12 > 5.

— Zaj2 = 20,025 = 1,96.

Sustituyendo en la férmula del intervalo se tiene

1- 1-0,8
0,6 -0,8+1,96 \/0'6( 10 0.6) + 08 0 08) =-0,2+0,17=[-0,37, -0,03].

Como el intervalo es negativo se tiene p; —p2, <0 = p1 < p2, Y Se puede
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Contraste de hipotesis

@ Contraste de hipotesis
@ Hipotesis estadisticas y tipos de contrastes de hipétesis
@ Planteamiento de un contraste de hipotesis

Estadistico del contraste

Regiones de aceptacion y de rechazo

Errores en un contraste de hipétesis

Potencia de un contraste

p-valor de un contraste

Pruebas de conformidad

Pruebas de homogeneidad

6 6 6 6 ¢ ¢ ¢ ¢

Realizacion de contrastes mediante intervalos de confianza
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Hipbtesis estadistica

En muchos estudios estadisticos, el objetivo, mas que estimar el valor de
un parametro desconocido en la poblacién, es comprobar la veracidad de
una hipétesis formulada sobre la poblacién objeto de estudio.

El investigador, de acuerdo a su experiencia o a estudios previos, suele
tener conjeturas sobre la poblacion estudiada que expresa en forma de
hipétesis.

Definicion (Hipdtesis estadistica)

Una hipotesis estadistica es cualquier afirmacion o conjetura que
determina, total o parcialmente, la distribucion una o varias variables de la
poblacion.

Por ejemplo, si estamos interesados en el rendimiento académico de un
grupo de alumnos en una determinada asignatura, podriamos platear la
hipotesis de si el porcentaje de aprobados es mayor del 50 %.

Curso Basico de Estadistica

Contraste de hipotesis

En general nunca se sabra con absoluta certeza si una hipotesis
estadistica es cierta o falsa, ya que para ello habria que estudiar a todos los
individuos de la poblacion.

Para comprobar la veracidad o falsedad de estas hipotesis hay que
contrastarlas con los resultados empiricos obtenidos de las muestras. Si los
resultados observados en las muestras coinciden, dentro de un margen de
error admisible, con lo que cabria esperar en caso de que la hipétesis fuese
cierta, la hipétesis se aceptara como verdadera, mientras que en caso
contrario se rechazara como falsa y se buscaran nuevas hipétesis capaces
de explicar los datos observados.

Como las muestras se obtienen aleatoriamente, la decision de aceptar o
rechar una hipdtesis estadistica se tomara sobre una base de probabilidad.

La metodologia que se encarga de contrastar la veracidad de las hipotesis
estadisticas se conoce como contraste de hipdtesis.
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Tipos de contrastes de hipdtesis

@ Pruebas de bondad de ajuste: El objetivo es comprobar una hipétesis
sobre la forma de la distribucion de la poblacion.
Por ejemplo, ver si las notas de un grupo de alumnos siguen una
distribuciéon normal.

@ Pruebas de conformidad: El objetivo es comprobar una hipotesis
sobre alguno de los parametros de la poblacion.
Por ejemplo, ver si las nota media en un grupo de alumnos es igual a 5.

@ Pruebas de homogeneidad: El objetivo es comparar dos poblaciones
con respecto a alguno de sus parametros.
Por ejemplo, ver si el rendimiento de dos grupos de alumnos es el
mismo comparando sus notas medias.

@ Pruebas de independencia: El objetivo es comprobar si existe
relacion entre dos variables de la poblacion.
Por ejemplo, ver si existe relacion entre la notas de dos asignaturas
diferentes.

Cuando las hipétesis se plantean sobre parametros de la poblacién,
también se habla de pruebas paramétricas.
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Hipdtesis nula e hipbtesis alternativa

En la mayoria de los casos un contraste supone tomar una decision entre
dos hipotesis antagonistas:

Hipotesis nula Es la hipotesis conservadora, ya que se mantendra mientras
que los datos de las muestras no reflejen claramente su
falsedad. Se representa como H,.

Hipotesis alternativa Es la negacion de la hipo6tesis nula y generalmente
representa la afirmacion que se pretende probar. Se
representa como H;.

Ambas hipétesis se eligen de acuerdo con el principio de simplicidad
cientifica:

“Solamente se debe abandonar un modelo simple por otro mas complejo
cuando la evidencia a favor del dltimo sea fuerte.” (Navaja de Occam)
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Eleccion de las hipdtesis nula y alternativa

Analogia con un juicio

En el caso de un juicio, en el que el juez debe decidir si el acusado es
culpable o inocente, la eleccion de hipotesis deberia ser

Hy: Inocente
Hy: Culpable

ya que la inocencia se asume, mientras que la culpabilidad hay que
demostrarla.

Segun esto, el juez sélo aceptaria la hipétesis alternativa cuando hubiese
pruebas significativas de la culpabilidad del acusado.

El investigador jugaria el papel del fiscal, ya que su objetivo consistiria en
intentar rechazar la hipétesis nula, es decir, demostrar culpabilidad del
acusado.

jEsta metodologia siempre favorece a la hipotesis nula!
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Contrastes de hipdtesis parameétricos

En muchos contrastes, sobre todo en las pruebas de conformidad y de
homogeneidad, las hipétesis se formulan sobre parametros desconocidos
de la poblacion como puede ser una media, una varianza o una proporcion.

En tal caso, la hipétesis nula siempre asigna al pardmetro un valor
concreto, mientras que la alternativa suele ser una hip6tesis abierta que,
aunque opuesta a la hipétesis nula, no fija el valor del parametro.

Esto da lugar a tres tipos de contrastes:

Bilateral Unilateral de menor Unilateral de mayor
HoZQZQO H()ZQ:QO HoZQZQ()
Hi: 0 # 6 Hq:0 < 6y Hq:0 > 6
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Eleccion del tipo de contraste

Ejemplo

Supdbngase que existen sospechas de que en una poblacién hay menos
hombres que mujeres.

¢, Qué tipo de contraste deberia plantearse para validar o refutar esta
sospecha?

@ Las sospechas se refieren al porcentaje o la proporcion p de hombres
en la poblacion, por lo que se trata de un contraste paramétrico.

@ El objetivo es averiguar el valor de p, por lo que se trata de una prueba
de conformidad. En la hipétesis nula el valor de p se fijard a 0,5 ya que,
de acuerdo a las leyes de la genética, en la poblaciéon deberia haber la
misma proporcion de hombres que de mujeres.

@ Finalmente, existen sospechas de que el porcentaje de mujeres sea
mayor que el de hombres, por lo que la hipétesis alternativa sera de
menor p < 0,5.

Asi pues, el contraste que deberia plantearse es el siguiente:

Hy: p=0,5,
Hy: p<0,5.
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Estadistico del contraste

La aceptacion o rechazo de la hipo6tesis nula depende, en ultima instancia,
de lo que se observe en la muestra.

La decisién se tomara segun el valor que presente algun estadistico de la
muestra relacionado con el parametro o caracteristica que se

esté contrastando, y cuya distribucion de probabilidad debe ser conocida
suponiendo cierta la hipétesis nula y una vez fijado el tamano de la
muestra. Este estadistico recibe el nombre de estadistico del contraste.

Para cada muestra, el estadistico dara una estimacion a partir de la cual se
tomara la decision: Si la estimacion difiere demasiado del valor esperado
bajo la hipotesis Hy, entonces se rechazara, y en caso contrario se
aceptara.

La I6gica que guia la decision es la de mantener la hip6tesis nula a no ser
que en la muestra haya pruebas contundentes de su falsedad. Siguiendo
con el simil del juicio, se trataria de mantener la inocencia mientras no haya
pruebas claras de culpabilidad.
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Estadistico del contraste

Ejemplo

Volviendo al ejemplo del contraste sobre la proporcién de hombres de una
poblacién

Hy: p= 0,5,
Hi: p < 0,5.

Si para resolver el contraste se toma una muestra aleatoria de 10 personas,
podria tomarse como estadistico del contraste X el nimero de hombres en
la muestra.

Suponiendo cierta la hip6tesis nula, el estadistico del contraste seguiria
una distribucion binomial X ~ B(10, 0,5), de manera que el numero
esperado de hombres en la muestra seria 5.

Asi pues, es légico aceptar la hipétesis nula si en la muestra se obtiene un
numero de hombres proximo a 5 y rechazarla cuando el numero de
hombres sea muy inferior a 5. Pero,

¢donde poner el limite entre los valores X que lleven a la aceptacion y los
que lleven al rechazo?
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Regiones de aceptacion y de rechazo

Una vez elegido el estadistico del contraste, lo siguiente es decidir para
qué valores de este estadistico se decidira aceptar la hipétesis nula y para
que valores se rechazara. Esto divide del conjunto de valores posibles del
estadistico en dos regiones:

Region de aceptacion : Es el conjunto de valores del estadistico del
contraste a partir de los cuales se decidira aceptar la
hipétesis nula.

Region de rechazo : Es el conjunto de valores del estadistico del contraste
a partir de los cuales se decidira rechazar la hipétesis nula.
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Ubicacién de las regiones de aceptaciéon y de rechazo

Dependiendo de la direccion del contraste, la region de rechazo quedara a
un lado u otro del valor esperado del estadistico del contraste segun la
hipétesis nula:

@ Contraste bilateral Hy: 6 =690 H;: 6 # 6,.

Region de Region de aceptacion Region de
rechazo . ~ rechazo
T 6‘0 T
@ Contraste unilateral de menor Hy: 6 =6y H;: 6 <0,.
Region de Regidn de aceptacion
rechazo .
T 6‘0
@ Contraste unilateral de mayor Hy: 6 =6y Hi;: 0 > 0.
Region de aceptacion Region de
rechazo
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0o
| cusosssicodeEsadistica
Regiones de aceptacion y de rechazo
Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo del contraste sobre la proporcion de hombres de
una poblacion

HoZ p= 0,5,
Hi: p < 0,5.

Como el estadistico del contraste tenia una distribucién binomial

X ~ B(10, 0,5) suponiendo cierta la hipétesis nula, su recorrido sera de 0 a
10 y su valor esperado 5, por lo que, al tratarse de un contraste unilateral
de menor, la region de rechazo quedara por debajo del 5. Pero,

¢donde poner el limite entre las regiones de aceptacion y de rechazo?

Region de Regién de aceptacion
rechazo \ \ | | ! | !
——t i 5 6 7 8 9 10

j Todo dependera del riesgo de equivocarse!

Curso Basico de Estadistica




Errores en un contraste de hipdtesis

Hemos visto que un contraste de hipétesis se realiza mediante una regla de
decision que permite aceptar o rechazar la hipé6tesis nula dependiendo del
valor que tome el estadistico del contraste.

Al final el contraste se resuelve tomando una decisidén de acuerdo a esta
regla. El problema es que nunca se conocera con absoluta certeza la
veracidad o falsedad de una hip6tesis, de modo que al aceptarla o
rechazarla es posible que se esté tomando una decisién equivocada.

Los errores que se pueden cometer en un contraste de hipétesis son de
dos tipos:

@ Error de tipo I. Se comete cuando se rechaza la hipotesis nula siendo
esta verdadera.

@ Error de tipo Il. Se comete cuando se acepta la hipétesis nula siendo
esta falsa.
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| cusoBiscodotstadisioa |
Riesgos de los errores de un contraste de hipétesis

Los riesgos de cometer cada tipo de error se cuantifican mediante
probabilidades:

Definicion (Riesgos a 'y f)
En un contraste de hipétesis, se define el riesgo a« como la probabilidad de
cometer un error de tipo |, es decir,

a = P(Rechazar Hy/Hy)

y se define el riesgo f como la probabilidad de cometer un error de tipo |l,
es decir,
p = P(Aceptar Hy/H1)

Hipotesis verdadera
Decision Hy H;
Decision correcta Error de tipo Il
Aceptar Ho 1-a B = P(Aceptar Hy/H))
Error de tipo | Decisidn correcta
RechazarHo | _ P(Rechazar Hy/H)) 1-8
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Interpretacion del riesgo a

En principio, puesto que esta metodologia favorece a la hipétesis nula, el
error del tipo | suele ser mas grave que el error del tipo Il, y por tanto, el
riesgo a suele fijarse a niveles bajos de 0,1, 0,05 o0 0,01, siendo 0,05 lo mas
habitual.

Debe tenerse cuidado al interpretar el riesgo a ya que se trata de una
probabilidad condicionada a que la hipétesis nula sea cierta. Por tanto,
cuando se rechace la hip6tesis nula con un riesgo a = 0,05, es erroneo
decir 5 de cada 100 veces nos equivocaremos, ya que esto seria cierto sélo
si la hipotesis nula fuese siempre verdadera.

Tampoco tiene sentido hablar de la probabilidad de haberse equivocado
una vez tomada una decisidon a partir de una muestra concreta, pues en tal
caso, si se ha tomado la decision acertada, la probabilidad de error es 0 y si
se ha tomado la decisidén equivocada, la probabilidad de error es 1.
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Determinacién de las regiones de aceptaciéon y de

rechazo en funcién del riesgo «

Una vez fijado el riesgo a que se esta dispuesto a tolerar, es posible
delimitar las regiones de aceptacion y de rechazo para el estadistico del
contraste de manera que la probabilidad acumulada en la region de
aceptacion sea a, suponiendo cierta la hipétesis nula.
Contraste bilateral Contraste unilateral
Distribucion del estadistico del contraste Distribucion del estadistico del contraste
S S
= =
7 Rechazo Aceptacion Rechazo °© Aceptacion Rechazo
Our2 6o Or—ap2 6o 61,
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Determinaciéon de las regiones de aceptacién y de

rechazo en funcién del riesgo «
Ejemplo

Siguiendo con el contraste sobre la proporcién de hombres de una

poblacion, como el estadistico del contraste sigue una distribucion binomial
X ~ B(10,0,5), si se decide rechazar la hipétesis nula cuando en la muestra
haya 2 o menos hombres, la probabilidad de cometer un error de tipo | sera

P(X <2)=f(0)+f(1) + f(2) = 0,0010 + 0,0098 + 0,0439 = 0,0547.
Si riesgo maximo de error de tipo | que se esta dispuesto a tolerar es
a = 0,05, ¢qué valores del estadistico permitiran rechazar la hipétesis nula?
P(X <1)=f(0)+f(1) = 0,0010 + 0,0098 = 0,0107.

Es decir, sélo se podria rechazar la hipétesis nula con 0 o 1 hombres en la
muestra.

Regién de

Region de aceptacion
rechazo
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Calculo del riesgo S

Aunque el error de tipo |l pueda parecer menos grave, también interesa que
el riesgo B sea bajo, ya que de lo contrario sera dificil rechazar la hipotesis
nula (que es lo que se persigue la mayoria de las veces), aunque haya
pruebas muy claras de su falsedad.

El problema, en el caso de contrastes paramétricos, es que la hipotesis
alternativa es una hipétesis abierta en la que no se fija el valor del
parametro a contrastar, de modo que, para poder calcular el riesgo g es
necesario fijar dicho valor.

Lo normal es fijar el valor del parametro del contraste a la minima cantidad
para admitir diferencias significativas desde un punto de vista practico o
clinico.

La minima diferencia 6 que se considera como clinicamente significativa no
depende de la muestra y debe fijarla el investigador a priori.
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Potencia de un contraste 1 - f3

Puesto que el objetivo del investigador suele ser rechazar la hipotesis nula,
a menudo, lo mas interesante de un contraste es su capacidad para
detectar la falsedad de la hipétesis nula cuando realmente hay diferencias
mayores que 6 entre el verdadero valor del parametro y el que establece la
hip6tesis nula.

Definiciéon (Potencia de un contraste)
La potencia de un contraste de hipétesis se define como

Potencia = P(Rechazar Hy/H;) = 1 — P(Aceptar Hy/H;) =1 - 6.

Asi pues, al reducir el riesgo p se aumentard la potencia del contraste.

Un contraste poco potente no suele ser interesante ya que no
permitira rechazar la hipétesis nula aunque haya evidencias en su contra.

Curso Basico de Estadistica

Calculo del riesgo f y de la potencia 1 — 8

Ejemplo

Supdngase que en el contraste sobre la proporcion de hombres no se
considera importante una diferencia de menos de un 10 % con respecto al
valor que establece la hipotesis nula, es decir, 6 = 0,1.

Esto permite fijar la hipdtesis alternativa
Hi:p=05-01=04.

Suponiendo cierta esta hipotesis el estadistico del contraste seguiria una
distribucion binomial X ~ B(10, 0,4).

En tal caso, el riesgo  para las regiones de aceptacion y rechazo fijadas
antes sera

B = P(Aceptar Hy/Hy) = P(X >2) =1 - P(X < 2) = 1 — 0,0464 = 0,9536.

Como puede apreciarse, se trata de un riesgo  muy alto, por lo que la
potencia del contraste seria sélo de

1-p=1-0,9536 =0,0464,

lo que indica que no se trataria de un buen contraste para detectar
diferencias de un 10 % en el valor del parametro.
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Relacion del riesgo g y la minima diferencia

importante 6

El riesgo g depende directamente de la minima diferencia 6 que se desea
detectar con respecto al valor del parametro que establece la hipétesis nula.

Relacion entre el riesgo g y la minima diferencia importante 6

Hy:0=0¢p H1:0=060+0

f(0)

Regi6n de aceptacion | Regién de rechazo
T T T

6o Oy + 0
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Relacion del riesgo B y la minima diferencia
importante 6

El riesgo  depende directamente de la minima diferencia 6 que se desea
detectar con respecto al valor del parametro que establece la hipétesis nula.

Relacién entre el riesgo B y la minima diferencia importante 6

Hy: 0 =060, Hi:0=0p+56

Region de aceptacion | Region de rechazo
T I T

6o B+ 0
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Relacion del riesgo g y la minima diferencia

importante 6

Si en el contraste sobre la proporcion de hombres se desease detectar una
diferencia de al menos un 20 % con respecto al valor que establece la
hipétesis nula, es decir, 6 = 0,2, entonces la hipotesis alternativa se fijaria a

Hi: p=05-02=03,

y bajo esta hipétesis el estadistico del contraste seguiria una distribucion
binomial X ~ B(10, 0,3).

En tal caso, el riesgo g para las regiones de aceptacion y rechazo fijadas
antes seria

B = P(Aceptar Hy/Hy) = P(X >2) = 1 - P(X < 2) = 1 — 0,1493 = 0,8507,

por lo que el riesgo riesgo p disminuiria y la potencia del contraste
aumentaria
1-p=1-0,8507 = 0,1493,

aunque seguiria siendo un contraste poco potente.
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Relacion entre los riesgos a y 8

Los riesgos a y  estan enfrentados, es decir, cuando uno aumenta el otro
disminuye y viceversa.

Relacion entre o y

Hyp:0=6y H;:0=0¢+0

f(0)

Regi6n de aceptacion | Region de rechazo
T T

6o By + 0
0
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Relacion entre los riesgos a y f3

Los riesgos a y  estan enfrentados, es decir, cuando uno aumenta el otro
disminuye y viceversa.

Relacion entre a y B

Hyp:0=609 H;:0=0p+0

£

Regién de aceptacion | Regibn de rechazo
o 00+ 5
0

Relacion entre los riesgos a y 8

Ejemplo

Si en el contraste sobre la proporcion de hombres toma como riesgo
a = 0,1, entonces la regidén de rechazo seria X < 2 ya que, suponiendo
cierta la hipoétesis nula, X ~ B(10, 0,5), y

P(X <2)=0,0547 < 0,1 = a.

Entonces, para una diferencia minima 6 = 0,1 y suponiendo cierta la
hipétesis alternativa, X ~ B(10, 0,4), el riesgo p sera

p = P(Aceptar Hy/H;) =P(X>3)=1-P(X<3)=1-0,1673 = 0,8327,
y ahora la potencia ha subido hasta

1-=1-0,8327 =0,1673.
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Relacion de los riesgos de error y el tamano muestral

Los riesgos de error también dependen el tamaino de la muestra, ya que al
aumentar el tamano de la muestra, la dispersion del estadistico del
contraste disminuye y con ello también lo hacen los riesgos de error.

Riesgos de error para muestras pequenas

Hyp:0=609 H;:0=0p+0

N

£(0)

Regién de acepltacién | Reqién de rechazo
6o Bp + 6
0

Relacion de los riesgos de error y el tamano muestral

Los riesgos de error también dependen el tamano de la muestra, ya que al
aumentar el tamano de la muestra, la dispersion del estadistico del
contraste disminuye y con ello también lo hacen los riesgos de error.

Riesgos de error para muestras pequenas

Hyp:0=6y H;:0=0¢+0

f(©)

Region de aceptacion | Regién de rechazo
T T

6o Oy + 0

0
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Relacion de los riesgos de error y el tamano muestral

Ejemplo

Si para realizar el contraste sobre la proporcion de hombres se hubiese
tomado una muestra de tamano 100, en lugar de 10, entonces, bajo la
suposicién de certeza de la hipotesis nula, el estadistico del contraste
seguiria una distribucion binomial B(100, 0,5), y ahora la regién de rechazo
seria X <41, yaque

P(X < 41) = 0,0443 < 0,05 = a.

Entonces, para 6 = 0,1 y suponiendo cierta la hipotesis alternativa,
X ~ B(100, 04), el riesgo B seria

B = P(Aceptar Hy/H;) = P(X > 42) = 0,3775,
y ahora la potencia habria aumentado considerablemente
1-p=1-0,3775=0,6225.

Este contraste seria mucho mas util para detectar una diferencia de al
menos un 10 % con respecto al valor del parametro que establece la
hipétesis nula.
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Curva de potencia

La potencia de un contraste depende del valor del parametro que
establezca la hipétesis alternativa y, por tanto, es una funcion de este

Potencia(x) = P(Rechazar Hy/6 = x).

Esta funcion da la probabilidad de rechazar la hipo6tesis nula para cada
valor del parametro y se conoce como curva de potencia.

Cuando no se puede fijar el valor concreto del parametro en la hipotesis
alternativa, resulta util representar esta curva para ver la bondad del
contraste cuando no se rechaza la hipétesis nula. También es util cuando
s6lo de dispone de un nimero determinado de individuos en la muestra,
para ver si merece la pena hacer el estudio.

jUn contraste sera mejor cuanto mayor sea el area encerrada por debajo de
la curva de potencia!
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Curva de potencia

Ejemplo
La curva de potencia correspondiente al contraste sobre la proporcion de
hombres en la poblacién es la siguiente
Curvas de potencia de un contraste unilateral de menor con a = 0,05
1.0
—n=10
—mn =100
0.8
« 8 1
[&)
5
o
& 04
0.2
0.05
0.0
T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Proporcién verdadera
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p-valor de un contraste de hipotesis

En general, siempre que la estimacion del estadistico caiga dentro de la
region de rechazo, rechazaremos la hip6tesis nula, pero evidentemente, si
dicha estimacion se aleja bastante de la region de aceptacion tendremos
mas confianza en el rechazo que si la estimacion esta cerca del limite entre
las regiones de aceptacion y rechazo.

Por este motivo, al realizar un contraste, también se calcula la probabilidad
de obtener una discrepancia mayor o igual a la observada entre la
estimacion del estadistico del contraste y su valor esperado segun la
hip6tesis nula.

Definicion (p-valor)

En un contraste de hipétesis, para cada estimacion x, del estadistico del
contraste X, dependiendo del tipo de contraste, se define el p-valor del
contraste como

Contraste bilateral: 2P(X > xo/Ho)
Contraste unilateral de menor: P(X < xg/Hy)
Contraste unilateral de mayor: P(X > x¢/Ho)

V.
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Realizacion del contraste con el p-valor

En cierto modo, el p-valor expresa la confianza que se tiene al tomar la
decision de rechazar la hipétesis nula. Cuanto méas préximo esté el p-valor
a 1, mayor confianza existe al aceptar la hipétesis nula, y cuanto mas
proximo esté a 0, mayor confianza hay al rechazarla.

Una vez fijado el riesgo «a, la regla de decision para realizar un contraste
también puede expresarse de la siguiente manera:

Sip-valor<a — Rechazar Hy,
Sip-valor>a — Aceptar H,

De este modo, el p-valor nos da informacién de para qué niveles de
significacion puede rechazarse la hipo6tesis nula y para cuales no.

Curso Basico de Estadistica

Calculo del p-valor de un contraste de hipotesis

Ejemplo

Si el contraste sobre la proporcién de hombres se toma una muestra de
tamano 10 y se observa 1 hombre, entonces el p-valor, bajo a supuesta
certeza de la hipétesis nula, X ~ B(10, 0,5), sera

p=P(X<1)=0,0107,

mientras que si en la muestra se observan 0 hombres, entonces el p-valor
sera
p=P(X <0)=0,001.

En el primer caso se rechazaria la hipétesis nula para un riesgo a = 0,05,
pero no podria rechazarse par un riesgo a = 0,01, mientas que en el
segundo caso también se rechazaria para a = 0,01. Es evidente que en el
segundo la decisién de rechazar la hipétesis nula se tomaria con mayor
confianza.
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Pasos para la realizacion de un contraste de hipdtesis

@ Formular la hipétesis nula Hy y la alternativa Hj.

@ Fijar los riesgos a y g deseados.

@ Seleccionar el estadistico del contraste.

@ Fijar la minima diferencia clinicamente significativa 6.
@ Calcular el tamafio muestral necesario 7.

Q@ Delimitar las regiones de aceptacion y rechazo.

@ Tomar una muestra de tamario 7.

@ Calcular el estadistico del contraste en la muestra.

@ Rechazar la hipdtesis nula si la estimacion cae en la region de rechazo
o bien si el p-valor es menor que el riesgo a y aceptarla en caso
contrario.

Curso Basico de Estadistica

Contrastes paramétricos mas importantes

Pruebas de conformidad:

@ Contraste para la media de una poblacién normal con varianza
conocida.

@ Contraste para la media de una poblacion normal con varianza
desconocida.

@ Contraste para la media de una poblacién con varianza desconocida a
partir de muestras grandes.

@ Contraste para la varianza de una poblacién normal.

@ Contraste para un proporcion de una poblacion.

Pruebas de homogeneidad:

@ Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones normales
con varianzas conocidas.

@ Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones normales
con varianzas desconocidas pero iguales.

@ Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones normales
con varianzas desconocidas y diferentes.

@ Contraste de comparacion de varianzas de dos poblaciones normales.

@ Contraste de comparacion de proporciones de dos poblaciones.
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Contraste para la media de una poblacion normal con

varianza conocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X ~ N(u, 0).
— La media u es desconocida, pero su varianza o es conocida.

Contraste:
Ho : pp = po
H; : % * Ho
Estadistico del contraste:
_ o X — o
X~Nluy, —=|=72= ~ N(@,1).
(“0 vz) oy VO

Region de aceptacion: z,» < Z < z1_4,2.
Region de rechazo: z <z, Y z > z1_4/2.
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Contraste para la media de una poblacion normal con

varianza desconocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X ~ N(u, 0).
— Tanto su media u como su varianza o2 son desconocidas.

Contraste:

Ho @ p = o
Hi:p# o

Estadistico del contraste: Utilizando la cuasivarianza como estimador de
la varianza poblacional se tiene

% N( i):T—x_”O T(n —1)
Y 5/ Vi |
Region de aceptacion: tg;zl <T<t! 2

il . -1 -1
Region de rechazo: T <t} y T > " .
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Contraste para la media de una poblacion normal con

varianza desconocida
Ejemplo

En un grupo de alumnos se quiere contrastar si la nota media de
estadistica es mayor que 5 puntos. Para ello se toma la siguiente muestra:

6,3,54,41,5,0,8,2,7,6,64,5,6,4,3,5,2

El contraste que se plantea es
H()i[,l=5 H11[,l>5

Para realizar el contraste se tiene:

6,3+-452 _ 581 _
5~ = T3¢ = 581 puntos.

2 (6'3‘5'56)”9*(52 5567 _ 1598 _ 1 7721 puntos?, y = 1,3312 puntos.
Y el estadistico del contraste vale
T X — o _ 581-5
§/vn 1,3312/v10
El p- valor del contraste es P(TY) >1 9246) 0,04323, lo que indica que se

=l

w>

= 1,9246.
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Contraste para la media de una poblacion normal con

varianza desconocida
Ejemplo

La regién de rechazo es
x-5 o 1,3312
Z tO 95 =

11,3312/ V10 ’ I V10

de modo que se rechazara la hipétesis nula siempre que la media de la
muestra sea mayor que 5,7717 y se aceptara en caso contrario.

=5,7717,

Suponiendo que en la practica la minima diferencia importante en la nota
media fuese de un punto 6 = 1, entonces bajo la hipétesis alternativa
Hi : u = 6, si se decidiese rechazar la hipotesis nula, el riesgo  seria

57717 — 6

=P(T(9) <
P ( O)< 1,3312 V10

) = P(T(9) < —0,5424) = 0,3004,

de manera que la potencia del contraste para detectar una diferencia de
0 =1punto serial - =1-0,3004 = 0,6996.
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Determinacion del tamano muestral en un contraste

para la media

Se ha visto que para un riesgo «a la region de rechazo era

X — lo
>l xgy ara n > 30.
g e P

o lo que es equivalente

T =

5

"

Si la minima diferencia clinicamente significativa es o, para una hipotesis
alternativa Hy : u = po + 0, el riesgo 5 es

X 2 Up+ Z1-a

‘UO+Zl—a%_(HO+6) Zl—ain -0
B=P|z< - =P|Z< ——|.
Vi Vi
de modo que
~ Zl—a%_é 5 2 a2

§
zg = - © 0= (21-a — 2p) S n=(21-q — zﬁ)zé—2 = (zq4 + zﬁ)z—.

\n
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Determinacion del tamano muestral en un contraste

para la media
Ejemplo

Se ha visto en el ejemplo anterior que la potencia del contraste para
detectar una diferencia en la nota media de 1 punto era del 69,96 %. Para
aumentar la potencia del test hasta un 90 %, ¢,cuantos alumnos habria que
tomar en la muestra?

Como se desea una potencia 1 - = 0,9, el riesgo f = 0,1 y mirando en la
tabla de la normal estandar se puede comprobar que zz = zo1 = 1,2816.

Aplicando la férmula anterior para determinar el tamafo muestral
necesario, se tiene

32 17721
12

1= (zq + zﬁ)zg—2 = (1,6449 + 1,2816 = 15,18,

de manera que habria que haber tomado al menos 16 alumnos.
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Contraste para la media de una poblacién con

varianza desconocida y muestras grandes n > 30

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipotesis:

— Su distribucion puede ser de cualquier tipo.
— Tanto su media u como su varianza o> son desconocidas.

Contraste:
Ho : = pio

Ifli u * Ho

Estadistico del contraste: Utilizando la cuasivarianza como estimador de
la varianza poblacional y gracias al teorema central del limite por tratarse

de muestras grandes (n > 30) se tiene

=l

~ N(,1).
v NGO

X~N(yo,%)=>2=

Region de aceptacion: —z,,, < Z < z,».
Region de rechazo: z < —z,2 Yy z > zy)0.

>

Contraste para la varianza de una poblacion normal

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X ~ N(u, 0).
— Tanto su media u como su varianza o2 son desconocidas.

Contraste:
Hy:0=o09

ffli g # 0y

Estadistico del contraste: Partiendo de la cuasivarianza muestral como
estimador de la varianza poblacional, se tiene

ns?  (n-1)82

= ~ Xz(n - 1)/

2 2
9 0o

=

que sigue una distribucién chi-cuadrado de n — 1 grados de libertad.
n—-1

1-a/2"

Region de aceptacion: ;(2721 <J<x
1A . n—-1 n—1
Region de rechazo: | < Xopn YT 2 X1 0




Contraste para la varianza de una poblacién normal

Ejemplo

En un grupo de alumnos se quiere contrastar si la desviacion tipica de la
nota es mayor de 1 punto. Para ello se toma la siguiente muestra:

6,3,54,41,5,0,8,2,7,6,64,5,6,4,3,5,2

El contraste que se plantea es
Hy:0=1 Hi:0>1

Para realizar el contraste se tiene:

_ 634452 _ 581 __
= 2=S = 2 = 581 puntos.

_ 24... — 2
2 = 3050+ +O2556) _ 13949 _ 1 7771 puntos?.

=l

w>

El estadistico del contraste vale

_(n-1S$ _9-17721
5 P
y el p-valor del contraste es P(x(9) > 15,949) = 0,068, por lo que no se puede
rechazar la hipotesis nula para a = 0,05.

= 15,949,

J

(9
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Contraste para proporcion de una poblacién

Sea p la proporcién de individuos de una poblacion que tienen una
determinada caracteristica.

Contraste:

Ho:p=po
H12P¢P0

Estadistico del contraste: La variable que mide el nimero de individuos
con la caracteristica en una muestra aleatoria de tamano n sigue una
distribucién binomial X ~ B(n, po). De acuerdo al teorema central del limite,

para muestras grandes (np > 5y n(1 —p) > 5), X ~ N(npo, +/npo(1 — po)), ¥

se cumple
[Po(1 — po) P —po
po, =7Z= — ’VN(O,].)
n ) Vpo(l —po)/n

Region de aceptacion: z,» < Z < z1_4)2.
Region de rechazo: z <z, y z > z1_4)2.

p="~N
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Contraste para proporcion de una poblacién

Ejemplo

En un grupo de alumnos se desea estimar si el porcentaje de aprobados es
mayor del 50 %. Para ello se toma una muestra de 80 alumnos entre los que

hay 50 aprobados.
El contraste que se plantea es

Ho p= 0,5

H1 p> 0,5
Para realizar el contraste se tiene que p = 50/80 = 0,625 y como se cumple
np =80-0,625=50>5y n(l —p)=80(1 -0,625) =30 > 5, el estadistico del
contraste vale

B P —po _0625-05
Vpo(L=po)/n 0,51 -0,5)/80

y el p-valor del contraste es P(Z > 2,2361) = 0,0127, por lo que se rechaza la

hipétesis nula para a = 0,05 y se concluye que el porcentaje de aprobados
es mayor de la mitad.
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=2,2361.

Contraste de comparacion de medias de dos

poblaciones normales con varianzas conocidas

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipotesis:

@ Su distribucion es normal X; ~ N(u1,01) Y Xo ~ N(u2, 02).
@ Sus medias 1 y y2 son desconocidas, pero sus varianzas o7 y o5 son

conocidas.
Contraste:
Ho:pi =
Hy:pr # 2
Estadistico del contraste:
XlNN([JLU—l) o g2 o2 . _ X
) ‘f = X; —Xo ~N|u1 — uz, n_l+n_2 =>7Z= X ~N(Q,1).
X2~N(M2,‘/—n—2) 1 2 ﬁ_i_ﬁ
1’!1 n2

Region de aceptacion: —z,,» < Z < zyo.
Region de rechazo: z < -z, y z > z40.
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Contraste de comparacién de medias de dos

poblaciones normales con varianzas desconocidas e
iguales

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X; ~ N(u1,01) Y Xo ~ N(p2, 02).
— Sus medias 4 y p2 son desconocidas y sus varianzas también, pero
son iguales 07 = 03 = ¢*.

Contraste:
Hop:puyp =
H, 251 * Uz

Estadistico del contraste:

ny+n
%0 =% =N (1 - a0 552 % - %,
n157 +nyS3 ) =T= - —
BT 2y + 1y - 2) 5, [om

a2

Reglon de aceptacion: —"2"7% < T < {11272,

Curso Basico de Estadistica

Contraste de comparacion de medias de dos
poblaciones normales con varianzas desconocidas e

iguales
Ejemplo

Se quiere comparar el rendimiento académico de dos grupos de alumnos,
uno con 10 alumnos y otro con 12, que han seguido metodologias
diferentes. Para ello se les realiza un examen y se obtienen las siguientes
puntuaciones:

X1:4-6-8-7-7-6-5-2-5-3
X,:8-9-5-3-8-7-8-6-8-7-5-7
El contraste que se plantea es
Hop:p1 = 2 Hiy o # 2
Para realizar el contraste, se tiene

- Xy = #28 =53 puntos y X, = ¥*7 = 6,75 puntos.

- 2= ‘42+10+3 ~532 =321 puntos2 y 2 = 43 _ 6752 = 2 69 puntos?.

12
— §2 = 8242200 — 3,2175 puntos?, y S, = 1,7937.
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Contraste de comparacién de medias de dos
poblaciones normales con varianzas desconocidas e

iguales
Ejemplo

Si se suponen varianzas iguales, el estadistico del contraste vale

T = X1—-X2  53-675 _ 18879,

S\ 17937 |43
y el p-valor del contraste es 2P(T(20) < —1,8879) = 0,0736, de modo que no

se puede rechazar la hipotesis nula y se concluye que no hay diferencias
significativas entre las notas medias de los grupos.
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Contraste de comparacion de medias de dos

poblaciones normales con varianzas desconocidas

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipotesis:

— Su distribucion es normal X; ~ N(u1,01) y X2 ~ N(u2, 02).
— Sus medias 1, u2 y varianzas o3, 03, son desconocidas, pero o7 # 03.

Contraste:
Ho : 1 = o
Hi : H1 # U2
Estadistico del contraste:
o - “1a2  m=1g2v2
X - Xo) - (w1 - (=51 - 5=5)
T- (X1 = X2) = (11 — w2) ~T(9) cong=m+m-2-A yA= :21—1}4 nr112—1f\24 ‘

m np E

Region de aceptacion: — p<T< 8 2
Region de rechazo: T < —# , yT> £ .
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Contraste de comparaciéon de varianzas de dos

poblaciones normales

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

— Su distribucién es normal X; ~ N(u1,01) y X2 ~ N(u2, 02).
— Sus medias 1, iz y varianzas o3, 03 son desconocidas.

Contraste:
Ho 01 =02
Hi:01#07
Estadistico del contraste:
(n; — 1)5? 0 -18
——:;——1~4X%n1—1) %1 52 82
. m- _ 7271
(nz—l),g% ) ﬁp—m—gg F(ﬂl—l,ﬂz—l).
2 ~ = 1) 3 17

2
o3
Regi6n de aceptacion: F,},"* ™! <F < F|" al/;z L
Region de rechazo: F < F"1 L=ty p > pr-lm=1
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Contraste de comparacion de varianzas de dos
poblaciones normales
Siguiendo con el ejemplo de las puntuaciones en dos grupos:
X;1:4-6-8-7-7-6-5-2-5-3
X,:8-9-5-3-8-7-8-6-8-7-5-7

si se desea comparar las varianzas, el contraste que se plantea es

Hy:01 =07 Hi:01# 0>
Para realizar el contraste, se tiene
- X 43 =53 puntos y Xp = 827 =675 puntos

El estadistico del contraste vale

$2 35667
F=_2=2 =1,2165,
gg 2,9318
y el p-valor del contraste es 2P(F(9,11) < 1,2165) = 0,7468, por lo que se
mantiene la hipétesis de igualdad de varianzas.
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Contraste de comparacion de proporciones de dos

poblaciones

Sean p; y p» las respectivas proporciones de individuos que presentan una
determinada caracteristica en dos poblaciones.

Contraste:
Hy:p1=p2 Hy:p1 #p2

Estadistico del contraste: Las variables que miden el nimero de _
individuos con la caracteristica en dos muestras aleatorias de tamanos n; y
ny respectivamente, siguen distribuciones binomiales X; ~ B(n1,p1) ¥

Xo ~ B(ny, po). Si las muestras son grandes (n;p; > 5y n;(1 — p;) > 5), de
acuerdo al teorema central del limite, X; ~ N(np1, \/np1(1 —p1)) ¥
X, ~ N(npa, \/np2(1 — p2)), y se cumple

A _ X [p1=pD)

X ) =7
=2~ N(pz, /%) /m(:m) + ilp

Region de aceptacion: z,» < Z < z1_,)2.
Region de rechazo: z <z, Yy z > z1-4/2.
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Contraste de comparacion de proporciones de dos

poblaciones

Se quiere comparar los porcentajes de aprobados en dos grupos que han
seguido metodologias distintas. En el primer grupo han aprobado 24
alumnos de un total de 40, mientras que en el segundo han aprobado 48 de
60.

El contraste que se plantea es

Hy:p1=p2 Hy:p1 #p2

Para realizar el contraste, se tiene p; =24/40=0,6 y p, = 48/60 = 0,8, de
manera que se cumplen las condiciones n;p; =40-0,6 =24 > 5,
n(l—p1) =40(1-0,6) =26 > 5, nyp, =60-08=48 > 5y

na(1 — p2) =60(1 - 0,8) = 12 > 5, y el estadistico del contraste vale

P1—1p2 3 06-0,8

pr(d-p1) + p2(1-p2) 06(1-0,6) | 081-08)
n Mnyp 40 60

= -2,1483,

y el p-valor del contraste es 2P(Z < -2,1483) = 0,0317, de manera que se
rechaza la hipétesis nula para a« = 0,05 y se concluye que hay diferencias.

Curso Basico de Estadistica




Realizacion de un contraste mediante un intervalo de

confianza

Una interesante alternativa a la realizacion de un contraste
Hy:0 =0 Hy : 6 # 6

con un riesgo a, es calcular el intervalo de confianza para 6 con un nivel de
confianza 1 — a, ya que este intervalo se puede interpretar como el conjunto
aceptable de hipétesis para 6, de manera que si 0y esta fuera del intervalo,
la hip6tesis nula es poco creible y puede rechazarse, mientras que si

esta dentro la hipotesis es creible y se acepta.

Cuando el contraste sea unilateral de menor, el contraste se realizaria
comparando 6, con el limite superior del intervalo de confianza para 6 con
un nivel de confianza 1 — 2a, mientras que si el contraste es unilateral de
mayor, se comparara con el limite inferior del intervalo.

Contraste Intervalo de confianza Decision

Bilateral [1;,Is] con nivel de confianza1l —a | Rechazar Hy si 0y ¢ [I;, ;]
Unilateral menor | [l;, ;] con nivel de confianza 1 — 2« Rechazar Hy si 6y > [
Unilateral mayor | [I;, ;] con nivel de confianza 1 — 2« Rechazar Hy si 6y > [;
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Realizacion de un contraste mediante un intervalo de

confianza
Ejemplo

Volviendo al contraste para comparar el rendimiento académico de dos
grupos de alumnos que han obtenido las siguientes puntuaciones:

X1:4-6-8-7-7-6-5-2-5-3
X:8-9-5-3-8-7-8-6-8-7-5-7

El contraste que se planteaba era

Ho:pi=py  Hitp # o

Como se trata de un contraste bilateral, el intervalo de confianza para la
diferencia de medias u; — p2 con nivel de confianza 1 —a = 0,95, suponiendo
varianzas iguales, vale [-3,0521, 0,1521] puntos. Y como segun la hipétesis
nula u; — up =0, y el 0 cae dentro del intervalo, se acepta la hipétesis nula.

La ventaja del intervalo es que, ademas de permitirnos realizar el contraste,
nos da una idea de la magnitud de la diferencia entre las medias de los
grupos.
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