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Mecánica Racional y Analítica (GAE)
Tema 1: Cinemática de la partícula ( Teoría)
Segunda parte
COORDENADAS DE REFERENCIA
Todo movimiento necesita para ser definido de un sistema de coordenadas fijo o móvil que le sirva  de referencia, teniendo en cuenta que cada tipo de movimiento puede ser expresado  en todos los sistemas aunque existen movimientos que se analizan de manera más clara en uno específico. 

Cualquier sistema se define por una serie de coordenadas (dos o tres, según las dimensiones en que trabajemos) y por los vectores que constituyen la base de referencia (es decir, los vectores unitarios que luego van a aparecer en las expresiones de la velocidad, aceleración, etc.)  

El estudio se divide en el plano y en el espacio, y las coordenadas pueden ser de posición o angulares. Así habitualmente en el plano se utiliza el sistema de coordenadas cartesianas (dos de posición) y el de coordenadas polares (una de posición y una angular), y en el espacio, el de coordenadas cartesianas (tres de posición), coordenadas cilíndricas (dos de posición y una angular) y el de las esféricas (una de posición y tres angulares)

Las coordenadas cartesianas son las que nos han aparecido en la primera parte de este capítulo y son las que estás acostumbrado a utilizar. Sin embargo, en este curso, verás que las otras coordenadas simplifican mucho los cálculos que debes hacer cuando quieres estudiar el movimiento de una partícula (o de un sólido como también veremos más adelante). Por esta razón no incluimos aquí de nuevo a las coordenadas cartesianas.
COORDENADAS INTRÍNSECAS
Existe otro sistema de referencia que en plano tiene como base a los vectores unitarios tangente y unitario normal (y en el espacio a los vectores unitarios tangente, normal y binormal)

El vector unitario tangente es tangente a la curva en cada punto, y lleva el mismo sentido que la velocidad, el unitario normal (perpendicular al anterior) va dirigido hacia el centro de curvatura, el unitario binormal es perpendicular a ambos.

Vamos a ver ahora cómo se deducen las expresiones de las denominadas COMPONENTES INTRÍNSECAS DE LA ACELERACIÓN que se expresan en función de dos de estos vectores.
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Consideramos una partícula que describe una trayectoria curva (que por simplicidad supondremos plana, ver figura). En un tiempo t la partícula se encuentra en la posición A señalada en el dibujo, moviéndose con velocidad 
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el vector unitario tangente a la curva.
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Si la trayectoria fuese una recta 
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sería constante en magnitud y dirección y
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. Pero cuando la trayectoria es curva, la dirección varía a lo largo de esa curva y se obtiene un valor diferente de cero para esta derivada.

(: ángulo que hace la  tangente de la curva con el eje X en el punto A. 
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: vector unitario normal a la curva y dirigido hacia el lado cóncavo 
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 el pequeño arco a lo largo del cual se mueve la partícula en el tiempo dt.
Las normales a la curva en A y A’ se intersectan en el punto C, llamado centro de curvatura, 
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 es el radio de curvatura, 
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 es la curvatura (cambio en la dirección de la tangente por unidad de longitud)  


[image: image19.wmf]ρ

v

dt

d

=

f

, y 
[image: image20.wmf]N

T

u

v

dt

u

d

r

r

×

=

ρ



[image: image21.wmf]N

T

u

v

u

dt

dv

a

r

r

r

×

+

×

=

ρ

2

 


[image: image22.wmf]T
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 es la aceleración tangencial (componente de la aceleración en la dirección tangente a la trayectoria).
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 es la aceleración normal (componente de la aceleración en la dirección normal a la trayectoria y dirigida hacia el centro de curvatura.

Vector aceleración:  
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 , módulo de la aceleración: 
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(Si el movimiento curvilíneo es uniforme (es decir si v = constante) la aceleración tangencial es nula y sólo hay aceleración normal. .
(Si el movimiento es rectilíneo (es decir si la dirección de la velocidad no cambia) el radio de curvatura 
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y la aceleración normal es nula.

COORDENADAS POLARES 
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Un punto P tiene como coordenadas polares ((,  ( z( donde ( es el módulo del vector de posición y 

( es la coordenada angular medida desde el eje X según el dibujo . 

( ( 0, (((0,2((, z((.

Relación entre coordenadas cartesianas y polares:
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Relación entre los vectores unitarios de las coordenadas polares y de las coordenadas cartesianas:                                           
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(Es fácil ver que la matriz que aparece en la ecuación anterior es una matriz de rotación ¿recuerdas lo que aprendiste de álgebra en el primer curso? 

Cualquier campo vectorial se puede expresar  en estas coordenadas en la forma siguiente: 
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, Es el vector de posición 
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A veces se utiliza en los problemas la siguiente expresión que corresponde al diferencial del vector de posición
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¿De dónde sale la expresión anterior?           
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]j
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(En la expresión anterior habrás visto que los vectores unitarios se derivan también (a diferencia de los vectores unitarios que conoces de las coordenadas cartesianas).  La razón es que dichos vectores a diferencia de los anteriores dependen de las coordenadas polares (en concreto de la coordenada (. ) 

(También es importante saber que a veces en vez de ( se utiliza la letra r como coordenada polar de posición, y en vez de ( se utiliza ( como coordenada polar angular 
COORDENADAS POLARES: VELOCIDAD Y ACELERACIÓN. MOVIMIENTO RELATIVO

Si quisieras calcular la velocidad de una partícula 
[image: image36.wmf]dt

r

d

v

r

r

=

en estas coordenadas, hay dos formas de hacerlo

1) Derivando

2) Por movimiento relativo

1) Derivando:

Tendrías que derivar esta expresión (que ya de por sí es un poco larga),  
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(En Mecánica es habitual expresar las derivadas temporales (respecto al tiempo con un punto encima de la variable). 
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Si queremos ahora calcular la aceleración debemos volver a derivar:
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Sustituyendo en la expresión de la aceleración:
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Agrupando términos:
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2) Por movimiento relativo:

(De lo que conoces de física de primer curso, sabes que la velocidad absoluta de una partícula se puede expresar en términos de una velocidad relativa y una velocidad de arrastre, y que la aceleración absoluta se puede expresar en términos de una aceleración relativa más una de arrastre más un término de la aceleración de Coriolis. Como ayuda para iniciarte a la Mecánica te recomiendo repasar estos conceptos con cualquier libro de física de primero, por ejemplo Fundamentos Físicos de la Ingeniería I de la editorial García-Maroto.

VELOCIDAD: 

La velocidad relativa va asociada a la coordenada de posición (traslación con velocidad 
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El arrastre va asociado al giro (rotación con velocidad angular 
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, y por tanto con velocidad lineal 
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 tangente a la curva descrita al girar (indicada con la línea a trazos).
[image: image116.wmf]j

j

r

u

r

&

×


Según esto se puede escribir la velocidad en la forma: 
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El vector velocidad indicado en el dibujo anterior con la línea naranja sumando vectores (ley del paralelogramo de la suma de vectores)

ACELERACIÓN: 

La aceleración relativa va asociada a la coordenada de posición (traslación con aceleración 
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). El arrastre va asociado al giro (rotación con velocidad angular 
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, por tanto con aceleración tangencial 
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 tangente a la curva descrita al girar (indicada con la línea a trazos) y aceleración normal (perpendicular a la anterior) y dirigida hacia el centro de curvatura). Debido a la rotación tenemos que incluir también el término de la aceleración de Coriolis.
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(Según viste el curso pasado la aceleración de Coriolis se calcula como: 
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, con la notación que estamos utilizando ( es 
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. Lo mejor es calcular el módulo de la aceleración de Coriolis como el de cualquier otro producto vectorial: 
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 ya que son perpendiculares. Una vez calculado el módulo puede saber la dirección y el sentido con la mano derecha, giro del primer vector 
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 (perpendicular al plano) por el camino más corto.
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Según esto se puede escribir la aceleración en la forma:  
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(Esta velocidad angular que aparece en Coriolis la solemos llamar (arrastre

(La mecánica es relativamente sencilla, muchas veces no hace falta derivar ni operar vectorialmente, pero siempre es importante dibujar los posibles movimientos. El movimiento relativo lo debes tener muy claro porque volverá a salir en el capítulo de Dinámica de la partícula dentro de este curso de Mecánica Racional y Analítica. 
COORDENADAS CILÍNDRICAS: DEFINICIONES
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Un punto P tiene como coordenadas cilíndricas ((, ( , z( donde ( (, (( son las coordenadas polares del punto Q proyección de P sobre el plano OXY y z tiene la misma interpretación que en las coordenadas cartesianas (distancia dirigida desde el plano XY a P): ( ( 0, (((0,2((, z((.

Relación entre coordenadas cartesianas y cilíndricas:
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Estas coordenadas resultan especialmente adecuadas cuando en un problema hay por ejemplo un eje de simetría. 

Producto vectorial de los vectores unitarios asociados a estas coordenadas: 
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Relación entre los vectores unitarios de las coordenadas cilíndricas y los de las coordenadas cartesianas:                                           
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(Es fácil ver que la matriz que aparece en la ecuación anterior es una matriz de rotación ¿recuerdas lo que aprendiste de álgebra en el primer curso? 

Cualquier campo vectorial se puede expresar  en estas coordenadas en la forma siguiente: 
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, Es el vector de posición 
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A veces se utiliza en los problemas la siguiente expresión que corresponde al diferencial del vector de posición
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(En la expresión anterior habrás visto que los vectores unitarios se derivan también (a diferencia de los vectores unitarios que conoces de las coordenadas cartesianas).  La razón es que dichos vectores a diferencia de los anteriores dependen de las coordenadas cilíndricas (en concreto de la coordenada (. ) 
(También es importante saber que a veces en vez de ( se utiliza la letra r como coordenada cilíndrica de posición, y en vez de ( se utiliza ( como coordenada angular de posición. 
COORDENADAS CILÍNDRICAS: VELOCIDAD Y ACELERACIÓN MEDIANTE MOVIMIENTO RELATIVO

VELOCIDAD: Si quisieras calcular la velocidad de una partícula 
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en estas coordenadas, tendrías que derivar esta expresión, que ya de por sí es un poco larga, como hemos visto para las coordenadas polares.,  
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(El vector 
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 no habría que derivarlo, es fijo. 

Sin embargo vamos a ir directamente al segundo método (deducir la velocidad por movimiento relativo), ya que hemos visto que las derivadas son un poco farragosas al tener que derivar los vectores unitarios no fijos.

La velocidad relativa va asociada a las coordenada de posición (traslación con velocidad 
[image: image75.wmf]r
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en dirección radial y traslación vertical con
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).  

El arrastre va asociado al giro (rotación con velocidad angular 
[image: image77.wmf]j
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, y por tanto con velocidad lineal 
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 tangente a la curva descrita al girar (indicada con la línea a trazos).
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Según esto se puede escribir la velocidad en la forma: 
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ACELERACIÓN
La aceleración relativa va asociada a la coordenada de posición (traslación con aceleración 
[image: image80.wmf]r
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en dirección radial y con 
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en dirección vertical. El arrastre va asociado al giro (rotación con velocidad angular 
[image: image82.wmf]j
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, y aceleración angular 
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, por tanto con aceleración tangencial 
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 tangente a la curva descrita al girar (indicada con la línea a trazos) y aceleración normal (perpendicular a la anterior) y dirigida hacia el centro de curvatura). Debido a la rotación tenemos que incluir también el término de la aceleración de Coriolis.

(Al igual que en coordenadas polares la aceleración de Coriolis se calcula como: 
[image: image85.wmf]'

2

v

a

Coriolis

r

r

r

Ù

=

w

, con la notación que estamos utilizando ( es 
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 (velocidad angular) y 
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es la velocidad relativa.(
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y 
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) . Lo mejor es calcular el módulo de la aceleración de Coriolis como el de cualquier otro producto vectorial: 

· Para 
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 ya que son perpendiculares. Una vez calculado el módulo puede saber la dirección y el sentido con la mano derecha, giro del primer vector 
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 (perpendicular al plano) por el camino más corto.

· Para 
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, por tanto este término no contribuye a la aceleración al ser 
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paralela a 
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El esquema de aceleraciones para coordenadas cilíndricas se muestra en el dibujo de la página siguiente:
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Según esto se puede escribir la aceleración en la forma:  
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Si comparas con las coordenadas polares verás que los dos primeros términos son idénticos, sin embargo aparece un término más asociado al movimiento vertical.

COORDENADAS ESFÉRICAS: DEFINICIONES, VELOCIDADES Y ACELERACIONES
[image: image100.png]



En las coordenadas anteriores puedes ver el radio de la esfera, r, y dos ángulos ( y (, que se suelen identificar con la latitud y longitud de la tierra ¿Cuál es cada uno de ellos?
En estas coordenadas el vector de posición se expresa de forma muy sencilla en la forma
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(¿Has visto la definición de coordenadas del dibujo anterior? Te propongo un pequeño ejercicio. ¿Cuál sería el producto vectorial de los vectores unitarios?
Si has comprendido la aplicación del movimiento relativo para las coordenadas polares y las cilíndricas, seguro que sabes llegar a estas expresiones. 

VELOCIDAD
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ACELERACIÓN
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)

(

)

(

)

q

j

j

q

j

q

j

q

j

q

j

j

j

j

j

q

j

u

rsen

r

r

u

rsen

r

r

u

r

r

r

a

r

r

&

&

&

&

&

&

r

&

&

&

&

&

r

&

&

&

&

r

×

×

-

×

×

+

×

+

+

×

×

+

+

+

-

×

-

=

2

cos

2

cos

cos

2

cos

2

2

2

2


(Te lo propongo otro ejercicio. A ver si sabes hacer la demostración. Ten en cuenta que ahora tienes dos velocidades angulares de arrastre 
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y 
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, y que te podría aparecer más de un término en la aceleración de Coriolis
IMPORTANTE

· En el estudio de cinemática de la partícula intenta siempre dibujar los movimientos (traslaciones y rotaciones)

· Ten en cuenta además que el módulo del vector velocidad es único, sólo que expresamos el vector en diferentes bases vectoriales (intrínsecas, polares, cilíndricas y esféricas). Lo mismo ocurre con el vector velocidad.
· La aceleración tangencial siempre se calculará con el módulo de la velocidad.
Autor: Dra Laura Abad Toribio
Asignatura: Mecánica Racional y Analítica

Titulación: Grado en Ingeniería Aeroespacial
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