Mecanica Racional y Analitica (GAE)

ORBITAS: FUERZAS CENTRAES Y MOVIMIENTO
PLANETARIO. Segunda parte

8. APLICACION AL MOVIMIENTO PLANETARIO (O KEPLERIANO)

Supongamos una particula de masa m sometida a una fuerza central de atraccién
f (r)=—-GmM / r * . Esta fuerza deriva del potencial central

u(r)=-GmM/r
Para pasar de la fuerza al potencial sélo tenemos que integrar.

Como ya hemos visto, utilizando el cambio de variable u =1/ r, la ecuacion radial se
transforma en la ecuacion de Binet:
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Llamando p=1/GMm?:
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Esta ecuacion es la de un oscilador forzado de fuerza constante, por tanto tiene una
solucion que sera la suma de la homogénea mas la particular.

Su solucion es del tipo:

e
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Donde A4 es una constante de integracién y se ha hecho una eleccién apropiada de ejes
para hacer la otra constante de integracidn igual a cero. Esta ecuacién representa una seccion
conicas en coordenadas polares. La forma candnica de la misma es

r:ip
1+ scosé

donde la constante & es la excentricidad y p el pardmetro de la conica.

La trayectoria de un cuerpo en el sistema solar es una seccion conica con el sol en un foco.

Dependiendo del valor de la excentricidad, las conicas pueden ser hiperbolas, parabolas,
elipses o circunferencias.

. Hipérhola, £ =1

Pardboli; -
-

Secciones conicas con un foco comun
Joco,

e En general, para cualquier fuerza del tipo K/r la ecuacién de la oOrbita se
escribe de esta forma:
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En la ecuacion anterior | es el momento angular, r y 6 son las coordenadas polares, €
es la excentricidad y a es la orientacion.
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elipse parabola

Clasificacion de las cénicas sequn la energia mecanica
La energia mecanica viene dada por la ecuacion:

E- l”w: B GmM
2 r

| mi
La energia total es E =Em‘|r" — G—— . Use la formula de Binet para eliminar la
F

velocidad en térmmos de 1a travectoria v muestre que esta energia esta dada, en el caso de orbitas
elipticas, por:

E=L(s2-1)=-2L

2 r ! 2a
Por otra parte. la ecuacién da ! entérminos de p segun:
I=(ymp)"”

Es interesante observar que la constante [ queda determinada snicamenrs por el
parametro p. Es decir que podemos tener orbitas de diferenfes excentricidades para diferentes

valores de la energia, todas con la misma cantidad de movimiento angular. De hecho, podemos
discutir 1a naturaleza de la orbita segin el signo de la energia:

i) £ =1, l1aenergia es positiva {E = U} v esto corresponde a una orbita hiperbdlica (abierta).
i) £ =1.laenergiaesnula (E = 'D} v esto corresponde a una orbita parabolica (abierta).

iii) 0 < g<1 . la energia es negativa (—}' [2p<E < O] v esto corresponde a una Grbita
eliptica (cerrada).

iv) € =0 . la energia es minima (E =—y/2 p) vy la situacién corresponde a la érbita circular.
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