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Mecánica Racional y Analítica (GAE)
Tema 3: Oscilaciones 
DEFINICIÓN

Se denomina oscilación a una variación, perturbación o fluctuación en el tiempo de un medio o sistema
Ejemplos de sistemas oscilantes serían las cuerdas de los instrumentos musicales, la oscilación de barcos sobre el agua, péndulo simple, péndulo físico…
En muchos problemas de Mecánica Racional y Analítica aparecen oscilaciones, deberás saber cómo resolver la ecuación diferencial que aparece. Más adelante, en este curso veremos también resolución de problemas mediante las ecuaciones de Lagrange y Hamilton, y algunos movimientos (soluciones de la ecuación diferencial) serán también  de tipo oscilatorio.

En este capítulo vamos  a estudiar oscilaciones libres,  amortiguadas y forzadas (y sus combinaciones).
OSCILACIONES LIBRES

[image: image112.png]



Se producen cuando una masa m está sometida únicamente a la acción de un muelle elástico de constante k:

Los muelles son fabricados con materiales muy diversos, tales como acero al carbono, acero inoxidable, acero al cromo-silicio, cromo-vanadio, bronces, plástico, entre otros, que presentan propiedades elásticas y con una gran diversidad de formas y dimensiones.

La flecha nos indica la dirección del movimiento, que por ejemplo suponemos que coincide con el eje X cartesiano.

En un problema de oscilaciones siempre debemos primero dibujar fuerzas, que en este caso son la fuerza del muelle, el peso y la normal.
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Aplicando la conocida ecuación: 
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    en dirección horizontal. En dirección vertical el peso se anula con la normal. 

Por tanto: 
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Para poder resolver la ecuación diferencial sólo hay que escribirla en la forma 
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En el paso anterior hemos aplicado la regla de la cadena.
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, integrando esta expresión se obtiene v(x), e integrando de nuevo ya se obtiene la función x(t) que sería la solución de la ecuación diferencial dada por la expresión 
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Esta ecuación es la ecuación  diferencial del movimiento, y es lineal, de segundo orden, de coeficientes constantes y homogénea.

Veamos los pasos para poder llegar a la solución de dicha ecuación. Vamos a suponer que en un instante de tiempo to=0 la partícula se encuentra en la posición x(0)=xo y v(0)=vo.
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Como 
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Agrupamos variables para poder integrar: 
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Como ayuda para resolver la integral sabemos que :
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y que :  
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Expresamos entonces nuestra integral en forma similar:  
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, operando
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 y finalmente:
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A partir de ahora vamos a llamar :
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a la amplitud del movimiento , en m.
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 es la fase , en radianes.
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 es la frecuencia angular o pulsación del movimiento, en rad/s
Por tanto escribimos:
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, que corresponde a una ecuación de tipo armónico donde A y ( son constantes que se obtienen aplicando condiciones iniciales del problema (posición y velocidad en un tiempo determinado, que suele ser el tiempo inicial).

(En el campus virtual de esta asignatura de Mecánica Racional y Analítica tienes un Excel con varios ejemplos de oscilaciones. Puedes ver que la libre corresponde  la primer hoja de ese fichero Excel.
( A veces el valor de la constante del muelle, k,  nos la dan en kg/m, tendremos que pasar a N/m multiplicando por 9.8. 
(En muchos libros de Mecánica no se indica de dónde sale la solución de la ecuación diferencial. Por eso hemos visto necesario incluirla aquí, para que comprendas de dónde salen las ecuaciones que utilizas y no utilices “recetas” para hacer problemas sin comprender los conceptos.
Energía de la oscilación

La energía potencial elástica del muelle, V,  se obtiene aplicando la expresión: 
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(relación entre una fuerza conservativa como es la fuerza elástica del muelle y el potencial, la fuerza es el gradiente negativo del potencial). 
En coordenadas cartesianas, la expresión del gradiente es: 
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Teniendo en cuenta que el potencial sólo depende de la coordenada x tenemos: 
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Sustituyendo: 
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La energía cinética , T, la calculamos con la expresión: 
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La energía total, E,  la obtenemos sumando la energía cinética y la potencial:
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, con la definición de 
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A la vista de la ecuación anterior, se puede decir que la energía de un cuerpo que oscila libremente, es constante.
(El movimiento armónico simple es un claro ejemplo de la conservación de la energía
OSCILACIONES AMORTIGUADAS

[image: image44]
Al igual que en las oscilaciones libres la flecha nos indica la dirección del movimiento, que por ejemplo suponemos que coincide con el eje X cartesiano.

Este tipo de oscilaciones se producen cuando además de la fuerza elástica del muelle aparece una fuerza viscosa, proporcional y opuesta a la velocidad de la masa.  Esta fuerza es la proporcionada por un amortiguador de constante C, y es dependiente de la velocidad, es decir, depende de 
[image: image45.wmf]x
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.
(El amortiguador es un dispositivo construido de materiales resistentes cuya función es la de controlar las fuerzas axiales, radiales, centrifugas y de carga a las que es sometido un vehículo durante la conducción, para mantenerlo en equilibrio dinámico. 
A modo de ejemplo en la figura mostramos un sistema de muelle con amortiguador correspondiente a la rueda de un vehículo.
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Dibujamos las fuerzas:
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]0
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Esta ecuación sigue siendo una ecuación diferencial  homogénea, lineal, de segundo orden y de coeficientes constantes, que se resuelve mediante un cambio de variable:

( Las unidades de C son Ns/m, si nos lo dan en kgs/m, tendremos que pasar a Ns/m multiplicando por 9.8. 
Se llama Coeficiente de Amortiguamiento Crítico: 
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Según como sea el coeficiente del amortiguador C comparado con el crítico dado por la ecuación anterior , nos podemos encontrar  tres posibles soluciones de la ecuación diferencial homogénea anterior. 
Vamos a verlo, con el cambio de variable ya comentado. 
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Se pueden dar tres casos, según como sea esta raíz cuadrada que aparece en  la expresión de (:

· Si 
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 En este caso  
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, existen dos raíces reales y distintas ( y  2). 
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. El movimiento se llama amortiguamiento fuerte o supercrítico, y la solución de la ecuación diferencial es:
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  que no corresponde a un movimiento oscilatorio (ver el Excel que se adjunta en el campus virtual).

· Si 
[image: image58.wmf]Þ

=

m

k

m

C

2

2

4

 En este caso  
[image: image59.wmf]crítico

C

C

=

, existe una única raíz real doble 
[image: image60.wmf]m

C

2

-

=

l

,  y la solución de la ecuación diferencial es: 
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(ver el Excel que se adjunta en el campus virtual).
· Si 
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, existen dos raíces imaginarias conjugadas y el régimen se denomina Subcrítico o Amortiguado Débil. La solución es de la ecuación diferencial es: 
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  , ecuación que sí corresponde a un movimiento oscilatorio, con amplitud decreciente 
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 es la frecuencia amortiguada o  pseudofrecuencia (ver el Excel que se adjunta en el campus virtual).
El período que se calcular como T=2πcon esta ( se llamaría pseudoperíodo.
A veces se utiliza la frecuencia f=1/T , esta frecuencia se mide en Hz.
( Lo primero que tenemos que hacer en un problema con amortiguador es calcular el coeficiente de amortiguamiento crítico para ver en qué caso estamos
Se define la Tasa de Amortiguamiento Crítico como: 
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En la expresión anterior hemos tenido en cuenta que 
[image: image68.wmf]m
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Esta tasa ( toma valores entre 0 y 1 para el caso de amortiguamiento débil o subcrítico y valores  iguales o mayores que 1 si el amortiguamiento es crítico o supercrítico y no se producen oscilaciones.  Esta tasa es adimensional.
( (ver el fichero Excel adjunto donde se muestran los diferentes casos de oscilaciones).
(Por ejemplo para una partícula de  2 kg de masa unida a un muelle de constante 20 N/m y un amortiguador de 10 Ns/m, el Ccrítico=12,6 Ns/m y la tasa sería de 20/12,6=1,58, mayor que 1 porque sería amortiguamiento supercrítico.
También se define el Decremento Logarítmico, (, que representa la relación entre dos amplitudes consecutivas en un movimiento amortiguado débil (régimen subcrítico). Vamos a ver cómo se calcula:
Para dos movimientos x1 y x2, como la oscilación es periódica de período T: 
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[image: image71.wmf], 
(Es importante hacer notar que para este tipo de movimientos  (amortiguado débil) la amplitud no es constante, varía en el tiempo (según una curva exponencial), haciéndose cada vez más pequeña hasta llegar a cero.

Dividiendo las dos amplitudes:  
[image: image72.wmf]Þ

=

=

+

×

-

×

-

m

T

t

C

m

t

C

Ae

Ae

A

A

2

)

(

2

2

1

d

  
[image: image73.wmf]m
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, finalmente obtenemos que el decremento logaritmo es: 
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Este decremento logarítmico también es adimensional.  
OSCILACIONES FORZADAS AMORTIGUADAS


[image: image76]
Consideramos ahora en este caso una fuerza externa que actúa sobre la masa m, además de la fuerza del muelle y la viscosa (La fuerza debida al amortiguador es de tipo de una fuerza de rozamiento, y por tanto función de la velocidad).
Dibujamos las fuerzas
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[image: image79.wmf])
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La ecuación diferencial del movimiento deja de ser homogénea; la solución, x,  se descompone, pues, en dos partes:
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· xh es la solución de la ecuación diferencial homogénea, y plantea tres casos, como en oscilaciones amortiguadas. 

· xp es la solución particular y es del mismo tipo que F(t). Por ejemplo:

· Fuerza Constante: F(t)=F 
[image: image81.wmf]k

F

x

p

=

Þ

   
Por ejemplo F= 2 (N)

· Fuerza lineal: F(t)=Ft 
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Por ejemplo F=3t (N), siendo t el tiempo

· Fuerza armónica: F(t)=Pmsen(t) 
[image: image83.wmf]Þ
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Por ejemplo F=5sen(8t)  (N), siendo t el tiempo
Vamos a estudiar en profundidad este último caso:
En la ecuación de xp (solución particular) B sería la amplitud de la solución particular y ( la fase. Queremos calcular las expresiones de estos dos valores.
Para ello derivamos la solución particular (ésta será del mismo tipo que la fuerza F(t), es decir, armónica)
xp=Bsen(t+ )
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Entrando en la ecuación diferencial, obtenemos

-mB2sen(t+ )+CBcos(t+ )+kBsen(t+ ) Pmsen(t)
Dando dos valores concretos a t obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas B y (: 

t=0    
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  -mB2sen(CBcos(kBsen(0
t=/2
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La solución general de un movimiento amortiguado forzado se obtiene sumando la solución homogénea y la particular. 
Esta solución corresponde al Régimen Transitorio. ¿Qué quiere decir esto?
Que la solución homogénea desaparece al cabo de cierto tiempo, ya que el amortiguamiento la hace tender hacia cero (ver el ficheo Excel que se adjunta). Cuando esto ocurre decimos que se ha llegado al Régimen Permanente. En este régimen se trabaja únicamente con la solución particular, la cuál depende de la fuerza exterior aplicada.
Cuando esta fuerza es armónica , es decir xp= Bsen(t+), la amplitud del movimiento en régimen permanente  B  sólo depende de la frecuencia angular de la fuerza exterior.

Resonancia:
El término resonancia se refiere a un conjunto de fenómenos relacionados con los movimientos periódicos o casi periódicos en que se produce reforzamiento de una oscilación al someter el sistema a oscilaciones de una frecuencia determinada.
· En mecánica, la resonancia mecánica de una estructura o cuerpo es el aumento en la amplitud del movimiento de un sistema debido a la aplicación de fuerza pequeña en fase con el movimiento.

¿Has oído hablar del puente de Tacoma? El hundimiento del puente colgante de Tacoma Narrows en Puget Sound, Washington (EEUU), que tuvo lugar en 1940, fue causado por vibraciones con la frecuencia natural de la estructura producidas por el viento
Vamos a ver cómo se calcula la frecuencia de resonancia. Se denomina frecuencia de resonancia al valor de  que hace máxima la amplitud B.
Para que B sea máxima , como 
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 el denominador debe ser mínimo. Por tanto, también la función f()= (k-mC2debe ser mínima. 
Buscamos por tanto el mínimo de esta función, derivando respecto a ( y anulando esta derivada primera.

[image: image94.wmf](

)

=

W

W

d

df

(-2m)2(k-m2)+2C2= 0


[image: image95.wmf]
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Esta frecuencia de resonancia, como podemos ver en la ecuación anterior, se puede expresar también en función de la tasa de amortiguamiento crítico ya comentado.
Factor de amplificación:
Se denomina factor de amplificación a la relación existente entre la máxima amplitud del movimiento en régimen permanente (B) y la amplitud que tendría el muelle sometido a una fuerza estática de valor el máximo de la fuerza exterior (lo que hemos denominado Pm). 
El factor de amplificación es adimensional.
F.A.=
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Operando:
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OSCILACIONES FORZADAS.


[image: image100]
Es el mismo caso anterior, haciendo C=0 al no tener amortiguador.

Escribimos la ecuación de sumatorio de fuerzas: 
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Como ya hemos visto, F puede ser constante, lineal o armónica.
Estudiando el caso particular de una función armónica,  F(t) = Pmsen(t + ) tenemos la solución de la ecuación diferencial, que podemos escribir en la forma:

x = xh + xp = Asen(ot+)+ Bsen(t + )

donde 
[image: image102.wmf]2

W

-

=

m

k

P

B

m

  y  
[image: image103.wmf]0

0

=

Þ

=

f

f

sen

 
(fórmulas similares que las del epígrafe anterior sin más que hacer que C=0)
x(t)=Asen(ot+)+ Bsen(t )

En este caso  la frecuencia de resonancia y el factor de amplificación vienen dadas por las ecuaciones anteriores: 
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(Si te das cuenta las ecuaciones son parecidas a las de las oscilaciones amortiguadas forzadas sin más que hacer que C sea nulo.
Autor: Dra Laura Abad Toribio
Asignatura: Mecánica Racional y Analítica

Titulación: Grado en Ingeniería Aeroespacial
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