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Introduccion

En este curso se aborda la disciplina de las matematicas que tradicio-
nalmente se denomina célculo o analisis matematico en una variable. El
concepto de limite, central en esta asignatura, y que abre todo el campo
del célculo diferencial e integral, supone una revolucion en las matematicas
y en como éstas describen la realidad: de la nociéon de velocidad constante
a la de velocidad instantdnea, del calculo de areas de poligonos al de areas
encerradas por curvas, del calculo de masas de s6lidos de densidad constante
al mismo célculo con densidad variable, de la probabilidad de sucesos con
una cantidad finita de opciones al estudio de las probabilidades de sucesos
donde hay una cantidad infinita de posibilidades, de lo discreto a lo conti-
nuo... son algunos ejemplos que ilustran lo senalado. La fisica, la ingenieria,
la estadistica se fundamentan (no exclusivamente pero si de una forma cru-
cial) matematicamente en los conceptos que se presentaran: limite, funcion,
derivacion e integracion.

Aunque el mundo de las telecomunicaciones y la informéatica presenta
actualmente un modelo digital, es decir, discreto (este campo de las mate-
maticas se presenta en la asignatura de Matematica Discreta) no podemos
olvidar que la realidad no se adapta completamente a modelos discretos. El
area de una circunferencia involucra a ese misterioso nimero m que no es
un numero racional y el teorema de Pitagoras nos recuerda que la diago-
nal de un cuadrado de lado unidad (pensemos en el aleron de un tejado)
tampoco es racional. Cuando nos circunscribimos al mundo de los nimeros
racionales lo hacemos para perder exactitud (es imposible la cuadratura del
circulo, nunca mejor dicho) y eso puede ser tragicamente relevante. Ademas,
el analisis matematico presenta interesantes instrumentos de descripcion que
son fundamentales en otros campos: por ejemplo el estudio sistematico de
las funciones reales es usado para el estudio de la eficiencia de los algorit-
mos en lo que se denomina complejidad y esto tiene fuertes consecuencias en
seguridad informética, gestion de proyectos... .Finalmente la industria y la
economia (también la biologia, la quimica, la medicina...) necesitan modelos
que describan ciertos procesos (evoluciones de mercado, procesos de fabrica-
cion, poblaciones...) y de los que, a priori, se puedan establecer predicciones,
se puedan optimizar gastos y recursos (u otras variables), se tomen decisiones
adecuadas y seguras... . Normalmente estos estudios no involucran a una
sola variable (pensemos en una industria: tiempo, energia, recursos huma-
nos...) y por tanto se necesita también desarrollar un analisis matemaético de



varias variables que es lo que se ensenara en la asignatura de Calculo.

Con frecuencia, los problemas matematicos que se presentan en la ciencia
o la tecnologia no se pueden resolver con métodos analiticos exactos. No es
posible calcular el drea de una region si no conocemos una primitiva de la in-
tegral que la representa. Asi mismo, para calcular el méximo de una funcién
es, en general, necesario poder calcular exactamente las raices de su fun-
cion derivada. En un modelo matemaético que utiliza ecuaciones diferenciales
tenemos que poder calcular las soluciones exactas de estas ecuaciones.

Hay varios teoremas que garantizan la existencia de soluciones a estos
problemas sin proponer un método efectivo para su célculo exacto. En es-
tos casos se utilizan métodos numéricos, es decir, algoritmos que permiten
hallar una solucién aproximada. Estos métodos se basan, en general, en la
discretizacion del problema y métodos iterativos de aproximacion.

Newton, Leibnitz, Cauchy, Euler, Gauss... son algunos de los insignes ma-
tematicos que han desarrollado una de las obras intelectuales fundamentales
para la ciencia y la tecnologia actuales.

El contenido de esta publicaciéon es un guiéon de la asignatura de Bases
de Matematicas para las titulaciones de Ingenieria Técnica en Informética
de Sistemas y de Gestion de la Escuela Superior de Ciencias Experimentales
y Tecnologia (ESCET).

Con estas notas de clase se intenta presentar de forma organizada el mate-
rial que se expondra en las clases tedricas. Por la naturaleza de estos apuntes,
la exposicion no es completa y es fundamental que el alumno consulte tam-
bién los libros recomendados en la bibliografia relativa a la asignatura.

Estas notas vienen acompanadas por un libro de problemas resueltos de
forma tradicional y un libro de problemas resueltos utilizando el sistema de
computacion simbolica Maple V, donde se podran apreciar mayormente las
aplicaciones de las técnicas y de los resultados expuestos en clase.

El capitulo 1 es un breve repaso de nociones bésicas de logica y técnicas
de demostracion de teoremas, temas que se desarrollan con mas detalle en la
asignatura paralela de Matemética Discreta.

En el capitulo 2, a partir de las operaciones béasicas entre conjuntos y la
nocion de relacion binaria, se define el concepto de funciéon entre dos con-
juntos arbitrarios y se estudian sus propiedades generales. En particular se
tratan las funciones que tienen inversa. También se definen las relaciones
de equivalencia y de orden que se utilizaran en los siguientes capitulos. El
apéndice al final de estos apuntes contiene un breve repaso de las funciones



elementales y sus propiedades que se suponen estudiadas por el alumno en
cursos anteriores.

Todas estas nociones son bésicas y aparecen en practicamente todas las
asignaturas de la titulacion. En particular, vendran empleadas en la asigna-
turas de Matemética Discreta, Calculo y Algebra.

En el capitulo 3 se dard una descripcion de la estructura algebraica de
cuerpo (estructura que se estudiara en més detalle en la asignatura de Alge-
bra) del conjunto R de los niimeros reales, de sus propiedades de orden y de
completitud. Estas propiedades son fundamentales para poder comprender el
concepto de distancia en R y de limite de una funcion real. Las aplicaciones
de estos conceptos seran los temas principales del calculo en una variable.

El capitulo 4 estd dedicado a los ntimeros complejos. Se trata de un
breve repaso de las propiedades basicas de estos ntimeros. Los aspectos nu-
méricos son el contenido de la practica correspondiente con Maple V de esta
asignatura.

Los capitulos 5, 6 y 7 tratan los conceptos de limite de sucesiones y
funciones reales y de continuidad. Se exponen los teoremas fundamentales de
convergencia y divergencia. Los métodos numéricos correspondientes vienen
presentados en las practicas correspondientes con Maple V de esta asignatura.
En estos apuntes se presta particular atencién al tema de las sucesiones
reales como introduccion a la resoluciéon de ecuaciones en diferencias que
los alumnos estudiaran durante la asignatura de Algebra, y a la teoria de
las series desarrollada en la asignatura de Célculo. Los alumnos pueden
utilizar los resultados de estos capitulos para el estudio de la convergencia
y complejidad de los algoritmos presentados en la asignatura paralela de
Matematica Discreta.

Los siguientes dos capitulos (8 y 9) introducen el célculo diferencial y sus
aplicaciones cléasicas. El 10 trata del calculo integral y de técnicas bésicas
de integracion. Todos estos conceptos y sus aplicaciones vienen ilustrados en
las practicas correspondientes con Maple V.

Los métodos numéricos relacionados ad estos temas se profundizaréan en
la asignatura de Céalculo.

Esta publicacion es, en su mayoria, una adaptacion del material conteni-
do (unas veces sin modificarlo, otras proponiendo variaciones de ello) en la
bibliografia incluida.
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Capitulo 1

Nociones de l6gica y
demostraciones

Las ciencias experimentales se basan en la observacion de la naturaleza y
utilizan un razonamiento de tipo inductivo para poder formular teorias ge-
nerales que permitan entender y clasificar los resultados de observaciones
particulares y hacer predicciones sobre futuros experimentos.

Ejemplo de razonamiento inductivo
Durante el primer dia de clases en nuestra universidad se observa que:

e en las aulas 204 y 207 hay mas alumnos varones que mujeres,
e en la biblioteca hay mas alumnos varones que mujeres

Por tanto, se deduce que en nuestra universidad la poblacién masculina es
predominante, pero no tenemos la certeza que nuestra conclusiéon sea verda-
dera.

Las matematicas son una ciencia deductiva. La investigacion matematica
se basa en un modelo matematico de la realidad constituido por objetos
rigurosamente definidos por medio de axiomas y utiliza las leyes de la l6gica
formal para sacar conclusiones que sean verdaderas en el modelo considerado.

Ejemplo de razonamiento deductivo

Sea A el conjunto de todos los alumnos oficialmente matriculados en
nuestra universidad. Sea v el ntimero de elementos de A que son varones y
m el correspondiente nimero de elementos de A que son mujeres.

13



14 CAPITULO 1. NOCIONES DE LOGICA Y DEMOSTRACIONES
Teorema 1.0.1 v > m

Demostraciéon De las listas oficiales del Rectorado sabemos que v = 3500
y que m = 1500. Por tanto, se sigue que v > m. O

El razonamiento matematico necesita afirmar con certeza si una sentencia
es verdadera o falsa.

La Légica es la disciplina que se ocupa del estudio sistematico de las
condiciones generales de validez y de la formalizacion de razonamientos o
deducciones.

En lo que sigue se pretende recordar solo algunas nociones de logica pro-
posicional vy de logica de predicados que nos haran falta en los siguientes
capitulos. Los alumnos estudiarian estos conceptos en mas detalle como pri-
mer tema de la asignatura paralela Mateméatica Discreta.

Una proposicidn es una sentencia que se puede clasificar como verdadera
o falsa sin ambigiiedad.

En nuestra notacion, las constantes son los elementos de un conjunto U,
que sera nuestro universo de discurso y las variables son objetos genéricos,
que podran sustituirse por elementos de U.

Un predicado o funcién proposicional es una sentencia que involucra
variables de modo que al ser sustituidas por constantes de un universo U se
convierte en una proposicion.

Nota importante: al fin de simplificar la exposicion, trabajaremos siem-
pre en un universo predeterminado (los niimeros naturales, enteros, raciona-
les, reales, complejos,...). Esta limitacion nos permitira prescindir de algunas
definiciones y estructuras logicas fundamentales, cuales las tautologias, las
formas proposicionales y las formas de predicados.

Ejemplo 1.0.2 La sentencia “existe x tal que x* = 27 es verdadera si nuestro
contexto son los nimeros reales (v = V2 ox = —\/5) y falsa si nuestro
contexto son los niumeros naturales.

Ejemplos 1.0.3 1) En el conjunto R de los niimeros reales, 2 + 2 = 4.
2) En el conjunto N de los nimeros naturales, 2 - 3 = —6.
3) Este enunciado es falso.
4) En el conjunto R de los nimeros reales, 0 = 0.
5) En el conjunto R de los nimeros reales, 0 # 0.
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1) Es una proposicion verdadera.
2) Es una proposicion falsa.

3) No es una proposicion.

4) Es una proposicion verdadera.
5) Es una proposicion falsa.

1.1 Conectivos logicos y tablas de verdad

Si Py @ son dos proposiciones, es posible crear nuevas proposiciones por
medio de los siguientes conectivos logicos:

e la negacién de P es la proposicion

noP (6 =P) que es falsa cuando P es verdadera y verdadera cuando P

P | =P
es falsa. Su tabla de verdad es V| F
Fl|V

e la conjunciéon de Py @ es la proposicion

P A Q que es verdadera si y s6lo si Py () son verdaderas.

PlQ|PAQ
ViV V
Su tabla de verdad es VIF F
v F
F|F F

e la disyuncién de P y @ es la proposicion
PV @ que es verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones

Py @Q es verdaderas.

PvaQ

Su tabla de verdad es

N < <
<m0
SIS NEAN R




16 CAPITULO 1. NOCIONES DE LOGICA Y DEMOSTRACIONES

e la implicacién es la proposicion
P = @ que es siempre verdadera salvo si P es verdadera y @) es falsa.

P se llama la hipotesis y ) la conclusion.

PlQ|P=Q

VIV \%
Su tabla de verdad es V| F F

FlV \%

F | F \%

e la doble implicacién es la proposicion
P < () definida como (P = Q) A (Q = P).

PlQ| | P=Q|Q=P|P&sQ

Viv \% V V
Su tabla de verdad es VI|F F Vv F

Fv \%4 F F

F | F \% V \%

Ejemplo 1.1.1 En el contexto de los nimeros naturales, sean P :“n es par”
y Q : “existe un numero natural m tal que n = 2m.” Entonces P < Q) es
verdadera precisamente cuando P y Q) son ambas verdaderas o ambas falsas.

Definicion 1.1.2 Dos proposiciones P y (Q son equivalentes en sentido
légico (y se escribird P = Q) si tienen la misma tabla de verdad, es decir,
st P < Q) es siempre verdadera.

Ejercicios 1.1.1 Sean P y Q) dos proposiciones.
1) Verificar que valen las Leyes de De Morgan:

e 2(PVQ)=(-P)A(=Q)
e A(PAQ)=(=P)V(-Q)

2)Verificar que (P = Q) = ((-P)V Q) = ((—Q) = (=P)). Pensad, por
ejemplo, en P :“estoy en Roma” y Q) : “estoy en Italia.”
3) Verificar el principto de doble negacion:

~(=P) = P. (1.1)



1.2. LOS CUANTIFICADORES “¥”'Y “3” 17

1.2 Los cuantificadores “V”’ y “3”

Por definicion, un predicado se convierte en una proposicion al sustituir sus
variables por constantes de un universo U.

Otra forma de convertir predicados en proposiciones es el uso de los si-
guientes cuantificadores:

e ¢l cuantificador universal V (para todo) y
e ¢l cuantificador existencial 3 (existe).
Si P(x) es un predicado y U es nuestro universo, la expresion
Ve € U P(x)
representa la frase para todo x en U, P(z) es verdadera y la expresion
dr € U P(x)
representa la frase existe z en U tal que P(x) es verdadera.

Ejemplos 1.2.1 1) La proposicion (verdadera) “para todo nimero real no
negativo x existe un mimero real y tal que (t.q.) y* = x,” se escribe como

Ve e RTU{0},Iy e R tq y*=uz.

2) La proposicion (falsa) “existe un namero real y tal que para todo nu-
mero real no negativo z, y?> = x,” se escribe como

JyeR tq VYeeRTU{0}, ¢ =2

Entonces, si se invierte el orden de los dos cuantificadores V y 3 se puede
pasar de una proposicion verdadera a una falsa.

1.3 Negacion de una proposicion que contenga
cuantificadores

e Para demostrar que la proposicion “Vo € R, 2% = 17 es falsa hay que
presentar un solo contraejemplo (xr = 2), es decir

=((Vz € R)(z* = 1)) es Iz € R)(~(2*=1)).
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e Para demostrar que la proposicion “Jz € R t.q. 2? = —17 es falsa
hay que demostrar que ningtin ntimero real x es tal que (2> = —1), es
decir

=((3r € R)(z* = -1)) es (Vz €R)(~(z* = -1)).

Teoremas y demostraciones directas e indirectas

Un axioma es una proposicion que se considera verdadera sin demostrar-
la.

A partir de axiomas y proposiciones verdaderas, se pueden utilizar las
leyes de la logica (los “razonamientos vélidos”) para demostrar que una nueva
proposicion es también verdadera.

Un teorema es una proposicion verdadera del tipo “P = @),” donde P
y @ son dos proposiciones.

Un lema es un teorema que se utiliza para demostrar otro teorema y un
corolario es un teorema que es una consecuencia directa de otro teorema
previamente demostrado.

Los siguientes son algunos ejemplos donde se utilizan las principales téc-
nicas de demostracion.

Ejemplo 1.3.1 Teorema 1.3.2 El cuadrado de un entero impar es tam-
bién un entero impar.
Utilizaremos las siguientes proposiciones:
P :n es un entero impar
Ry :n=2k+1 para cierto k entero
Q : n es un entero impar y n* es impar.

Una demostracion directa de un teorema de la forma “P = ()" consiste
en una cadena de proposiciones verdaderas P, Ri, Ry, -+ , R,,, Q tal que

P=R,R = Ry, ,R,, = Q.
Demostraciéon directa del teorema (1.3.2):
P=R;
Ry :n?=(2k+1)* =4k*> + 4k + 1
Rs:n? =2(2k +2k) + 1
R,:n*=2j+1 paraun cierto j entero
Ry = Q
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Entonces P = Ry = Ry = R3 = Ry = Q. O

Dos tipos de demostraciones indirectas son las demostraciones por
contrapositivo y las demostraciones por reduccion al absurdo (o contradic-
cion).

En una demostraciéon por contrapositivo se utiliza la equivalencia
logica entre “P = @7 y “—Q = —P”

Ejemplo 1.3.3 Teorema 1.3.4 Sea a > 0 un nuimero real. Si para todo
€ >0 se tiene 0 < a < €, entonces a = 0.

Demostraciéon por contrapositivo del teorema (1.3.4):
en este caso el contexto son los nimeros reales no negativos. P : (Ve >
0)(0<a<e) y Q:a=0.Entonces tenemos que demostrar que si a > 0
(es decir, si =(Q) es verdadera) se sigue que (Je > 0)(0 < € < a) (es decir,
—P es verdadera). Sea Ry : 0 < € = 5 < a. Se verifica que =Q) = Ry = —~P.0

En una demostraciéon por reduccién al absurdo se utiliza el hecho
de que si C' es una contradiccion (una proposicion siempre falsa), entonces las
proposiciones “P = @” 'y “(PA—Q) = C” son equivalentes en sentido
logico.

Ejercicio 1.3.1 Comprobar que (P = Q) = (P AN Q) = C).

Ejemplo 1.3.5 Teorema 1.3.6 Sea a un numero real. Si a > 0, entonces
1
~= > 0.

Demostracién por reducciéon al absurdo del teorema (1.3.6):
esta vez el contexto son los ntimeros reales, P :a >0 y @ : % > 0. Nos
hace falta verificar que si (PA(—Q)) :a >0 y + < 0es verdadera, entonces
se obtiene una contradiccion. Sean R; : a - % <0 y (C:1=a- é < 0.

El resultado se sigue de la cadena P A (-Q) = R = C. 0

1.4 Inducciéon matematica

El método de demostracién por induccién matematica se aplica cuando se
quiere demostrar que una proposicion P(n), que depende del nimero natural
n, es verdadera para todo n. Por ejemplo, una de las siguientes formulas:
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YneN, S k=t

2

VYneN, S k%= nth

2

VneN, > (2k—-1)=n?

VneN, 2"<(n+1),
donde (n+1)!'=(n+1)(n) (n—1) --- 21

Este método utiliza la propiedad del conjunto N de los nimeros naturales
conocida como Principio de induccién matematica:

Teorema 1.4.1 (Principio de induccion matemdtica) Si A es un subcongjun-
to cualquiera de N tal que

1)1eA y

2)(neA)=(n+1e€A),
entonces A = N.

Proposicion 1.4.2 (Razonamiento por induccion) Sea P(n) una pro-
posicion tal que se pueda probar que
1) base de induccion: P(1) es verdadera

Yy que
2) paso de induccion: P(n) verdadera = P(n + 1) verdadera,
entonces ¥Yn € N, P(n) es verdadera.

La demostracion de la proposicion (1.4.2) se sigue aplicando el principio de
induccion al conjunto A = {n € N: P(n) es verdadera}.

Ejemplo 1.4.3 Demostracion por induccion de
VneN, 2"<(n+1)L

Base de induccion: sin =1, P(1) (2 < 2) es verdadera.
Paso de induccion: si 2™ < (n+ 1)! (P(n) es verdadera), entonces

2" =22" <2 (n+ 1)< (n+2) (n+1)! = (n+2).
El resultado se sigue de la proposicion (1.4.2).

Veremos mas ejemplos de demostraciones en los siguientes capitulos.



Capitulo 2

Conjuntos, relaciones y funciones

Este capitulo es un repaso de nociones de teoria de conjunto y de las defini-
ciones béasicas de relaciones, funciones y sus propiedades.

(Referencias: R. Criado, A. Burjosa, C. Vegas, R. Banerjee, Fundamentos
matemdticos I, Ed. Centro de estudios Ramoén Acreces. Madrid, 1998 y
P.H. Halmos, Naive Set Theory, Springer-Verlas New York, Heidelberg, Ber-
lin, 1987.)

La logica y la teoria de conjuntos estin estrechamente relacionadas. De
hecho en un principio se pens6 que toda propiedad P(z) (todo predicado en
el lenguaje de la logica de primer orden) llevaba asociado un “conjunto”,

{z: P(z)}.

El conjunto obtenido estaria formado por los elementos a del universo de
discurso U que satisfacen la propiedad P(z), es decir, tales que se pueda
afirmar que P(z) es verdadera si x = a.

Asi, por ejemplo, sea nuestro universo de discurso “los seres humanos” y
sea P(x) la propiedad de un genérico ser humano z de ser alto al menos
1,70 metros. Dado un particular ser humano a, es posible determinar si a
mide al menos 1,70 metros, es decir, si a pertenece al conjunto {z : P(z)}.

Més concretamente, inicialmente se aceptaba la idea que toda propiedad
P(z) divide un universo de discurso en dos partes: la formada por los objetos
a que la satisfacen, a € {z : P(x)}, y la formada por los objetos a que no
la satisfacen, a ¢ {z: P(z)}.

En 1903 Bertrand Russell propuso el siguiente ejemplo de “conjunto” (se-

21
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gun la definicién de conjunto de su época)
A={z:2 ¢z},

y pregunt6 si A € A.

De la definicion de A se sigue que A € A implica que A ¢ A y, ademas,
que A ¢ A implica que A € A.

Por tanto se obtiene la contradiccion: A € A siysolosi A ¢ A.

El ejemplo de Russell muestra que no toda propiedad determina un con-
junto, hace falta restringir la clase de propiedades que definen conjuntos.

La primera de las restricciones es el arioma de especificacion: una pro-
piedad por si sola no determina un conjunto, sino que selecciona elementos
de un conjunto dado al que es necesario referirse.

Para no incurrir en contradiccion con el axioma de especificacion, es nece-
sario asumir la no existencia del “conjunto universal U,” el conjunto de todos
los conjuntos. Si U fuera un conjunto, también A = {x € U : x ¢ z} tendria
que ser un conjunto.

En respuesta a la paradoja de Russell, se propusieron varias formulaciones
axiomaticas de la teoria de conjuntos.

En nuestra exposicion, utilizaremos reglas de construccion de conjuntos
formuladas en términos de la logica de predicados, a partir de los conceptos
primitivos de conjunto y pertenencia (Zermelo-Fraenkel,1922).

2.1 Nociones de teoria de conjuntos

Los conceptos de conjunto y de pertenencia de un elemento a un conjunto
son conceptos primitivos, es decir, no se definen.

Diremos que un conjunto A es una coleccion (familia, clase), finita o
infinita, de objetos de un universo U tal que para todo objeto x se pueda
determinar si x pertenece a A. Los objetos de un conjunto seréan sus ele-
mentos. Si x pertenece al conjunto A, se escribirda x € A. Si x no pertenece
a A, se escribira x ¢ A.
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Ejemplos 2.1.1

N:={1,2,---} es el conjunto de los niimeros naturales,

Z:=A{--,-2,—1,0,1,2,---} es el conjunto de los niimeros enteros,

F .= {§ p,q€Z y qF#0} es el conjunto de las fracciones de

numeros enteros,

A={reR:2>=1}={-1,1} es el conjunto solucién de la ecuacion

22 —1=0.

Notacion: los simbolos @Q, R y C denotaran, respectivamente, el con-

junto de los niimeros racionales, reales y complejos.

2.1.1 Inclusién e igualdad de conjuntos

Si todo elemento = de un conjunto A es también elemento de un conjunto B,
se dird que A esta contenido en B 0 que A es un subconjunto de B (y se
escribira A C B 6 B D A).

Si A es un subconjunto de By existe un elemento de B que no pertenece
a A, entonces A es un subconjunto propiode B: AGCB 6 ACB.

Dos conjuntos A y B son iguales si contienen los mismos elementos. Por
ejemplo, los conjuntos A = {—2,1,0, -7} y B ={-7,1,0,—2} son iguales.

Nota importante: para demostrar que dos conjuntos A y B son iguales,
es necesario verificar las dos siguientes condiciones:

1)ACB (2.1)
2)BC A (2.2)
Ejemplos 2.1.2 1) Sean A={r eR:2?+2—-2=0} y B={-21}
Los elementos de A son las soluciones de la ecuacion x?+x—2 = 0, es decir,
son los nimeros x1 =1y xe = —2. Ya que x1 € B y x5 € B, A C B. Ahora
estd claro que también B C A. Por tanto, A = B.
2) Sean A ={a,b,c,d} y B={c,a,d,b}, entonces A = B.
El conjunto vacio () es el conjunto que no tiene elementos.

Nota: el conjunto () no es igual al conjunto A = {@}, pués A tiene un
elemento, el conjunto vacio.

Ejemplo 2.1.3 Sea A= {x € R:2?> = —1}. Entonces A = 0.

Proposicion 2.1.4 Sea A un conjunto cualquiera. Entonces () C A.
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2.1.2 Operaciones con conjuntos

Si Ay B son dos conjuntos, es posible construir nuevos conjuntos por medio
de las siguientes operaciones:

e la unién de A y B es el conjunto AU B de todos los elementos de A
o de B, es decir

AUB={z:x€ A 6 x¢€ B},

e la interseccion de A y B es el conjunto AN B de todos los elementos
que pertenecen tanto a A como a B, es decir

AnNB={z:(re€A) y (xeB)}

Si Ay B no tienen elementos en comiin, entonces AN B = () y se dira
que A y B son disjuntos,

e ¢l complemento (relativo) de B respecto de A es el conjunto A\ B
de todos los elementos de A que no pertenecen a B, es decir

AB={z:(ze€A) y (¢ B)}.

Ejercicio 2.1.1 Sean A = {-1,0,3,7} y B = {-3,—1,0,3,5,7,8}. Deter-
minar AUB, AN B y A\B.

e ¢l producto cartesiano de dos conjuntos no vacios Ay B es el con-
junto de todos pares ordenados (a,b) con a € Ay b € B, es decir

Ax B={(a,b): (ac A) y (be B)}.

Para representar graficamente un producto cartesiano Ax B de dos conjuntos,
se puede utilizar un sistema de ejes. Los elementos de A se representan por
medio de puntos del eje de las abscisas y los elementos de B por medio de
puntos del eje de las ordenadas. Entonces los elementos de A x B son todos
los puntos de “coordenadas” (a,b).

Por ejemplo, sean A = {z,y,2z} y B = {a,b}. La figura 2.1 es una repre-
sentacion grafica (obtenida con el sistema Maple sustituyendo las letras por
nameros: r =1,y =2,z=3,a=1,b=2)de A x B.

Ejercicio 2.1.2 Sean A ={-1,0,3,7} y B ={—1,1}. Determinar y repre-
sentar grdficamente el conjunto A x B.
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Figura 2.1: Grafica de A x B.

2.1.3 Partes de un conjunto y propiedades de las ope-
raciones con conjuntos
Si A es un conjunto, se llama conjunto de las partes de A, P(A), al nuevo

conjunto cuyos elementos son exactamente los subconjuntos de A.
Nota: Para todo conjunto A, P(A) es siempre no vacio, ya que ) € P(A).

Ejemplo 2.1.5 Sea A = {a,b,c}. Entonces

P(A) = {0,{a},{b},{c}, {a, 0}, {a, c}, {b,c}, {a, b, c}}.

Sean A, B y C tres conjuntos. Las principales propiedades de las opera-
ciones con conjuntos son las siguientes:
1) idempotencia de la union y de la interseccion:

AUA=A (2.3)
ANA=A (2.4)

2) conmutatividad de la union y de la interseccion:
AUB=BUA (2.5)
ANB=BNA (2.6)

3) asociatividad de la union y de la interseccion:

AUu(BUC)=(AuB)UC (2.7)
AN(BNC)=(AnB)nC (2.8)

4) distributividad de la union respecto de la interseccion y de la inter-
seccion respecto de la union:

AU(BNC)=(AUuB)N(AUC) (2.9)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (2.10)
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AUD=A (2.11)
AND =10 (2.12)

6) Leyes de De Morgan (para conjuntos):

C\(AU B) = (C\A) N (C\B) (2.13)
O\(AN B) = (C\A) U (C\B) (2.14)
7)
(A\B)UB=AUB (2.15)
(A\B)NB =10 (2.16)
A\(A\B) = ANB (2.17)

Ejercicio 2.1.3 Demostrar las propiedades enunciadas en el punto 7).

Unién e intersecciéon de una familia arbitraria de conjuntos.

Las definiciones de unién y de interseccién de dos conjuntos se pueden
extender a una familia arbitraria de conjuntos. Si J es un conjunto fijado y
asociamos a cada j € J un conjunto A;, entonces obtenemos la familia de
conjuntos {4;};c;.

La union de los conjuntos de la familia {A;};c; es el nuevo conjunto

A={]J4
Jje€J

tal que x es un elemento de A si x es un elemento de al menos uno de los
conjuntos de la familia {A4;};c;.
La interseccion de los conjuntos de la familia {A;};c es el nuevo conjunto

A=[)4
Jjed

tal que x es un elemento de A si x es un elemento de todos los conjuntos de
la familia {A;};es.

Ejemplo 2.1.6 Si J =N y Vn € N definimos N,, = {1,2,3,--- ,n}, enton-
ces UpenNn =Ny MN,enNn = {1}.
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2.1.4 Cardinal de un conjunto

El cardinal de un conjunto finito A, Card(A), es el nimero de elementos de
A. Si A es un conjunto infinito se escribira Card(A) = co.
Sean A y B dos conjuntos finitos cualesquiera, entonces

Card(AUB) = Card(A)+ Card(B) — Card(AN B) < (2.18)
< Card(A) + Card(B)

Si ANB =0, Card(AU B) = Card(A) + Card(B).

Observacion: Se puede comprobar que si A es un conjunto finito, Card(A) =
n = Card(P(A)) = 2".

Ejemplos 2.1.7 1) Card(N) = co
2) Sean A = {-2,0,3,17} y B = {-7,0,5,17,18}. Entonces, AU B =
{-7,-2,0,3,5,17,18} y AN B = {0,17}. Se sigue que

7= Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(ANB) =4+5— 2.

En el capitulo 3 volveremos a hablar de cardinal de un conjunto en mas
detalle.

2.2 Relaciones binarias

Sean A y B dos conjuntos no vacios.

Definiciéon 2.2.1 Una relaciéon binaria entre A y B es un subconjunto
R del producto cartesiano A x B. Si (a,b) € R se dird que a y b estin
relacionados y se escribird aRb.

Ejemplo 2.2.2 Sean A = {a,b,c}, B={d,e} y R={(a,d),(b,e),(c,d),(c,e)}.
Entonces aRd,bRe,cRd y cRe. (Ver figura 2.2)

Si R C Ax A (es decir, si A= B), se dird que R es una relaciéon binaria
en A.

Ejercicio 2.2.1 Sean A = {a,b,c}, R = {(a,a), (b,a),(c,b), (c,c)}. Enton-
ces aRa,bRa,cRb y cRc. Representar grdficamente la relacion R.
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Figura 2.2: Grafica de R.

Ejercicio 2.2.2 En base a la siguiente Tabla 1, describir las relaciones en
el conjunto A = {Andrea, Beatriz, Carlos, Davide, Edward } :
1) xRy < x ey viven en el mismo pais.
2) xRoy < x ey tienen el mismo numero de teléfono o la misma edad.
3) xRsy < x ey tienen la misma altura y son europeos.

Tabla 1 | Edad Tel. Pais Altura | Ocupacion
Andrea 21 | 43-6950-555-0001 | Alemania | 1,75 | Informdtica
Beatriz 18 34-91-555-0000 Espana 1,68 | FEstudiante
Carlos 37 34-91-555-0000 Espana 1,75 Profesor
Davide 18 39-06-555-0002 Italia 1,65 | FEstudiante
Edward 21 1-215-555-0003 EEUU 1,68 Profesor

Una relacion R en un conjunto no vacio A puede ser:

e R1) reflexiva: Vz € A zRx

)

e R2) simétrica: Vx,y € A xRy = yRx

e R3) antisimétrica: Vz,y € A zRyeyRr = x =1y
)

e R4) transitiva: Vr,y,2 € A zRye yRz= xRz

Ejercicio 2.2.3 Interpretar grdificamente las propiedades reflexiva, simétri-
ca, antisimétrica y transitiva.

Observacion 1 Las tnicas relaciones binarias en un conjunto no vacio A
que sean al mismo tiempo simétricas y antisimétricas son tales que R C

{(z,y) 1z =y}
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Ejemplos 2.2.3 1) Sea A el conjunto de las personas y R = {(a,b) € AXA:
a es el padre de b}. Esta relacidn no tiene ninguna de las propiedades R1, R2

y RA.

2) En el conjunto de las partes P(A) de un conjunto A, la relacion de
inclusion R = {(B,C) € P(A) x P(A) : B C C} es reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

3) En el conjunto Z de los nimeros enteros, la relacion R = {(n,m) €
Z X Z:n—m es par} es reflexiva, simétrica y transitiva.

4) En el conjunto de las rectas del plano real, la relacion “r es ortogonal
a s” no es reflexiva, es simétrica y no es transitiva.

Definiciéon 2.2.4 Si R C A X B es una relacion binaria, se denomina

e dominio de R al conjunto

dom(R) ={x € A: Jy € B tal que (zv,y) € R} C A

e imagen directa (o rango) de R al conjunto

Im(R) ={y € B:3x € A tal que (z,y) € R} C B

e imagen tnversa (o reciproca) de un subconjunto C' de B al conjunto

RYC)={r€A:IyeC tal que (z,y) € R} C A
e codominio de R al conjunto B.

Ejercicio 2.2.4 Determinar dominio e itmagen de las relaciones definidas
en los ejemplos (2.2.2) y (2.2.3).

2.2.1 Relaciones de equivalencia

Definiciéon 2.2.5 Una relacion binaria R en un conjunto no vacio A se
denomina relacion de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.
Si R es una relacion de equivalencia en A y a,b € A son tales que aRb, se
escribird a ~ b.
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Sia € Ay ~ es una relacion de equivalencia en A, se puede definir un
subconjunto C'(a) de A denominado clase de equivalencia de a :

Cla)={x € A:z ~a}. (2.19)

Notar que C'(a) no es vacio ya que toda relacion de equivalencia es reflexiva.
Sea b otro elemento de A. Puede ocurrir so6lo una de las siguientes situa-
ciones:

si a ~ b, entonces C'(a) = C(b), (2.20)
si a » b, entonces C(a) N C(b) = (. (2.21)

Por tanto, si consideramos el conjunto de las distintas clases de equivalencias,
este conjunto representa una particion de todo A entre subconjuntos disjuntos
y se denomina conjunto cociente.

Ejemplos 2.2.6 1) La relacion R = {(n,m) € Z X Z : n — m es par}, es
una relacion de equivalencia y Z = C(0)UC(1). C(0) es el conjunto de todos
los enteros pares y C(1) de los enteros impares.

2) En el conjunto de las rectas del plano real, la relacion “r es paralela a
s” es una relacion de equivalencia. Para toda recta v, C(r) representa a la
direccion determinada por r.

3) Nimeros ractonales
En el conjunto F de las fracciones F := {p/q : p,q € Z y q # 0}, para
todo par de fracciones r1 = % Yro= Z—j, se define la relacion de equivalencia
R como ry ~ 19 & p1go = paq1- El conjunto de las clases de equivalencia es

el conjunto Q de los nimeros racionales.

Ejercicio 2.2.5 Utilizando la Tabla 1 del ejercicio (2.2.2), definir una rela-
cion de equivalencia en A y determinar las relativas clases de equivalencia.

2.2.2 Relaciones de orden

Definicion 2.2.7 Una relacion R en un conjunto (no vacio) A es una rela-
cion de orden si es refleriva, antisimétrica y transitiva. St R es una rela-
cion de orden en A y x,y € A son tales que xRy, se escribirda x < y.

Una relacion de orden R sobre A tal que cada dos elementos z e y de A
se pueden comparar (es decir, Vz,y € A, xRy 6 yRz) es una relaciéon de
orden total. Si una relaciéon de orden R no es de orden total, entonces es
una relaciéon de orden parcial.
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Ejemplos 2.2.8 1) En el conjunto de los nimeros reales la relacion “menor
0 igual que” (<) es una relacion de orden total. En particular, sea A :=
{1,2,3,4,12}. El orden del conjunto A dato por < se puede representar con
un grafo orientado:

1—2—3—4———12

2) En el conjunto de las partes de un conjunto A, la relacion de inclusion
(C) es una relacion de orden parcial.

3) En el conjunto de los nimeros naturales la relacion “ser divisor de’, |,
es una relacion de orden parcial. En particular, para el mismo conjunto
A = {1,2,3,4,12} del ejercicio 1), la relacion | se puede representar por
medio del siguiente grafo:

/! N\
1l — 2 — 4 — 12

Ejercicios 2.2.1 1) Dibujar el grafo de la relacion de orden parcial C en
P(A), donde A :={a,b,c}.

2) Dibujar el grafo de la relacion de orden parcial | en el conjunto B :=
{2,4,5,8,15,45,60}.

r i6n rden “<” en u iar un i6
A toda relaciéon de orden “<” en A se le puede asocia a relacion de
orden estricto, definida por

Ve,ye A, z<y & <y y z#y. (2.22)

La relacién < es tal que

i) no existen elementos x,y € A tales que z < y e y < x simultaneamente,

ii) es transitiva.

Viceversa, a partir de una relaciéon R en A que cumple las condiciones i
y ii, se puede definir la relacion de orden

r<ye(r<y 6 z=y).

Son muy importantes las relaciones de orden estricto y total, es
decir, las relaciones que satisfacen las siguientes dos propiedades:
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e transitiva: Vr,y,z € A, z<yey<z=x<z

e de tricotomia: Vx,y € A, se cumple exactamente una de las siguientes
afirmaciones:
r=y, <y, y<ux.

Ejemplos 2.2.9 1) En el conjunto de los nime