ToPOLOGIA 1

Curso 2014-2015 Lista 1 3° Mat/4° DT

Definicién de topologia. Ejemplos de topologias.

1) Sean X = {a,b,c} un conjunto con tres elementos. Encontrar todas las topologias sobre X.
2) En R se considera 7 = {(—00,a) : —00 < a < oo}. Demostrar que es una topologfa.

3) Sean X un conjunto infinito y 7" una topologia sobre X en la que todos los subconjuntos infinitos
son abiertos. Demostrar que 7 es la topologia discreta de X.

4) Sea X un conjunto con mas de dos elementos.

a) Definir dos topologias 71, 72 sobre X de modo que 7; U 73 no sea una topologia.

b) Sea 7;, j € J una familia de topologias sobre X. Probar que Njes T; es también una topologia
sobre X.

5) En el plano R? se considera la familia 7 de todos los subconjuntos U tales que para cada punto
(a,b) de U existe un € > 0 de forma que ((a —e,a+¢) x {b}) U ({a} x (b—¢,b+¢)) C U. Estudiar si
T es una topologia en R2.

6) Sea g : X — Y una aplicacién entre dos conjuntos.

a) Demostrar que si 7 es una topologfa en X entonces S := {E CY : g~ }(E) € T} es una topologia
enY.

b) Demostrar que si S es una topologia en Y entonces U := {g‘l(E) : E € S} es una topologia en X.

7) Sean X un conjunto y a un elemento de X. Se considera la familia 7, de los subconjuntos U de X
tales que o bien U es vacio, o bien a € U. Estudiar si 7, es una topologia en X.

Bases y entornos.

8) Decidir, a partir de las definiciones bésicas, si los siguientes conjuntos son abiertos y/o cerrados (o
ninguna de las dos cosas):

a) X =[0,1] x [0,1], T = T1ex, la topologia del orden lexicogréfico, y los conjuntos:

{a} x [0,1], {a} x (0,1], {a} x [0,1), {a} x (0,1), [0,1] x {a}, [0,1) x {a}, (0,1] x {a}, (0,1) x {a},
(0,a) x [0,1], [0,a] x [0,1], con 0 < a < 1.

b) X =R, T =7 y los conjuntos:
0,1], [0,1), (0,1], (0,1), {{:n=1,2,...}, {—-L:n=1,2,...}.

9) Se consideran las siguientes familias de subconjuntos de R.
B ={(-00,0):beR} y B, ={(a,00):a€R}

a) Demostrar que cada familia es una base de una topologia sobre R.
b) Comparar esas topologias.
¢) Demostrar que la topologia generada por B U B_, es la usual.

10) Probar que si B es una base para una topologia sobre X, entonces la topologia Tz generada por
B es igual a la intersecciéon de todas las topologias sobre X que contienen a B.

11) Sea 7;, j € J una familia de topologias sobre X. Demostrar que existe una topologia que contiene
a todas las 7, para j € J y ademads es la menos fina de todas las que verifican esta propiedad.

12) Para cada punto (z,y) de R? y cada r € R con 7 > 0 se considera el siguiente conjunto B((z,y);r):
el cuadrado con lados paralelos a los ejes, centrado en (x,y) y de lado 2r, del que se ha excluido los
lados y los puntos de las diagonales que no sean el punto (z,y). Hacer un dibujo que ayude a demostrar
que B = {B((x,y);7): (v,y) € R,r > 0} es una base para una topologfa en R2.
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Espacios métricos

13) Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que, para cualesquiera x, y, 2’ e y’ elementos de X, se
cumple
|d(z,y) —d(z",)] < d(z,2") + d(y,y)

Deducir de ello que limy, o0 d(Zp, yn) = d(z,y) cuando lim, o d(zn, ) = 0 = limy, 00 d(Yn, ).

14) Estudiar si (R, d) es un espacio métrico, donde d : R x R — R estd definida como

d(z,y) 0 siz =1y
$, =
D7l + 1yl siz £y

Dibujar la bola B(x,r) para los casos
a) z =0y radior=1/2
b)z=1/2yr=1.

15) Demostrar que si d es una distancia entonces d'(x,y) = min(d(z,y), 1) también lo es y que ambas
distancias inducen la misma topologia.

16) Demostrar que d(z,y) = 1_’:3|_y’| es una distancia en R.
r—=y

Ayuda: demostrar primero que la funcién f(z) =

75 creciente y subaditiva en el intervalo [0, c0).
z

Esto tltimo quiere decir que f(a +b) < f(a) 4+ f(b) si a,b > 0.
17) Comprobar que los siguientes espacios de sucesiones con las distancias mencionadas son espacios
métricos:

a) Sea R“ el espacio de todas las sucesiones de nimeros reales = (z,). Se define d : R¥ x R¥ — R
como

|=Tn _yn’
d = E eRY, yeRY
(.T,y) — 2n(1 + ‘xn — yn|) para x , Y

;Cudl es la distancia entre las sucesiones z = (z,) = (1 =2 ey = (y,) = (1)?

b) Sean / el espacio de todas las sucesiones acotadas y d : £oo X oo — R definida como
d(z,y) = sup {|zn, — yn|: n € N}

c) Sean /5 el espacio de todas las sucesiones = = (z,,) tales que >, 72 < oo y d : fo x f5 — R definida
como

1/2
d(z,y) = (Z T — yn2>

Indicacién:siz = (x,) € f2,y = (yn) € fa, entonces > |Tpyy,| converge y (3 |znyn])? < (X 22) (X v2).
18) En R" se define

di(z,y) = [v1 —y1| + w2 —y2| + - + |20 — Ynl-
Demostrar que d; es una distancia en R" y que induce la topologia usual de R".

19) Demostrar que R? con la topologia del orden lexicogréfico es un espacio metrizable.
Indicacién: Estudiar la funcién d: R? x R? — R definida por

day) =72 " o
’ mazx{l,|xe —y2|} si x1# w0

y describir las bolas de radio r, con respecto a d, para r < 1.



