Soluciones a los problemas del tutorial

Estructuras Discretas: Relaciones

PROBLEMA 1:

Sea R C Z x Z y tal que aRb < a + b es par. Demostrar que es una relacion de equivalencia y
calcular sus clases de equivalencia.

SOLUCION.

Veamos si es reflexiva simétrica y transitiva:
1) Tanto si z; es par como si impar z; + 27 serd par y entonces 23Rz, luego es reflexiva.
2) Si 21 + 29 es par 2z + 21 es necesariamente par asi que es simétrica.

3) Para que sea transitiva se debe cumplir que z;Rzy A 29Rz3 = 21Rz23. Vamos todos los casos
posibles. Si z; es par 2z tiene que ser par para que z; + 2 sea par. Si zp es par 23 tiene que ser
par para que 2z, + 23 sea par. Pero entonces esto significa que z; + z3 es par.

Por otro lado si z; es impar z, tiene que ser impar para que z; + 2o sea par. Si 2o es impar z3
tiene que ser impar para que z; + 23 sea par. Pero entonces esto significa que z; + z3 es par.
Luego 21 Rz A 25Rz3 = z1Rz3 como querfamos demostrar.

PROBLEMA 2:

Demostrar que las siguientes relaciones son de equivalencia. Encontrar las correspondientes
clases de equivalencia y el conjunto cociente V/R:

1. V=7yvRuwsi |v —w| es miltiplo de 2.

2. V =7y vRw siv? — w? = v — w. Describir la clase de equivalencia de 2005.
3. V=R?y (z,y)R(u,w) si ry = uw.

4. V=R*y (z,9)R(u,w) si (z —y)(z +y) = (u—w)(u+w).

5. V=R?y (z,y)R(u,w) si 2* + y* = u* + w?.

SOLUCION.

Si definimos sobre un conjunto no vacio A una funciéon f definida sobre un dominio, entonces
se puede demostrar que la relacion R sobre A consistente en todos los pares ordenados (a,b)
tales que f(x) = f(y) es una relacion de orden y que las clases de equivalencia son los conjuntos
f71(b), estando b en la imagen de f. Claramente es reflexiva, pues f(z) = f(z), simétrica pues

f(x) = f(y) = f(z) y reflexiva, ya que si f(z) = f(y) = f(z) entonces f(z) = f(z).

1) Es reflexiva porque |[v —v| = 0y 2 divide a 0. Ademaés |v — w| = |w — v| sea o no divisible
por 2, pero si lo es uno lo es el otro, asi que es simétrica. Si 2 divide a |v — w| necesaria-
mente v — w debe ser par, algo que se da si los dos son impares o los dos son pares. Si v es
par w también los es y lo serd u si wRu. Entonces vRu. Lo mismo se puede decir para el caso



impar y por tanto es transitiva. Las clases seran los pares y los impares asi que Z/R = {[0], [1]}.

2) En este caso podemos reescribir v* — w? = v —w como f(v) = v? —v =w?—w = f(w) y las
condiciones del encabezado se pueden aplicar. Luego es reflexiva, simétrica y transitiva.
Podemos introducir en v — v = w? — w tanto las soluciones v = 1 —w como v = w y comprobar
que son correctas. Asi que si tomamos w = n las clases seran [n] = {(n,1 —n),n € N} y en
este caso Z/R = N.

La clase de equivalencia de 2005 ser& [2005] = [2005, —2004].

3) Es de equivalencia ya que es reflexiva, simétrica y transitiva porque es una funcion del tipo
f(x,y) = f(uvw)'

Si tomamos ry = a = constante vemos que o bien son hipérbolas en los cuadrantes de R su-
perior derecho e inferior izquierdo (para a > 0), en los cuadrantes superior izquierdo e inferior
derecho (para a < 0) o son los propios ejes coordenados (para a = 0) y por tanto cubrimos
todo R, asi que V/R =R

4) Es de equivalencia ya que es reflexiva, simétrica y transitiva, porque es una funcion del tipo
f(x,y) = f(u,w). Ademas se puede ver que en realidad la condicion es 22 — y? = u? — w?.

5) Es de equivalencia ya que es reflexiva, simétrica y transitiva al ser una funcion del tipo
f($7y) = f(uvw)'
Si tomamos 2% +1y? = a = constante vemos que o bien son las bisectrices de los ejes coordenados
(para o = 0) o las hipérbolas superiores e inferiores (v > 0) o bien de los lados (a < 0).
V/IR=R?/R=R

PROBLEMA 3:

Sea la relacion R definida sobre N x N de manera que (a,b)R(c,d) si y sélo si a+b = c+d.
Demostrar que R es una relaciéon de equivalencia y que existe una biyeccién entre el conjunto
cociente (N x N)/R y N.

SOLUCION.

Es reflexiva pues a+b = a+b. Es simétrica por si a+b = c+d entonces c+d = a+b y es transitiva
puessia+b=c+dyc+d= e+ f entonces a+b = e+ f. Luego es una relacion de equivalencia.

Si tomamos a + b = a = constante, entonces « necesariamente pertenece a N menos el 1.
Veamos unos cuantos casos:

2 = (1,1)

3 (1.2) 0 (2,1)

4 = (22)0(1,3)0 (3,1

5 = (41)0(32)0(23) 0 (14)

Las clases de equivalencia seran del tipo

M+k={(m1+k—m),1<m<k}keN

Y el conjunto cociente sera:
(NxN)/R={[1+k]|keN}

PROBLEMA 4:

En Ry =R x (R\ {0}) se define la relacion (a,b)R(c,d) siy solo si ad = be. Demostrar que R
es una relacion de equivalencia y encontrar las clases de equivalencia y el conjunto cociente.
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SOLUCION.
La relacion se puede escribir de la forma f(z) = f(y) sin méas que pasar unos términos al otro

a c
lado de la igualdad, con lo que tendremos 7= 3 y podemos aplicar lo mencionado ya mencio-

nado para funciones. Asi que es una relacion de equivalencia. Aunque obviamente a/b = a/b
(reflexiva), a/b = ¢/d = a/d (simétrica) y a/b=c/d =e¢/f = a/b=e/f (transitiva).

Si tomamos valores a/b = «, es decir a = ab (ecuacion de la recta), vemos que son rectas
de cualquier pendiente que pasan por el origen pero sin incluirle. El conjunto cociente sera
V/IR=R

PROBLEMA 5:

Una relacién R definida en V es circular si verifica

(aRb) A (bRe) = cRa.

Demostrar que una relacion R es de equivalencia si y s6lo si es circular y reflexiva.
SOLUCION.

Nos piden demostrar que es de equivalencia < circular y reflexiva. Lo haremos en dos pasos.
1) de equivalencia = circular y reflexiva.

Si es de equivalencia ya es reflexiva, simétrica y transitiva, asi que ya se cumple que sea re-
flexiva. Como es transitiva (aRb) A (bRc) = aRc y al ser simétrica aRc = c¢Ra, asi que
(aRb) A (bRc) = cRa y por tanto es circular.

2) de equivalencia < circular y reflexiva.

Si es circular (aRb)A(bRc) = c¢Ra, pero si es reflexiva entonces bR, asi que (aRb)A(bRb) =
bRa y por tanto es simétrica. Falta demostrar que sea transitiva.

Si es circular (aRb) A (bRc) = ¢Ra, pero como ya hemos demostrado que es simétrica
¢Ra = aRc y por tanto (aRb) A (bRc) = aRc que es la definicion de transitiva.

PROBLEMA 6:

Una relacion R definida en V' es débilmente transitiva si para todo a, b, c,d € V se verifica que

(aRb) A (bRe) A (cRd) = aRd.
Discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
(1) Toda relacion simétrica y débilmente transitiva es transitiva.

(2) Toda relacion reflexiva, simétrica y débilmente transitiva es de equivalencia.

SOLUCION.

(1) Falso. Basta un contraejemplo que se visualiza bien con un digrafo. (1R2) A (2R3) A
(3R4) = (1R4), pero (1R2) A (2R3) # (1R3).

(2) Verdadero. Falta la transitividad para que sea de equivalencia. Como es reflexiva podemos
usar ¢Rc en la expresion (aRb)A(BRc)A(¢Rd) = (aRd) y obtener (aRb)A(bRc)A(cRc) =
(aRc) que es precisamente la definicion de transitiva, asi que es verdad.
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PROBLEMA 7:

Probar que la relacién < es una relaciéon de orden en el conjunto N.
SOLUCION.

Es reflexiva pues a < a para todo elemento de N. Ademés si a < by b < ¢ entonces necesaria-
mente a < ¢, luego es transitiva. Falta por demostrar la antisimetria.

No es simétrica pues a < b % b < a, pero no nos garantizaria la antisimetria atn en el caso
general. En este caso en particular si a < b y b < entonces necesariamente a = b, luego es
antisimeétrica.

PROBLEMA 8:

Probar que la relacion R sobre N definida como aRb si y s6lo si a divide a b (a|b, es decir que
la dividir b por a el resto es cero) es una relacion de orden.

SOLUCION.

Es reflexiva pues todo numero se divide a si mismo ala. Pero, jalb A blc = alc?, es decir, jes
transitiva? Si dividimos ¢ entre b y nos da d entonces ¢ = b - d y los mismo para a y b de tal
modo que podemos escribir b = a-e. Si sustituimos la segunda expresion en la primera tenemos
que ¢ = a - e-dy por tanto que alc, asi que es transitiva. Y es antisimétrica, pues si a|b y bla
entonces necesariamente debe ser el mismo ntimero a = b

Obsérvese que si fueran los enteros (Z) en lugar de los naturales (N) no seria antisimétrica.
Podemos dar un contraejemplo muy sencillo: 2| — 2 y —2|2 pero 2 # —2.

PROBLEMA 9:

Determinar si las relaciones representadas por las siguientes matrices de adyacencia son rela-
ciones de orden parcial o total.

1 01 1 0 1 é(l)i(l)
A1:O]_1 A2:011 A3:

011 0 0 1 00 11
1 0 01

11 11

01 11

A=19011

0 001

SOLUCION.

En A; vemos que debido al elemento (3,2) de la matriz la relacion no es antisimétrica. A,
nos dice que la relacién es transitiva y antisimétrica. Az es antisimétrica y reflexiva, pero no
transitiva. A4 es antisimétrica y transitiva, ademas todos los elementos estan comparados.
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