Analisis de Algoritmos
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= (E): ejercicio; (E+): ejercicio avanzado.
= (P): problema; (P+): problema avanzado.

= (R): recomendado; se intentara resolver en clase.

1. TAEs de algoritmos basicos
Ejercicios

1. (E; R) Denotando como MMul el algoritmo tradicional de multiplicacién de matrices cua-
dradas, definir una OB adecuada para el mismo, y estimar para la misma ny,; (A, B), para
cualquier par de matrices de dimensién N.

2. (E; R) El siguiente pseudocodigo corresponde a un algoritmo para encontrar el minimo de una
tabla

indice Min(tabla T, indice P, indice U)
Min=T[P];
iMin=P;
para i de P+1 a U:
si T[i] < Min:
Min = T[1];
iMin=1i;
devolver iMin;

Analizar su tiempo de ejecucion del algoritmo usando como operacién basica la comparacién
de claves.

Solucion: Suponiendo P = 1,U = N y a la vista del psc, se tiene

N
Nnin(T, LN) =) 1=N—1
2



3. (E) Analizar el tiempo de ejecucion del algoritmo trivial de potenciacion de pseudocodigo

pot (int x, int N)
p = x;
para i de 2 a N:
P = p*X;
devolver p;

Solucion: Escogemos * como OB y de nuevo

N
npot(x,N)221:N—1
2

4. (E; R) Para los siguientes fragmentos de codigo, establecer una operacion basica adecuada y
estimar sus tiempos de ejecucion en funcion de n:

u sum = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
sum++;

sum = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
for (3=0; Jj<n; J++)
sum++;

Solucion: Tomando como OB la suma, tenemos que

n n—1 n

tae(n)zZleZn:nz

0

u sum = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
for (3=0; J<nxn; Jj++)
sum++;

Solucién: Tomando como OB la suma, tenemos que

n n?-1 n
tae(n)zz 1:Zn2:n3
10 1



Problemas

. (P; R) Para los siguientes fragmentos de cédigo, establecer una operacion bésica adecuada y
estimar sus tiempos de ejecucion en funcion de n:

u sum = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
for (3=0; Jj<i; Jj++)
sum++;

Solucion: Tomando como OB la suma, tenemos que

n i—1

tae(n)zZleZi:w

i=1 j=0

u sum = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
for (Jj=0; Jj<ixi; J++)
for (k=0; k<j; kt++)
sum++;

Solucion: Tomando como OB la suma, tenemos que

n i2-1j-1 n i2-1
tae(n) = 1= Zj

i=1 j=0 k=0 i=1 j=0
~ 1, :_Ixa 1o

= 5(@—1)@2521—5 i
=1 =1 =1
1

= 1—On5 +O(n*) — (én?’ + O(nz)) = 1—0n5 + O(n*)



L] sum = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
for (3=0; Jj<ixi; J++)
if (3% == 0)
for (k=0; k<j; k++)
sum++;

Solucion: Tomando como OB la suma, tenemos que

n i—

n 1
tae(n) = Z Z Jj= Zz J
i=1 {j=0,i,2,...,(i—1)i} =1 j=0

- Z%i(i—l)i:%;ig—%g;f

=1

= %n‘l +0(n®) — (éng + O(nQ)) = %n4 + O(n?)

6. (P) Justificar las desigualdades (A + B)/2 < méax(A, B) < A + B. ;Qué suponen para el
calculo del nimero de OBs sobre selecciones?



2. Crecimiento de funciones
Ejercicios

. (E; R) Para un cierto problema se disponen de cinco algoritmos cuyos tiempos de ejecucion en
microsegundos para una entrada de tamafio /N son respectivamente 10,000V, 1,000 log,, IV,
100N2, 10N3 y 107310/, Dar una tabla con sus tiempos de ejecucion para los valores de N
10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 y 1.000.000.

(Cudl es para cada algoritmo el tamafio mdximo de una entrada para que ésta se ejecute en 1
minuto? ;Y en un dia?

Solucion: Consideramos la siguiente tabla de funciones y valores

100 10000 1000000

10000 N 109 10° 1010
1000N log,o N 210 4107  610°
1002 105 10° 1013

. (E; R) Ordenar las siguientes funciones segtin su crecimiento: n, v/n, n, n%, nlogn,nloglogn,
nlog®n, 2/n, 2", 272, 37, n?logn, n®.

. (E) Los tiempos de ejecucion de tres algoritmos para la resolucidon de un mismo problema, para
entradas de tamafio N, son N2, 10N (log,N)? y %N *log, N, respectivamente. Dar los rangos de
valores de NV en los que cada uno de estos algoritmos es mds conveniente. (Considerar potencias
de 2 para los limites de dichos rangos.)



10. (E; R) El andlisis de dos algoritmos, A y B, muestra que W4(N) = O(1000N log,,(N)) y

11.

Wg(N) = O(N?). {Cudl es mejor para problemas “pequefiosé ;Cudl es mejor para problemas
“grandes( Especificar qué seria pequeno y grande en este contexto.

Solucion: Consideramos la siguiente tabla de funciones y valores

10 100 1000 10000
1000N log,, N 10* 210> 310° 4107
N? 102 10 106 108

Aunque B es asintéticamente peor, en la practica solo lo es cuando aproximadamente N > 10%

(E; R) Probar que para todo a > 0, logn = o(n®).

Solucion: Se tiene

lgn 1 logn

ne  log2 ne
y por L’Hopital,
logn ., 1/n 1

= lim
na ano~1

lim

12. (E+)Probar que | N| = ©(N) y que también [ N] = ©(N) (;puede hacerse mediante limites?).



13. (E+) (Cual es el orden de crecimiento tedrico de la funcién f(NN) = N log N 4+ 100N ? ;Cual
es su orden de crecimiento realé

Solucion: En teoria, 100N = o(N log N), pero 100N < N log N sii log N > 100 sii N >
1019 esto es, si N es mayor que un googol. Asf que en la practica el rendimiento real es 100N .



14. (E;R) Sesabe que 71 ~ fy T, ~ f; decidir razonadamente la verdad o falsedad de las siguien-
tes afirmaciones (dar un breve argumento en las ciertas y un contraejemplo o contraargumento
en las falsas):

a) T+ Ty =~ f;
b) T1 — T2 = O(f);
o) Ty - Ty ~ f2.
Solucion: En estos problemas

a) Si creemos que es verdad (V), hay que dar un argumento.

b) Si creemos que es falso (F), hay que dar un argumento o un contragjemplo.
En este caso

a) Falso:
Tv+T1, Ty Ts
=—=+—=22#1
f o f

b) Verdadero:
-1 T1 T

;7T

¢) Verdadero:
T, Ty Ty

72 —f-f—>1-1:1

10



15. (E;R) Sesabe que 71 ~ fy T, ~ f; decidir razonadamente la verdad o falsedad de las siguien-
tes afirmaciones (dar un breve argumento en las ciertas y un contraejemplo o contraargumento
en las falsas):

a) Ty + T, = 2f;
b) T? = T3 = o(f);
c) T1/Ty =~ 1.

Solucion: En este caso

a) Verdadero:

T, + T T, T 1 1
e
2f 2f 2f 2 2
b) Podemos pensar que puede ser verdad y calculamos
T? — T2 T, + T
lim 2 i 22y 7)) = 21im(Ty — ).

f f
PerosiTy = N>+ NyT, = f = N2, T, — T, = N, que tiende a oo, luego es falso.

¢) Verdadero:
n T 1

L f T)f

1
1

11



Problemas

16. (P; R) Se sabe que 71(N) = O(f(N)) y que To(N) = O(f(N)). (Cudl de las siguientes
afirmaciones es cierta y cudl falsa?

a) Tiy(N) +Ta(N) = O(f(N));
b) Ti(N) —To(N) = o(f(N));
9 ey = O

d) Ti(N) = O(T2(N)).

(dar un breve argumento para las afirmaciones ciertas y un contraejemplo para las falsas).

Solucion: En este caso la argumentacion puede ser mds complicada pues no vamos a poder usar
argumentos sobre limites.

a) Facilmente verdadero: por el resultado de una transparencia en teoria sabemos que
Ti+T=0(f+f)=0@2f) =0(f)

b) Podemos pensar que ’pinta’mal: las condiciones no involucran limites mientras que la
afirmacién si. De hecho es facil ver que es falsa: tomamos T} = 2N?2, T, = f = N2

Entonces — N2
1— 12
=—=1#0
;w7
¢) Tampoco parece que vaya a ser verdad: tomamos 17} = f = N?y T, = f. Entonces
L

7 = N,quenoes O(1).
d) Otra vez falso, y basta usar el mismo ejemplode T} = f = N2y T, = f.

12



17. (P; R) Se sabe que T1(N) = O(f(NV)) y que To(N) = O(f(N)). (Cual de las siguientes
afirmaciones es cierta y cudl falsa?
a) Ti(N) + To(N) = ©(f(N));
b) Ti(N) — To(N) = o(f(N));
c) %E%g = 0(1);
d) Ti(N) = O(T2(N)).

(dar un breve argumento para las afirmaciones ciertas y un contragjemplo para las falsas).

Solucion: De nuevo, en este caso la argumentacion va a ser mas complicada pues tampoco
vamos a poder razonar usando limites y hay que recurrir a las definiciones, lo que es mds
engorroso. Tenemos por tanto que usar argumentos tedricos o contraejemplos.

a) Sabemos que 71 + 15 = O(f + f) = O(f), pero también por ejemplo f = O(1}) =
O(Ty + Ty), estoes, Ty + Ty = Q(f).
Juntando ambas, T + T» = O(f)

b) Si hemos hecho el problema anterior, es claro que esta afirmacion va a ser falsa: tomamos
Ty = 2N?, T, = f = N2 Entonces T} — Ty, = N? = f que obviamente no es o( f).

¢) Aqui hay que encadenar resultados parciales. Por ejemplo, como 7} = O(T5), T} = O(T5)
y para un par Cy, Ny, T1(N) < C1T5(N) para todo N > Ny, esto es

Y analogamente, como 15 = O(1}), Ty = O(1}) y paraun par Cy, No, To(N) < CoT1(N)
paratodo N > Ny, esto es

Por tanto, es cierto.

d) Facilmente verdadero: como 77 = O(f) y f = O(T3), se tiene 17 = O(T5). Y andloga-
mente, como 17 = Q(f) y f = Q(Tr), se tiene 11 = Q(T3).

18. (P) Diremos que F' = f + O(g) sig = o(f) y |F — f| = O(g). Comprobar que Zf[ it =
NEFL/(K 4+ 1) + O(NE).

19. (P+) Probar que para todo N, log N! = ©(Nlog N) y N! = o(NN).

13



20. (P; R) (Es cierto que para cualquier f y cualquier constante C, f(Cn) = O(f(n))? (Es cierto
que f(n +C) = O(f(n))?
Solucion: En Teoria hemos mencionado que .* O, © las constantes no importan”. Pero eso

s6lo es asi cuando las constantes estan “fuera”, multiplicando f. Cuando estdn dentro la cosa
cambia mucho.

Por ejemplo, si f(n) = €", f(2n) = " = (e")* = f2, esto es, aqui f(n) = o(f(2n)) y, por
tanto, no es cierto que para toda f se tenga que f(Cn) = o(f).

Sin embargo,

fin+C)=e""C =e%e" = O(e").
y €" no nos sirve para refutar la segunda afirmacion.

El truco en el caso anterior ha sido coger una f que crezca muy rapido, pero ese crecimiento no
ha sido suficiente en la segunda cuestion.

Pero tomando una f que crezca aun mas rapido podemos ver que tampoco es cierto que f(n +
() = O(f(n)): basta tomar f(n) = n! pues entonces

fn+1l)=m+D)=Mn+1)n=mn+1)f(n)
y entonces f(n) = o(f(n + 1)).

14



3. Casos peor, mejor y medio de algoritmos basicos
Ejercicios

21. (E; R) Estimar razonadamente el crecimiento de la siguiente funcién:

Solucion: En estas estimaciones el objetivo es llegar a Sy ~ ¢g(/V) y hay que dar casi siempre
los mismos pasos:

a) Comprobar si f es 0 no creciente.
b) Acotar la suma entre dos integrales definidas y calcular éstas.
c¢) .°pinar”sobre la posible funcién g(V) escogiendo la opcién més simple.

d) Comprobar mediante un limite que la opinién ha sido correcta.

En este caso tomamos f(x) = x'/3, que es creciente, por lo que

N N+1
/ 23 dg < Sy < / 2P dr =
0 1
3 N 3 N+1
2B de < Sy < a3 —
4 4 1
4/3 3 43 9
N3 < Sy < Z(NH) 7 (D

Esto sugiere que Sy ~ %N 4/3 y dividiendo todos los términos en (3)), tenemos

SN NN
a U N - N43

y como el lado derecho — 1, Sy ~ %N‘VS.

15



22. (E) De una cierta tabla de tamafio NV se sabe que P(71i]) = %, donde C'y es una constante
normalizadora. ;Cudl serd el nimero medio de comparaciones de clave que realizard sobre la
misma el algoritmo de buisqueda lineal en bisquedas con éxito?

Solucion: En estas estimaciones el objetivo es llegar a A, (V) ~ ¢g(IN) y hay que dar casi
siempre los mismos pasos:

a) Escribir A%, (N) como A°(N) = Sy /Cly.

b) Estimar Sy ~ f(N), Cy ~ g(N).

¢) Demostrar que A°(N) ~ f(N)/g(N).

En este caso, tenemos

N

e 1 - 2 1 3 SN
1

1

Para C'yy y S aplicando los resultados de teoria tenemos

al 2 1 3 al 3 1 4
CN:Zk~§N SN:ZkNZN
1

1

'S

N?
Esto suigiere que A°(N) ~ % = 3N y en efecto
3
A¢(N S 1 1
3(N) = 1]54 o =1
1 1 %N3

16



23. (E; R) Se quiere usar el siguiente pseudocddigo para busquedas lineales en tablas ordenadas

int BLinOrdenada (tabla T, dim N, clave K)
i=1;
mientras i <= N y T[i] < K:
i++;
si i > N:
devolver error;
else si T[i] != K:
devolver error;
else:
devolver i;

Suponiendo que P(K =i)=P(i< K <i+1)=P(i<1)=P(i > N) = 2N+1, calcular
Aprin(NN) considerando tanto bisquedas con acierto como con error.

Solucion: Como en otros casos, definimos el espacio de entradas en funcién de las distintas
claves que dan lugar a busquedas con/sin éxito con diferentes costes. Viendo el seudocédigo y
suponiendo 7" = [1, 2, ..., N], se tiene
= Las claves con éxito son {1, ..., N} y buscar con éxito la clave k cuesta k cdcs.
= Tomamos como claves de fracaso ko, kq,...,ky,conky < 1,7 <k; <j+1,1 <7 < N-
I, N < kpy, con costes de busqueda 1 para kg, j + 1 parak;,1 < j < N — 1,y N para
kn.
Por tanto
al 1 al 1 1
A N) = k x k x N X
zo(N) Z: 2N+1+Z: N1 AN
1 N(N+1) N 1 N(N+1) n N
2N +1 2 2N +1 2 2N +1
)-

N(N +1) N N

= vyl tavyi o e

24. (E; R) Dada una tabla 7', se sabe que

1 logi

P(K =T} = -,

N
donde Cy = )} logi

7

Calcular razonadamente Agp;,(N).

17



25. (E) Dada una tabla 7', se sabe que

P(K = Ti]) = CiNuogz',

donde Cy = YV ilog . Calcular razonadamente A%, (N).

Solucion: En este caso, tenemos
1 & 1 & S
A%, (N)=— kxklogk=— klogh =22,
BLG( ) CN zl: g ON zl: g ON

Para Cy tenemos C'y = Zf[ klog k y por tanto

N N41
/ rlogrdr < Cy < / rlogrdr =
0 1

1 10N 1 N
|:§SC2 log x — szlo dr <Oy < {ﬁxQ log z — ZxQ} 1 —
N2 N2 (N+1 N+1)2 1

)2 (
5 logN 1 Cy 5 log(N + 1) 1 + 1 2)

Esto sugiere que C'y ~ NTZ) log N, lo que se demuestra dividiendo todo por NTZ) log N y calcu-
lando el limite para N — oo.

Andlogamente para Sy tenemos Sy = Ziv k%log k y por tanto

N N+1
/ 22 logrdr < Sy < / 22 log xdxr =
0 1

{gzzﬁ’ log z — 5:1:3} 0 dr < Sy < [§x3 log x — §x31 1 —
N? N? N 4 1)3 N+1)3 1
?ng—? < Sy < %log(Nle)—%Jrg 3)

Esto sugiere que Sy ~ NTJ log N, lo que se demuestra dividiendo todo por NTs log N y calcu-
lando el limite para N — oo.

En consecuencia cabe esperar que A°(N) ~ (NTs log N > / <N72 log N > = 2N, lo que compro-

— 3
bamos como

18



Problemas

26. (E) Comprobar por induccidn la veracidad de la identidad Ziv a+ib= N(a+ %b)

27. (P; R) Demostrar por induccioén las siguientes formulas:
¥n?2=n(n+1)(2n+1)/6,
ivn3 = (n(n+1)/2)%

28. (P+) Dar una férmula para la suma Zjlv nz", y también para Zjlv n%z™. (Observése que la
primera se parece a una derivada y la segunda no estd demasiado lejos.)

19



29.

4. Evolucion de algoritmos locales
Ejercicios

(E) Dada la lista [20, 3, 10, 6, 8, 2, 13, 1717, indicar el estado de la misma tras
cada una de las iteraciones del método de la burbuja y del de insercion.

Solucion: Lo hacemos sobre la tabla [20, 3, 10, 6, 8]. Para la burbuja marcamos el
elemento burbuja inicial como e, y tenemos

1 tablainicial tabla final  num. cdcs flag swap
5 [20y,3,10,6,8] [3,10,6,8|20] 4 1
4 [3p,10,6,8]20] [3,6,8]10,20] 3 1
3 [3s,6,8]10,20] [3,6|8,10,20] 2 0

y no se entra en la tltima iteracion. El nimero de cdcs es 9.

Para la insercion marcamos como e; el elemento a insertar y tenemos

i tabla inicial tabla final num. cdcs
2 [20]3;,10,6,8] [3,20]10,6,8] 1
3 [3,20/10;6,8] [3,10,20]6, 8] 2
4 [3,10,20]6;,8] [3,6,10,20|8] 3
5 [3,6,10,20/8] [3,6,8,10,20] 3

El ndmero de cdcs es también 9.

20



30. (E) Sobrelalistal6e 6 3 4 9 31 1 8 2 7, darrazonadamente la evolucion del método

31.

de insercion, indicando el estado de la tabla tras la ubicacién de cada elemento, y el nimero de
comparaciones de elementos realizadas en dicha ubicacion.

(E)Sobrelalista8 18 5 6 10 3 4 11 31 7,darrazonadamente la evolucion del méto-
do de la burbuja, indicando para la primera iteracién qué elementos se usan como burbuja y
detallando los estados parciales de la tabla, y para las demads iteraciones el estado final de la
tabla tras las mismas. ;Cudntas iteraciones se haran?

21



32.

Problemas

(P; R) En los cuadros de la figura inferior se representan tres fases consecutivas de la evoluciéon
de una lista de 50 niimeros entre 1 y 50 a la que se aplican ciertos métodos de ordenacion. Las
coordenadas (7, j) de un punto del grafico indican que el nimero de la posicién i—€sima de la
lista es precisamente j (por ejemplo, un nimero ¢ estd en su posicion correcta si j = ¢, esto es,

si el par (i, j) estd en la diagonal). ;Cudles de los métodos de ordenacion estudiados en el curso
podraa generar estos graficos?

,
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33.

34.

5. Eficacia de algoritmos locales
Ejercicios

(E; R) Dadas las permutaciones de S (6 1524 3),(654123)y (23645 1), calcular sus
traspuestas, encontrar las inversiones de ambas y comprobar el resultado del problema anterior.

Si se les aplica un algoritmo de ordenacidn local, ;cuéntas cdcs efectuard como minimo sobre
ellas?

Solucion: Lo hacemos con o = (615243):
inv(o) = inv(6) + inv(l) 4+ inv(5) + inv(2) + inv(4) + inv(3)
= 5+0+3+0+1+0=09.
Por tanto, si A es un algoritmo local

na(o) > inv(o) =9.

(E; R) (Cudntas comparaciones de clave realizard como minimo un algoritmo de ordenacién
local sobre la permutacion de N = 2K elementos (2K 2K-1 2K-2 ... K+1 1 2 3
K)?

23



35. (E; R) Expresar en funcién de N cuantas comparaciones de clave realizard como minimo un
algoritmo local si se aplica a la permutacion de N = 3K elementos
(2K+1, 2K+2, ..., 3K, 2K, 2K-1, ... K+2, K+1, 1, 2, ., K)
Solucion: Al ser A local, se cumple n4(0) > inv(o) por lo que calculamos inv(o).

En principio, inv(c) ha de calcularse sumando las inversiones de cada uno de sus elementos.

Sin embargo, en este ejercicio y los siguientes ¢ tiene una estructura de bloques que simplifica
el célculo. En este caso tenemos

0=(2K+1,2K +2,.,3K,2K,2K —1,. K +2, K +1,1,2, .. K),

v Vv vV
bloque 1 bloque 2 bloque 3

y en cada bloque podemos considerar sus inversiones internas (esto es, dentro del propio bloque)
y externas (esto es, respecto a los demds bloques. Por ejemplo

a) Para el bloque 1 tenemos

® iNV;nernas(bloque 1) = 0, pues el bloque estd ordenado,

B iNUepternas(bloque 1) = K x 2K = 2K 2, pues cada uno de sus K elementos esté
invertido con cada uno de los 2K elementos de los bloques 2 y 3.

b) Para el bloque 2 tenemos

" iNUinernas(bloque 2) = K(gfl) , pues el bloque estd totalmente desordenado,

" MUepternas(bloque 2) = K x K = K?, pues cada uno de sus K elementos estd
invertido con cada uno de los K elementos del bloque 3.

¢) Y para el bloque 3 tenemos

" iNVinternas(bloque 3) = 0 pues el bloque estd ordenado,
m iNUesternas(bloque 3) = 0, pues es el dltimo bloque.

En total se tiene entonces

y como K = N/3,

inv(o) ==-———=— — —
29 6 18 6
Y, por tanto
(o) TN? N
na(o —_— — =
S TG



36. (E) Expresar en funcion de N cuantas comparaciones de clave realizard como minimo un algo-
ritmo local si se aplica a la permutacién de N = 4K elementos

(3K+1, 3K+2, ..., 4K, 3K, 3K-1, ..., 2K+2, 2K+1l, 2K, 2K-1, ... K+2,
K+1, 1, 2, ..., K)

Solucion: Razonamos como en un problema anterior. Al ser A local, se cumple na(c) >
inv(o) por lo que calculamos inv(co) tras descomponerla en bloques, en concreto

o=(BK+1,3K+2, .. 4K 3K,3K —1,...,2K +2,2K +1,2K,2K —1,. K +2, K +1,1,2,..., K),

TV TV
bloque 1 bloque 2 bloque 3

y en cada bloque podemos considerar sus inversiones internas (esto es, dentro del propio bloque)
y externas (esto es, respecto a los demds bloques.

a) Para el bloque 1 tenemos

" iNV;nernas(bloque 1) = 0, pues el bloque estd ordenado,

® iNUepternas(bloque 1) = K x 3K = 3K 2, pues cada uno de sus K elementos estd
invertido con cada uno de los 3K elementos de los bloques 2 y 3.

b) Para el bloque 2 tenemos

2K (2K —1)

5—» pues el bloque tiene 2K ekementos y estd total-

" iNUinternas(bloque 2) =
mente desordenado,

" NMUepternas(bloque 2) = 2K x K = 2K?, pues cada uno de sus 2K elementos estd
invertido con cada uno de los K elementos del bloque 3.

c¢) Y para el bloque 3 tenemos

" iNUinternas(bloque 3) = 0 pues el bloque estd ordenado,
" NUepiernas(bloque 3) = 0, pues es el ultimo bloque.

En total y como K = N/4, se tiene entonces

4K? 2K TN? N
j =3K* 4+ — - 42K =TK’ - K= — — —
inv(o) =3K* + 5 5 + 7 T 1
yinv(o) = % — &y, por tanto
(o) TN? N
e T



37. (E; R) Decidir razonadamente el nimero de comparaciones de clave que un algoritmo de orde-

38.

39.

nacion local hard como minimo sobre la permutaciéon de N = 3K elementos

(3K,3K — 1,,...,2K+1,K+1,K+2,...,2K, K, K—1,...,2,1).

Problemas

(P) Comprobar mediante la definicién de permutacion traspuesta que dada una permutacion o,
se cumple que (07)7 coincide con o.

(P+; R) Se aplica un algoritmo local A de ordenacién a la permutacién de N = 2K elementos
(1 2K 2 2K-1 3 2K-2 ... K K+1).

(Cuantas comparaciones de clave efectuard A como maximo sobre dicha permutacién?

Solucion: En este caso la estructura de bloques disjuntos no se produce. Por ello calculamos
las inversiones de o sumando las correspondientes a cada elemento. En concreto, escribimos
las inversiones debajo de cada elemento:

1 2K 2 2K-1 3 2K-2 ... K-2 K+3 K-1 K+2 K K+1
0 2K-2 0 2K—-4 0 2K—-6 ... 0 4 0 2 0 0

Por tanto, sumando la fila inferior de derecha a izquierda y como K = N/2, se tiene

inv(o) = 2+4+6+.. +2K —6+2K —4+2K — 2
2Xx142%x242x34+...+2x (K —-3)+2x (K —-2)+2x (K —
K(K—-1) 2

= 20142+3+.. +K—3+K-2+4K—1)=2——J " _

1)
N
2 12

y para cualquier A local, na(c) > NTQ -
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40. (E+; R) Decidir razonadamente el nimero de comparaciones de clave que un algoritmo de
ordenacién local hard como minimo sobre la permutaciéon de N = 2K elementos

(2K, 1, 2Kk-1, 2, ..., 2K-i, i+1, ..., K+1, K).
Solucion: Procedemos como en el problema anterior: escribimos las inversiones debajo de cada
elemento:

2K 1 2K—-1 2 2K—-2 3 ... 2K —1 1+1 ... K+2 K-1 K+1 K
2K-1 0 2K-3 0 2K-5 0 ... 2K—-1—-22 0 ... 3 0 1 0

Por tanto, sumando la fila inferior de derecha a izquierda y como K = N/2, se tiene

inv(o) = 14+345+...+2K —5+2K —3+2K — 1
= 2x0+D)+2x1+1)+2x24+)+... +2x(K-2)+1)+2x (K -1)+1)
K-1
= 2x(0+14+2+3+ ... +K-3+K-24+K-1)]+K=K+2) i
0

K(K—-1) N> N

= K
* 2 4+2

y para cualquier A local, na(0) > &% + &,

41. (P) Calcular el valor de Wgurpuja(N)s Aburbuja(IN)s Weteecion(N) Y Aseteccion(N)-

42. (E) Se define B4(N) como B4(N) = min{n4(I) : I € E4}. Analizar Br,sert(N), Bseiee(N),
BBurbuja(N)-

43. (E+) Modificar el psc del método de Insercion para que pueda trabajar con indices iniciales P y
finales U cualesquiera.
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44.

45.

(P; R) Analizar By,,sert(N), Bsetec(N), Baurbuja(IN) usando el intercambio de elementos como
operacion basica. Analizar también Wgejeet (N ), Y Waurbuja(IN) bajo este punto de vista.

Solucion: Consideramos InserSort. Denotando ahora n;s(o) y nrs(o,4) el nimero total de
swaps que hace InserSort sobre o y las que hace en la iteracion 7. Obviamente tenemos

0 < nys(o,i) <i—1,

y por tanto

N
nis(o) = ans(@ i) > 0;
2

ademds n;s([1,2,...,N]) =0, por lo que B;s(N) = 0.

(P+; R) Dar una estimacion aproximada de A gy, (V) suponiendo que en la misma se utiliza
el siguiente psc:

Burbuja(tabla T, dim N)
switch = 1;
long = N;
mientras switch == 1 y long > 1:
switch = 0;
para i de 1 a long-1:
si T[1i] > TI[i+1]:
intercambiar T[i] y T[i+1];
switch = 1;
long—-—;

28



46. (P; R) El siguiente pseudocddigo es una ligera variante del habitualmente utilizado en la orde-
nacion por Insercion:

InsertSort (tabla T, dim N)
para i1 de 2 a N:
j=1i;
mientras j > 1 y T[j-1]1 > T[]]:
intercambiar T[j-1] vy T[]j];
=i
volver;

Utilizando el intercambio de elementos como operacion basica, calcular razonadamente Wi, ser50rt (V)
y AInserSort (N) .

Solucion: Razonando como en un problema anterior,

nis(o) =Y mslo i) <Y (i—1)=)Y j= w

y como Wrg(N) > nys([N,N —1,N —2,...,2,1]) = X1,

N(N -1
‘4{[5(]V) - ——f——é————z.
Para el caso medio tenemos que en la iteraciéon ¢ se pueden hacer 0,1,2,...,7 — 1 swaps.

Suponiendo todas ellas equiprobables, su probabilidad individual es 1/7, y el nimero medio de
swaps en la iteracion ¢ seria

y por tanto,

Arg(N) = ZAIS(N,Z') = %Z(i —1) = iN(N —1).

=2

47. (P) Un algoritmo de ordenacion se dice estable si al aplicarlo a una tabla con elementos tal vez
repetidos, dos elementos con la misma clave (y por tanto relativamente ya bien ordenados) man-
tienen sus posiciones relativas al finalizar el algoritmo. ;Cudles de los métodos de ordenacion
estudiados son estables? (Modificar su psc si fuera necesario.)
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6. MergeSort y QuickSort
Ejercicios
48. (E) Estudiar la evolucion de las permutaciones

a) 59823101746),
b) 31017598246),
¢) 10173982546),

cuando se le aplica la rutina Partir suponiendo que su subrutina Medio devuelve el indice
P.
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49. (E) Dar la evolucion del algoritmo Partir sobrelatabla (7 8 2 4 5 3 10 1 6).

Solucion:

‘W%w’lmhmw%—aw\ ¥ X = o TR TOMmanwt
utr\/bw?,\rﬂ{,,ei ?W\/\WMVWJT‘D:’V{«W”("(WVO

-~

LR AT Qo 2 A jf\%{%me iy

YN @) s
4 - “Fm ¥ T ] N 3
4 2 D Ou 1
5. % & Sgms I
~J) —_—
3 44 a4 2 %w\ ~E N
— QD _
1495 a2 2 v 5,3, 3
= _ —a)
9 - 3 2. M 3 ny] 3\'
q_? 2 “ J. 3 %
N/ m
3 L ov Y MYy
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50. (E+) Dadalalista [18, 7, 4, 6, 12, 23, 21,

a. Indicar mediante un arbol las distintas sublistas que se generan en la fase de partir al aplicarse-
le el método MergeSort (situar en un nodo dado una sublista y a su izquierda y derecha las otras
dos que se generan de ella). Numerar cada nodo segan el orden en que el método MergeSort
genera su correspondiente lista.

b. Tomado como base las sublistas elementales del tltimo nivel del arbol anterior, indicar me-
diante un arbol invertido las distintas sublistas que se generan en la fase de combinacion del
método MergeSort (por ejemplo, el dltimo nodo debiera contener la lista inicial ordenada).
Numerar también aqui cada nodo segtn el orden en que el método MergeSort genera su corres-
pondiente lista.

Solucion:

Kty e 2R ~ Lo &R Q«pcw'\d;\ RV KLy
Lo, +otte, N ~ oD u5440 CANATNA hp VR aanaA
N AR e Aa dohe. DY X Y & A2 23]

# . 5 A S
A X Q—]qO L \2\25@)
4 N /\@
RO B AN ©
!
1% X ch L
®® s 12
T 1k
o (& \@
C o« 41\(@ ce 12 1309

c-l & 3 A2y zg@

51. (E) Dadas las listas [45 29 47 32 19 12 26 51]y[12 9 22 37 25 32 6 14],
estudiar su evolucion sobre un AB cuando se les aplica el método de ordenacion de MergeSort
y QuickSort.

52. (E) Dadas las listas
[OBKCFAGTP] , [34 43 12 58 17 92 21]
indicar su evolucién en un arbol binario al aplicarseles los métodos de MergeSort.
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53.

54.

55.

56.

57.
38.
59.
60.

61.
62.

Problemas

(P+) Supongamos que en una tabla los elementos T[1] y T [1+K] estan en inversion. Probar
que si los intercambiamos, se elimina como minimo una inversién y como méaximo 2/ — 1.

(P+) Estudiar el tiempo de ejecucion del QuickSort en los casos mejor y peor tomando como
operacion bdsica el intercambio de elementos.

(P) Calcular Apg,4;-(IN), donde Partir es la rutina de divisién que utiliza el método de Quick-
Sort para dividir una tabla en dos subtablas utilizando como operacion basica el intercambio de
elementos de la tabla.

(P+) Estudiar el tiempo medio de ejecucion del QuickSort tomando como operacion bdsica el
intercambio de elementos.

(P) Estudiar Beompinar Y Burs(IN).
(P+) Estudiar Acomping- cuando se aplica a dos tablas de tamafio V.
(P+) Estimar de manera adecuada el posible valor de Ay;s(N).

(P+) Una operacion bésica alternativa en el Merge Sort podria ser la “copia”de elementos que se
realiza en la rutina Combinar. Estimar los posibles valores de Wy;s(N) y Ays(N) respecto
a esta operacion.

(P+) Analizar Bgs(N).

(P) Se quiere aplicar el algoritmo QuickSort tomando siempre P como pivote sobre un conjunto
de tablas 7' de tamano N = 2M + 1 de la forma

(M +1,2,...M,1,T[M +2],...,TIN],

donde los valores T[j], M+2 < j < N estanentre M +2y N = 2M+1; esto es, la primera parte
de las tablas es siempre la misma, de la forma T[1] =M+1, T[i] =1s11 <1 < M +1, T[M+1]=1
y la segunda parte varia, estando formada por los enteros de M + 2 a N desordenados. Estimar
razonadamente en funcion de NV cudl serd el coste medio de tales ordenaciones.
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7. Desigualdades recurrentes
Ejercicios

63. (E; R) Expresar en funcién de V los valores de las siguientes sumas

1) o T, N=4K, 2) U4 N=2K 3) Y2 N =3K
4) g YT N =85 5) YT Em, N=125 6) X, 202, N =45
TOYETE)Y . N=(3)" 8 W, N=2K 9) Yt IgN =3K

Solucion:

HALewvna 3

w -

[ pl ; 2 K-l _
() 2 2372 = 42 2% < g Z 4; L\(Zk—’))
o

] . - W=l ) ~ (3/@\ W «
O3 s 230 % S 0 ®))
™

41— 3/
R e e g (1 ()
(@) 3 2% 25 (. (-4 A2 o
/O " 2 - e TN Yy
RN % (2 )1) z“i:\]?\) 5 An M 2, NZ‘4: =
_ =~
(Y5 232 2% 4, 4« =2 (2 ) x 9%y 2% : (7
> 2 )= (29 5 2% ()

34



64. (E; R) De una cierta funcion 7" se sabe que 7'(1) = 0y que T'(N) < IgN +T'(| N/2]). Estimar

el orden de T((N) para N de la forma N = 2K (Sugerencia: reiterar la desdigualdad anterior).
Solucion:

B o poark Mat N= 2% =5 U< )
T(N) < g N+ T(W/2) ¢ N+ Ly N5+ T (N/52)
Cn v o N N ¢ T(N2Y) ~= 0
3-| | A
BlgN -1 —2 m)&rmsK%&\j_)jc—,(ﬂ/Zu)

1

T L 1 s

= Kubrﬁ—}—zb—tt_‘z@ao&)+—i\fa'§

_ , )
@ CUN e a| b An Awncaa o - VIV Y) T(N)S—Z' (%N’)z-f.% ‘(jh\
R av apMavie TM):O\&%(\%’\\z_pL?’w/l) )

ER%N.*T(LN/ZD ?‘%N % iz M_g))% A %j

I

T(M)g >

Syn s d (- Vs 4 (5A=1) 40+ 4 (o= Tpd s 47
AR R CTIORE A

65. (E; R) Estimar el orden de la funcién T'(/V) en las siguientes recurrencias suponiendo que
T(1)=0
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a) T(N) <2T(|N/2]) + N3,
Solucion:

a4 G »l:av\/\“ corat Nz 2 <
c e W L) s ez (B 2T (V) =
K

= PO AT () < B0 )+ 22 ( ezfu‘\ (V52))
©N A
- Ng(/\-‘-%\% f‘@jﬁtzz\ﬁ’\‘/z@) s S _+z“‘\<”/u

3/ 1-M9%\ 4 a2 R D S 9:4 q¢ 3 VL= ¢
< <———m‘>— Ef\\ K/I (ZKYZ)—ZN (4-;7):%(7\\“7‘{)

@ Catn gemeval 377 Aa e i s e wly TIN) R —%(N})Z,Naj ~nen

WA=l 0= T0)s %@iﬂzo) v Fava N ool
P AL 2N T 2 2 N)
S T () ot S(A0-12]) St 2 (-3
3 2 ¢y _ 3
SN +;;>N—--3N‘-;l(m - )
b) T(N) < 2T(N —1) + 1;

¢) T(N)<T(N —1)+ N;
Solucion:

d) T(N) < 2T(|N/4]) + VN;
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66. (E; R) Estimar razonadamente el crecimiento de la funcion 7" que satisface 7'(1) = 0, asi como
la desigualdad recurrente

T(N) < VN +4T(|N/4)).

Solucion:

B s 3N omkad Nz X = (2VQR¥)E = 2% N

T « Ny ad (5}\) < JN+ Q(\E\g).}q“\ (%ZD =
= T dng OTT(5R) © Inwolma of ﬁ vat(2)

3\ )
T 208 4 4 L‘BT(%F&) =N 20 4 <1gT<'Q
w-l . 3%0
9 gt Lega o T(N) < IN%Zs 4 &‘K-\ Q%}LJN(ZM‘/Q
= {n{n-1)= N=AR T4 S T =0
G Cane pmival T MU Sy ST T(w) W=~ VN <R
Aavomwly Q=< TK’\\S/\_\}_/‘:Q/V) » v NW”\/\/

TOR) TN 4T s g (121 @Qﬂ;@m ’ (_vo, _ \Ez)

“

\

2 N4 {a=2 W = AR ODr: sl pmatdedt e K
@ HMI: i 33 Hme S Sn e B 4 e len it
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67. (E; R) Estimar el crecimiento de la funcién 7'(/V) de argumento entero que verifica la desigual-
dad recurrente T'(N) < N + 2T(| N/2]), donde T'(1) = 0.

Solucion:
G v pomk it Az 2% D U=
Ten) e ¥ 2T() e N+2 (Y + 2T (V)= 2m 428 T (N/22>
N 2“‘(%_11 + 27 (N/’X“» = 3N 4+ 23‘\(“‘/2;)
COoMERN+25T(Vou) = wN= N ey
= ) )
G G Ve M Py V\A“W\%c;r/v\; AsApeepily Tt J &l s ' em
(9 0= TA) ¢ 14%1=0

@'ﬂ padn N qermevod, \ « O\
T(n)% N+2T<Lﬁij>f‘\”2 ﬁ)%ﬁ) ni2 393

- N+ N(%N—NL_?F:W%N
4

Problemas

68. (P; R) Estimar razonadamente el crecimiento de la funcién 7" que satisface 7°(1) = 0, asi como
la desigualdad recurrente

T(N) < T(|N/2)) + N1g(N).
Solucion:

69. (P; R) Estimar el orden de la funcién (V) tal que T(2) = 0y T(N) < T L\/NJ )+ 1.
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8. Analisis de algoritmos recurrentes
Ejercicios

70. (E; R) El siguiente algoritmo resuelve el problema de las torres de Hanoi para mover N discos
de un poste A a otro B usando un tercero C como almacenamiento intermedio

Hanoi (discos N, poste A, poste B, poste C)

si N == 1:
mover un disco de A a B
else

Hanoi (N-1, A, C, B)
mover un disco de A a B
Hanoi (N-1, C, B, A)

Usando el movimiento de discos como OB, ;cudntos movimientos se hardn para trasladar N
discos de A a B? ;Cuantas llamadas recursivas hace el algoritmo para N discos?

Solucion:

O (i) “Lwrrn R cwlimsto “@ vusimment) O <ot

A Rew 1 (1)=1
w(n)= A+ 2w (n=1)

popsent L5
winy= 1+ 2 U4 (N=2)) = 142 2 27w (W)

Y —
et 42w 2" v (N-W-1) =
—~Y./"_
bl N_’/\ V\/(,/U:/\

3 2= 2
o —~
@ \ ‘\/\CN\ BN O Ve N AT AL MOMMA&(M LD A

(1

Newny w(1)= O) w(N)= 24 2w (n-1)

w)h}uuwh (N = 2+LCl+?v\(N~L)):’zC’I+2\+ 7_?’14(1\(«2)
N-2

-4) = g8 _ o

N-A

= g A=
= =232 42" T (o) < 2 (2
° Ln(r)= o
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Problemas

71. (P; R) El siguiente algoritmo proporciona la posicidn del elemento maximo de una tabla T entre
las posiciones Py U:

ind MaxRec (tabla T, ind P, ind U)
si P == U:
devolver P
M = (P+4U) /2
ml = MaxRec (T, P, M)
m2 = MaxRec (T, M+1, U)
si T[ml] > T[m2]:
devolver ml
else:
devolver m2

Usando la cdc como operacion basica, estimar razonadamente el trabajo en el caso peor del al-
goritmo sobre tablas de /V elementos. Para ello establecer una desigualdad recurrente para dicho
trabajo, resolverla en algin caso particular adecuado y, finalmente, dar la solucién general.

Solucion:

\,V,? cwn e N T?_*ﬂ A= d* L S s 4% s 22 4a P ~

4+
todk T 2w ‘_A/\A&—}—U\/\‘{&tiq\/wu/\/oﬂ\ Ty o "?_ kIZ‘]

i < s o et Ty o () 3 o
P trwhs \Am(N)/‘W%J‘WM/Vb A cdeg, A%\x/wl/

w(NJ= /]+v\< 2])4—\/\ H—i \ ) (A1) =
Cypementn Ne= 2% Ren
()= 1+2 WK“’/Z)i A4 (A+ 2w (V)= 1+2 4 2 n(d/zc;
_

w-l
- AN 7_ 2+z W(N/“)‘Z = -1
e B
w(14)=0

u}moyz/wua&) cqlan el A | e, g swendns (') = Y‘{\\/] <
e AL MMV A CATeAA A AR

wlr) S s (e ()= A+ T3 T[T -

= N-A1
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72. (P; R) El siguiente pseudocddigo corresponde a una version recursiva del cdlculo de la media

73.

74.

de una tabla
float media(tabla T, pos P, pos U)

si P ==10U :
devolver TI[P]
else :
M suelo ((P+U)/2)

medI = media (T, P, M)
medD = media (T, M+1, U)

nI = M-P+1 // num elems de subtabla izquierda
nD = U-M // num elems de subtabla derecha
nT = U-P+1 // num total de elementos

med = ( nIxmedI + nDxmedD ) / nT

devolver med

Suponiendo que se usa la suma como operacion basica, estimar el nimero de sumas n(N) que
hace el algoritmo sobre una tabla de N elementos efectuando para ello los siguientes pasos:

i. escribir una ecuacién recurrente para n(N) ;

i1. resolver la misma en algun caso particular conveniente;

iii. resolver o acotar la misma en el caso general.

(P) Suponiendo N = 2% un nimero A de N cifras puede descomponerse como A = A; *
Dk + As, donde Ay, A, tienen N/2 cifrasy Dy = 102" 7", Si asf se descomponen dos nimeros
A, B de N cifras, la férmula

AB = f11131 * l)%( + (/11132 + f12131) * l)}( + /12132

sugiere el siguiente algoritmo recursivo para multiplicar Ay B:

int MMR(int A, int B, int N)

si N==1:
devolver AxB

else:
calcular Al, A2, Bl, B2
O = MMR(Al, Bl)
P = MMR(Al, B2) + MMR (A2, B1)
0 = MMR (A2, B2)
devolver (O = DK + P) * DK + Q

donde DK denota 102", Tomando como OB la multiplicacién, ;cudl es la complejidad T pr(N)
de aplicar M M R a dos nimeros de N = 2 cifras?

(P+) En las condiciones del problema anterior, la formula
AB = /41131 * l)%( + ((141 + fig)(lgl + l32> - /11131 — f12132) * l)}( + flglgg

reduce la multiplicaciéon de dos nimeros de N cifras a esencialmente tres multiplicaciones
de dos nimeros de N/2 cifras. Dar el pseudocédigo de un algoritmo recursivo MM RmR de
multiplicacién de nimeros que aproveche dicha formula y estimar su complejidad 7/ rimgr (V)
al aplicarlo a dos nimeros de N = 2 cifras.
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75. (P+; R) Se quiere estimar el nimero de llamadas recursivas del algoritmo inferior con una ver-

si6n sin recursion de cola de las torres de Hanoi. Escribir la correspondiente ecuacion recurrente
y resolverla.

hanoi2 (int N, int A,
mientras N > 1 :
hanoi (N-1, A, C, B)
mover de A a B
N__
T=A; A =
mover de A a B

int B, int C)

c; C=T

Solucion:

o ) et B Aoy o@_vwvrhvﬂAiANV9}/& e

AN =] v whlizemdy o AANNBITUND povin A WHIAT

s R =
w(n)= 2 </\Ar v (- /l)) = N-14 + 27\04—4):7\‘/]‘}’21“(%)

mam W(N 1) = N2 +2Mk>N \ -
%m;&jwm-q < (N-1) - (e2) 4 Zee) - 2 e
14w (n-1)
K/V{-“m s Maopa ‘«V\(N) 4-\2«(N44))MH% P
Th MMAJM« MW TPNGRA SmPtn Y | h R Ao~ Arncs o
AN)= 2N Aty

0

QAA—\&WWM} Uy A Sorn L Moy ey i
Ay Heamas

Yochpva () et T L A Q. Ahamnnaag

MW\W‘/)) AR AR vv&’\\~ ~7

w(n) = 2 A+n(%-1)= NA z%(‘i)
X2

AlN=1) = = N-2 4 ’2 w(\a)

V\,%W\N‘&Q wN)=n(N-1)= /)—',VLU\J A)
A 2y w(n) = At 2= 9 g y I G AT
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76. (P+; R) El pseudocddigo inferior corresponde a un algoritmo para el célculo del nimero de
hojas de un drbol binario:

int numHojas (ab T)
si T vacio:
devolver 0
else si izqg(T) vacio y der(T) vacio:
devolver 1
else:

devolver numHojas (izg(T)) + numHojas (der (T)) ;

1. Escribir razonadamente la ecuacion general en recurrencias para el nimero de sumas que
realiza dicho algoritmo en funcién de su ndmero de nodos N.

ii. Resolver dicha ecuacién para arboles binarios completos (si un tal arbol tiene profundidad
K, su nimero de nodos es 25X — 1).

Solucion:

T2 et 1) /“\ vy af s 0T oy Bl e 2V o ~trman,
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iii. (Cuadl es el rendimiento del algoritmo en el caso peor para arboles binarios generales? Su-
gerencia: intentar establecer qué situacion podria suponer un trabajo méximo del algoritmo.

Solucion:
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77. (P+; R) Se quiere estimar el nimero de llamadas recursivas del algoritmo inferior de PreOrden
sobre arboles binarios completos. Escribir la correspondiente ecuacion recurrente y resolverla.

PO(AB T)
si T != NULL:
visitar (T)
PO (izq(T))
PO (der (T))

Solucion:
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78. (P+) En la version inferior se ha eliminado la segunda recursion de cola del algoritmo de Pre-
Orden. Estimar para drboles binarios completos el nuevo nimero de llamadas recursivas escri-
biendo y resolviendo la correspondiente ecuacidn recurrente.

PO2 (AB T)
mientras T != NULL:
visitar (T)
P02 (izg(T))
T = der (T)
Solucion:
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79. (P+) El algoritmo recursivo inferior calcula los nimeros de Fibonacci:

long Fib (int N)

si N==0 o N ==
devolver 1
else :

devolver Fib (N-1) + Fib(N-2)

Si T(N) es el nimero de sumas que Fib ejecuta sobre un entero N, ;Qué ecuacion recurrente
verifica T'(IV)?

(Cudl seria su solucion?

Solucion:
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80.

81.

82.
83.

84.

(P+; R) ;Qué se puede decir de G(N) = Zév F;, donde F; es el iésimo nimero de Fibonacci?

9. HeapSort
Ejercicios

(E) Dadas las listas

Q BKCFAGPEDHTR

34 43 12 58 17 92 21 67 56 72 80

1. construir sus correspondientes Max heaps indicando la evolucién de estos en cada uno de los
pasos a dar;

2. usar estos heaps para ordenarlas, indicando la evolucion de los mismos en cada uno de los
pasos a dar.

(E) Aplicar el método HeapSort a la ordenaciéndelalista8 6 2 10 9 1 3 5 7 4.

(E) Dada la lista [14, 4, 8, 10, 19, 17, 18, 15], aplicar a la misma el método
HeapSort utilizando un max—heap. Durante la fase de creacion del heap, indicar sus estados
parciales utilizando su representacion sobre un arbol binario. Durante de ordenacidn, represen-
tar el estado del heap y de la lista parcialmente ordenada usando como estructura de datos una
tabla.

(E; R) Dadalalista [15, 1, 10, 5, 8, 3, 11, 14],darlaevolucion sobre la misma
del método de ordenacion HeapSort, indicando en la construccion del max—heap asociado y en
la extraccion desde el mismo cada uno de sus sucesivos estados.
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85. (E) Dar la evolucién del método HeapSort sobre latabla9 8 10 2 5 6 7 12 11.

Solucion:
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Problemas

86. (P) Tomando como OB el acceso a un nodo, ;cudl seria la complejidad en el caso peor para la
construcciéon de un max heap? ;Cudl seria la complejidad en el caso peor para esta ordenacién
desde un heap?

Combinando ambos pasos se consigue un algoritmo de ordenacién por comparacion de claves.
(Cudl es su complejidad en el caso peor?

87. (P+) Estimar razonadamente Brreapsort (V) Y Areapsort (V)
Solucion:

88. (P) Los elementos de un heap pueden almacenarse de manera muy sencilla en una tabla ha-
ciendo que el elemento que ocupe el lugar i—€simo del heap cuando éste se recorre por niveles

ocupe la posicion i—€sima de la tabla. Almacenandolo asi, ;qué relacion hay entre el indice ¢ de
un nodo y los de sus hijos? ;Cudl hay entre el indice 7 de un nodo y el de su padre?
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9.

90.

91.

(P) Implementacion de HeapSort sobre tablas Si de acuerdo con el problema anterior se
contempla una tabla con indices de 1 a N como un heap, se observa que los inicos elementos que
pueden no cumplir la condicion de MaxHeap son los situados en los indices | N/2], [ N/2] —
1,[N/2| —2,...,3,2,1.

Comprobar que reubicando dichos elementos en ese orden se puede conseguir un MaxHeap.

(P) Una vez creado un MaxHeap sobre una tabla, comprobar que se puede obtener una ordena-
cion de la misma intercambiando repetidamente los elementos en posiciones N, N — 1, ... con
el elemento raiz y reubicando el elemento asi “subido”.

(P; R) En los cuadros inferiores se representan tres fases consecutivas de la evolucién de una
lista de 50 numeros entre 1 y 50 a la que se aplican ciertos métodos de ordenacion. Las coorde-
nadas (7, j) de un punto del gréfico indican que el nimero de la posicion i—ésima de la lista es
precisamente j (por ejemplo, un niimero ¢ estd en su posicion correcta si j = ¢, esto es, si el par
(i, 7) esta en la diagonal). ;Cuéles de los métodos de ordenacién estudiados en el curso podria
generar estos graficos?

Solucion:
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10. Arboles de decisién

Ejercicios

92. (E) Escribir el arbol de decision de los algoritmos de Burbuja, InsertSort y Selecciéon N = 3.
Solucién:

fee s T o~ T~

2.2 A~ 43 £

/N N / N\ /N
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113 132 134 213 34 S 24

93. (E; R) Escribir el arbol de decision de los algoritmos de QuickSort y MergeSort para N = 3.

Solucion:
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94. (E) Un cierto algoritmo de ordenacion tiene el siguiente pseudocodigo:
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95.

96.

RaroSort (tabla T, ind P, ind U)
si T[P] < T[P+1]:
InsertSort (T, P, U) ;
else:
MergeSort (T, P, U) ;

Dar su arbol de decision para tablas con 3 elementos.

(E) Dar razonadamente el arbol de decision para N=3 del algoritmo inferior de ordenacion.
Usar la notacién i : j con ¢ < j para indicar la comparacién de los elementos ¢ y j de la tabla
inicial T.
RaroSort (tabla T, dim N)
si T[1] < TI[2]:
QuickSort (T, N) ; // usar primer elemento como pivote

else :
InsertSort (T, N) ;

(E+) Construir razonadamante el arbol de decision para N = 3 para la siguiente variante del
algoritmo SelectSort.

SelectSortMax (tabla T, dim N)
para i de N a 2:
iMax=Max (T, 1, 1i);
intercambiar T[i] con T[iMax];

indice Max (tabla T, indice P, indice U)
Max=T[P];
iMax=P;
para i de P+1 a U:
si T[i] > Max:
Max = T[i];
iMax=1i;
devolver iMax;
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97. (E+; R) El algoritmo de ordenacién por insercion puede ejecutarse sobre el siguiente pseu-
docddigo:

InsertSortMax (tabla T, dim N)
para i de N-1 a 1:

A = T[1i];

j o= i+1;

mientras j <= N y T[j] < A:
T[3-11 = T[31;
J++;

T(3-1] = A;

Dar razonadamente su arbol de decision para N = 3, sefialando tras cada cdc el estado de la
evolucidn de la tabla.
Solucion:
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98. (E+; R) Construir razonadamente el arbol de decision para tablas de 3 elementos de la siguiente
version del algoritmo de ordenacion de la burbuja:

PlomoSort (tabla T, dim N)
camb = 1;
ini = 1;
mientras fin < N y camb == 1:
camb = 0;
para 1 de N a ini+1l:
si T[1i] < T[i-1]:
intercambiar T[i] y T[i-1];
camb = 1;
ini++;

Dar también el arbol de decision si en el codigo se eliminan las sentencias con el indicador de
intercambios camb.
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99. (E) a. Dada una tabla 7', el algoritmo InsertSort efectda en primer lugar la comparacion entre
T[1] y T[2]. Suponiendo que T[1] > T[2], ;contra qué elemento 7'[j] se compara entonces
T[1]?

b. Suponiendo que 7'[1] gana dicha comparacion, dar razonadamente el subdrbol de decision
que sigue a la misma para tablas de 4 elementos (esto es, el subarbol que sigue por la derecha a

laraizes 1 : 2,y a su hijo derecho de la forma 1 : 7). Tras cada cdc, indicar el estado de la tabla
y marcar el elemento a insertar.

Solucion:
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Problemas

100. (E+; R) Sobre una tabla de cuatro elementos el algoritmo MergeSort realiza en primer lugar
la comparacién 1:2 y si el primer elemento resulta mayor, se realiza la comparacién 3 : 4.
Dar razonadamente el resto del arbol de decision del MergeSort para tablas de 4 elementos
suponiendo que el primer elemento es mayor que el segundo y que el tercero es menor que el
cuarto. Indicar tras cada iteracion el estado de las tablas implicadas.

Solucion:
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101. (E+; R) El siguiente pseudocddigo da una version “descendente”del algoritmo de la Burbuja
en la que la lista comienza a ordenarse desde su inicio.
PS(tabla T, dim N)
k =1;
mientras k < N :
para 1 de N a k+1:
si T[i] < T[i-17]:
intercambiar T[i] y T[i-11;
k++;

En una tabla de 4 elementos PS realiza 3 : 4 como primera cdc. Si T'[3] > T'[4], ;Cual es
la siguiente cdc? Suponiendo que en la siguiente cdc es menor el elemento de mayor indice,
construir razonadamente €l subdrbol de decision de T3¢ resultante.

102. (E+; R) El algoritmo inferior es una variante “descendente”de InsertSort.

ISD (tabla T, dim N)
para i de N-1 a 1 :
j=i ;
mientras j < Ny T[j] > T[J+1] :
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swap(T[3], T[3+1]) ;
J++
volver;

En una tabla de 4 elementos ISD realiza 3 : 4 como primera cdc. Si T3] > T[4], (Cudl es
la siguiente cdc? Suponiendo que en la siguiente cdc es menor el elemento de mayor indice,
construir razonadamente el subdrbol de decision de T, resultante.

103. (E+; R) Dar razonadamente el 4rbol de decision del algoritmo HeapSort para tablas de 3 ele-
mentos.
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104. (P; R) La construccion de un ABdB puede verse como una forma particular de ordenacion de
listas. ;Cuadl seria su arbol de decision para N = 3?

Solucion:
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105. (P; R) Suponiedo que la construccion de un ABdB se aplica a tablas de N = 4 elementos, la
primera cdc que se efectiaes 1 : 2 y la segunda 1:3. Dar razonadamente el subarbol del arbol de
decision Térem, Apqp Suponiendo que T[1] >T[2] yque T[1] <T[3] representando tras
cada cdc el estado de los ABdB parciales resultantes.

106. (P; R) Probar que si 1" es un 2-arbol con N nodos entonces 7' tiene N + 1 hojas (sugerencia:
induccién).

107. (P) Establecer de manera precisa la relaciéon entre la profundidad de un arbol binario y su
numero de hojas.

108. (P) Si un arbol binario completo contiene N elementos. ;cudl es su profundidad? ;cudl es su
Ice?

109. (P+; R) La longitud de caminos internos (Ici) de un arbol 7" se define como

16i(T) = > prof(N).

{N:nodo interno de T'}

Probar que si 7" es un 2-arbol con N nodos internos, entonces lce(T') = lci(T) + 2N (sugeren-
cia: induccién).
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

11. Algoritmos basicos de busqueda
Ejercicios

(E) Dadalatabla T

1 15 2 14 3 13 4 12 5 11

escribir su drbol binario de busqueda 5.
Dar los arboles de bisqueda B que resultan de extraer del anterior los elementos 15, 13, 3
en ese orden.

(E+) Calcular explicitamente Agp;,(N) para N = 3y N = 7 (suponer equiprobabilidad).

Problemas

(P) Estimar el coste medio de la primitiva Borrar en un diccionario que usa como edd una
tabla ordenada.

(P; R) Probar que si un nodo de un ABdB tiene 2 hijos, su sucesor sélo tiene a lo sumo el hijo
derecho.

(P) Si N es un nodo de un ABdB, su predecesor es el nodo M tal que info (M) es la clave
inmediatamente anterior a info (N). Probar que si un nodo de un ABdB tiene 2 hijos, su
predecesor sdlo tiene a lo sumo el hijo izquierdo.

Solucion:

Suponemos que M tiene un hijo derecho P; entonces in fo(M) < info(P). Pero como My P
estan a la izquierda de N, info(M) < info(N),info(P) < info(N). Por tanto

info(M) <info(P) < info(N),
en contradiccion con que M sea el predecesor de V.

(P+; R) Dar el pseudocodigo de una funcidon Sucesor que reciba un puntero a un nodo de un
arbol binario y devuelve un puntero a su sucesor.

(P+) Dar el pseudocddigo de una funcién Predecesor que reciba un puntero a un nodo de
un arbol binario y devuelve un puntero a su predecesor.
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12. Arboles AVL
Ejercicios

117. (E) Construir el AVL asociadoalalistal 2 3 4 5 6 7 15 14 13 12 11 10 9 8

118. (E) Construir el AVL asociado a la lista inversa de la anterior (de 15 a 8 y de 1 a 7), indicando
en cada paso con detalle las rotaciones necesarias.

119. (E) Construir el arbol AVL asociadoalalistal 15 2 14 3 13 4 12 5 11 6 10 7 9
8.

120. (E; R) Construir razonadamente el arbol AVL paralalista9 8 10 2 5 6 7 12 11.
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121. (E; R) Construir todos los arboles de Fibonacci de profundidades 2, 3 y 4 (jno hay tantos!).

Problemas

122. (P) Dar el esquema general de una rotacion a derechas y de una rotaciéon doble izquierda-
derecha.
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123.

124.

125.

126.

127.

Cuadro 1: Evolucion de las parejas de conejos.
M 01 2 3 45
J 1.0 1 1 2 3
A 01 1 2 35
T 1 1 2 3 5 8

(P+) Probar que en el proceso de creaciéon de un AVL no pueden darse desequilibrios de la
forma (2, 0) 0 (0, 2).

(P+) Intentar probar que en la construccion de un AVL basta arreglar el desequilibrio mas
profundo para que los superiores se arreglen automaticamente.

(P+) Un arbol de Fibonacci de profundidad P es un arbol AVL con dicha profundidad y un
nimero minimo de nodos. Demostrar que si 7" es un arbol de Fibonacci de profundidad P,
entonces 7; es un arbol de Fibonacci de profundidad P — 1 y 7} es un arbol de Fibonacci de
profundidad P — 2, o al revés, T; es un arbol de Fibonacci de profundidad P — 2y 7}; es un
arbol de Fibonacci de profundidad P — 1.

(P+) Supongamos que los conejitos se hacen adultos en un mes y que una pareja de conejos
adultos, sea cual sea su sexo, producen una pareja de conejitos al mes. Si dos conejos jovenes
ndufragos llegan a una isla desierta, ;cudntas parejas de conejos habrd en la isla tras N meses?
(por ejemplo, tras dos meses habria dos parejas, una de conejitos y otra de conejos adultos).

Solucion:

Situamos en la tabla[I]el mes M, el nimero de parejas jévenes J, el de adultas A y el total T. Por
ejemplo, como en el mes 3 hay 1 pareja joven y dos adultas, en el mes 4 hay 3 = 2 + 1 parejas
adultas y 2 parejas jovenes, para un total de 5 parejas.

Denotando como F), el total de parejas en el mes n, se cumple Fy = F}, =1y F,, = F,,_1+F, >
sin > 2. A estos F;, se les llama los nimeros de Fibonacci.

(P+; R) Probar por induccién que el n—€simo ntimero de Fibonacci Fy cumple

1
Fo = — (N1 _ gy N+1
con ¢ = (1 ++/5)/2y v = (1 —/5)/2y deducir de aqui el orden de la funcién f(N) = Fl.

Solucion:
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Llamando G a los niimeros a la izquierda, comprobamos directamente en primer lugar que
Gy = G; = 1. Ademads, se comprueba que

¢’ =0+1¢" =+ 1L

Por tanto

Gnoy +Gng = % (¢N — YN N =N = % (N o+ 1) =N+ 1))
— L N-1,2 / N—-1_2 :L N+1 ) N+1
= g (0" —u ) = o (67 )
- GN.

Luego, Gy la ecuacién de los nimeros de Fibonacci y Gy = Fy, F1 = (1. En consecuencia,
FN - GN.

128. (P+; R) Calcular el orden de G(N) = Zév F;, donde F; es el iésimo nimero de Fibonacci.
Solucion:

Calculando los primeros valores de GG se obtiene

1,2,4,7,12,20,. ..

lo que sugiere que
Gy =Fnyo— 1

Lo demostramos por induccién: claramente Go = 1 = 2 — 1 = F», — 1 y suponiendo G,, =
Fio—1sim < N, se tiene

GN=Fn+Gnaa=Fn+Fn1yo—1=Fy+Fnyi—1=Fnig— 1.

129. (P+; R) ;Cudntos drboles de Fibonacci de profundidad P hay?
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13. Hashing
Ejercicios

130. (E) Construir una funcién hash adecuada para una tabla hash con encadenamiento y 7 punteros.
(Como se insertardn en la misma los valores 5, 28, 19, 15, 20, 33, 12, 17 y 10?

Vo hawvvy pava SR Mot [T 2% 11 15 20 337

Amn Tl O M=F puatoVy / paricen +
™M A U A ~neaAMuavimenty « BRene
M(3)<§ %3 =F 0 - 2%
1 —A
AN(?B):Q . v
MOY=7F <
M07) <4 g
A2y = ¢ T - —1%-33
b - 22D

M(33)= 5

B Ao o NaMaywh  arne Al

Lpaealy - o Yy

CUTERY ® AT

M2y) <0 . 2o

MO =F>54 . £

M) =1 i -
R 3

M(20)= £9091993 2 < 1
M(B3) =T 26209157 53
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131. (E; R) Se quiere construir una tabla hash con encadenamiento para almacenar 1000 datos. Si
se considera aceptable un promedio de 4 sondeos tanto en bisquedas con éxito como sin éxito,
(cudl puede ser un tamaiio de tabla adecuado?

e Rewe Nt Jvo Yy A yUat M v Il st

%A
2*(1ew) = 44 4 1= ¢ (a,
2
Re ) A AL Aewi s 4w 2y S 279

o

BN
d

—
(
N
3

63



132. (E; R) Se quiere construir una tabla hash con direccionamiento abierto y sondeo lineal para

almacenar 1000 datos. Si se considera aceptable un promedio de 5 sondeos en busquedas sin
éxito, ;cudl puede ser un tamafio de tabla adecuado?

Para el tamafio resultante de la tabla anterior, ;cudl serd el nimero medio de sondeos en buisque-
das con éxito?

YL MA M MY L R v R

?L( ) 2_(14-(,)_ u-::)l s

et w4 2 A A
(- 2 g W = A T
= (- e -2
- A o a R 7 o Y N
=) 3¢ W\—) T My 2 A= AT A
Tomamdy Ac A _ 4 Ko
1Ty 3
(A 4re): A 4)-" = )= B
AL (vl aTe) s 2 (g 13 ‘3,(""3.)‘;“‘2(
E

133. (E+; R) Se puede demostrar que usando sondeos cuadraticos en una tabla de dimensién m con
N datos, el nimero medio de sondeos necesarios en una buisqueda fallida es

1 1
Abo(N,m) ~ T Atlee—

donde ) es el factor de carga. ;Cudl serfa nimero medio A% (N, m) de sondeos necesarios en
una buisqueda con €xito?
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134. (E+; R) De un cierto método hash por encadenamiento H X se sabe que A’I} x(N,m) = N2
Hallar de manera suficientemente razonada el valor de A5,y (N, m).

Cemd #<N -km’w, MM eyormy  fpy Someniy QT
crws DA, -, Dn MW A v Aem L (/vwwbi;;l) Y
A T A s de T yusy ovil @ Sntedas D).
E“‘\—W%/ . WIa~ -—mm#(&\/\qw"’\ﬂﬂ\f’)
. K3
D, = 44T (DI TY) = 1 + ——“‘)
J VA D
9 nS M@M-“w‘h &Wmm"\d"*)

K Caym) = 2 zm» ;7)< 2 2 ML 1*" ( )

"‘ 3
:_\./\_‘._4_ jax‘lfhx.:4+__"_ _'ﬂ_‘/\ﬁ— () L [
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135. (E+) De un cierto método hash por direccionmiento abierto SX se sabe que Aé (N,m) =
1+ 1/(1 — \)2. Hallar razonadamente el valor de A% (N, m).

Ray onemdy cpvmn om 2l PWHIWMA 439, o
e anfd) 2w AN Gl VB (e OMAa—

v e Mﬁ‘uﬂ)/w, ‘H“‘M-L
< y ) T) A ¥ s -
" (DU \\:y\s'(bdj i")"AS ( bVV\)_/].}

==
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Problemas

136. (P; R) En general y sobre tablas hash, ;qué serd mas alto, el coste medio de busquedas fallidas
o el de busquedas con éxito? Razonar la respuesta.

Razenamdy (eVWA sy W antn e, +oniewmsy
Pana A~ lievavem™ ey

I
(>
N
>
)
>
~
l‘
-
$
——
(1}

Aga AR

N
o~ e

L AL .u;wu'b-/wf-, l\)AN W)= £(2).
Cowa 4() 4 evtdlai fiu)s £(R) ¥ U A, g Pyt

A A
Aik(h’,m) & %—\ _[O#(u)dws.’_‘.:;cx) Sod-w

“"(9‘) (NJV".)
“ "'\W\{.wlg, AR Lla ’\wwds\ w-\ Hrcidq o VR,
Razouomdy M Lla Auivia wma veva tan LEuca v ammient
Mw/wn

A A%

137. (P+; R) Se quieren construir tablas hash dindmicas con direccionamiento abierto y sondeo
lineal segtin el siguiente esquema denominado rehashing: cuando en una tabla de tamafio m el
factor de carga llega a 0.5, se construye una nueva tabla de tamafio 2m donde se reinsertan los
elementos de la tabla previa.

En promedio, ¢, ‘cuantos sondeos se precisan para construir asi una tabla de m elementos? ;Cual
es el coste extra de este procedimiento frente al de la construccion directa de una tabla con 2m
posiciones para N = m datos?

138. (P; R) Si en una tabla hash con direccionamiento abierto se utilizan sondeos cuadraticos para
resolver colisiones puede haber claves imposibles de insertar aunque la tabla posea espacios
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libres. Comprobar este efecto cuando la tabla tiene tamafio 16 y se usa como funcién hash
h(K) = K %16.

139. (P+; R) Probar que si en una tabla hash de tamafio m, con m primo, con direccionamiento
abierto y factor de carga A < 1/2, se utilizan sondeos cuadraticos para resolver colisiones,
siempre es posible insertar una nueva clave k.

Sugerencia: suponer ya insertados P elementos, con P < |m/2| y comprobar que dada una
clave £, cualquiera que sea la funcién de hash h, todos los valores del conjunto

{(h(k)+i*)%m : 0<i<|[M/2]}
son distintos; observar que en dicho conjunto hay més de P elementos.

140. (P) Dar el pseudocddigo de unas rutinas que busquen, inserten y borren elementos de una tabla
hash en la que se utilice direccionamiento abierto y resolucion de colisiones mediante sondeos
lineales.

141. (P) En hashing con encadenamiento se supone construida una rutina BusgH (clave K, tablaH
T) que recibe una clave K y devuelve un puntero a un nodo de la lista apuntada por T [h (K) ]
que contiene dicha clave o NULL si ningin nodo la contiene.

Construir mediante ella las rutinas BorrarH (clave K, tablaH T) y InsH(clave
K, tablaH T) que borren o inserten la clave K del o en el nodo apropiado de la tabla de
hash T. Construir mediante ésta Gltima otra rutina CrearH (tabla R, tablaH T) quea
partir de una tabla R proporcione un puntero a una tabla de hash que contenga los elementos de
R.
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