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MECÁNICA DE FLUIDOS
MOVIMIENTO CASI-UNIDIRECCIONAL Y LUBRICACIÓN

Problema 5
Un depósito lleno de un ĺıquido de densidad ρ y viscosidad µ que se encuentra a presión pd descarga
a la atmósfera, donde la presión es pa < pd, a través de un conducto ciĺındrico de diámetro D y
longitud L (D � L). Para controlar el caudal Q que circula por el conducto se utiliza un tubo
ciĺındrico de diámetro αD (α < 1), que se introduce concéntricamente desde la salida del conducto
hasta ocupar una longitud βL (β ≤ 1), tal y como se indica en la figura adjunta. Se pide:

1. En función de los datos que se dan más arriba, dar el criterio que se debe cumplir para que
el movimiento en el conducto esté dominado por la viscosidad.

2. Suponiendo conocido el valor po de la presión en el extremo del tubo, obtener el campo de
velocidades para 0 ≤ x/L < (1− β) y para (1− β) < x/L ≤ 1.

3. Determinar el caudal Q y el valor de po.
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Solución:
1. Dado que el problema es estacionario, ya que las condiciones de contorno son indepedendientes
del tiempo, y casi-unidireccional por ser D � L, para que el movimiento esté dominado por
la viscosidad basta con que se cumpla que el término de aceleración convectiva, del orden de
ρu2

c/L, sea mucho menor que el término viscoso, del orden de µuc/D
2, donde uc es la velocidad

caracteŕıstica del ĺıquido en el conducto, dando el criterio ReD/L � 1, donde Re = ρucD/µ es
el número de Reynolds. A su vez, uc puede obtenerse igualando los órdenes de magnitud del
gradiente de presión, que origina el movimiento, y del término viscoso, (pd − pa)/L ∼ µuc/D

2,
dando uc ∼ D2(pd − pa)/(µL). Por lo tanto, el criterio buscado es

ρ (pd − pa)D4

µ2 L2
� 1.

2. El campo de velocidad puede obtenerse integrando la ecuación de cantidad de movimiento axial,
que, bajo condiciones de viscosidad dominante, queda reducida a

0 = Pl +
µ

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r
,

)
(1)

donde Pl = −dP/dx es el gradiente de presión reducida, que es constante en las regiones 0 ≤ x ≤
(1− β)L y (1− β)L ≤ x ≤ L, pero cuyo valor es, en general, distinto en ambas regiones.
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Para obtener la solución en la región 0 ≤ x ≤ (1 − β)L ha integrarse la ecuación (1) con las
condiciones de contorno r = 0 : ∂u/∂r = 0; r = D/2 : u = 0, para dar el flujo de Poiseuille,

u =
PlD

2

16µ

(
1−

(
2r

D

)2
)
, (2)

Pl =
pd − po

(1− β)L
, (3)

donde se ha supuesto que el conducto es horizontal, o, alternativamente, que las fuerzas másicas
son despreciables en el movimiento, Fr = u2

c/gL� 1.
Del mismo modo, la solución en la región (1 − β)L ≤ x ≤ L se obtiene de integrar (1) con las

condiciones de adherencia en las paredes interior y exterior, r = αD/2 : u = 0; r = D/2 : u = 0,
dando

u =
PlD

2

16µ

(
1−

(
2r

D

)2

−
(
1− α2

)
ln (α)

ln

(
2r

D

))
, (4)

Pl =
po − pa
βL

. (5)

3. Los valores de po y del caudal Q pueden obtenerse usando la pareja de ecuaciones corre-
spondientes a imponer Q =

∫
Σ u dσ en ambos tramos. En el primer tramo se tiene que Q =

2π
∫D/2

0 r u(r) dr con u(r) dado por la ecuación (2), resultando

Q =
π (pd − po)D4

128µ (1− β)L
, (6)

mientras que para el segundo tramo Q = 2π
∫D/2
αD/2 r u(r) dr con u(r) dado por (4), obteniéndose

Q =
π (po − pa)D4

128µβL
(1− f(α)) , (7)

f(α) = α4 −
(
1− α2

)2
ln (α)

,

donde se ha hecho uso de la integral por partes
∫
x ln (x) dx = x2 (ln (x)− 1/2) /2.

Igualando las expresiones (6) y (7) se obtiene la ecuación que determina la presión p0,

pd − po
(1− β)L

=
po − pa
βL

(1− f(α)) ,

de donde se despeja inmediatamente el valor de po,

po = pd −
(1− β)pd − pa

1 + β f
1−f

, (8)

aśı como el valor del caudal sin más que sustituir este último resultado en la ecuación (6),

Q =
π (pd − pa)D4

128µL
(
1 + β f

1−f
) , (9)
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