
MatII 29 de junio de 2015

Nombre: N¡ de matrícula

la revisión será el 8 de julio a las 10:00 en la sala R3,

1. Para fabricar un componente óptico de un elemento E con estructura cristalina tipo
diamante se mecaniza un cilindro a partir de un monocristal eumórfico de hábito octaédrico,
como se indica en la figura (sólo se han dibujado las aristas del octaedro). Determinar la densidad
atómica lineal ρl

E (átomos de E/m) a lo largo del eje del cilindro, sabiendo que el radio atómico de
E es rE = 2.6 ! 10! 10 m. Sugerencia: en primer lugar colocar correctamente los ejes cristalográficos.

ρl
E =

Juzgando por la forma del cristal eumórfico de hábito octaédrico, el elemento E es cúbico, de
la clase m3m y los ejes cristalográficos son los indicados en la figura siguiente. El eje del cilindro
tiene como dirección [110] (o cualquier otra del tipo �110�). Esta dirección está marcada en el
monocristal y en la celda del tipo diamante en la siguiente figura:

x

y

z

110

110

a

Tomando una celda, la longitud de la diagonal de la cara (que va en dirección [110]) es
√

2a
y en esta longitud hay 1 + 2 ! 1

2 = 2 átomos; el átomo en el centro de la cara cuenta entero, y los
de los vértices cuentan 1

2 cada uno porque, a lo largo de esa dirección, están compartidos por dos
celdas.
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La arista de la celda y el radio del átomo están relacionados por
√

3a = 8rE. La densidad
lineal es:

ρl
E = 2√

2a
= 2√

28rE√
3

ρl
E =
√

6
8rE
= 1.178 ! 109 átomos de E/m
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2. Un bloque sensor de presión recibe el impacto de una partícula de masa m que llega con
velocidad vi y rebota en el bloque con vf , como se indica en la figura. El bloque no se mueve en
la colisión, que es perfectamente elástica (�vi � = �vf �) y dura un tiempo breve ∆t. La fuerza del
impacto se reparte uniformemente sobre la superficie del bloque, de área A. Escribir la tensión
mecánica en el sensor durante la colisión, expresada en los ejes de la figura (recordar que la fuerza
promedio durante la colisión es la variación de la cantidad de movimiento mv de la partícula,
dividida por la duración de la colisión). Sugerencia: escribir τ en otros ejes donde sea más sencillo
y transformarlo a los ejes de la figura.

i!

f!

45º

45º

m
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�d

�e�~

�τ� =

La fuerza que ejerce la masa sobre el bloque es F = m(vi " vf )
∆t

la fuerza tiene componentes
① y ② en los ejes del enunciado, mientras que en los ejes ①’②’ sólo tiene componente ①’:

F "
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Durante la colisión esta fuerza produce en el bloque, en los ejes ①’②’, una tensión:

�τ "� =
���������
"

√
2 m�vi �
A∆t

0 0
0 0 0
0 0 0

���������
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que se transforma a los ejes ①② del enunciado:

�τ� =
�����������
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(las filas de L� son las componentes de los ejes ①②③ expresados en el sistema de referencia
①’②’③’).

�τ� =
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"

√
2 m�vi �
2A∆t

"

√
2 m�vi �
2A∆t

0

"

√
2 m�vi �
2A∆t

"

√
2 m�vi �
2A∆t

0

0 0 0

��������������



MatII 29 de junio de 2015

3. Calcular los índices de Miller-Bravais (es obligatorio dar los cuatro índices) de la forma de
planos que contiene los átomos marcados en gris oscuro en la figura en un cristal formado por
una red hexagonal y una base esférica.

los índices de la forma son:

En las figuras siguientes se ha dibujado parte del plano (sombreado, izqda.) y una vista
de perfil. Las intersecciones del plano con los ejes x e y son 1 y " 2. De la vista de perfil, por
semejanza de triángulos, se obtiene la intersección del plano con el eje z: z

a
= c

a +
a

2

a
2
a

z
c

x y u z

intersecciones 1 " 2 " 2 2
3

inversos 1 "
1
2 "

1
2

3
2

con lo que resulta que los índices de la forma son: {21̄1̄3} .
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4. Las moléculas de un material que se usa en monitores LCD son aproximadamente lineales
(esquema a la izquierda de la figura), con un extremo polar (círculo negro). Este material forma un
cristal líquido nemático, con todas las moléculas paralelas y con sus extremos polares apuntando
en la dirección del vector director n representado en la figura.

Calcular cuál es la variación del espesor h de la lámina por efecto piezoeléctrico al aplicar un
campo eléctrico de módulo E perpendicular a la lámina. Expresar el resultado exclusivamente en
función de h, E y de los módulos piezoeléctricos que sean necesarios.

h
n

∆h =

En un cristal líquido nemático las moléculas tienen orden orientacional y no tienen orden
posicional. Pertenence a una clase límite, con el eje de orden # paralelo al director. Debido a la
asimetría de la molécula (los extremos de la molécula son distinguibles), tiene además un sentido
especial, e infinitos planos de simetría que contiene al eje de orden infinito, por lo que pertenece
a la clase # m. El eje convencional ③ tiene la dirección del director, en este caso perpendicular a
la lámina.

Para calcular la deformación, se aplica la ley de la piezoelectricidad inversa; en notación de
Voigt:

��T = �ET d� ⇒ �0 0 E3 = E� �������
0 0 0 0 d15 0
0 0 0 d15 0 0

d31 d31 d33 0 0 0

�������
= �Ed31 Ed31 Ed33 0 0 0�

Como la dirección del espesor es la del ③, se puede aplicar directamente que su variación es
∆h = h�33 = h�3 = hEd33.

∆h = hEd33

Si el vector director, y con él las moléculas, están en el plano de la lámina, en vez de ser
perpendiculares, el campo es �0 E2 = E 0� y la deformación:

��T = �ET d� ⇒ �0 E2 = E 0� �������
0 0 0 0 d15 0
0 0 0 d15 0 0

d31 d31 d33 0 0 0

�������
= �0 0 0 Ed15 0 0�

Como el espesor va en la dirección ②, su variación es ∆h = h�22 = h�2 = 0 .
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5. Un material C aislante térmico es un sandwich de tres capas: dos capas del mismo vidrio
y de espesores iguales, δv, y una tercera capa intermedia de aire, también del mismo espesor
δa = δv . En C las conductividades térmicas del vidrio y del aire están en la relación kv

ka
= 4.

Un segundo aislante C’ es parecido al anterior, pero tiene el espesor de la capa de aire δ"
a = 2δa

y la conductividad del nuevo vidrio k"
v = 6kv .

Calcular la relación entre las conductividades térmicas de C’ y de C en la dirección perpendi-
cular al plano de las capas. Expresar el resultado solo como un valor numérico; no debe aparecer
ningún otro símbolo ni variable.

k"
C

kC
=

Las tres capas están en serie, por lo que la conductividad del compuesto se obtiene con la
regla de mezcla armónica. Para los materiales C y C’:

kC = � δa

δa + 2δv

1
ka

+
2δv

δa + 2δv

1
kv
�! 1

k"
C = � δ"

a

δ"
a + 2δv

1
ka

+
2δv

δ"
a + 2δv

1
k"

v
�! 1

con los valores δa�δv = 1 y kv�ka = 4 de C, y con los valores de C’, es decir, con el espesor de la
capa de aire multiplicado por un factor n (δ"

a = nδa) y la conductividad del vidrio multiplicada
por un factor m (k"

v =mkv), se obtiene:

k"
C

kC
=

δa

δa + 2δv

1
ka

+
2δv

δa + 2δv

1
kv

nδa

nδa + 2δv

1
ka

+
2δv

nδa + 2δv

1
mkv

=
δa�δv

δa�δv + 2
kv

ka
+

2
δa�δv + 2

nδa�δv

nδa�δv + 2
kv

ka
+

2
nδa�δv + 2

1
m

= m(n + 2)
2mn + 1

Para los valores dados en el enunciado, n = 2 y m = 6 se obtiene una relación de conductividades
de k"

C

kC
= 24

25 = 0.96.
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6. Escribir la unidad estructural repetitiva del polímero que se obtiene al hacer reaccionar
alternadamente (una molécula de un tipo y luego una del otro, y así sucesivamente) los monómeros
A y B en relación molar 1:1 y con conversión completa.

C C

C

C

C

C

C

C

CC

CC

CC

H H

H

H

H

H

H

H

HH

HH

C C

CC

CC

CC

H

HH

HH

HH

CH

C

CH

CH

CH

CH

CH

BA

Los monómeros se polimerizan por reacción en cadena, abriéndose los dobles enlaces, y
producen la UER:

n
CH3 CH CH

C
CH CH

CH CH
CH

CH2

C
CHCH

CHCH
CH

CH CH

C
CHCH

CHCH
CH

C
CH CH

CH CH
CH
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Problema 1 
 

Nombre y apellidos:        Nœmero de matr’cula: 
 

Un material compuesto laminar (C) está formado por dos capas, C1 y C2, de espesores  ( : 

- la capa superior (C1) es una lámina de un polímero isótropo P 

- la capa inferior (C2) es, a su vez, un material compuesto formado por fibras de carbono continuas 

(F) alineadas unidireccionalmente en una matriz de resina epoxi (M ) y cuya sección transversal 

(perpendicular al eje de las fibras),  se representa en la figura: 

 
Secci—n transversal capa C2 (fibras de carbono F de secci—n transversal circular en gris, matriz M en blanco. El dibujo no 

est‡ realizado a escala 

Los materiales P, F y M , por separado, sin darles ninguna estructura, son homogéneos e isótropos. 

En el material compuesto C, la capa C2 se orienta de forma que el eje de las fibras F sea perpendicular al 

plano de separación de las láminas C1 y C2.  

Determinar: 

1. la clase cristalográfica o límite a la que pertenece el material compuesto 

2. las fracciones másicas de matriz y fibra en la capa C2 (  

3. el módulo elástico de la lámina C2 en la dirección de las fibras 

4. el módulo elástico del material compuesto C en la dirección normal al plano de las láminas 

5. la máxima tensión de tracción en la dirección de las fibras que puede resistir la lámina C2 sin 

romperse 

6. la máxima tensión de tracción en la dirección perpendicular al plano de las láminas que puede 

resistir el material C sin romperse 

7. la variación de espesor total del material C (  cuando se somete a la máxima tensión de 

tracción en dirección perpendicular al plano de las láminas, así como la variación de espesor 

de cada una de las capas (  y ) en estas condiciones. Considerar que . 

Datos:  (  

  

 

(3 puntos, 45 minutos) 

M 

F 
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___________________________________________________________________________ 

Sol:  

1. El material compuesto C presenta un eje de rotación senario característico del sistema 

hexagonal. No hay centro de inversión ni plano de simetría perpendicular al eje, pero sí seis 

planos de simetría que contienen al eje de rotación, por lo que pertenece a la clase : 

 
2. Las fracciones másicas de fibra y matriz de la capa C2 se determinan como: 

 

 

por lo que hay que calcular las fracciones volumétricas de fibra y matriz en la capa C2. 

Observando la figura, las fracciones volumétricas se calculan de forma inmediata: 

 
 

por ejemplo, teniendo en cuenta el área de fibra (  y el área total del 

triángulo marcado en rojo (  

A partir de aquí las fracciones másicas se obtienen directamente: 

 

 

3. el módulo elástico en la dirección de las fibras (eje convencional �O) para la lámina C2 

corresponde a isodeformación, y se calcula con la regla de mezcla de Voigt: 

  

 

4. en dirección perpendicular a las láminas, C1 y C2 están en isotensión, así que el módulo 

pedido se calcula aplicando la regla de mezcla de Reuss: 

 

M 
F 
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5. en el caso de la l‡mina C2, en la direcci—n de las fibras, los componentes F y M se 

encuentran en condiciones de isodeformaci—n, por lo que  

�Ý�¼�6 L � Ý���¿ L � Ý�Æ  

y la l‡mina se romper‡ cuando alguno de los componentes (F o M) sobrepase su 

deformaci—n m‡xima. Las deformaciones m‡ximas que pueden soportar fibra y matriz son 

las siguientes: 

�Ý�à�ž�ë���¿L
�ì�à�ž�ë���¿

�' �¿
L

�v�ä�t �® �s�r�=

�u�ä�w �„ �s�r�5�5 L � r� ä� r� s� t 

�Ý�à�ž�ë�ÆL
�ì�à�ž�ë���Æ

�' �Æ
L

�w�ä�w �® �s�r�;

�u�ä�w �„ �s�r�=  L � r� ä� r� s� w� y 

Por lo tanto �Ý�à�ž�ë���¼�6 L � I� À� J�:�Ý�à�ž�ë���¿� á � Ý�à�ž�ë���Æ�;  L � r� ä� r� s� t 

y teniendo en cuenta que el m—dulo el‡stico del material compuesto es el calculado en el 

apartado 3: �:�' �¼�6���;�7  L � z� ä� t� s� x � „ � s� r�5�4�2�=, la m‡xima tensi—n de tracci—n que puede resistir la 

l‡mina C2 es: 

�ì�à�ž�ë�����¼�6 L � r� ä� r� s� t � ® � z� ä� t� s� x � „ � s� r�5�4 L � {�ä�z�w�{�„�s�r�<�2�= 

(ver problema 8.40 colecci—n) 

6. en el caso del material compuesto C, las capas C1 y C2 se encuentran en condiciones de 

isotensi—n, es decir, se cumple: 

�Î�o  L � Î�o
Ú L � Î�o
Û 

por lo que la tensi—n m‡xima de tracci—n que puede soportar el material ser‡ 

�ì�à�ž�ë�����¼ L � I� À� J�:�Î�“�ž�ž���o
Ú� á � Î�“�ž�ž���o
Û�;  L � x�ä�w�®�s�r�; �2�= 

 (ver problema 8.39 colecci—n) 

7. La variaci—n de espesor total del material C, cuando se somete a la tensi—n calculada en el 

apartado anterior, se puede calcular sencillamente como 

���Ü L ���:�Ý�Ö�;�7� Ü  L
�ì�à�ž�ë�����¼

�:�' �Ö�;�7
� Ü  L

�x�ä�w �® �s�r�;

�v�ä�z�w�t �® �s�r�=� Ü  L � r�ä�r�s�u�v�Ü 

Al estar las l‡minas en condiciones de isotensi—n: 

���Ü�5  L � ��:�Ý�Ö�5�;�7�Ü�5 L
�ì�à�ž�ë�����¼

�:�' �Ö�5�;�7
�Ü�5 L

�x�ä�w �® �s�r�;

�t�ä�w �® �s�r�=�Ü�5  L � r�ä�r�t�x�Ü�5 

���Ü�6  L � ��:�Ý�Ö�6�;�7�Ü�6 L
�ì�à�ž�ë�����¼

�:�' �Ö�6�;�7
�Ü�6 L

�x�ä�w �® �s�r�;

�z�ä�t�s�x �„ �s�r�5�4�Ü�6  L � y�ä�{�s�®�s�r�?�8�Ü�6 

Se puede comprobar que ���Ü L ���Ü�5  E � �� Ü�6���O�E�A�J�@�K���Ü�5  L � Ü�6 L
��

�6
�� 
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Problema 2 
Nombre y apellidos: Número de matrícula:

Una soluci—n s—lida cer‡mica (P) muy utilizada como material conductor superi—nico es una
circonia  (ZrO2) estabilizada con cal (CaO) y con itria (Y2O3). Se obtiene a partir de circonia ZrO2

(A) pura y de una mezcla M de los otros dos —xidos con una fracci—n molar de CaO (C) 
xM_C 0.5�  y el resto Y2O3 (B). El producto resultante P debe tener una fracci—n molar de ZrO2

entre S1 0.8�   y S2 0.9� . Se desea determinar su conductividad i—nica �VP (S/m) a partir de los

datos de conductividad i—nica de otras circonias estabilizadas ya comercializadas y conocidas, que
son:

una soluci—n s—lida de CaO en ZrO2 (R) con una fracci—n molar de CaO: xR_C 0.28� ,�x

una soluci—n s—lida de Y2O3 en ZrO2 (Q) con una fracci—n molar de Y2O3: xQ_B 0.03�   y�x

una soluci—n s—lida de Y2O3 en ZrO2 (S) con una fracci—n molar de Y2O3: xS_B 0.20�  .�x

De esta tres soluciones s—lidas se conocen las masas moleculares, las densidades y las conductividades
i—nicas: 

MwR 104.42� kg/kmol �UR 4404� kg/m3 �VR 0.1� S/m

MwQ 122.62� kg/kmol �UQ 4901� kg/m3 �VQ 1� S/m

MwS 119.78� kg/kmol �US 5131� kg/m3 �VS 10� S/m

Con buena aproximaci—n se puede calcular la conductividad i—nica de P mediante una regla de mezcla
aritmŽtica (lineal), utilizando las fracciones volumŽtricas de R, Q y S en P y sus correspondientes
conductividades i—nicas.

Determinar las dos composiciones de P, P1 y P2, en fracciones molares de R, Q y S, que cumplen1.

las especificaciones S1 y S2 .
Calcular las composiciones de P1 y P2 en fracciones volumŽtricas de R, Q y S.2.
Calcular las conductividades i—nicas (S/m) de P1 y P2 con la regla de mezcla mencionada.3.
Determinar las fracciones molares de circonia (ZrO2), de itria (Y2O3) y de cal (CaO) en la4.
soluci—n s—lida que tenga mayor conductividad i—nica (entre P1 y P2 anteriores).

Sugerencia: usar el diagrama ternario (las divisiones son de 0.1 en 0.1) en fracciones molares; las frac-
ciones molares y las fracciones volumŽtricas no son lo mismo. ƒstas œltimas se calculan a partir de las
primeras.

(3 puntos, 45 minutos)
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ZrO2(A)

fr. molar CaO ( xC )

fr. molarY2O3 ( xB )
0.5

0.5

Sol.: P1 y P2 son las composiciones de P que se encuentran sobre la línea A-M, que divide el
diagrama en fracciones molares en dos partes iguales (M se encuentra en el 50% de la línea B-C )
y que corresponden a las especificaciones S1 y S2 del enunciado. La composición de P1 en
fracciones molares de R, Q y S se determina con la regla de la palanca aplicada al triángulo QRS,
por ejemplo:

1

'
1 1

'
1

0.346P
R

PR
x

RR
1 1 1 1

'
1 1

'
1

0.473 1 0.181P P P P
S Q R S

PS
x x x x

SS
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ZrO2(A)

fr. molar CaO ( xC )

fr. molarY2O3 ( xB )

La composici—n de P2 en fracciones molares de R, Q y S se determina an‡logamente:

2

'
2 2

'
2

0.173P
R

P Rx
RR

2 2 2 2

'
2 2

'
2

0.678 1 0.149P P P P
Q S R Q

P Qx x x x
QQ

ZrO2(A)

fr. molar CaO ( xC )

fr. molarY2O3 ( xB )
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2) y 3) para pasar de fracciones molares a fracciones volumŽtricas de R, Q, S en P1:

xP1_R 0.346 xP1_S 0.473 xP1_Q 0.181

VP1_R

xP1_R
MwR

R

xP1_R
MwR

R
xP1_S

MwS

S
xP1_Q

MwQ

Q

VP1_R 0.34493

VP1_S

xP1_S
MwS

S

xP1_R
MwR

R
xP1_S

MwS

S
xP1_Q

MwQ

Q

VP1_S 0.46435

VP1_Q 1 VP1_R VP1_S VP1_Q 0.19072

y la conductividad i—nica se obtiene aplicando una regla de mezcla lineal:

P1 VP1_R R VP1_S S VP1_Q Q P1 4.869 S/m

y an‡logamente para P2:

xP2_R 0.173 xP2_S 0.149 xP2_Q 0.678

VP2_R

xP2_R
MwR

R

xP2_R
MwR

R
xP2_S

MwS

S
xP2_Q

MwQ

Q

VP2_R 0.1668

VP2_S

xP2_S
MwS

S

xP2_R
MwR

R
xP2_S

MwS

S
xP2_Q

MwQ

Q

VP2_S 0.142

VP2_Q 1 VP2_R VP2_S VP2_Q 0.6912

P2 VP2_R R VP2_S S VP2_Q Q P2 2.128 S/m

4) una vez seleccionada la composici—n de P de mayor conductividad i—nica de las dos, se lee en el
diagrama en fracciones molares la composici—n de P1 referida a los componentes A, B y C de los
vŽrtices:

xP1_A 0.8 xP1_B 0.1 xP1_C 0.1


