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Cinematica del sélido rigido

7.1. Sdlido rigido. Introduccion

Desde el punto de vista de la mecénica, un sélido rigido es cualquier objeto formado
por un conjunto de particulas materiales que mantienen invariable la distancia entre si,
independientemente del tiempo o de cualquier otro tipo de acciones (por ejemplo, la aplicaciéon
de cargas).

Es una idealizaciéon matematica, ya que en la realidad no existen cuerpos indeformables. Sin
embargo, esta aproximacion es aceptable cuando esas deformaciones son despreciables frente al
movimiento global que se trata de estudiar. La elasticidad y la resistencia de materiales son las
materias donde se estudian esas deformaciones locales (que pueden llegar a ser determinantes
en problemas concretos). El estudio de la cinemética de los cuerpos rigidos facilitard el disetio
de todo tipo de mecanismos.

7.2. Grados de libertad en el movimiento de un sdélido
rigido

Una vez definido el sélido rigido, para determinar su posicién en funciéon del tiempo, habra
que conocer la posicion de cada una de las particulas materiales que lo componen. Para cada
particula material es necesario conocer tres coordenadas. §Significa esto que un sélido rigido
tiene 3N grados de libertad, siendo N el nimero de particulas que forman el s6lido? No, porque
hay que tener en cuenta las ecuaciones de ligadura que supone el hecho de la invariabilidad de
distancia entre puntos del sélido.

Supongamos el caso mas general de un sélido rigido desplazandose libremente en el espacio
(Fig. [7.1). Para determinar la posicion de una particula, por ejemplo la P;, necesitamos
tres coordenadas. Para determinar la posicién de otra particula P, necesitamos otras tres
coordenadas, pero anadiremos una ecuacion de ligadura (la distancia entre Py y P es constante)
con lo que tenemos 3x2-1=>5 coordenadas independientes. Para considerar la particula P; del
sélido, no alineada con P; y P, anadimos tres coordenadas mas y dos ecuaciones de ligadura (las
distancias constantes desde P a P; y a P,) con lo que ahora tendremos 3x3-3=6 coordenadas
independientes. Cualquier nueva particula P; que se anada proporciona tres coordenadas a
considerar y tres ecuaciones de ligadura nuevas (sus distancias a las particulas P, P, y P3 son
constantes), con lo que no se anaden coordenadas independientes nuevas.
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.2

Esto quiere decir que un sélido rigido, aunque esté formado por un nimero muy grande de
particulas, solo tiene seis grados de libertad. Veremos que este niimero se reduce cuando se
establecen restricciones en el tipo de movimientos que pueda tener el sélido.

>
ks
Figura 7.1: Distancia entre particulas en un sélido rigido.

Segtn esto el movimiento de un sélido rigido queda determinado cuando se conoce el de tres
de sus puntos (no alineados, con el fin de que las tres ecuaciones de ligadura que aportan las
invariabilidades de las distancias relativas sean linealmente independientes y no haya una que
sea combinacion lineal de las otras dos) y este movimiento se conoce a partir de seis ecuaciones
(seis grados de libertad).

Este procedimiento de determinar el movimiento de tres puntos no es el que se utiliza
habitualmente. Lo que se suele hacer es aprovechar los conceptos asimilados en movimiento
relativo y particularizarlos aqui, ligando solidariamente al sélido rigido un sistema de referencia
y estudiando el movimiento del origen O’ de ese sistema [ro/(t), Uor(t), do/(t)] y el giro del
sistema de referencia (que serd también el del sélido rigido) [W(t), d(t)] con respecto a un
sistema de referencia fijo.

Es decir, trataremos de determinar el movimiento de cualquier punto del sélido rigido
a partir de conocer el movimiento de un sistema de referencia ligado al sélido y, para ello,
particularizaremos las expresiones del movimiento relativo para el caso de puntos fijos a ese
sistema de referencia moévil.

7.3. Campo de velocidades de un sdlido rigido.
Velocidad de deslizamiento

7.3.1. Campo de velocidades de un sélido rigido

Llamamos S al sistema de referencia con respecto al cual vamos a estudiar el movimiento
del sélido rigido (este sistema de referencia coincide con el sistema de referencia “fijo” que se
ha utilizado del apartado 3.1 al 3.4). Ligamos solidariamente al sélido rigido un sistema S’, de
forma que el origen O’ del sistema de referencia coincida en todo instante con un punto ) del
solido rigido y los ejes X’Y’Z’ mantengan constantes sus direcciones con respecto al sélido. Es
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.3

decir, “pegamos” el sistema de referencia al sélido rigido (este sistema de referencia es el que
se ha llamado “mévil” en los apartados ya mencionados).

z s'(ty)

Figura 7.2: Sistema S’ ligado al s6lido en dos instantes de su movimiento.

En la Fig. pueden observarse el sistema S y dos posiciones cualesquiera del sistema S’
ligado al sélido. Se trata de determinar la posicién, velocidad y aceleraciéon en funcion del tiempo
de un punto P cualquiera del sélido con respecto al sistema de referencia S. Obsérvese que la
posicién del punto P con respecto al sistema de referencia S’ estd perfectamente determinada
si se conoce la geometria del sélido y que, ademas, de la forma en que esta definido el sistema
de referencia S, esta posicién no depende del tiempo.

Figura 7.3: Sistemas fijo y ligado al sélido y posicién de un punto P de éste en
ambos.

Particularizamos entonces la expresion [3.21] para el caso 7 = cte (Fig. en el sistema
de referencia S’. Esto significa que su derivada en ese sistema es nula y a esa derivada es a lo
que se habia denominado velocidad relativa. Es decir, lo que se esta haciendo es particularizar
[3.21] para el caso de “puntos fijos al sistema de referencia mévil”:

Up = Uor + W X FIP (71)

‘Fraian
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.4

donde O’ es un punto arbitrario del sélido y o su velocidad medida por un observador en S,
@ es el vector que nos indica la velocidad angular de rotacién del sistema de referencia S’ con
respecto al § (proporciona la velocidad angular instantanea de rotacion del sélido alrededor de
un eje cuya direccion coincide con la de & y que pasa por O’ en cada instante) y 7 es el vector
posicion relativa del punto P con respecto a O, O'P, que es constante en modulo, direccién y
sentido en el sistema de referencia ligado al sélido S’, pero que solo es constante en médulo en
el sistema de referencia “fijo” S.

La expresion o su forma mas habitual
Tp=Tp+@x QP (7.2)

donde como ya hemos dicho P y @ son dos puntos cualesquiera del sélido (y en este caso es
@ el origen del sistema de referencia S’) se denomina campo de velocidades del sélido rigido y
proporciona la velocidad de cualquier punto P del sélido conocida la de otro punto @ y el valor
de la rotacion instantdnea ¢ alrededor de un eje que pase por Q).

. Qué ocurre si cambiamos de sistema de referencia, eligiendo otro sistema S” con origen en
un punto distinto O” del sélido rigido? ; Cambiara el vector velocidad angular?

La velocidad del punto P vendra dada por la ec. 7.2], suponiendo que el nuevo sistema
ligado al solido se mueve con el sélido de forma que su origen se traslada con v y que sus ejes
giran con {2 respecto al mismo sistema de referencia fijo S, esto es,

— — = 1
UPZUO//+QXOP

Podemos sustituir o~ por su expresion en funciéon de v, ya que O” es un punto del sélido,

00’

Uorn = Uor + W X

Figura 7.4: Dos sistemas ligados al sélido y posiciéon de un punto P de éste en
ambos.

Entonces, de acuerdo a las relaciones geométricas (véase Fig. [7.4)) se verifica:
— L = e A
Up =00 +dx O0"+QxO"P=0p+dxO'P—-dxO0"P+Qx0O"P

lo que implica que

‘Fraian
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.5

L —
(@—0)x0"P =0

—

H .
y como O"P es arbitrario, & = €.

Como era de esperar, el giro de los ejes méviles ligados al sélido rigido es independiente del
punto del sélido que elijamos como origen del sistema de referencia ligado a éste.

7.3.2. Velocidad de deslizamiento

Llamaremos velocidad de deslizamiento de un sélido rigido a la componente de la velocidad
de un punto cualquiera del sélido en la direcciéon del vector rotacién instantanea.

Figura 7.5: Proyeccién de la velocidad de dos puntos del sélido en la direccién
de la velocidad angular.

Multiplicamos escalarmente la expresiéon [7.2] por el vector unitario @ asociado al vector &
y asi obtendremos el valor escalar de la velocidad deslizamiento:

Op T =00 T+ (3 xQP)-@

Al ser 4 paralelo a &, el producto mixto (& x Q?) -1 es nulo vy,

— —

que, como se puede comprobar, no depende del punto del solido que estemos considerando y
es, por tanto, una caracteristica del movimiento. El vector velocidad de deslizamiento sera,

— —

’Ud:(UP'U)H:Ud?I:’Ud

‘El

| (7.3)

=
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.6

7.4. Condicién cinematica de rigidez

Un solido se caracteriza por ser un sistema de particulas tal que la distancia entre cada par
de ellas, digamos la P y la @), permanece constante en cada momento, independientemente de
cual sea su movimiento:

7p — | =cte & (Fp—Tg)- (Fp — o) = cte

Esta ecuacion implica una relacion entre las velocidades posibles de dichas particulas. En
efecto, si derivamos con respecto al tiempo la expresion anterior, se obtiene una relaciéon entre
las velocidades:

2(0p — Ug) - (Fp — Q) =0

— —

Dividiendo por |(7p — 7g)| queda:
(Tp — i) - tigp = 0

Figura 7.6: Proyeccién de la velocidad de dos puntos Py @ del sélido a lo largo
de la recta que une dichos puntos.

Esta es la llamada condicién cinematica de rigidez del sélido que se verifica para
cualquier par de puntos: Dados dos puntos P y () cualesquiera del sélido, la proyeccién de
sus respectivas velocidades sobre la recta que les une es la misma (Fig. . En este sentido
se dice que el campo de velocidades de un solido es equiproyectivo. El que las dos proyecciones
sean iguales quiere decir que la componente de ambas velocidades en esa direcciéon es la misma;
las dos particulas avanzan o retroceden a lo largo de esa linea en igual medida, manteniendo
su distancia relativa.

7.5. Campo de aceleraciones de un sélido rigido

Utilizando los mismos sistemas de referencia que en el apartado [7.3] particularizamos la
expresion [4.26] para el mismo supuesto anterior (7 = cte en S’). En estas condiciones seran
cero tanto Up como ap:

—

d
Gp = dor + 2 X o+ @ X (& X ) (7.4)

dt
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.7

Esta expresion nos proporciona la aceleracion de un punto P del solido con respecto a
un sistema de referencia “fijo” S conocidas la de otro punto O’ y la velocidad y aceleracién
angulares instantdneas de rotacion del sistema de referencia “mévil” (que son las del sélido)
con respecto al “fijo”.

También la expresion es usual encontrarla escrita llamando @ a O’y Q? a 7 (vector
de posicién del punto del sélido en el sistema S”):

aP:aQ+§xcﬁ+wx<wxcﬁ§) (7.5)

Recordando los conceptos vistos en cinemadtica de la particula (en particular los relativos a
giro de una particula alrededor de un eje fijo) y adelantando acontecimientos, podemos observar
que tanto la expresién [7.2] como la de la velocidad y aceleracion del punto P responden
a la superposicion de dos movimientos: uno de traslaciéon del punto () y otro de rotacion del
punto P alrededor de un eje paralelo a & y que pasa por @ (rotacién instantanea, considerando
el eje definido por & instantdneamente fijo). Un instante después el eje que define esa rotacién,
en general, se habra desplazado (junto con el punto () y habrd cambiado su direccion.

Haremos aplicacion de todo esto al movimiento general de un soélido rigido, estudiando
previamente un tipo de movimiento més sencillo, el movimiento plano.

7.6. Movimiento plano de un sélido rigido

Diremos que un so6lido rigido efectia un movimiento plano cuando cada una de las particulas
materiales que lo componen sigue una trayectoria plana. Es decir, las trayectorias de cada uno
de los puntos del solido estan contenidas en planos paralelos a un plano fijo.

En este caso los seis grados de libertad quedan reducidos a tres al existir tres nuevas
ecuaciones de ligadura. Si nos fijamos en el sistema de referencia S’; lo que ocurre es que
la trayectoria de su origen O’ es plana (2 grados de libertad) y el vector rotacién instantanea
solo puede ser perpendicular al plano que define el movimiento (1 grado de libertad).

Hay dos casos de movimiento plano muy sencillos: movimiento de traslaciéon y movimiento
de rotacion alrededor de un eje fijo.

7.6.1. Movimiento de traslacion

Diremos que un sélido rigido estd animado de un movimiento de traslaciéon cuando cualquier
segmento AB que une dos puntos del solido permanece, durante todo el movimiento, paralelo
a su direccién original.

Si nos fijamos en el sistema de referencia ligado al sélido (S7), éste debe simplemente
trasladarse sin girar (Jd = 0 y su derivada respecto al tiempo también es nula). Es decir,
los ejes del sistema moévil S deben mantener sus direcciones constantes para un observador
situado en el sistema fijo S.

‘Fraian



FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.8

Si las trayectorias de las particulas del sélido rigido son lineas rectas (Fig. diremos que
el movimiento plano es una traslacion rectilinea. En este caso el nimero de grados de libertad
ha quedado reducido a uno. La traslacion del origen del sistema mévil S’ es rectilinea (1 grado
de libertad) y no existe rotacion.

Si las trayectorias de las particulas del sélido rigido son lineas curvas planas diremos que el
movimiento es una traslacién curvilinea plana. El nimero de grados de libertad para un sélido
rigido en movimiento de traslacion curvilinea plana es dos. El origen del sistema S’ describe
una curva plana (2 grados de libertad) y no existe rotacion.

Figura 7.7: Movimiento plano de traslacién rectilinea.

Obsérvese que en ambos casos el segmento AB (o los ejes z”,y’,z") (Fig. [7.7) mantienen su
direccion constante con respecto al sistema de referencia S.

Figura 7.8: Variables usadas en un movimiento de traslacién plana.

Existe también el movimiento de traslacién curvilinea espacial (que ya no es un movimiento
plano) en el cual, aun manteniéndose la condicién de movimiento de traslacién (es decir, los
ejes ligados al s6lido mantienen sus direcciones constantes con respecto al sistema de referencia
fijo), las trayectorias de los puntos del sélido son curvas alabeadas. En este caso el nimero de
grados de libertad del soélido rigido es tres, ya que el origen sigue una trayectoria curvilinea
alabeada (3 grados de libertad) y no existe rotacién.

5
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.9

Para encontrar el campo de velocidades de un sélido rigido en movimiento de traslacion
(Fig. basta con derivar la relacién vectorial 7p = 7 + Q? y recordar que @ es un vector
constante no solo en médulo (condicién de sélido rigido) sino también en direccién (condicion
de movimiento de traslacién). Al hacer esto queda:

dip  diy QP
+ = Up = U, 7.6

dt — dt  dt Pl (7.6)
En un sélido rigido en movimiento de traslacion todos sus puntos tienen la misma velocidad
instantanea. Esta velocidad tunica para todo el sélido es una caracteristica de este tipo de

movimientos y se conoce con el nombre de velocidad de traslacion del sélido.
Si derivamos otra vez la expresién [7.6], queda

dvp  du
=r_2e = P =aqQ (77)
dt dt
En un sélido rigido en movimiento de traslacion, todos sus puntos tienen la misma
aceleracion instantanea. Esta aceleracion tinica para todo el sélido también es una caracteristica
de este tipo de movimientos y se denomina aceleracion de traslacién del sélido.

A estas mismas expresiones y [7.7] podiamos haber llegado también imponiendo las
condiciones particulares de estos movimientos a las ecs. y . Como ya se dijo al comienzo
de este apartado, un movimiento de traslacién se caracteriza por el hecho de que el vector & y
su derivada son nulos.

7.6.2. Movimiento de rotaciéon alrededor de un eje fijo

Diremos que un sélido rigido estd animado de un movimiento de rotacién con respecto a un
sistema de referencia determinado cuando dos de sus puntos permanecen fijos en ese sistema.

(a) (b)

Figura 7.9: Movimiento plano de rotacion alrededor de un eje fijo.

Por la propia definicion de sélido rigido, si la posicion de dos de sus puntos no depende del
tiempo (tienen velocidades y aceleraciones nulas) debe ocurrir lo mismo con todos los puntos
del sélido contenidos en la recta que los une. Esta recta se denomina eje de rotacién (Fig.
7.9(a)) y puede no pertenecer fisicamente al sélido (Fig.|7.9(b)) si consideramos como parte de
éste el espacio geométrico que le rodea con lo cual seria solidario a él.
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Suponemos que son A y B los puntos fijos del sélido que definen el eje de rotacién (Fig.
. Nos fijamos en un punto P del sélido que no pertenezca al eje. Su distancia a un punto
cualquiera de ese eje debe permanecer constante. Su tinica posibilidad de movimiento es entonces
describir una circunferencia contenida en un plano perpendicular a la direccion del eje. Todos
los puntos del solido (excepto los que pertenecen al eje de rotacién que estén fijos) se mueven
describiendo circunferencias contenidas en planos paralelos que son perpendiculares al eje de
rotacion.

I=Z

B i

Figura 7.10: Angulo girado por un sélido respecto a un eje fijo.

El nimero de grados de libertad de un sélido que se mueve en estas condiciones es uno, al
haber fijado la posicion de dos puntos. Esto significa que basta con una coordenada para definir
la posicion del sélido.

Podemos tratar cada punto P del sélido como una tnica particula material que se mueve
con un movimiento de rotaciéon alrededor de un eje fijo, y aplicar todas las conclusiones a las
que se llegaron en el apartado 2.7.2.

Tanto la velocidad & como la aceleracion @ angulares de rotacion definidas en ese apartado
seran entonces las mismas para todos los puntos del sélido y son caracteristicas de este tipo de
movimientos.

Particularizando para este caso las expresiones [2.52] y [2.56], se tiene

Tp =& x QP (7.8)
*P—Cflfxcﬁﬁwxap—chcﬁﬁwx@xcﬁ) (7.9)

Analicemos el movimiento con los sistemas de referencia S y S’. Elegimos como sistema de
referencia S’ uno en el cual la direccién de uno de sus ejes (O’Z’, por ejemplo) coincida con la
del eje de rotaciéon del sélido, el origen O’ debe estar en un punto () de ese eje, y los ejes X Y’
pueden ser dos cualesquiera formando un triedro a derechas (Fig.|7.10)). Eso significa que tanto
Uor como dor son nulas. Asi, las expresiones y quedan:
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.11

Tp =@ x QP (7.10)
6p:§x6ﬁ’+ﬁx(@x6ﬁ7) (7.11)

que, como era de esperar, coinciden con las [7.§] y [7.9].

7.6.3. Movimiento plano general

t+ At

Figura 7.11: Movimiento plano general de un sélido.

Como su nombre indica es un movimiento plano en el que no se cumplen ninguna de las
caracteristicas restrictivas de los apartados v[7.6.2] Estudiaremos este movimiento a partir
del de una seccién representativa del sélido llamada seccion central (interseccién del sélido
con el plano del movimiento, plano paralelo al movimiento de las particulas del solido que
contiene al centro de masas). Suponemos dos posiciones sucesivas de esa seccion (entre las que
ha transcurrido un tiempo At) como las mostradas en la Fig. [7.11

Se trata de describir cémo ha ocurrido el movimiento (Fig. . Nos fijamos en un punto
del solido. Suponemos que todo el sélido sigue un movimiento de traslacion idéntico al necesario
para llevar el punto @) de su posicién inicial a su posicion final. Es decir, manteniendo constante
la direccién de la recta P, movemos el solido un Arg. Ahora para que todos los puntos del
sélido (y no solo el punto () ocupen su posicién final, hacemos que todo el sélido gire un angulo
A¢ alrededor de un eje perpendicular al plano del movimiento y que pase por Q.

Hemos descompuesto el movimiento plano general en un movimiento de traslacion mas un
movimiento de rotacién alrededor de un eje fijo. Este no tiene por qué ser el movimiento “real”
del sélido. En primer lugar se ha considerado que la traslacién y la rotacién son sucesivas
cuando, en la realidad son simultaneas. El movimiento real es una superposicion de traslacion
y rotacion instantaneas.

Si hacemos que el tiempo transcurrido (At) entre las dos posiciones de la Fig. sea cada
vez mas pequeno, se tiene
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FISICA I Teoria: Cinematica del sélido rigido 7.12

At =dt
At — AFQ EdFQ
Ad = do

y tendremos una traslacion infinitesimal (drg) de todo el sdlido y una rotacién infinitesimal
(d¢) alrededor de un eje perpendicular al plano del movimiento y que pasa por Q.

Figura 7.12: Descripcion del movimiento entre dos posiciones sucesivas en el
movimiento plano general.

Se define la velocidad instantanea de traslacion del sélido 7 como

i
o =g

y la velocidad angular instantanea de rotacion del sélido como

W=—1u

dt

siendo ¢ el unitario perpendicular al plano del movimiento. Hay que hacer notar que la velocidad
instantanea de traslacion del sélido es la del punto @ (depende entonces del punto que elijamos).

..Ocurre lo mismo con @?

Elijamos otro punto P distinto de @) para explicar el movimiento de la Fig.|7.11| (véase Fig.
. Observamos que Arg (Fig. [7.12) no coincide con Arp (Fig. , pero que A¢p=A1.
Asi, es facil comprobar que la velocidad instantdnea de traslacién no es una caracteristica del
movimiento porque depende del punto elegido, mientras que el vector velocidad angular de
rotacién instantanea si es el mismo, aunque esté aplicado en puntos distintos (&J es un vector
libre, como ya sabiamos del apartado .

Todo lo dicho se puede resumir en el denominado teorema de Chasles para el movimiento
plano de sélidos rigidos (que, como veremos més adelante, es también aplicable al movimiento
general espacial):

N\ =
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“FEl movimiento plano general de un solido rigido entre dos
posiciones cualesquiera se puede conseguir mediante una
traslacion y una rotacion. La traslacion depende del punto que se
elija para realizarla, pero la rotacion no”.

S s Ay ot eat

Figura 7.13: Descripcién del movimiento entre dos posiciones sucesivas en el
movimiento plano general.

Si las posiciones inicial y final estan infinitamente préximas, entonces el movimiento
instantaneo es una superposicion de una traslacion y una rotacién infinitesimales.

7.7. Movimiento de un sélido con un punto fijo

0]
udl
Figura 7.14: Movimiento del s6lido con punto fijo.

Como el propio nombre del apartado indica, se trata de describir el movimiento de un sélido
rigido que tiene uno de sus puntos fijo en un determinado sistema de referencia.
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El ntmero de grados de libertad de un sélido rigido que describe un movimiento de este
tipo es tres, ya que hemos fijado la posiciéon de uno de sus puntos. En términos del sistema de
referencia ligado al sélido, y suponiendo su origen en el punto fijo, no existira traslacion del
origen, pero si rotacién de los ejes (3 grados de libertad).

Elegimos un punto A del sélido con velocidad no nula (Fig. . El punto O del sélido esta
fijo (tiene velocidad y aceleracién nulas). La velocidad de A, ¥4, tendra direccién perpendicular
a la recta que pasa por O y por A ya que su proyeccién en esa direccion debe ser nula (la
proyeccion de las velocidades de dos puntos del sélido en la direccion de la recta que los une
debe ser la misma). En el mismo caso (proyeccién nula) estaran todos los puntos de un plano
w1 que contenga a la recta OA y sea perpendicular a v4. Nos fijamos ahora en otro punto B
del sélido, de velocidad ¥ no nula y no contenido en el plano 7. La velocidad de este punto
B sera perpendicular a la recta OB. Existird un plano w9 que contenga a la recta OB y sea
perpendicular a vp que contendra puntos cuyas velocidades tendran proyeccién nula sobre ese
plano. Como los puntos A y B estan en planos distintos, las velocidades ¥4 y ¥ no seran
paralelas y los planos 7 y w9 se cortaran segiin una recta OL

Los puntos pertenecientes a esa recta o eje deben tener velocidad nula porque su proyeccion
debe ser nula tanto sobre el plano 7; como sobre el m5. Dado que todos los puntos del eje
tienen velocidad nula, éste permanecerd inmovil un tiempo dt. Es decir, instantaneamente el
movimiento del sélido es un giro elemental alrededor de OI. Este eje, cuyos puntos tienen
velocidad nula en un instante, se llama eje instantaneo de rotacion.

Definimos formalmente el eje instantaneo de rotacién (EIR) como el lugar geométrico
de todos los puntos del sélido que en ese instante tienen velocidad nula. El eje instantaneo de
rotaciéon tiene en cada instante la direccion de @.

El hecho de haber considerado no nulas las velocidades de los puntos A y B no resta ninguna
generalidad a la demostracion que se ha realizado, ya que, si la velocidad de uno de ellos, por
ejemplo el B, fuese nula, entonces la recta OB seria el eje instantaneo de rotacion.

La conclusion a la que se ha llegado constituye el teorema de Euler:

El movimiento mds general de un solido rigido con un punto fijo
es sitempre una rotacion instantdnea alrededor de un eje
instantdneo de rotacion que pasa por ese punto.

El sélido rigido cambia su posicion y pasa a ocupar otra infinitamente proxima realizando
un giro elemental alrededor de OI. Este giro se realiza con una velocidad angular instantanea
de rotacion @ que estara dirigida segin OI. Esta velocidad angular tendra, en general, médulo
no constante y, ademas, su direccién (que es la del eje instantédneo de rotacién) también variard
con el tiempo, ya que si no estariamos en el caso de un movimiento de rotacién alrededor de
un eje fijo.

Resumiendo, el movimiento real del sélido rigido es una sucesion de rotaciones alrededor de
un eje que siempre pasa por O y que varia su orientacion de forma continua. La aceleracion
angular @ del sélido rigido, que se define como la derivada del vector & con respecto al tiempo
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refleja la variacién del vector & tanto en modulo como en direccién y no tendra, en general,
la misma direccién que & (Fig. . Esto significa que los puntos del sélido situados sobre el
eje instantaneo de rotacion, aunque tienen en ese instante velocidad nula, tienen, en general,
aceleracion no nula y, por tanto, un instante después tendran velocidad no nula y ya no
perteneceran al nuevo eje instantaneo de rotacién.

Figura 7.15: Variables cinematicas angulares en el movimiento del sdlido con
punto fijo.

El campo de velocidades para un sélido rigido con un punto fijo lo deducimos
inmediatamente particularizando la expresién [3.21] para este caso. Elegimos como sistema
de referencia mévil S” uno ligado al sélido y con origen en el punto fijo O (Fig. [7.1€]). Asi,
vor = Up = 0 y la velocidad instantanea de un punto P cualquiera sera:

’l_)»p:(IJ’XO?

Como podemos observar coincide con la que tendria un punto de un sélido que girara
alrededor de un eje que pasara por O y tuviera la direccién de & (ec. [7.10]). La diferencia
reside en que en ese caso & tenia direccién fija en el espacio y ahora no.

EIR
Figura 7.16: Descripcion del movimiento del solido con punto fijo.
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El campo de aceleraciones serda
Gp=dxOP+&x (3 x0P)

ya que dor = dp = 0 (ndtese que la aceleracién angular & no tiene por qué tener la misma
direccién que &, como ocurria en el giro alrededor de un eje fijo, ec. [7.11]).

7.8. Movimiento general de un sélido rigido

Se trata de estudiar el movimiento sin restricciones de un sélido rigido en el espacio (Fig.
7.17)).

Figura 7.17: Movimiento general de un soélido.

Elegido un sistema de referencia S’ con origen en un punto O’ del sélido rigido y ligado
solidariamente a él, la velocidad de un punto cualquiera del sélido P, vendra dada por la
expresion [3.21] del campo de velocidades

— — — !
Up = 0/+w><OP

Lo mismo ocurrird con la aceleracion del punto P, ec. [4.26]:
S S s G g
ip=do +ax O'P+dx(dxOP)

El movimiento del sélido es una traslacion como conjunto con la velocidad y aceleracion del
punto O’ (Vo y dor) y una rotacién instantanea con o y @ alrededor de un eje en la direccién
de @ que pasa por O

Todo esto se traduce en el denominado teorema de Chasles para el movimiento general de
un solido rigido (un teorema con el mismo nombre se cumplia también en el movimiento plano
7.6.3):
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“FEl movimiento mds general de un solido rigido se puede
conseguir mediante la superposicion de una traslacion a la
velocidad de traslacion de uno de sus puntos y una rotacion del
solido como si el punto considerado estuviera fijo
instantdneamente”.

7.9. Eje instantaneo de rotacién (EIR)

EIR yD

EIR y MD i

(b)

Figura 7.18: a) Eje instantdneo de rotacion y deslizamiento.
b) Eje instantdneo de rotacién y minimo deslizamiento.

El eje mencionado en el apartado anterior, que pasaba por O’y alrededor del cual tenia lugar
la rotacién instantanea del sélido, es paralelo al vector & y, como ya sabemos, todos sus puntos
deben tener la misma velocidad instantanea vp,. Para distinguirlo de otros ejes instantaneos
més particulares le llamaremos eje instantaneo de rotacién y deslizamiento (EIRyD). Es decir,
el eje instantaneo de rotacién y deslizamiento es un eje paralelo a @ que pasa por el punto O’
(origen del sistema de referencia ligado solidariamente al sélido rigido en su movimiento, Fig.
7.18(a)). Es facil comprender que al no haber exigido ninguna otra condicién al punto elegido
como origen de S’ habra infinitos ejes instantaneos de rotacién y deslizamiento y que, salvo
que el movimiento sea una traslacién (no exista @ y por lo tanto su direccién no esté definida)
siempre existiran.

De todos esos posibles ejes instantaneos de rotacion y deslizamiento habra uno cuyos puntos
tengan en ese instante velocidad minima (en médulo). Seran aquellos puntos cuya velocidad
coincida con la que habfamos llamado, en el apartado [7.3.2] velocidad de deslizamiento del
sélido (Uy). Es decir, se tratard de puntos P del sélido cuya velocidad sea paralela a la direccion

de & (Fig. [7.1§(b)).
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Estos puntos existen (salvo que el movimiento sea una traslacién, en cuyo caso todos los
puntos del sélido tienen la misma velocidad) aunque pueden no pertenecer al sélido real sino
al espacio que le rodea y que, a efectos cinematicos, consideramos como una extension de éste.
Este eje cuyos puntos tienen la minima velocidad instantanea de todos los del sélido se llama
eje instantaneo de rotacién y minimo deslizamiento y solamente existe uno.

Cuando la velocidad de deslizamiento es nula (v; = 0) el eje instantdaneo de rotacion y
minimo deslizamiento recibe el nombre especial de eje instantdneo de rotacién (sin ningin
apellido, aunque también se le podria llamar eje instantdneo de rotacién con deslizamiento
nulo). Este eje ya ha sido mencionado en el apartado de movimiento de un sélido con un
punto fijo, donde se observa claramente que la velocidad de deslizamiento es nula (Fig.[7.19(a)).

CIR

(a) (b)

Figura 7.19: a) Eje instantdneo de rotacién. b) Centro instantdaneo de rotacién.

El eje instantaneo de rotacién puede no existir y, si existe, es tnico. La condicion que se
debe cumplir para que exista ya ha sido mencionada y es que la velocidad de deslizamiento del
solido sea nula.

Recordando la definicién de v, (apartado , debe cumplirse

‘El

— —

4= Up =0

=

Esta ecuacién se satisface si:
» ¥p =0 = El solido tiene puntos fijos (trivial).
» Upld = La velocidad de un punto cualquiera del sélido es perpendicular a &@.

Esta dltima condiciéon la cumplen siempre los movimientos planos, en los cuales la
velocidad de cualquier punto del sélido estd contenida en un plano paralelo a uno fijo y el
vector @ es siempre perpendicular a ese plano.

Como los movimientos planos se estudian utilizando una seccién caracteristica representativa
del sélido (la seccién central, como se veréd con detalle en la dindmica del sélido rigido, capitulo
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8), al punto alrededor del cual se produce instantdneamente la rotacion (punto interseccion del
eje instantdneo de rotacién con el plano que define la seccién central del sélido) se le conoce
con el nombre de centro instantaneo de rotacién (Fig.|7.19(b)).

Existe una analogia formal entre el eje instantdneo de rotaciéon y minimo deslizamiento
y el eje central de un sistema de vectores deslizantes (apartado 8.3). Se pueden determinar
sus ecuaciones general y vectorial siguiendo idénticos razonamientos cambiando momento por
velocidad lineal y resultante por velocidad angular.

7.9.1. Ecuacion general del eje instantaneo de rotacién y minimo
deslizamiento

El eje instantaneo de rotacion y minimo deslizamiento representa el lugar geométrico de los
puntos que solo tienen velocidad de deslizamiento. Si un punto £ de coordenadas (z,y,z) en S
y (z,y’,2") en S’ pertenece a dicho eje, entonces

G Vp: _ By _ Ve

E=U; = U || W = = =
Wy Wy W,

Si llamamos U a la velocidad del origen del sistema de referencia O’X’Y’Z’ ligado al solido,
se cumple que

— - —

- - . / - K T ¢ J g
Ug =00 +wW x O'E = (UO/xZ + vory) + Uo/zk}) T we Wy Wy
oy

con lo que resulta

Vorg +wy2' —w.y  vory +w.a’ —wed' vor +wey — wyr!

(7.12)

Wy Wy W,

que es la ecuacion general del eje instantaneo de rotaciéon y minimo deslizamiento y determina
todos los puntos de este eje si se conocen vory, Vory, Vorz, We, Wy ¥ W,. Obsérvese que 2/ =
rT—xo0, Y =y —Yo Yy =z—20.

7.9.2. Ecuacién vectorial del eje instantaneo de rotacién y minimo
deslizamiento

En las mismas condiciones del apartado anterior, al ser vz paralelo a & se verifica que

—

ﬁEXﬁZOZ(170/+LUXO/E> W

X

es decir

—
0= Xx3J+wOE—(5-0F)g
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Definimos el parametro A como

R
- &J-O'FE
w
—
y, despejando O'E, resulta
— . —
O'E = “X:O 2. 0E=00+0E (7.13)
w w

que es la ecuacion vectorial del eje instantaneo de rotacién y minimo deslizamiento.

s

Conociendo U y & en un instante de tiempo, el extremo del vector O'E (con origen fijo en

O’) recorre todos los puntos del eje instantdneo de rotacién y minimo deslizamiento conforme
el parametro A\ toma todos los posibles valores entre -oo y +00, para ese instante de tiempo.

EIRY MD

Figura 7.20: Variables de la ecuacion vectorial del EIRyMD.

Para encontrar la posicién del eje instantaneo de rotacién y minimo deslizamiento respecto

al sistema O’X’Y’Z’, se calcula el vector de posicion O'F ., del punto de tal eje mas proximo
al origen O’, que viene dado por (Fig. [7.20)
- W X 770/

!
O Emin - 2
w

que es perpendicular a . El eje instantdneo de rotaciéon y minimo deslizamiento queda
determinado por el extremo de O'F ., y por la direccién de & en cada instante.

7.9.3. Determinacion grafica

Se puede determinar graficamente el eje instantaneo de rotaciéon y minimo deslizamiento
conocidas las velocidades Up y Uy de dos puntos Py @ del sélido.

N\ =
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Si ¥p = g el vector P@ (Fig. |[7.21ja)) define directamente la direccién del eje
instantaneo de rotaciéon y minimo deslizamiento. Para encontrar un punto de eje es suficiente
con descomponer la velocidad ¢p en dos componentes, una en la direccién de & (¥) y otra
en direccién perpendicular (Upy), Up = Uyq + Upn. El eje instantdneo de rotaciéon y minimo

deslizamiento serd un eje paralelo a P() situado en una direcciéon perpendicular al plano
determinado por vp y P(Q) tal que vpy = —& X PFE siendo E el punto del eje en esa direccion
y a una distancia d (d = |PE)):

UpN
d=—=
w

Si vp # vg (Fig. |7.21b)) habrd que buscar la direccién (distinta de @) en la cual las
proyecciones de Up y g sean iguales. Esa serd la direccién de &. Una vez determinada, se
procede con ¥p de la misma forma que en el caso anterior.

EIRyMD

(a)

Figura 7.21: Determinacién grafica del EIRyMD: a)caso Up=tig y b)caso Up #
0g.

7.10. Centro instantaneo de rotacién (CIR)

Por la importancia que en este curso tiene el movimiento plano de soélidos rigidos,
estudiaremos un método grafico para la determinaciéon del centro instantaneo de rotacién.
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7.10.1. Calculo a partir de la velocidad de un punto y de la
velocidad angular

Como v = ix ﬁél,gl CIR I se encu_e)ntra en una recta perpendicular a v (]L.ﬁl) y
ademés v4 = w ‘IA’ (JLIA) con lo cual ‘]A‘ = va/w (Fig. [7.22(a)).
7.10.2. Calculo a partir de las velocidades no paralelas de dos

puntos

Como vp = & X [ ﬁ y Ug = @ X fé, el centro instantaneo de rotacién se encontrara en

la interseccion de las perpendiculares a Up y Ug por los puntos Py @) respectivamente (Fig.
7.22(b)).

7.10.3. Calculo a partir de las velocidades paralelas de dos puntos

El centro instantdneo de rotacién se encontrard en la perpendicular comin a vp y .

Ademas, vp = w|]_ﬁ| y v = w|fé| es decir (Fig. |7.22(c)),

vp o _ Yo LP:U?|
7P 1G] v |IQ)

(c)

Figura 7.22: Determinacion grafica del CIR en los tres casos considerados.
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7.11. Soélidos en contacto: deslizamiento, rodadura y
pivotamiento

Un caso particularmente importante en el estudio dinamico del sélido rigido consiste en el
movimiento de rodadura de un solido que apoya sobre una superficie de contacto.

En el caso general se puede hablar de rodadura siempre que un sélido (sdlido 2) de contorno
suave apoye sobre una superficie (sdlido 1) -fija 0 mévil respecto a un observador absoluto 0-, y
tenga una velocidad angular respecto a ella contenida en el plano tangente de los dos sélidos. Sea
77 la normal a dicho plano en el punto de contacto, entonces la velocidad angular de rodadura
(relativa al sdlido 1) sera (Fig. [7.23):

W =1 X (Woy X 1) (7.14)

siendo sy la velocidad angular del solido 2 respecto del sélido 1.

Figura 7.23: Velocidad angular de rodadura y pivotamiento.

Se define la velocidad de deslizamiento del sdlido 2 respecto del sdlido 1 a la velocidad
relativa del punto de contacto P entre ambos sélidos 7. Esta velocidad es justo la opuesta a
la velocidad de deslizamiento del sélido 1 respecto al sélido 2 (U1, = —3;). En el supuesto de
que haya un observador absoluto 0, se verifica:

vh = vl — vl (7.15)

La velocidad de deslizamiento estard contenida en el plano tangente a las superficies en
contacto entre los dos sélidos en P, de manera que:

v it = (U — Ty) -7 =0

Se dice que un so6lido rueda sin deslizar cuando teniendo velocidad angular de rodadura la
velocidad del punto de apoyo P relativa a la superficie de contacto es instantaneamente nula

Uy = Uy — Ujg = 0 (7.16)
lo que en el caso de una superficie fija al sistema de referencia 0 equivale a decir que la velocidad

absoluta del punto P es nula respecto al observador 0. En caso contrario diremos que el solido
rueda y desliza.
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Decimos que un sélido rigido (sdlido 2) que apoya sobre una superficie (sdlido 1) tiene una
rotacion de pivotamiento cuando gira en torno a un eje perpendicular a la superficie de apoyo.
La velocidad angular de pivotamiento (relativa al sdlido 1) sera:

7.11.1. Cinematica del movimiento plano de rodadura

FJ

Figura 7.24: Rodadura plana.

En esta seccién estudiaremos el caso particular de un sélido rigido (sélido 2) en movimiento
plano cuya seccién central tiene contorno circular y que se mueve apoyando sobre una superficie
horizontal (sdlido 1) fija (respecto al sistema 0), con las siguientes condiciones e idealizaciones

(Fig. [7.24)):

-El sistema de referencia inercial S que utilizaremos define el plano del movimiento mediante
2=0. El eje OX es paralelo a la superficie de apoyo.

-El centro de masas C| el centro de gravedad y el centro geométrico de la secciéon central
del solido coinciden.

-Las componentes en el eje OX de la velocidad y aceleracion del centro de masas, vo y
ac, v las componentes en el eje OZ de la velocidad y aceleracién angulares de rotacion, w y
a, (que son solo de rodadura) tienen signo implicito (pueden ser positivas o negativas). Las
dos primeras estan contenidas en la seccién central y las dos segundas son perpendiculares a
ésta. Se adopta el convenio de signos habitual para rotaciones: si w > 0 se trata de un giro
antihorario. Al estar fija la superficie horizontal estas magnitudes podran referirse a cualquiera
de los dos observadores 1 o 0.

-La seccion central del solido es perfectamente circular y la superficie de apoyo perfectamente
plana en este caso ideal, lo que impone que el apoyo se produce en un tinico punto. Llamaremos
P al punto del s6lido en el que apoya instantaneamente la seccién central sobre la superficie. Este
modelo aproxima bastante bien el movimiento de rodadura de solidos macizos y homogéneos
tales como aros, discos, cilindros o esferas, que aparecen a menudo en aplicaciones practicas.

En las condiciones especificadas, distinguiremos entre dos tipos de movimiento
sustancialmente diferentes: rodadura pura o sin deslizamiento y rodadura con
deslizamiento.
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En el caso de que el sélido ruede sin deslizar la velocidad del punto de apoyo P relativa a la
superficie de contacto es instantdneamente nula lo que en nuestro caso (superficie fija) equivale
a decir que la velocidad absoluta del punto P es nula,

Tp =0 (7.18)

En el caso de rodadura pura el punto P es el centro instantaneo de rotacién. El centro de
masas C' sigue una trayectoria paralela a la superficie de contacto (en nuestro caso rectilinea).
Aplicando la relacién entre velocidades a los puntos C'y P obtenemos una condicién equivalente

NE

UC:ﬁp—i—ﬁXP?iUC;ZWEXR';iUC:—wR (719)

como es inmediato comprobar, ahora referida a la velocidad del centro de masas. En los casos
en los que el centro de masas C' no coincida con el centro geométrico de la seccion del sélido,
la condicion anterior es aplicable a este ultimo punto y no a C. El signo negativo indica que,
de acuerdo al convenio de signos adoptado, si vo es positiva w ha de ser negativa y viceversa.

w =
/ Vo =-2uR

Figura 7.25: Variables en rodadura pura.

El campo de velocidades para distintos puntos de un diametro vertical de la seccién central
viene indicado en la Fig. para un instante genérico en el caso de rodadura sin deslizamiento.
Como ya se vio, tal campo se puede aplicar incluso a puntos del espacio que rodean al sélido si
los consideramos tedrica y solidariamente ligados al mismo.

De la condicion [7.19] se obtiene

que es la condicion de rodadura pura relativa a la distancia recorrida por el centro de masas y
al angulo girado por el sélido. De nuevo el signo negativo es debido al convenio de signos segin
el cual el incremento A es positivo si el giro se produce en sentido contrario a las agujas del
reloj y negativo si es al revés. La condicién es aplicable a todo intervalo del movimiento
en el que haya habido rodadura pura.

En la Fig. [7.26] se muestra un desplazamiento Azc > 0 del centro de masas durante el cual
un radio, como CP, de la seccién central ha girado en rodadura sin deslizamiento un angulo
A6 < 0 hasta CP’. En esta supuesto el solido se mueve como si estuviera “engranado” a la
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superficie de apoyo y se cumple que: |Az¢| = longitudarco(PP’) = |Af| R, que equivale a [7.20]
con nuestro convenio de signos.

Derivando la expresién [7.19] se obtiene la condicién de rodadura sin deslizamiento para la
aceleracion:

ac = —aR, doc=aci a= ak (7.21)

que es aplicable para todo instante en el que la funcién vo(t), o equivalentemente w(t), sea
derivable.

Figura 7.26: Variables en rodadura pura.

La velocidad y la aceleracién de cualquier punto ) del s6lido vienen dadas por las expresiones
To =@ x PO

c?Q:Cflfx@nLcUx(ﬁx@)

en el caso de rodadura pura.

Figura 7.27: Trayectoria de un punto del perimetro del s6lido en rodadura pura.

En la Fig. se muestran las trayectorias, respecto a un sistema inercial S ligado a
la superficie de apoyo, del centro de masas y de un punto del perimetro del sélido de su
seccion central para una vuelta completa del sélido y suponiendo, por sencillez, que v¢ y w son
constantes. A la trayectoria de P a lo largo de PP’'P”P" P se la conoce como cicloide comun.
Evidentemente, la trayectoria de C' es una recta horizontal. Las ecuaciones paramétricas, en
funcion del tiempo, de la cicloide que describe el punto P vienen dadas por
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xp = vot — Rsin(|w|t)
yp = —Rcos(|w|t)

representadas en un sistema de referencia cuyo eje OX contiene a la trayectoria del centro de
masas C. Se recomienda como ejercicio, calcular los puntos de la cicloide para las posiciones P,

P', P"y P" de la Fig.

En la Fig. [7.28] y en la Fig. [7.29] se muestran las trayectorias de dos puntos (), uno interior
y otro exterior. En la primera, () estd a una distancia de C inferior a R. Cuando la distancia
entre () y C tiende a cero, la trayectoria tiende a la del centro de masas y cuando tiende a R
se aproxima a la cicloide comin que sigue P. En la Fig. el punto ) no pertenece al sélido
y se encuentra a una distancia de C' mayor que R. Como se puede comprobar en la Fig. [7.29
la velocidad de @ en la posicién inferior es negativa, lo que explica el movimiento en forma de
bucle que sigue @) hasta Q.

e, pe) o

e . . . .
L Si vo y w no son constantes (es decir, ac = —aR # 0) entonces las trayectorias descritas
=€ por los puntos P y () se distorsionan, aunque muchas de sus caracteristicas se mantienen.

(i)

N

mn

2

:I:_}E: 0

o

@y = é' = S c

Ui

a
=
<
<
N

Figura 7.28: Trayectoria de un punto interior del sélido en rodadura.

@ Figura 7.29: Trayectoria de un punto exterior al sélido y ligado a éste en
= rodadura.

En el caso de rodadura con deslizamiento el punto P de contacto tiene una velocidad no
@ nula (Up # 0) y de direccién horizontal, paralela a la superficie de apoyo (en caso contrario se
é perderia el contacto). Las Fig.[7.30(a) y (b) muestran el campo de velocidades instantédneas del
didmetro vertical de la seccién central en los casos en que vp>0 (ve> -wR) v vp<0 (ve< -wWR)
b respectivamente.

2, En el primer caso el centro instantdneo de rotacion esta situado por debajo de P y la
trayectoria de un punto P del perimetro de la seccion central es similar a la del punto @) de
la Fig. [7.28 En el segundo caso, el centro instantaneo esta situado entre C'y P (suponiendo
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ve> 0) y la trayectoria de un punto P del perimetro de la seccién central es similar a la del
punto @ de la Fig. [7.29] Si existe, la aceleracién del centro de masas tiene direccién horizontal
en cualquiera de los casos siempre que la superficie de apoyo sea un plano horizontal.

=

P P
vp>0 vp<0

'@ (&)

Figura 7.30: Campo de velocidades para la rodadura con deslizamiento.

En rodadura sin deslizamiento la aceleraciéon instantdnea del punto de contacto es vertical,
y su valor se puede calcular mediante

.
apzac+%xcﬁ§+wx(ax(ﬁ)

con
dc =aci; ac=—aR;, &= wE; a= aE; C_})j = —Rf (7.22)
y resulta
ap = w’Rj (7.23)
que indica que la recta soporte de @p contiene al centro de masas. En rodadura con deslizamiento
ya no sucede lo anterior. Ambas situaciones se ilustran en las Fig.|[7.31j(a) y (b). En esta tltima

se ha representado dp cualitativamente, siendo el tinico hecho importante que dp tiene una
componente horizontal, aunque no forzosamente en el sentido indicado.

ac #_GR

(a)

Figura 7.31: Aceleracion del punto de contacto en a) rodadura y b) rodadura
con deslizamiento.
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