Tema 3: Algoritmos

de Busqueda




3.1 Algoritmos basicos de

busqueda
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Resultados conocidos

m Busqueda lineal
W (N)=NconOBcdc

BLin

AL, (N) =2 ngyi, (k=TI p(k =T[il) ~ f;—N

BLin
N

m Bulsqueda binaria
Wagin(N) =1 lg(N) |=lg( N) +O(2) = Az, (N)

m [enemos que Ca|CU|aI'A|§Bin(N)
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Coste medio de BBin con éxito.
m  Veamos un ejemplo:
T=[1 2 3456 7] N=7=23-1

7
A° (N):EZnBBin(k:T[i]):1(1+2+2+3+3+3+3)
e (= 4 2 6 1 3 5 7

BBin

= A° (N) :%(1+ 2:2 +34) :%(1-2O +2:2' +32%)

m  Para N=2k-1 se tiene
l—ObS: N=2k-1=k=~log(N)

k
A (N) =%Zi2“1 =%[k2k 26 1]= AS (N) :%[N G(N)—N +1] =
i=1

A (N) =g N)—1+%:> A (N)=Ig(N)+O(2)
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Arbol de decision para algoritmos de

busqueda por CDC: Definicion

Si A es un algoritmo de busqueda por comparacion de
clave y N es un tamano de tabla, se puede construir su
arbol de decision T, N para ce2 tal que cumple las

siguientes 5 condiciones:
Contiene nodos de la forma i que indica la cdc entre el
elemento i-ésimo de la tabla y una clave genérica k.
Si k coincide con el elemento i-eésimo (T[i]==k) entonces la
busqueda de la clave k termina en el modo i
El subarbol izquierdo del nodo i en T,N contiene el trabajo
(cdcs) que realiza el algoritmo A si k < TTi].
El subarbol derecho del nodo i en T,N contiene el trabajo (cdcs)
gue realiza el algoritmo A si k > TJ[i].
Las hojas H_ en T,Nrecogen la evolucion de las busquedas
fallidas.
Los nodos la de las busquedas con éxito.
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Arbol de decision: Ejemplos

Tos s @
BBin / \ TBford F</=\>@
</ \> / \> Tabla ordenada </ — \>

/%% 7N
T;’L / \
Tabla no ordenada / \ / \ 3
a \ . \ . \ /X

Obs: T,Nes un arbol binario con al menos N nodos internos. Esto da la cota inferior:

Profundidad minima de un
WA(N)ZprOfmin(N) ) arbol con al menos N nodos internos 6
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Arbol de decision: Cotas inf. Caso Peor
m Estimamos prof, ;. (N)

N T Prof,i,(N)
1 Ve 1
2 / 2
3 /? 2
4 /Q.\ 3
s
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Cotas inferiores en busqueda por cdcs

m  [enemos que

W, (N)=prof_. (N) =LIg(N)J+1=

W, (N)=Q(Ig(N)) | ¥ AeBcon

B={A: algoritmo de busqueda por cdc}
m  BBin es optimo para el caso peor.

m  Se puede demostrar tambiéen
Ax(N)=Q(Ig(N)) | V AcB

m  BBin es optimo para el caso medio.
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.. Ya hemos acabado?

Observacion: la busqueda no es una
operacion aislada

Los elementos no solo se buscan sino que
tambien se insertan o se borran

No so6lo importa cOmo se busca sino tambiéen
donde se busca

Contexto: TAD Diccionario
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En esta seccion hemos ...

m Recordado los costes peor y medio de
busqueda lineal y binaria

m  Aprendido el concepto de arbol de
decision en busqueda por cdcs

m  Aprendido a construir arboles de decisidon
en busqueda por cdcs

m Visto que la busqueda binaria es optima
en los casos peor y medio dentro de los
algoritmos de busqueda por cdcs

10



3.2 BUsgueda sobre

diccionarios
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TAD Diccionario

m  Diccionario: conjunto ordenado de datos con
las primitivas.

pos Buscar(clave k, dicc D)

m Devuelve la posicion de la clave k en el diccionario D o un
codigo de error ERR si k no esta en D.

status Insertar (clave k, dicc D)

m Inserta la clave k en el diccionario D y devuelve OK o ERR
si k no se pudo incorporar a D.

void Borrar (clave k, dicc D)
m Elimina la clave k en el diccionario D

12
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EdDs para Diccionarios |

m ;Qué EdD es la mas adecuada para un
diccionario?

m  Opcion 1: Tabla ordenada (|D|=N)

Buscar: Usamos BBin => ng .,(k,D)=0(log(N)) => éptimo.
Insertar: Hay que mantener la tabla ordenada => la
insercion es costosa

Ejemplo:

Insertar 26 l | Hay que desplazar a la

derecha estos elementos

241252729

Si se inserta en la posicion 1, hay que desplazar N
elementos

En el caso medio se desplazan N/2 elementos

Por tanto Ny .., (K,D)=0G(N): malo!! .3
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EdDs para Diccionarios |l
m  Opcion 2: Arbol binario de blisqueda (ABdB)

m  Definicion: Un ABdB es un arbol binario T que para
todo nodo T’ T se cumple:
Info(T”)<Info(T")<Info(T"")
para cualquiernodo T"alaizqgde T'y T a la derecha
de T’

m Esdecir, todos los nodos alaizquierda de T’ tienen
un valor menor que info(T’) y todos los nodos a la
derecha de T’ tienen un valor mayor que info(T’)

Ejemplo: 2/5\7
/N /N
1 4 6 9
/N

8 11 14
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Buscar sobre ABdBs |

m  Ejemplo

\7
B(k=8) ./ 2\ / \

15
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Buscar sobre ABdBs Il

m  Pseudocaodigo:

AB Buscar (clave k, AB T)
si T==NULL : return NULL;
siinfo(T)==k : return T,
si k<info(T) :

return Buscar(k,izq(T));
si k>info(T)
return Buscar(k,der(T));

m  Observacion:
Nguscar(K, T)=prof(k, T) + 1 = O(prof(T))

16
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Insertar en ABDBS |
m  Ejemplo

I(k=3)

BuscarUIltimo

7N, e N
/\\“ / \ /N / \

6 9 1 4 6

e ki 4 AN
NULL @

Ultimo, 3<4 y izq(4)==NULL

17
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Insertar en ABDBs ||
m  Pseudocodigo

J.Dorronsoro, P. Varona, C. Aguirre

v Escuela Politéenica Superior

status Insertar (clave k, AB T)
T’=BuscarUltimo(k,T);
T’=GetNodo();
si T’==NULL : return ERR;
info(T")=k;
si k<info(T’) :

izq(T')=T"
else :

der(T’)=T7;
return OK;

AB BuscarUltimo(clave k, AB T)

si k == info(T): return NULL,

si (k<info(T) y izq(T) ==NULL) o
(k>info(T) y der(T) ==NULL):
return T;

si k<info(T) y izq(T) '=NULL :
return BuscarUIltimo(k,izq(T));

si k>info(T) y der(T) I=NULL :
return BuscarUltimo(k,der(T));

m  Observacion

r'lInsertar(k1-|-):nBuscarUItimo(k1-|-)'|'1:> nInsertar(k1T):O(prOf(T))
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Borrar en ABdBs

m  Pseudocaodigo:

void Borrar (clave k, AB T)
T'=Buscar(k,T);
si T''=NULL :
EliminaryReajustar(T’,T);

m Por tanto:
nBorrar (k1T):nBuscar (k1T)+ nEyR (T,aT)

m  En EliminaryReajustar hay tres posibles
casos, dependiendo del numero de hijos que
tenga el nodo T’ a eliminar

19
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Eliminar y Reajustar |

m Caso 1: El nodo a eliminar no tiene hijos
se libera el nodo T’ (free(T’)), vy
el puntero del padre de T’ que apuntaba a T’ se
reasigna a NULL.

m Coste EliminaryReajustar = O(1)

T T

\ EliminaryReajustar(T’) \
- ] NULL

NULL NULL

20
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Eliminar y Reajustar |l

Caso 2: El nodo a eliminar tiene sd6lo un hijo
el puntero del padre de T’ que apuntaba a T’ se
hace apuntar al unico hijode T' y
se libera T’

m Coste EliminaryReajustar = O(1)

T T

\ EliminaryReajustar(T’) \

T, g T”

21
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Eliminar y Reajustar Il

m Caso 3: El nodo a eliminar tiene dos hijos

17

B(5) /17 /17 /
20 SN, e VAN
AL SN N /\ I\ /\
$//;{\\ 15 // \\

6 12 6 12 12

/ / /
/// 7 7 7

Sucesor

22
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Eliminar y Reajustar 1V

m  Cuando el nodo a eliminar tiene dos hijos
T’ se sustituye por el nodo que contiene al sucesor
(el elemento siguiente en la tabla ordenada), y
se elimina el nodo T’ segun el caso 1 o 2.

m Coste EliminaryReajustar < prof(T)

T T
\ \
T’Sucesor’ T’ Sucesor’
T, Tun
\

23
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BUsqgueda del Sucesor
m  Pseudocodigo

AB BuscarSucesor(AB T’)
T’=der(T’);
mientras izq(T")!=NULL :
T"=izq(T")
return T" ;

m Obs: Sik’es el sucesor en un ABdB de k,

entonces izq(k’)==NULL.:
Si izq(k')==k” se tendria que k<K’
Pero k">k, pues k” esta a la derecha de k
Luego se tiene que k<k’<k’y
Por tanto, k' no puede ser el sucesor de k.

24
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Eficacia de Primitivas sobre ABdB

n EyR(T, ’T)= n BuscarSucesor+ n ReajustarPunteros™
= O(prof(T))+O(1) =O(prof(T))
Por tanto

Naorar(K, T)=O(Prof(T))+ O(prof(T))= O(prof(T)
Buscar

ABdB es eficaz siempre que prof(T) O(Ig(N))

Pero sobre todos los arboles Wg,..,(N)=N:

ijmalo!!

25
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Coste medio de busgueda en ABdBs |

m A% ,..(N)= coste medio de (1) la busqueda de
todos los elementos (2) para todos los To

Buscar(N) = ZABuscar Iil-l Z ZnBuscar (G(I) T )

— Z Z[prof(a(l))+l] Z[1+—Zpr0f(0(l))]

—1+_X_ Z Z prOf (G(I))] 1+_(% ZnCrear(Tg)}

GEZN i=1 *oeXy

Por tanto AEUSCaI’(N ) — 1 T % ACrear ( N )

26
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Coste medio de busqgueda en ABdBs ||
m Vemos a un pseudocodigo alternativo

para Crear =352 6 4 1]
AB Crear (tabla o) l Crear

T=IniAB(c);
InsAB(c(1),T);
Repartir(c, c,, 6,); /@ \

_ _ Caso similar a QS:
T.=Crear(oc)); N 56 4
T.=Crear(o,): e (6)=N-1+ ne(o)+ Ne(oy) [2 1] 564
izq(T)=T;
der(T)=T, Acrear (N) = 2N log(N) + O(N)
return T,
Por tanto:

A ar(N) =14 1= Ay (N) =1 <-[2N log(N) + O(N)] = ©(log( N)

27
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Resumen de primitivas sobre ABdBs
m  SiB es un algoritmo general de Busqueda por

cdc
Wi (N)=CQ(Ig(N))

m Sila EdD es un ABdB las primitivas son
eficaces en promedio

m Siaseguramos que para todo ce) \ Se tiene un
ABdB tal que prof(T_)=0(Ig(N)) tendriamos
gue

WBuscar(N): ®(Ig(N))

28



En esta seccion hemos ...

J.Dorronsoro, P. Varona, C. Aguirre v Escuela Politécnica Superior

Introducido el concepto de diccionario y

Sus primitivas

Estudiado su implementacidon sobre

ABdBs

Comprobado gue su coste viene
determinado por la profundidad del ABdB

Comprobado que dicha im

nlementacion

es optima en el caso medio

Comprobado que en el caso peor dicha
Implementacion tiene un coste O(Ig(N))

29



" N Baionsor, P Varona, C. Aguire By _fadafiinaom

Herramientas y técnicas a trabajar

m La construccion y uso de Arboles Binarios
de Busqueda

m Eliminacion de nodos en ABdBSs

m Problemas a resolver (al menos): los
recomendados de la seccion 11



3.3 Arboles AVL




" N Baionsor, P Varona, C. Aguire By _fadafiinaom

Arboles AVL (Adelson-Velskii-Landis)
m  Definicion: El factor de equilibrio de un

nodo T en un ABdB se define

FE(T)=prof(T,)-prof(T )=alt(T,)-alt(T,)

m Ejemplo:

4-3=1

0

m Definicion: Un AVL T es un ABdB tal que

Y subarbol T'de T se verifica
FE(T')={-1,0,1}

32
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Construccion de AVLs

m Para construir un AVL se procede en 2

Pasos.
Paso 1: Se realiza la insercion normal de un
nodo en un ABdB
Paso 2: Si es necesario se corrigen
desequilibrios y una vez corregidos, se vuelve al
paso 1

Ejemplo: T=[1 234567 15 14 13 12 11 10 9 8]

0
W)H(R), @\1@ 13, a} Rl
0 0 0
(X, @ ©

33
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Construccion de AVLs

m La operacion que acabamos de hacer se
denomina Rotacion a la Izquierda en el -1, en
este caso en el elemento 2.

m Enrealidad la rotacion a la izquierda en el -1
corresponde a la siguiente reasignacion de
punteros

tmp=izq(x.,),
iZC{(XZ):Xl, der(xl):tmp’ 0
izq(y)= X, 0 bien der(y)= X,

RI(X,)

v
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Construccion de AVLs

m  Seguimos el proceso
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Hemos construido el AVL

39
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Resumen de rotaciones

Tipo de Rotacion
desequilibrio
(-2,-1) Rot Izquierda en -1

(hijo i1zg de -1 pasa a hijo der de -2)

(2,1) Rot Derecha en 1
(hijo der de 1 pasa a hijo izq de 2)

(-2,1) Rot Derecha lzquierda en izquierda de 1
Rotlzg(izg(1))+ RotDer(izq(1))

(2,-1) Rot Izquierda Derecha en derecha en -1
RotDer(der(-1))+ Rotlzq(der(-1))

40
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Funcionamiento de las rotaciones |

m Para ver gue efectivamente las rotaciones solucionan
los desequilibrios es necesario ver cada uno de los

CasSos.
(2,1)—RD(1) y
Ty RD(y) | T, X
rof =p+1 —
P IO / \ p-1 o-1 /\ o-1 prof =p
T, T, T3
(2,-1)—RID(der(-1))
-1
/ \ ) z| 1
T, RlD(Z)= 0 / 1
/ \ ! 0
P i 0lY X[ 0
/ \ 0 P \ / Y
T, T, T3 Ty
_ P p-1 p p-1
3 posibles p-1 T3 p p-1 p
casos p P p p
a1
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Funcionamiento de las rotaciones Il

prof
p+3

(2, £1)
2W
2 X/ \T5p+1
[ -1y/ \Tp RID(2)
4 >
p T/ \ 1 ¢
.z pro
prof < / \[0 p+2
p+2 1
aTo Tab
P P
\

oOr O

v Escuela Politécnica Superior
’A\

Observacion: Las rotaciones resuelven desequilibrios
de tipo * 2, situados mas arriba del desequilibrio

1
W
/ \
0
0 Tp+1
0 5
1
0
X\ 0
/N p
T
T3 p-l 4
P
Y

42
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Funcionamiento de las rotaciones Il

m Observacion: Si se tiene un AVL, tras la insercion de
un elemento no pueden darse desequilibrios de la
forma (£2, 0).

Supongamos gue tras una insercién tenemos

/ \ Con lo cual la situacion 2 X
0 p 1 Antes de insertar el nodo era 1 / \
prof 0 p-1
p+1 / \ p prof 1]y T3
p+l | |p-1 / \ p
p | Ty T, p
\ "

El nodo debhid insertarse , i No era AVL !
en uno de estos dos subarboles

43
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Profundidad de Arboles AVL

m Proposicion: SiT esun AVL con N
nodos entonces

prof(T)=0(log(N))

m Dado que para cualquier arbol binario con
N nodos se tiene que prof(T)=Q(log(N)),
tenemos que si T es AVL entonces

prof(T)=0(log(N))

m Para ver lo anterior vamos a estimar el
numero minimo de nodos n, de un AVL
T, de profundidad p.

44
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;s =
AVLs minimos

p AVL n, | n+l | F.,
0 ° 1 2 :2
1 2 3 3
2 4 5 5

~
00
Tl

&)

e
4 /> 12 13 F
e |

" 45
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AVL de Fibonacci |

m F,es el p-esimo numero de Fibonacci.

m Los numeros de Fibonacci verifican:
F=F.tF.,,con Fy;=F,=1
m Los AVL T, se construyen

T, T,
N\ o bien
Tp{ TIO-Z Tp{ \Tp-l
m n,=1+n,,+n,,, Yy portanto se tiene

1+np =1+ np-1+1+ np-z Obs:
— > Y 7 2\ g Ho=1+ny=2=F,,
Hp Ho1 Hp-2 H,=1+ny=3=F,

m Portanto nyt1=H=F,,

46
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AVL de Fibonacci I

m  Se puede demostrar gue el N-simo numero de
Fibonacci es

1
J5

(®N+1—TN+1)donde D =

lN—)OO lN—WO
0 0 ya que ®>1vy |VY|<1

Fy =

1+\/§ l—x/g
5 y —

= Con lo cual se tiene Fy=(1/N5)®N*1y como n =
F,.,-1 obtenemos

3
n =~ or—cor

" 5

donde p es la profundidad y C una constante

47
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Profundidad de un AVL Il

m  Entonces si T es un AVL con N nodos y profundidad p,
se sigue que
N=>n, ~C PP

®  Esto es, se tiene que
I9(N) > Ig(n,)) = Q (p-1g(®)) = Q (p) = Q (prof(T))

es decir
prof(T) = p = O(lg(n,)) = O(log(N))

® Y por tanto, el coste de Buscar sobre un AVL es
O(lg(N)) en el caso peor

48
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./
Conclusion

m  Siusamos un AVL como EdD para un diccionario, tanto
Buscar como Insertar tienen un coste O(log(N)) en el
caso peor.

m ;Que ocurre con Borrar?
No es facil reajustar los nodos de un AVL después de haber
eliminado un nodo.
La solucion habitual es realizar un Borrado Perezoso: en lugar
de eliminar el nodo, se marca como libre, ademas si el
elemento se reinserta, la insercion es muy facil y rapida.

9 Eliminar (2) ‘
» AT o M
3 © 3 ©

El inconveniente de este método es que se pierden posiciones
de almacenamiento 49

Ejemplo:
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En esta seccidon hemos aprendido...

m El concepto de arbol AVL.

m A construir un arbol AVL insertando como en ABdBs
y corrigiendo desequilibrios mediante rotaciones

m A estimar el numero minimo de nodos de un AVL de
profundidad P

m La relacion de lo anterior con los numeros de
Fibonacci y algunas propiedades de estos

m Que la profundidad de un AVL con N nodos es
O(Ig(N))

m Que el caso peor de busqueda en un AVL es
O(Ig(N))

50
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Herramientas y técnicas a trabajar

m Construccion y propiedades de arboles
AVL

m Construccion y propiedades de arboles de
Fibonacci

m Problemas a resolver (al menos): los
recomendados de la seccion 12



3.4 Hashing
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Ordenacion y busgueda

m A grandes rasgos, los costes de
busqueda son 1/N veces los de

ordenacion
Ordenacion BlUsqueda
Métod. malos O(N?) O(N)
Metod. Buenos O(N Ig N) O(IgN)
Limite O(N) O(1)

53
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Ordenacion y busqueda |l
m ¢ Es posible hacer busquedas en tiempo
Inferior a O(log(N))?
Imposible mediante comparaciones de clave
Pero muy facil cambiando el punto de vista!!

m Escenario:
TAD diccionario con D={datos D}.
Cada dato D tiene una clave unica k=k(D).

Buscamos por claves pero no mediante
claves (no cdcs).
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1.
2.

Calculamos k*=max{k(D): DeD}

Guardamos cada D en una tabla T de tamano k*
(suponiendo que no hay claves repetidas).

Pseudocodigo: | ind Buscar(dato D, tabla T)

si T[k(D)]==D
return k(D);
else

devolver NULL

Consecuencia: nBuscar(k,D)=0(1) !

Problema: si k* es muy grande (aunque |D| sea
pequeno), la cantidad de memoria necesaria para la
tabla T es exagerada.



|dea 2

Fijamos M > |D| y se define una funcidn inyectiva (si,
k2k’ = k(k) # k(k’) ) k : {k(D)/IDeD}—{1,2,3,....,M}.

Situamos D en la posicion k(k(D)) de la tabla T.

1.

Pseudocodigo de Buscar

ind Buscar2(dato D, tabla T)
si T[K(k(D))]==D
return k(k(D));

else
devolver NULL

J.Dorronsoro, P. Varona, C. Aguirre v Escuela Politécnica Superior

Obs: nBuscarZ(k’D):O(l)

Tiempo de busgqueda constante con un consumo de

memoria no exagerado.

Problema: muy dificil encontrar una funcion inyectivay
universal (independiente del conjunto de claves).
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1.

Buscamos una funcién k universal (valida para
cualquier conjunto de claves).

Somos flexibles con la inyectividad de k:

Permitimos que k no sea inyectiva, luego dos datos
distintos pueden optar a ocupar la misma posicion en la
tabla T, pero
Imponemos que el numero de colisiones, esto es,
pares k=k’ pero k(k)=k(k’) sean pocos.
Implementamos algin mecanismo de resolucion de
colisiones

Cuestiones abiertas:
Como encontrar una tal h
Como resolver colisiones
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Funciones hash
m  Objetivo: probabilidad pequena de colisiones
m  SiTtiene M datos, lo 6ptimo seria que
p(colision)=1/M
m Idea: h(D) = valor al lanzar un dado de M caras
pero

Cada vez que aparece D el dado lo puede enviar a
posiciones distintas!!

Luego queremos gue h(k(D)) siempre valga lo
mismo para cada k(D) particular.

m Esto es, queremos que h sea funciony
aleatoria, como rand() en C

B Q: ¢como construir funciones aleatorias?
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Hash por division
m  Dado un diccionario D fjlamos un numero
m>|D|, que sea primo.

m Definimos h(k)=k%m

m  Con alguna condicidon adicional sobre m, se
puede conseguir que para valores k
aleatorios, los valores h(k;) tambien lo
parezcan

Esto es, superan diversos tests de aleatoriedad
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- - - s
Hash por multiplicacion

m  Fijamos un numero m>|D|, no necesariamente
primo (por ejemplo 2% 0 10¥) y un nimero @
irracional (p. ej. (1+V5)/2 6 (\}/5-1)/2)

m  Definimos

h(k)=Lm-(k-@)J,
con () la parte fraccionaria de x; (x)=x- |.x

m  De nuevo se puede conseguir que para valores
K; aleatorios, los valores h(k;) tambien lo
parezcan

m  Cuestion pendiente: cOmo resolver colisiones.
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Funcidon hash uniforme

m  Definicidon: Decimos gue una funcion hash h
es uniforme si
Dados k,k’ con kzk’, entonces p(h(k)=h(k’))=1/m
m Las funciones hash uniforme son “ideales”.

NoO se pueden conseguir por medios algoritmicos.
Pero el rendimiento para ellas es optimo.

m Las usaremos para simplificar los analisis
tedricos que siguen
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Resolucion por Encadenamiento

m En el hash por encadenamiento, usamos
como tabla hash una tabla de punteros
a listas enlazadas

D—k

h&| —T—D | D, (D, [0

y

Si estamos seguros de que D no
Estad en T, introducimos el dato D
al principio de la lista enlazada.
Si primero comprobamos que no
Est4, lo insertamos al final
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Buscar en Encadenamiento
m  Pseudocaodigo: Blin en lista enlazada.

ind Buscar(dato D, tabla T)
return BLin(D, T[h(k(D))]);

Coste ya no O(1), pues en BLin hay un bucle

m  Ademas Wy, (N)=N si para todo k, h(k) = h,

D
D
—1> —+-> — | 1+ 0
D ~— —— _
N
D

Obs: Esta situacion puede pasar, pero deberia ser muy poco probable si la
funcion hash esta bien construida.
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Encadenamiento con hash uniforme |

m  Proposicion: Sea h funcion hash uniforme en
tabla hash con encadenamiento y dimension m
y sean N los datos a introducir; entonces:

(1) AéHE(N,m)z%z/l « Factor de carga
(i) Ague(N,m)=1+7+0()

m 1 Se denomina el factor de carga: cuanto
mayor es, tanto mas costosa es la busqueda
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Coste medio en busqueda sin éxito

m  Demostracion (i): Sea D un dato que no esta
en la tabla hash y sea h(k(D))=h(D)=I, sea
Ngre(D, T)=|T[i]| (nimero de elementos en la
lista enlazada de la posicion i de la tabla hash).

\/—>| > | 1> 4 ... > 0
D — _

——

ITLI

= Al (N,m) =" p(h(D) =) [Tl = | Tl = = 4

h uniforme
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Coste medio en busqueda con éxito

Demostracidn (ii): Vamos a reducir la busqueda con
éxito a una busqueda sin exito en una tabla mas
pequena.

Para ello numeramos los datos de la tabla T, segun el
orden en el que los introducimos en latabla T,

1D1,0,,-. D}

Ademas denotamos por T;al estado de la tabla T antes
de introducir el elemento D, (la tabla T;tiene los
elementos D,,D,,....,D;,),

Por tanto D, no esta en T,, con lo cual se tiene:

BHE(D| , M T) 1+ nBHE(D| , M, T, ) BuUsqueda con éxito=

1+Busqueda sin éxito

busquedacon éxito busquedasmexﬂo

Nota: aqui asumimos que cada elemento D, se inserta al final de la lista enlazada.
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Coste medio en busqueda con éxito Il

m  Asumimos la aproximacion
-1

€ I | actor de carga
None (D, m) =1+ Ag e (i-1,m) =1+ e
entonces

1 ¢ 1 -1 1 &.
e(Nmy=—> n_ . (D;,mz—> | 1+— |[=1+— =
e (Nm) = 3 05D, m)= 05 14181 8
gyt NONZD 1IN 2 :1+&+O(1)
Nm 2 2m 2m 2

f N Obs: Si la funcidn hash es uniforme se obtienen

Aore (N, m) = m A blsquedas en tiempo constante si A=0(1), lo cual

ocurre si N=m. Por ejemplo si N=200 y m=100

A
s e(N,m)=1+—+0()
Pore 2 A=~200/100=2 Ae =1+2/2=2
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Hashing por direccionamiento abierto
m  En el hash por direccionamiento abierto la tabla T

contiene los datos

T

h(k)

Libre

Ocupada

Libre

Libre
Ocupada
Libre

Libre

v

T

Libre
Ocupada
Libre
Ocupada
Ocupada
Libre

Libre

m ¢ Qué hacemos cuando la funcion hash nos asigna una

casilla que esta ya ocupada (colision)?
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Colisiones en direccionamiento abierto

Hay varios meétodos para resolucion de colisiones en
direccionamiento abierto mediante repeticion de sondeos

Sondeos lineales: Si la posicion p=T[h(D)] esta

ocupada, se intenta colocar D sucesivamente el las
posiciones (p+1)%m, (p+2)%m,...., hasta llegara un i
donde la posicion (p+i)%m esta libre.

D
T,p:h(k(D)) — D, | Ocupada

(p+1)%m ( D, | Ocupada
(p+2)%m D, | Ocupada
(p+3)%m Libre

v

0|0 (0O [0
<

Ocupada
Ocupada
Ocupada
Ocupada
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Colisiones en direccionamiento abierto

m  Sondeos cuadraticos: Igual que los sondeos
Ineales pero intentando en las posiciones
0=(p+0%)%m, (p+12)%m, (p+22)%m,...., hasta que
para algun i, (p+i%)%m esté libre.
m  Sondeos aleatorios: Intentamos las posiciones,
P1; Py, Pas----»P; ObtENIdas aleatoriamente

Este método es inviable en la practica

Pero es la situacion “ideal” en tablas hash

Facilita el calculo del rendimiento de las busquedas.
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Diferencias en los metodos

m Obs 1. En hash con encadenamiento, la posicion de un
dato D, siempre sera una posicion fija de la tabla (h(k(D)),
En hash con direccionamiento abierto, la posicion de D
dependera h(k(D) y del estado de |la tabla en el
momento de la Insercion.

m Obs 2: En hash con encadenamiento A (=N/m), puede
ser >1.

En hash con direccionamiento abierto siempre se tiene
N<m, y por tanto A <1.

En la practica se usa N<my A <1 (por ejemplo m=2*Ny
1=0.5).
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Coste medio con sondeos aleatorios |

Proposicion: Sea h funcion hash uniforme en
tabla hash con direccionamiento abierto y sondeos
aleatorios. Entonces:

1
1-1
L g L
71991,

(i) Asy(N,m)=
(") ASA(N m)_

Obs 1: SiA —lentonces Al,(N,m) — oo

Obs 2: SiA—1lentonces A;,(N,m) — o

Nota: Estos dos resultados
se dejan como ejercicio.
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Coste medio en busqueda sin éxito

m  Demostracion (i): Sea T una tabla hash con DA, de
dimension m y N datos. Como h es uniforme se tiene, dado
un dato D [ N datos en una

p(T[h(D)] ocupada) _ N/m _ 7\, Tabla de tamafo m
p(T[h(D)] libre) = 1-A

= A (N, m) = Zk-p(hacer k sondeos) = Zk.,ak—l(l_g) _
k=1

= 1]

n° de sondeos hechos Para hacer k sondeos | k-1 posiciones 1 posicion
tiene que ocurrir ocupadas Y libre

p(hacer k sondeos) =xk1(1-2)1
1

— _ N . k-1 — _ k=0 = — l_/l — _ 1 = 1
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Coste medio en busqueda con éxito |

e 1
Proposicion (ii):  A,(N,m) = Iog —
1-A
Demostracion: De nuevo vamos a reducir la
bUsqueda con éxito a una busqueda sin éxito en

una tabla mas pequena.

Al igual que en BHE enumeramos los datos de la tabla
T, segun el orden en el que los introducimos en la tabla
T, {Dy,D,,....,D;;....,Dy}, y denotamos por T, al estado de
la tabla T antes de introducir el elemento D;

Obs: Si N7 (D,) es el nimero de sondeos necesarios para

encontrar (= al numero necesario para insertar) el
elemento D, en la tabla T, tenemos que

nf (D)= (D)) = Al (i-1m)
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Coste medio en busgueda con éxito Il

m Portanto se tiene:

1< 1< 1 18- 1

A, (Nm)=—> n(D.) = — = -
" NZ ' Ngl_'—l N,
m m

Esta ultima expresion se puede aproximar mediante una integral, con lo que
se tiene:

ASA(N m)~_J XdX_VJ.N/mlid :ijo;t 1 du
m m

Camblo de variable.
u=x/m = dx=m-du

Esta integral es inmediata, con lo que se obtiene:

1
e (N, m) == L
A, (N, m) 911



- _ J.Dorronsoro, P. Varona, C. Aguirre v Escuela Politéenica Superior
Costes medios para otros sondeos |

En la demostracion anterior vemos que si tenemos la
expresion del rendimiento de la busqueda sin éxito

f(4)=An(N, Im)—1 p

podemos calcular el rendimiento de la busgueda con
éxito calculando
1
Nm~— f(u)du=— —du
AS(Nm) == [T F(uydu =2 [ =
Este argumento lo podemos repetir con cualquier tipo

de sondeo S con direccionamiento abierto, es decir

Si Al(N,m)= f(1) entonces A§(N,m);%jjf(u)du
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Costes medios para otros sondeos 1

m  Proposicion: Si se usan sondeos lineales:

o 1 1
()AL (N,m) = 2(1+ i i)zj

v Escuela Politécnica Superior

(i) AL (N, m) = 0 ;( (1—11)2jdu :%(14_%)
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L 4
En esta seccion ...

m Hemos aprendido
El concepto de tabla hash.

Los mecanismos de construccion y busqueda
en una tabla hash.

El concepto de funcion hash uniforme

Algunos tipos universales de funciones hash
(division y multiplicacion).
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En esta seccion ......

m Y también

Los principales métodos de resolucion de
colisiones en una tabla hash:
encadenamiento y direccionamiento
abierto

Los principales métodos de sondeo en una
tabla hash con direccionamiento abierto.

A estimar el rendimiento medio de las
blsquedas con o sin exito en el caso de
sondeos aleatorios.

A reducir el rendimiento medio de las
busquedas con exito al rendimiento de las
busquedas sin éxito.
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Herramientas y tecnicas a trabajar

m Funcionamiento y construccion de tablas
hash

m Diseno de tablas hash que aseguren un
clerto rendimiento

m Estimacion de costes medios de

bUsquedas con éxito a partir de costes
medios sin éxito

m Problemas a resolver (al menos): los
recomendados de la seccion 13



