MATEMATICAS 11 Codnicas en coordenadas polares Curso 08-09

1) El 28 de noviembre de 1963, EE.UU. lanzo el Explorer 18. Sus puntos mas alto y mas bajo
sobre la superficie de la Tierra fueron 119 millas y 122000 millas. El centro de la Tierra es el
foco de la 6rbita. Hallar la ecuacion en polares de la 6rbita r=f(a) y la distancia entre la

superficie de la Tierra y el satélite cuando o = 60° . (Suponer que el radio de la Tierra es
4000 millas y que el foco mencionado es el izquierdo).

Solucién

2a = 119mi + 122000mi + 2(4000mi) , a = 65059.5 millas, ¢ =122000mi + 4000mi —a =
126000mi — 65059.5mi, ¢ =60940.5 millas, excentricidad = c/a= e = 0.94

La directriz esta a la izquierda del polo y la ecuacién en polares de la érbita del satélite debe
tener una ecuacion del siguiente tipo:

r= _p
1-ecosa

2 2
p=b?a= % = 518994000/a = 7977.22

Ecuacion: r = f(a)=— P> = 7977.22
l-ecosa. 1-0.94cosa

1
r=f (5 )= _ o2 15051.34 millas

1-0.94cos~
3

T
Distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite es:{ f (5 ) — radio de la Tierra}.

Distancia = 15051.34mi — 4000mi = 11051.36 millas.

79717.22

La ecuacion en coordenadas polares de la orbita del satélitees: r=——————
1-0.94 cosa

La distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite cuando o = 60° es de
11051.36 millas.

2) El cometa Halley describe una orbita eliptica de excentricidad e ~ 0.97. la longitud del eje
mayor de la Orbita es, aproximadamente, 36.18 unidades astrondémicas (una u.a., distancia
media entre la Tierray el Sol, es ~ 93 millones de millas). Hallar una ecuacion en polares para
la drbita ¢Cuanto se acerca el cometa Halley al Sol?

Solucion:
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e=097="_ 2a-3618 ua — a=18.09ua.
a

/m Tomamos una referencia polar de tipol y la ecuacion de la cénica

._\\..\_/ seria de la forma:

d = P ed
< > l1-ecosa 1-—ecosa

a% a’

d =T_C; c=a.e=175473 = d=11022 =
p=d.e=1.0691189. Luego, una ecuacién en polares para la érbita es:
~1.0691
1-0.97 cosa

La distancia minima entre el cometa Halley y el Sol es el valor de “r” minimo, que se obtiene
cuando el denominador 1-0.97cosa es maximo, es decir, para cosa =-1:
[ 1.0691

= ~ 0.5427 u.a.
1+0.97

2 2

X
3) Dada la ecuacion de la hipérbola 16 y? =1, hallar la ecuacion polar de su rama derecha
suponiendo que la direccion del eje polar coincide con la direccidn positiva del eje de abscisas
y que el polo esta:

a) en el foco derecho de la hipérbola.

b) en el foco izquierdo de la hipérbola.

En el caso a), hallar la ecuacion polar de sus directrices y asintotas.

Solucion:

X2 y2

E_?=1:>a:4,b:3 =c’=a’+b*=16+9=25 =>¢c=5.

Por tanto e—g—E b9 d-i—g
TRy Pt Ty T Ty

a)

. . : 9 16
1g / : La directriz es la recta x:c—d:5—€=€.

La ecuacidn, en este caso, es: r = B =

\ - " 1—e coso.
‘ 9
! : 10 % 9

\ . 1_% cosoL B 4-5cosa
NG
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b
) ¥ o a? 16
La directrizes larecta x=-c+d === =%
™ .
Fr . Laecuacion que se debe emplear ahora es:
. 9

) P _ % __ 9
// 1—ecosa 1_% cosa.  4—5coso

Directrices en el caso a):

. . a’ 9 9 9
dir=x=—(C-—)=—-—=rcosoa=——=>r=—
c 5 5

5cosa
IR a’ 41 41 41
dirsx=—(C+—)=——=rcosa=——="r=—
c 5 5 5cosa

Asintotas en el caso a):
Son rectas que pasan por O(0,0) en la referencia x y ¢ bien O(-c, 0) = (-5, 0) en la X'y, y

tienen de pendiente ig =+ 3 , luego su ecuacion es: y-0= i%(x‘+5).

4
Pasando a polares:

rsena:i%(r005a+5):r: 15/4  __ -15/4

3 3
sena — ZCOSOL sena + ZCOSOL

4) Dada la parabola de ecuacion y? = 6 x , hallar su ecuacién polar suponiendo que la
direccién del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el polo esta
en el foco de la parabola.

Solucién:

¥y
+5 : : y2:6x:2px:>p:3;e=1.
La ecuacion adecuada es:

p 3

F ' =—m—— =——
; — 1-ecoso. 1- cosa
5 10 *
--_5\
- . 21 : . .
5) Verificar que la ecuacion r = T 2o determina una elipse y hallar los semiejes y las
—2cosa

ecuaciones polares de sus directrices.

Solucion:
21 21 12
r= = =p=—",e=—=
5-2coso.  1- 2/ cosa 5 5

5
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Por ser e < 1, se trata efectivamente de una elipse; y, por la forma de la ecuacion, un foco esta
en el polo, la directriz no corta al eje polar y la conica y el foco estan en el mismo semiplano
respecto de la directriz.

. 2y
< 21
d y| —demd=b=2-%
y /—\azlc P e 25 2
/F X' p .
a= :5, b— = 21
\\ / X 1-¢’ V1-e? vat
~ | c’=a’-b*=25-21=4=¢c=2.
dq B > ds

La directriz d; tiene de ecuacién:

. 21 21 21

X=-O=—-—=rcosa=——=d, =r=- .
2 2 2C0sa

La otra directriz d, tiene de ecuacion:

. al 25 29 29 29
X=C+—=2+—=—=rcC0%0=—=d,=r=

c 2 2 2 2 cosa

6) Verificar que la ecuacion r:L determina la rama derecha de una hipérbola y

3-5cosa
hallar las ecuaciones polares de sus directrices y asintotas.

Solucion:
"% o1
3-5cosa.  1-5/3cosa 3 3
Por ser e > 1, se trata de una rama de una hipérbola.

¥y A la vista de la ecuacion, la conica y el foco estan del
L5 : : mismo lado respecto de la directriz y el eje polar no
corta a dicha recta, luego, la situacion es la siguiente:
. F . ~x* Asipues, se trata de la rama derecha de una hipérbola.
' ' ' 16
: 5 100 g P P gy By
+ e 5 e -1 e? 1
|t c’=a’+b?*=25=c=5.

Las ecuaciones polares de las directrices se hallan de forma analoga a como se hizo en el
problema anterior, obteniéndose:

16 34
Av < /d y\ dlEr:— 1d25|’:— )
«— g 5cosa 5cosa
a2/c Las ecuaciones de las asintotas respecto al sistema de
F x  referencia x , y (de origen el centro de la conica, y de
v L b
/ e > X ejes los de la conica) son: y=+—x .
a
. X=x-5
d de Los nuevos ejes son ahora: { .
y=y
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Respecto a estos nuevos ejes, las ecuaciones cartesianas de las asintotas son, por tanto:
.4
y=+—(x+5) .
3
Por consiguiente, las ecuaciones polares de estas rectas son:
4 . ) .
rseno = J_rg(r cosa. —5) ; es decir, operando para cada uno de los signos se obtiene:

B 20 . 220
3sena. - 4cosa, 4 cosa. + 3sena

7) Una elipse de excentricidad e:% tiene un foco F en el origen (polo) y su directriz

correspondiente tiene de ecuacion polar rcosa = 8. Sabiendo que el eje polar es OX™, se pide:
a) Hallar las coordenadas del otro foco F’.
b) La ecuacion polar de la elipse
c) Dibujar laelipse

Solucion:

vi De la ecuacion de la directriz:

r= o XxX=8

y
8
K F \ X cosa

:/ - Se deduce que la directriz esta a la derecha del

. C foco F (polo); por tanto, el eje polar corta a la
dir’ dir directriz y la conica y el foco estan en el mismo
semiplano (izquierdo) respecto de la misma.
Debe usarse una ecuacion del tipo 3: r= S
1+ecosa
a) Las coordenadas polares del otro foco seran: F(r = 2¢, o = ). Hallemos c:
2 2
e:£:£:>a=4c, luego 8:a——c=16c —0:15c:>c:£.
a c c 15
Por tanto, : F'(r = 2E :E, a=Tm).
15 5
2 2 2 2 2
b)p=b—=6l ¢ =(4C)4 C o _oor= P = 12
a a C 1+ecosa 1+ cosa
4
c)
15

/]
A\

N2
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Ejercicios propuestos

1) Determinar las conicas que se dan en coordenadas polares mediante las ecuaciones
siguientes:

=B ) 1= O o =20
1-=cosa 1-coso 1-=cosa
2 2
d) r:L e) r:# f) r:;
2—-Ccosa 3—4cosa 3-3cosa
Solucion:

a) Elipse b) Pardbola c) Una rama de una hipérbola d) Elipse €) Una rama de una
hipérbola f) Parabola.

2 2

X
2) Dada la ecuacién de la hipérbola o5 1);—4 =1, hallar la ecuacién polar de su rama

izquierda, suponiendo que la direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje
de abscisas y que el polo esta:

a) en el foco izquierdo de la hipérbola;

b) en el foco derecho.

Solucion:
a) r= L b) r= _ﬁ
5+13cosa 5+13cosa
: 12 . .
3) Hallar en la elipse r =————— los puntos cuyos radios polares son iguales a 6.
3-+2cosa

Solucién:

CHACE

4) Hallar en la hipérbolap= los puntos cuyos radios polares son iguales a 3.

3—-4cosa
Solucion:
221 (o -
H 3 H H 3 .
5) Hallar en la parabola r = P los puntos :
1-cosa

a) cuyos radios polares sean minimos.
b) cuyos radios polares sean iguales al parametro de la parabola.
Solucion:

MCARIERICS
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