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Tema 8: Estimacion por intervalos de confianza

Introduccion

Definicidén de intervalo de confianza.

Método general para la construccion de intervalos de confianza.
Intervalos de confianza en poblaciones normales.

Intervalos de confianza para muestras grandes.

Seleccidon del tamafio de la muestra
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Cuadro resumen de los intervalos de confianza.
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Introduccion

> Una estimacion del pardmetro 0 es el valor que toma el

estimador ante una realizacion muestral concreta.

» La estimacion  puntual, generalmente no coincide

exactamente con el verdadero valor del pardmetro 6.

O si el estimador tiene buenas propiedades, se obtendrd un
valor muy préximo a 6 en la mayoria de las realizaciones

muestrales que se obtengan.

> Seria deseable acompafar la estimacién del pardmetro con

una medida asociada al posible error que se pueda cometer.
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Definicion de intervalo de confianza

El problema de la estimacion radica en estimar 6, dada una variable aleatoria
poblacional X, cuya funcién de distribucion depende de © y dada una muestra
aleatoria simple (Xi, Xz, ..., X,). Para ello, dispondremos del mejor estimador posible
6 =8(Xy,-+,X,), que tendrd una determinada distribucién muestral. No obstante,
ahora ya no nos interesa un valor puntual para 6, sino un intervalo de valores (a, b) en

los que, razonablemente, debera estar 6.

Supongamos que buscamos un intervalo en el que la probabilidad de que 6 esté
incluido sea el 95%. Para ello, utilizaremos la distribucién muestral de § que me
permite elegir tal conjunto, eliminando los casos mas raros. Asi pues, si elimino la

mitad por cada lado, tendremos (suponiendo que 8 sigue una distribucién normal):
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azté"el 92=—é+ez
y,por tanto P[0 € (—e,0+e; )| =1—a,
Esta probabilidad se puede calcular gracias a que 8 es una variable aleatoria.

Ahora bien, cada realizacién muestral (xi, X2, ..., X,), hace que 8 se transforme en una

estimacion y, por tanto .
Q(Xl, '"rxn) —eé =a

0(xq, ", x,) +e;,=b
El intervalo deja de ser aleatorio para convertirse en un intervalo numérico (a, b).

Por tanto, ya no tiene sentido calcular P[6 € (a,b )] y, por eso se habla de confianza.
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..... & de Alcald

Ejemplo 1:

Supongamos que se busca un intervalo de confianza al 95% para estimar el gasto medio en transporte

de las familias de una defterminada ciudad. Para ello, se extrae una muestra aleatoria simple de
tamaiio 100 y, se sabe que la distribucién del gasto es N(y, 300).

Solucidn:

Puesto que /i 21 %

n

X

2L N (uﬂ) = N(u,30), o lo que es lo mismo:

0- 7y — v —
~N (ﬂ, \/—ﬁ), enfonces i = X = N

_ B-u
Z =—-~N(0,1)
Buscamos, en las tablas de la N(O, 1), la probabilidad
P|Z >z, =1-P|Z < 24/5] = 0,025 = P[Z < z4/,] = 0,975 = 2./, = 1,96

Por la simetria de la distribucién normal P|Z < —z,/,| = P|Z > z4/5]| = —2z4/2= —1,96

fi—p

P [—1,96 —=<1 96] =095 =

= P[i—588<u</i+588 =095 (1)
y hasta aqui, todo tiene perfecto sentido. Por
tanto, el intervalo de confianza es:

I, = (i — 588, +588)

-1,96= —Zg /2 1,96= Za/2

Si extraemos una realizacion concreta, entonces

se obtendra una estimacion de y
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Supongamos que obtenemos una muestra concreta 500, 300, 800, .. y calculamos su media muestral
que resulta ser 625.

Entonces diremos que 1 = 625 es una estimacion puntual de la media poblacional.

El intervalo de confianza para p del 95% obtenido de esa muestra seria: I,=(625 - 58,8 ; 625 + 58,8)
oseaI=(566,2;683,8), donde lalongitud del intervalo es

L=6838-5662=117,6

Por tanto, es un intervalo numérico, y sélo pueden ocurrir dos cosas:
u € (566.2,683.8)
u €& (566.2,683.8)

Por tanto, no se puede decir que la probabilidad P(566,2 < y<683,8) = 0,95

Lo dnico que se puede hacer es confiar que el intervalo (566,2 ; 683,8) sea uno de los del 957% que

contienen al pardmetro 4. Solamente podemos hablar de probabilidad antes de tomar la muestra.

Supongamos que obtenemos otra muestra 600, 320, 460, ... y su media muestral que resulta ser 600.
El intervalo de confianza para y del 95% obtenido de esa muestra seria: I,=(600 - 58,8 ; 600 + 58,8) o
sea I =(541,2: 658,8)
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¢Qué esta ocurriendo? Y - IRy

a) Que para cada muestra en concreto, va a salir o = DO moass = 1196
P

un valor distinto de X y, por tanto, para cada e

. . M stra 1 c " =
realizacion muestral, se va a obtener unj, _ o ﬁl/‘fijﬁ T~ | | X, + 20/ /n =0

intervalo distinto, y por tanto es incorrecto P

decir que hay una probabilidad del 95% de que

el pardmetro esté contenido en ese intervalo.

b) Que (1) me asegura que sélo el 95% de ellos

incluird el verdadero valor del pardmetro (ver

grafico).

En la prdctica, sélo dispondremos de una realizacién

y, por tanto, de una estimacién. Entonces, ¢cémo

sabemos si un intervalo es bueno?. Lo Unico que

tenemos es la confianza de que este sistema

proporciona un 95% de intervalos correctos, entre

los que puede estar el nuestro o no. Muestra 100
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Ejemplo 2:

Estadistica Empresarial Il. Tema 8: Estimacion por intervalos de confianza.

Siguiendo con el ejemplo anterior, obtener un intervalo de confianza para la media poblacional, con la

misma muestra obtenida antes, pero para una confianza del 99,7%. Determinar el intervalo de

confianza que se obtendria si aumentamos el tamafio de la muestra a 625 asi como la longitud del

intervalo.
Solucidn:

Para el tamafio muestral n=100, tenemos que i =X = 2Xi N (ﬂ

300\ _ . '
,ﬁ) = N(u,30), o lo que es lo mismo:

100

Z = %”~N(O, 1), Buscamos en las tablas de la N(O, 1), la probabilidad

P|Z > z4/5] =1—P|Z < 24/,] =0,0015 = P|Z < 74/, = 0,9985 = z,,, = 2,96 Yy —2,/, = —2,96

A

—u

P [—2,96 S —5-< 2,96] =0,997 = I, = (1 — 88.8,1 + 88.8) = (536.2,713.8) = L = 713.8 — 536.2 = 177.6

Supongamos ahora que el tamafio muestral es de n=625 Por tanto, si aumentamos el

> ZX 300
=X =% N(M V625

Buscamos en las tablas de la N(O, 1), la probabilidad

25

tamafio muestral, disminuye la

) N(u,12), o lo que es lo mismo: Z = —~N(O 1)| longitud  del intervalo v,

aumenta la precision

P|Z>z4/5] =1—P|Z < 24/,] =0,0015 = P[Z < z,/,] = 0,9985 = z,,, = 2,96 ¥ —2z4,, = —2,96

P[ 296<” K
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Por tanto, un intervalo de confianza viene determinado por:

> El estimador del pardmetro que se haya escogido.

> El nivel de confianza 1 - o (generalmente del 90%, 95% o0 99%)

> La amplitud del intervalo o precision L = i+ e, — (1 —e;) = e, + €.

. Los errores (e, e,) \ Caminan en direcciones
=2 } ——— | contrarias, lo que obliga a

> El tamafio de la muestra n. una solucion de compromiso

Se verifica que la amplitud del intervalo vendrd determinada por las anteriores

caracteristicas verificdndose que, manteniendo el estimador escogido:
v A mayor nivel de confianza, mayor amplitud del intervalo.
v' A mayor tamafio de la muestra, menor amplitud del intervalo.

v Y si se mantiene constante la amplitud del intervalo, para aumentar la

confianza hay que aumentar el tamaifio muestral.

Todas las caracteristicas mejoran conjuntamente sdlo frente a aumentos del tamafio
muestral (n). Asi pues, hay tres factores de los que la eleccién de dos determina el

tercero: (1-a), ny L.
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Ya hemos visto como la longitud del intervalo depende del nivel de confianza y del tamafio

de la muestra, es decir:
L = (o, n).

Si fijamos la precision en un margen deseado y el nivel de confianza, es posible

generalmente obtener el tamafio muestral que satisface esos requisitos:
n=h(l, o

En los dos ejemplos anteriores. podemos despejar p porque es el Unico pardmetro
desconocido. Si fampoco se conociera g, entonces el intervalo de confianza I, dependeria
de o y no podria concretarse. Por tanto, habria que buscar otra distribucion muestral que
subsanase el problema. Por ello, existe una multiplicidad de casos, que se plasman en la

siguiente tabla.
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Meétodos de Construccion de Intervalos de Confianza

Hay varios métodos para la construccién de intervalos de confianza. Supongamos que X
es la variable aleatoria poblacional, y sea F(x, 8) su funcion de distribucién. En general,

hay que realizar los siguientes pasos:

1. Seelige el mejor estimador posible § del pardmetro 6.

2. Se busca una funcién h(8) del estimador, cuya funcién de distribucién sea

conocida y no dependa de ©.
3. Se construye el intervalo de confianza tal que P(Gyn < h(0) < Gi_g/2) =1 —a.

4. Se obtiene el intervalo despejando el pardmetro.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de intervalos de confianza en poblaciones normales.

Departamento de Economia



% Universida Estadistica Empresarial Il. Tema 8: Estimacion por intervalos de confianza.

Ejemplo: Intervalo de confianza para la media con o conocida

_
1.- 3e elige el mejor estimador de & quees X = —Z}fj s M0.1)

iml

_ X - u
2.- Mos fijamos en la funcidn (X )= 7 = N (0,1 que no depende del
Jn

parametro i1

3.- Se construye el intervalo Pz, < Lz g )=1-a

A
A - e despeja el parametro By queda; P(f—z&{ % LpulX+ sy %f;_z} =l-a
| X-z, 9/ X+z 7
con lo que el intervalo de confianza es { o KE 1y @] que es el que

aparece en el libro de tablas.

Ejemplo:

De una poblacion normal N(u,6) se selecciona una muestra aleatoria cuya media es 25. Obtener un
intervalo de confianza para la media poblacional u en los siguientes casos.

a) Cuando el tamafio de la muestra es 16 y el nivel de confianza es del 90%.
b)  Igual que antes, pero con famafio de muestra igual a 64.

c) Con tamafio de la muestra n =16 y nivel de confianza del 95%.
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#83 de Alcald
Intervalos de confianza en poblaciones normales

% Parametros s .
Poblacion desconocilon Estimaciones puntuales Intervalos de confianza
u . B 1 n - zaz/2 SRS sz i
N(u, o) #:x—_—; Z x \/n /2 \/n
i=1
& Z - N(0,1 P =
— N(O,1) , [Z > Za/z] = 5
X B 1 n n pequeia s o
#9 a N R ;’l- _Z x' [x N ta/z B = S ll < i + tﬂ/Z __]
N, o) i e e
M T = = o
62=s5 —n_li_zl(x,-—x)2 t=bt . 5 P[t..—1>ta/2]=5
S n grande % -
| g 'u=x=;.§ oS l:x-zalz—_gygi+za/2—_:|
Desconocida . \/n \/n
M A B - . o
é 5% = - -;1 (o, = x%)> Z—->N@O,1) , P[Z> Z0] = >
n n pequena (n — 1)s2 = 1)s2
o2 =52 = LSy el St ) 2 (n )s
T PUEE Pl
o) i=1 2ESN e Xn—1, a2
0 n
n—1)s2= x; — Xx)? 2 — = =
) i=zl (x; = x) 3 I ol SX:—I.I—«/ZJ_ 1 _5 > P[Xf—l <x3—l. 1/2]=5
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Estadistica Empresarial Il. Tema 8: Estimacion por intervalos de confianza.

Intervalos de confianza en poblaciones normales

. .
Poblacion dl: :z.znmo(zti:l(:yss Estimaciones puntuales Intervalos de confianza
o> o
[(x“)—’)—za/z i+’1<ﬂx_ﬂy<
l nx nx ny
, fo=%=—3 x
N(u,, a,) Lilir s _ 62 o
S('x_.)j)-*'za/Z —+-—y
N(“ya O'y) I“x —_ l"y . _ 1 ny nx ny
Hy=Yy=— Yi
n, =1 : -
Z-NO,1) , P[Z>z,,] =2
" - n,, n, pequefias
f=5=—3 x,
Ny i=1
o .~ 1 +in,— s [htn,
o By T [(X_Y)_ta/z\/ . n:n __y2 . " Shy ~ By S
2 = = — x y L
N(u,, a.) Gy 0, n=3 n, ig,l Vi
N(y,, a,) -
y Ty iy ™, 1 G-+t 1+~ 1y W, +n
A s mD e — x)2 = -
I i B.—1 .';1 =2 ke e (e M n.an,
32 =52 = 3 - y)? t P[t >t,,]= .
ay sy Z (y: ﬂ t— nx+ny—2 ’ [n,+n,—2 a2
B o 2
=
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4w de Alcald Intervalos de confianza para muestras grandes

- .
- Parametros TR— Intervalos de confianza
Poblacién PR Estimaciones puntuales
5 g 1 2 8 i 1 - o - ghe 1 :l
72 = ¢¥%2 = — 9 Pl meeee G e A e e s
ax’ ay ax sx n'x l';l ( ' “X) Sy*z an, ny, 1—a/2 63 S;‘z F”X’ ny, o2
N(#x, Gx) 0,2
N(,, o, = ) 1
0’2 A2 *2 1 . 2 =
: g. =38 == i an. ny—1, a/2 ~
= i; i — ) S T
n pequeiio Grificos: Tabla A.13
n grande
P . X _n. de éxitos en n pruebas i i
B(1, p) 5 P=u n.° de pruebas -z, p(l — D <p<p+z p=p
. n Pl — by  P(1— D)
5 % [(Px-l’y)_za/z\/ 5 = . =< px — Py <
= — x y
B(l, px) Px> Py ¥ Y (1 73 ) ~ (l x )
B 1 A oA px - px py B p)’
( ,pY) Px_PY s _y S(px py)+za/2 \/ n w n
py - ; 3 3 4
Z->N0,1) , P[Z>z,])=7
|
L i
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Seleccion del' famaho muestral

» Caso del intervalo de confianza para la media con o conocida

_ o — o — _ o
I, = (X—Za/zﬁ, X+Za/2ﬁ) = L= X+2zy4— (X—za/z) = ZZQ/Zﬁ =
2
Za/20 (Zoc/zo-)
= Jn =2 I = n = 4T

» Caso del intervalo de confianza para la proporcidn

. /1567 . ’1567 pq
L. = —_ —, + — | =L=2 )
p P~ Z2q/2 n DT 2Zq/2 n Za/2 n

_ () B4
= 42

s n
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1 poblacién <

Muestras B
independientes

Intervalos de confianza

2 poblaciones —

Muestras
apareadas
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0 conocida

o desconocida

1 conocida

1 desconocida

| N(, 01) y Nz, 02)

—> lyy—y,

1.

En poblaciones que no
son normales, para
muestras grandes, se

puede aplicar el Teorema
Central del Limite, en los
casos sehalados.

"B(1,p1) y B(1, p2) %__Im—pz

! 0y, 0, conocidas
U1—HU2 0'1 = 0-2

0y, 0, desconocidas{
o] Z (0P

1

Ly, 4> conocidas
2 .
/o7 | 1, i, desconocidas



