Teoria de Grupos

Definiciones Basicas

i * .

Definicion 5 (Grupo) Sea }una estructura algebraica con una ley de
A x

composicion interna. Decimos que ( }es un grupo si:

1. xes asociativa.

) le @
2. stiene neutro

geEG. . geG
3. toda tiene mverso para .

Con esta definicidon de grupo, es directo que el neutro es unico, al igual que

. gt gec
el inverso ~ de .

También se tienen las siguientes propiedades:

(g7t =g

1. .
(g*h)"t=h"tkg*

2.

(AR . . .
Un grupo ( ], donde xes conmutativo, se denomina Abeliano.

Ejemplos: Los siguientes son algunos ejemplos de grupos

(Z,+) :
es un grupo abeliano.

(Z,,+ .
- }es un grupo abeliano.

A={r:{1,2,3} —={1,2,3}| = ., . . }
Sea es funcidn biyectiva "y se
considera la operacidon - composicion de funciones". Este conjunto

T'I'.:;|I T'I']_I ?'I'zI ?'I'3I ?'I'dII Kil

tiene 6 elementos que se pueden nombrar . Luego la

operacion se puede ver en la tabla



¥ | T T Ty T4 TE
Mg |fMpg T My T3 T4 g
Tl Mg Mg Ty W3 W3
Ty (dz T3 T 7M1 TE T4
T3 (3 T2 T T4 g WMl
Ty (TTq Ty 11 T T3 73
Ty [Ty Ty T3 T3 1 g

., (A% :
Con esta operacion es un grupo, pero no es abeliano.

f G—

Definicion 6 (Morfismo de grupos) Una funcion H, entre dos

(@), (o) :
grupos se dice morfismo (u homomorfismo) ssi.:

Y,y e flz*xy)= flz]o fly).

Un morfismo inyectivo suele llamarse monomorfismo, uno sobreyectivo
se llama epimorfismo, y finalmente un morfismo biyectivo se llama

isomorfismo.
(G, )= (A*x) e G H
1somorfo a

Endomorfismo es un morfismo de un grupo en si mismo; un automorfismo es un
isomorfismo endomorfo.

Propiedades

f G=H
Si es un morfismo de grupos, entonces

Fl1y=1

7 g 9€ G flg7h) = fla)™

i_f:G‘—}H f

S es un morfismo de grupos llamaremos Nicleo de " a
Ker(f) = f(1)

f & Ker(f) ={1}
Con esto, ~ es monomorfismo .



Ejemplos:

log: (Ry,) — (R, +)

La funcidén logaritmo (en cualquier base), tiene la

: : logla-b) =log{a)+ log(h S
conocida propiedad o(er+B) =Jaga) + o ], y como es biyectiva, es

(Rhl—l ] m:"‘] ’ (RH—: ] {R, 'Hl
y . Asi y S

un isomorfismo entre
estructuras isomorfas.

on

- o . . : .+l — R,_l_ — .
Si Elz‘tes un real fijo, la funcion fiRt) = ]tal que flz) =a-z

es un homomorfismo, dado que

f{Il-I-Iz}=|'1"I:I]_-I-:[z}=E!'I]_+E!'Iz=f(:.rl}+f(:[z} #0

. , o
. Si ademas ,

entonces 'Fes un automorfismo.
. . (G.#) HcG
Definicion 7 (Subgrupo) Si es un grupo, y , diremos que Hes
II-‘H-I * 4
un subgrupo de Gsi * }es también un grupo.
) G, # H, * ) G, #
Si Hes un subgrupo de ( ], el neutro de { es el mismo que el de ( ],
geH _gl'elG : (G w) ., gt :
y para cada , Si €s su inverso en ,también = es el inverso
H, * gteH
de Jen { ](y por lo tanto ).

Una caracterizacion de los subgrupos es la siguiente:

HCG .
es subgrupo ssi:
H#£D
1. 4 .
) (¥r,y € H) z#y teH

s (e - : .
Definicion 8 Si es grupo, una relacion de equivalencia ~en G se

dice compatible con ssi:
zz'yy’et}‘ Imzaﬁymy"#z*ymz"*y’.
7 =]

Dada una relacion de equivalencia ~compatible con #, podemos definir una l.c.i. en el
. .G~
conjunto cociente

[z] * [y] = [z*y].



- ., G/~ . :
La compatibilidad hace que la operacion sen / esté bien definida. Es
. (Cf ~ ) .,
directo que en este caso resulta ser un grupo, y la sobreyecciéon

canonica

[ L0 G'—tGrlllm

. viz) = [z].

es un epimorfismo. (Por este motivo »también recibe el nombre de
epimorfismo canonico).

T

Ahora, si ~es compatible con #, entonces

xmy%1=z_1*zm$_l*y

(compatibilidad y ~refleja)
o teye 1)

=[1
Llamemos ](subgrupo). Con esto se tiene la siguiente propiedad:

hecH z€ei T1#hsx e H
i

S y es un elemento cualquiera de G, entonces . En efecto:

he H<= h~1.

= rth~z%l=c
(compatibilidad de ~con ).
= (I*h)*r_lm ez =1
(compatibilidad de ~con ).

= zrehezr e H=/]
(asociatividad para eliminar paréntesis).

0 {‘J’IEG‘}I*H*I_]'={I*}1¥I_;|hEH}EH
sea, .

Definicion 9 (Subgrupo normal) Un subgrupo H de G tal que satisface
D'G’J:E G:I zxH=z1 C H.

se llama subgrupo normal de G.
Se usara la siguiente notacidon para designar a los subgrupos normales de @

HaGs .
$H$ subgrupo normal de $G$

Esto caracteriza completamente a las relaciones compatibles con . En
. . HaG . .,
efecto, si partimos de un subgrupo normal dado, definimos la relacion

“Hen ctal que
;-;.-\.Hy{irz_l#yE H



Entonces

L

H . .
1. es de equivalencia en G.

2. ¥es compatible con s.
[ =H

., ) HAG . G/ ~g
Notacion: Si G es un grupo, y , el cociente se anota como

Ejemplos:

G/H

A,

Cualquier subgrupo de un grupo Abeliano ( *}es un subgrupo
normal, gracias a la conmutatividad de la operacion «. En efecto, sea
Hsubgrupo de 4. Entonces

E*H*$_1={z=h=z_1|h5 H}*mﬂfum{{z*z_l]*H|hEH}=H.

- G—H
El ntcleo de todo morfismo de grupos f es un subgrupo
normal de G; es mads, todos los subgrupos normales de G son ntcleos
de algin morfismo. En efecto

s G zx€Her(f) a*z+a ' € Ker{f) = Ker(f)
y

e Si Por lo tanto
subgrupo normal.
 Kan H=G/K f=vg G—G/K
e Si , tomemos y morfismo.
Luego

vilz)=1€eG/K&e z]=[l]=K < z€ K.

K =K
Luego er(vx) .

Definicion 10 (Subgrupo generado por un subconjunto) Sea cun grupo, y
ACG
~ un subconjunto cualquiera. Denotemos

< A =— ﬂ H.

el subgrupo generado por A.

) AC<d > <A>= , N )
Se tiene . Mas aun, es mas pequeio (en el sentido de la
inclusion) de los subgrupos de aque contiene a A. Evidentemente, si des

A==4
subgrupo de Gentonces



Es también claro que

Agiml“l---a;c“* |k2ﬂ, Ly, df EA;.HJ_:"',EEEE};E‘:A}.

e
es subgrupo

Por lo tanto:
‘:A}= {ﬂ-l“l"'ﬂ-k“k|k2t], Ly, ,EEEA;. LIS R ,ﬂkEE}.

Caso interesante

A= {a} <A>={a"|neZ} . .
Si entonces y se denomina subgrupo ciclico generado

por a.

Un grupo Gse dice ciclico si

e G < {a} >=0G.
tal que
, G={a"|nelk} 1 " "
Asi . Veremos que los grupos ciclicos son "pocos", y para
eso nos ayudaremos del siguiente resultado.

-

f G—=H

G,H
Teorema 1 (Teorema del factor) Si ' grupos, morfismo, y
K@ K € Ker(f)
tal que . Entonces:
3 IE G/K — H.

morfismo
tal que el diagrama siguiente es conmutativo

G i ~H
N

G/H
Conwuel epimorfismo canonico (introducido anteriormente). Es claro que
f=ie p. Se dice que f se factoriza a través de G/K. Ademas
[ es un epimorfismo « ies un epimorfismo.
f o K= Ker( ;}.

_es monomorfismo
Usando este resultado se puede demostrar la siguiente proposicion
Proposicion 2 Si G es un grupo ciclico, entonces:
[ ]

. . o= G=(E .+
Si G es infinito ( }.



: . G=(L,+)
Si G es finito o

=1 r=|5|
Donde ¥ ( notemos que ).
Figura 0.1



