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= Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Marque con una cruz a lo sumo una opcion por pregunta.
Acierto 4+0.2 Error -0.1 Blanco 0.

» Puntuacion del test sobre el total del examen: 3 puntos.

1. Todo subconjunto no vacio de R tiene

a) minimo.

b) infimo.

% | c¢) ninguna de las anteriores.

B3/

2. Hay tantos nimeros naturales pares como

a) reales.

Gl

b) racionales.

]

¢) ninguna de las anteriores.

3. Indique cual de estos nimeros complejos tiene todas sus raices cuartas sobre las bisectrices de los cuadrantes del plano.

|:| a) ei™/4,
|:| b) eidn/1
c) —1.
3000 .
4. En:(] v =
a) 1.

b) 2eim/1,

g) e Hrie,

[

5. En cualquier espacio normado completo se verifica que

a) toda sucesion es de Cauchy.

b) todo cerrado es completo.

LI

¢) ninguna de las anteriores.

0 size@Q

5 Sudl el conjunto {z € [0,1] /f(z) =0} es

6. 51 f(x) = {

a) cerrado.

D b) compacto.
[x]

¢) ninguna de las anteriores.

7. Toda sucesion acotada de niimeros reales tiene
o a) limite.

b) al menos un limite subsecuencial.

T JI ¢) son ciertas a) y h).
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8. El limite de la sucesion a; = \/5, Antl =D+ ay, es /e

D a) L.
) Lyt
D ¢) 5+ /5.

9. La funcién real f(z) = 1 definida en R — {0} es
a) de clase C* en su dominio.
|:| b) discontinua en su dominio.
D ¢) ninguna de las anteriores.

10. Una funcién f: A — R, con A C R, es continua
a) en todo punto aislado de A.
‘:l b) en los puntos de acumulacién de A.

D ¢) ninguna de las anteriores.

11. Sea f: (a,b) — R derivable con f'(z) # 0 V& € (a,b). Entonces f es

a) sobreyectiva.
b) monotona.

D ¢) ninguna de las anteriores.

12. La derivada direccional D, f de f(x,y) = 2° — 3zy + 4y? en el punto (1,2), siendo u el vector unitario de angulo 7/6
con el gje OX | es

a) 13723313".

b) 13+;\/§_

L]

¢) ninguna de las anteriores.

13. El tercer término de la serie de MacLaurin de f(z) = o, con a > 0, es

—

[-‘ 3
a) & ;-(i 218,

Lna)® .
b) - ’.;1) xE,

HE3N

¢) [ no se puede desarrollar.
14. Sea ap > 0, ¥r > 0. Si limy, 00 an = 0, entonces la serie 3% ((—1)"ay,

a) es necesariamente convergente.

¢) ninguna de las anteriores.

b) es necesariamente divergente.
]

15. Si la serie de MacLaurin E{:—o ane’ de una funcion analitica f(x) tiene radio de convergencia 12 # 0, entonces

a) f(R) = 37 anBR".
b) fi(x) = 3.7 na,z™ !, Vo € (—R, R).

]

L]

¢) son clertas a) y b).
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» Puntuacién de este problema sobre el total del examen: 3.5 puntos.

2.1 (1 punto) Desarrolle en serie de Taylor en torno a cero (serie de MacLaurin) la funcién
f(z) = arctanz,

empleando operaciones con series de potencias.

2.2 Considere la serie

) D T TR (1)

n=1

2(a) (0.5 puntos) Estudie si es compacto el conjunto de valores reales de p para los que la serie (1) converge.

2.2(b) (1.25 puntos) Calcule la suma de la serie (1) para p = 1. [Sugerencia: calcule la suma parcial n-¢sima mediante
descomposicion en fracciones simples.|

2.2(c) (0.75 puntos) Calcule la suma de la serie

Z{17,-%—2(n+3)

[Indicacion: si resolvié el apartado b), puede utilizar el hecho de que, para p = 0, la serie (1) suma 1/12.]

Solucion:

2.1 Utilizando el hecho de que

darctanx 1
fi(@) = = B
dx 142
y que esta funcion, para |z| < 1, es la suma de una serie geométrica de razon —z?, podemos escribir
o0 (> ]
)= E (—z2)® = E (-2 =1-224+2* — 2% +28..., |z| <.
n=0 n=0
Integrando término a término obtenemos
o p2n+1 3 5 | 9
i G @ x x
flz) = arctanz = E (-1)"—— =2z — Hle e i i |z| < 1.
2n+1 3 ) 7 9
n=0
2.2 (a) Obsérvese que
e nF | S
T (n+1)(n+2)(n+3) 1 (n+1)(n42)(n+3) 1
e pp—23 - : 1 = 1.
n-+00 np 11— 00 o ey

Por lo tanto, de acuerdo con el criterio de comparacion por cociente, la serie (1) serd convergente si y solo si lo es la serie

armonica generalizada
(o o]
— |
n3-p’
n=l1

por lo cual la seric serd convergente si y s6lo si 3 — p > 1, esto es, si p € (—00,2), que no es compacto.
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2.2 (b) Mediante descomposicion en fracciones simples, resulta
n

m N I AT = = ., -3/2
Sn = = — T
ﬂ12:1(m—l—1)(m-+-2)(m-|—3) Z(m+1+m+2+m+3) ?n;}m+3+zm+3+zm+3

m=1 m=0 m=1

habiendo aplicado los cambios de indice m — m + 2 y m — m + 1, respectivamente, en las dos primeras sumas. En la dltima
expresion, los timicos términos que no se cancelan son

2 2 3/2 3/2

1 1
673 nE2 n+2 743 4 n+t2 n+sd

1
4
Cuando n — 00, los dos tltimos términos de S,, tienden a cero y por tanto la suma de la serie es 1/4.

2.2 (c) Este apartado puede resolverse mediante un procedimiento analogo al de (b), o bien escribiendo
[o ] o0
1

s 1 = n+1 0
Z (n+2)(n+3) - :L;l (n+1)(n+2)(n+3) - "ZZI (n+1)(n+ 2)(n+3) +nz (n+1(n+2)(n+3)

n=1 =1

Las dos ualtimas series corresponden a (1) con p = 1 (resuelto en b), con suma 1/4) y p = 0 (con suma 1/12, segun la
indicacion del enunciado), respectivamente; por lo tanto, la suma pedida es 1/4+1/12 = 1/3.
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= Puntuacién de este problema sobre el total del examen: 3.5 puntos.
3.1 (1 punto) Aplicando la definicion, demuestre que no existe el limite

} 1
lim cos —.
x—0 xT

3.2 Sea
2

f(z,y) = tan fl;_

3.2(a) (0.5 puntos) Indique el mayor subconjunto A C R? en el que f(z,y) esta bien definida (toma valores reales).
3.2(b) (0.25 puntos) En el dominio A calculado en 3.2(a), determine el conjunto de puntos en los que f(z,y) es continua.
3.2(c¢) (0.5 puntos) Calcule las derivadas parciales de primer orden de f(z,y) en A.

3.2(d) (1.25 puntos) Estudie la existencia de extremos relativos y absolutos de f(x,y) en A y, en su caso, calcilelos.

Solucion:

3.1 Recordemos que lim,_,,, f(z) =l € RsiVe>0, 3 >0/ [0 < |z —zo| <6 = |f(z) 1] <¢]

Siendo en este caso zg = 0, f(z) = cos ;1;, supongamos en primer lugar que existe el limite I y es distinto de cero. Tomando

£ = |l|/2 > 0, deberia existir un § > 0 que satisface la definicion anterior para dicho €. Sea k € N suficientemente grande
como para que 7/2 + kr > 1/ o, equivalentemente,

: <4
7[2+ kr '
m, se verifica por una parte que 0 < < § y, por otra, que f(z) = cos L = 0y por tanto |f(z) — | =
[1] > |1]/2 = €, lo que contradice la hipétesis de que el par § - ¢ satisface el requisito de la definicion de limite.

Tomando x =

Si suponemos | = 0, basta razonar analogamente tomando € = 1/2, k suficientemente grande como para que km > 1/6, y
x = 1/km.

3.2 (a) Bl cociente 2% /y esta bien definido si y # 0, y la funcién tan a esta bien definida para a # (2k + 1)7/2, k € Z. Por
lo tanto, el conjunto A es todo el plano excepto el eje z y la familia de parabolas y = ﬁmz con k € Z, es decir,

Yy

3.2 (b) Por ser composicion de funciones continuas en sus respectivos dominios, f(2,y) es continua en todo A.

3.2 (c¢) Utilizando la regla de la cadena:

=

5 , 2\ 2z 2x /s
Lf» (l + tan? ) 2% = J/UZ
. ¥y cos? &

%) R _:Jﬁ 2
i = (l + tan? ) r = — /?l_

’] g p2
Y ye cos? ﬁu

=

=




.

M2 -=Ee TS~ 9%
3.2 (d) La funcién f es diferenciable en el conjunto abierto A, y por tanto los posibles extremos relativos se encuentran
entre los puntos criticos, es decir, los puntos en los que se anulan las derivadas parciales calculadas en (c). Es inmediato
comprobar que los puntos criticos estan definidos por la condicion @ = 0 en A, es decir, constituyen el eje y con la excepcion
del origen (que no pertenece al dominio 4).

Obsérvese que f(0,4) = 0. Fijando un punto (0,y) con y > 0, para z? no nulo y suficientemente pequeno ocurre que
tanz?/y > 0y por tanto el semieje y* es de minimos relativos (no estrictos). Analogamente, se puede comprobar que el
semieje y~ estd formado por maximos relativos (no estrictos).

Los hipotéticos extremos absolutos deberfan encontrarse entre los extremos relativos calculados anteriormente. Dado que
en ellos la funcion se anula, y que existen tanto puntos del dominio A en los que f toma valores positivos como puntos en
los que toma valores negativos, se concluye que f no alcanza extremos absolutos en A.



