Vectores

Vector

Segmento orientado en el espacio (mdédulo, direccién y sentido).
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A =u,A




Vector velocidad
modulo: 500 km/h

sentido: el de avance

Vector fuerza gravitatoria
modulo: 600 kN

sentido: vertical descendente

Sumadevectores D=A +B + é

— C




Suma y resta de vectores

p~ 1

Vector de posicion de un punto P

Vector cuyo origen es el origen de coordenadas y extremo el punto P

e}

Origen




Coordenadas cartesianas
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NOTA IMPORTANTE: iTRIEDRO A DERECHAS!
Coordenadas cartesianas
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Coordenadas cartesianas

P (X,y,2)
®

\ 4

F,=Xi+yj+zk




Coordenadas cartesianas

—

D-A+B-C
N “

D - Xy +Xg =X )i+ (Y, + Y5 —yc)j+(zA +2Z5; -7 )K

Coordenadas cartesianas

N

A 4

FQP _ 6|3 = (X, - XQ)€ + (Y, - yQ)j +(z, - ZQ)Iz
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Coordenadas cartesianas

Moédulo de un vector

—

A:fo+yA]+zAI2

Multiplicacion de vectores

Multiplicacién por un escalar

KA = UsKA

KA =kx,i+Kky,]+kz,k



Multiplicacion de vectores

Producto escalar (*)

AB = ABcosd,,
AB =X,X; +Y,.Ys + 2,2,

W1

Nota: ¢como calcular el angulo entre dos vectores? CQS QAB = —

B

Ejemplo: ¢Angulo de inclinacion de la torre de Pisa?

.. P (5.4,0.0,56.0)
ja,E
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A
mm«p
,;ﬁilltagi

?:";'mim‘m

0(0.0,0.0,0.0)



Multiplicacion de vectores

Producto vectorial (xX)

L A xB
A xB =u,ABsend,, B
un
. R . HAB
i ] Kk B
AxB = y R A

AxB=(y,z, - szB)i +(Z,Xg — xAzB)] + (XY, — yAxB)Iz

Ejemplo: ¢(Mddulo del vector V?

V = (10i + 2j) x (2i + j) =



Multiplicacion de vectores

Producto vectorial (xX)

~-AxB
Coordenadas polares (2D)
7/ )
A r p
> —

O (0,0) X
Coordenadas cartesianas: X,VY {x =rcosé
Coordenadas polares: r,o y =rsend
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Coordenadas polares (2D)

Vectores unitarios:

e
Uy
e
4 U,
-
-
-
-
-
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Ejemplo: ¢Coordenadas polares del punto P?

P (5.4,56.0)
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Coordenadas cilindricas (3D)

N
72 @
r
A 0
> —
O (0,0) X
Coordenadas cartesianas: X,VY,Z {x =rcosf
Coordenadas cilindricas: r,o0,z y =rsend

Coordenadas cilindricas (3D)

AU:

o< U
U,

Y4

Coordenadas cartesianas: X,VY,Z

Coordenadas cilindricas: r,o,z
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Ejemplo: ¢(Coordenadas cilindricas del punto P?

o) P (5.4,0.0,56.0)

5,
i L Eqi?
-;;unniﬁ

Tz‘ﬁm‘:“

Wi
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. 0(0.0,0.0,0.0)

R

Coordenadas esféricas (3D)
y4
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Coordenadas esféricas (3D)

Ejemplo: (Coordenadas esféricas del punto P?

P (5.4,0.0,56.0)

N
921 ueni‘ﬁ
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Campos escalares

Funciones escalares (campos escalares)
Ejemplo

sy _,
; v By R, f , "!.‘,u'
o : v
L ¥ ‘.'

Densidad de poblacion
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Funciones escalares (campos escalares)
Ejemplo

Temperaturas medias en febrero

[ oeE———— ]
-3z -8 0 16 32
Degrees Colsius.

Funciones escalares (campos escalares)
Ejemplo

3REa3

L b hLONER®

Temperaturas ~ 15:00h. 14/05/2009
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Funciones escalares (campos escalares)

Ejemplo
N
La
temperatura
depende de la
posicion del
y o punto:
w [ 7 L :
S ke B v T(X,y)
. | También
podriamos
escribir:
it T()
J
N
rd
Temperaturas’\
T(X,yy)
tangente M
T(Xy: V)

v




Temperaturas
A

T(Xy»Y)

TXyYw)

N
N

tangente

dT (X, Y)

Yu

v

A\ 4
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m

dy
yM ........................ 3 oF -y

[

¢Qué hemos hecho?

dx

dT(x,.Y)
dy

dT(x,yy)

A\ 4

“Derivada parcial” de la
temperatura T con respecto a
la variable x, cuando la
variable y es constante

“Derivada parcial” de la
temperatura T con respecto a
la variable y, cuando la
variable x es constante
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“Derivadas parciales”

oT
oX

2y

Derivada parcial de la
temperatura T con respecto a
la variable x, en el punto

XwsYm)

Derivada parcial de la
temperatura T con respecto a
la variable y, en el punto

XwmsYm)
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oT
TXy>Yu) + EAy

oT
T(X,,, — AX
( Mry“")Jr OX
T(XM’ym)

LN
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T +ﬂAx+ﬂAy
oy

oX
~ AT
— ~ oT oT
= AT ~ — AX + — Ay =
é| A|l{| ) ox dy Yy
Al = AXi + Ay ] ) ) )
= £I+ﬂj (Axi+ij)
oX oy
AT » Tax+ L ay =
OX oy

(ﬂ %j}(Am Ayg)%

~ OX :
j I S
“Gradiente de T” Al
A gradT
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Gradiente de una funcién escalar

af =P i - gradfdl
ol
En el caso mas general, tres dimensiones:
f(X,y,2)

gradf = i Tj. T
oX oy 0z

Significado fisico del gradiente

En el espacio, si hay un campo escalar f no uniforme (no
constante en el espacio) el lugar de los puntos con un mismo
valor es una superficie (p.ej. isotermas, isobaras, superficies
equipotenciales...). El gradiente gradf es perpendicular a estas
superficies y esta orientado en el sentido de los valores
crecientes de f. Un valor grande de f significa fuertes variaciones
en cortas distancias.

Temperaturas junto a una llama
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Ejemplo:  f(X,Y,z) = 2Xx + 3yz?®

of _ a@2x +3yz?)

il =2+0=2
OX OX

2
oF _0@X+3yZ') o, 3,2 _ 3,2
oy oy

2
of _ 0@2x +3yz ):O+3y22 = 6yz
0z 0z

gradf = 2i + 32%] + 6yzk

Ejemplo: V(X,y) = %Xzy

gradVv =7

gradv(2,3)="?

-

Eiemplo: V(X,Y,z) = ae” sen(%j

(constante)

gradv =7

gradVv(1,1,0)="7
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Superficies equipotenciales:

En las que la funcién escalar U(x,y,z) es constante.

En ellas, se cumple que:

du =0

_ =gradu LdI
du = gradu-dl

Sup equipotencial
U=cte

El gradiente es perpendicular siempre a las superficies equipotenciales

El médulo de graduU, |gradU|, mide la variacién de U en direccién
perpendicular a las superficies equipotenciales. Ademas, esta direccion es
la de maxima variacion.

Demostracion: dU sera maxima cuando gradU sea paralelo a dl.

Sup equipotencial
U=cte

25



Otros operadores diferenciales que estudiaremos:

Sea el campo vectorial:_

F=Fi+Fj+Fk

La divergencia del campo vectorial, en coordenadas cartesianas, es igual a:_

_ oF,
divF=@+—y+@
oxXx oy oz

El rotacional del campo vectorial , en coordenadas cartesianas, es igual a:

I

T K B N S T B S "
ox oy oz oy oz ¥ 0z OX ox ¥ oy
F,F, F,

Integrales
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¢Coémo calcular el area bajo
una curva?

funcion y(X)

v

A= j ydx
Y5 \
2 ,yz,//
Al A A

v

| Ax ] Ax]Ax] X

T T T T




¢Coémo calcular la longitud
de la curva?

v

N

L~ Al + AL + Al + .. = 3 AL = [Al

L:jmzjﬁﬂ

v
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. d 2 d 2
dl:\dl\: dx? + dy? :dx,/1+dy2 — dx 1+[dy]
X X

L:J.dI:J'dx 1+[3§T

v
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v

¢Coémo calcular la superficie
de la figura?

v

30



S~ AS, +AS, + AS, +...= Y AS,

AS.

AS - 0

dS

s = [[ds

v
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Ejemplo: esfera

?S - dSCIn

s - [fas - [jos

S=IIdS=Ij‘d—S‘=4ﬂR2
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Ejemplo:
superficie lateral Q >

de un cilindro

—
— - o

i a |

Ejemplo: ﬂ
gjempio =

superficie lateral <<.-<§:‘5"

de un cilindro do

= o —
f -
—~

S = _'jds = j(hRda)
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Ejemplo:
superficie lateral

de un cono

S=[[ds ="

Ejemplo:
superficie lateral

de un cono

a=2r

S =”dS :I[%LRdaj:%LRaio da = 7LR



Ejemplo:
superficie lateral

de un cono

2
S = 7LR = 7RYR? + h? = 7R? /1 + (gj

Volumen de un cuerpo

dvol

P

Vol = [[[dvol
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Ejemplo: esfera

Vol = ” dvol = j(47zR2dR) = 47[%3 = %;:Rs

Ejemplo:
volumen de un cono

Vol = ” dvol =?
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Ejemplo: cono

v

Vol = [[[dvol =2

Ejemplo: cono

v
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Flujo de un campo vectorial

Flujo de un campo vectorial a través de una superficie

Sea v un campo de vectores y S una superficie. El flujo @ del
campo a través de la superficie S se escribe:

® = [[vdS - [ viuds

Sup. abierta
o\

s
y

)
/
V4 7
\

Yvyvyvvy

F\

VVVVVYVYY
vV \*l vV
VVVVVVVY

Sup. cerrada

)

N
-
\2A2%

VV“
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Flujo a través de una superficie cerrada:

® - §f_vdS - §f_viuds

La normal a la superficie esta siempre orientada hacia el exterior.

Flujo a través de una superficie abierta:

~

Un

® - [[vdS - [ vinds

Se elige un sentido de recorrido de la linea sobre la que se apoya
la superficie. El sentido de u, sigue la “regla del sacacorchos”.
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Ejemplo: flujo del campo v=yj a través de la superficie
cerrada formada por el cilindro de la figura:

/\Z

<

e ] - ——

X
\

Circulacion de un campo
vectorial

v
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Circulacion de un campo vectorial a lo largo de una linea

Sea v un campo de vectores y T" una linea. La circulacion del
campo a lo largo de la linea I se escribe:

Iv-dl
r
Linea abierta
> > e B >
/ NS S S B—»c—"-
> > >
—> > > V-
— Y B3 )
- < Y X ) Z
A > > A >
Linea cerrada
N E
=
‘r—— v-dli
N\ 72 5 T

Recordatorio

Sistema internacional de
unidades

41



Unidades basicas del SI

Magnitud Nombre Simbolo
Longitud metro m
Masa kilogramo | kg
Tiempo segundo s
Corriente eléctrica amperio
Temperatura termodindmica kelvin K
Intensidad luminosa candela cd
Cantidad de sustancia mol mol
Tabla de prefijos en el SI
factor Prefijo Simbolo
1018 exa E
1015 peta P
1012 tera T
10° giga G
106 mega M
103 kilo k
10-3 mili m
10-6 micro M
10-° nano n
10-12 pico P
10-15 femto f
10-18 atto a
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