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ELEMENTOS Y OPERACIONES DE
SIMETRIA
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PLANO&?\:}SIMETRI'A Y REFLEXIONES
(@)

EI)@Ge simetria SIEMPRE cruza la molécula
. @g mos que no estan contenidos en el plano siempre aparecen por parejas
as moléculas planas, el plano molecular constituye un plano de simetria
* El plano sélo genera UNA operacién, la REFLEXION
* Puede haber VARIOS planos de simetria

o' = Esin= par H,0 HCHO
osin= impar
CH,
¢ ‘J! t




CENTRO DE SIMETRIA E INVERSION

¢ Es SIEMPRE interior a la molécula

* Los dtomos no coincidentes con el centro siempre aparecen por parejas

* Puede no coincidir con ninglin dtomo de la molécula

* El centro de simetria es UNICO y sélo genera UNA operacidn, la INVERSION

Esin= par <9

I=9.. ) é)
isin= impar | @

C2H4 PtC|2(NH3)2

’
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EJES PR@_’%S Y ROTACIONES PROPIAS
@)

/
N (n) de un eje propio es el nimero de veces que la molécula coincide
'go misma tras un giro de 3602 alrededor del mismo
* 0:con un giro de (360/n)2 alrededor del eje la molécula ya coincide consigo
misma
* Un eje propio de orden n genera n-1 operaciones de rotacion
* Los atomos externos al eje aparecen n veces en la molécula
* Puede haber VARIOS ejes de simetria

Operaciones generadas por un eje Cg
1 2 1 3 1 4 2 5 6
C! Cl=Ci=C, C}=Ci=C, C!=C} C. C‘=E

ccl,

J




EJES IMPROPIOS Y ROTACIONES
IMPROPIAS

S+ Estéan constituidos por un eje y un plano perpendicular al mismo

* La operacion se consigue girando respecto al eje y posteriormente reflejando en
el plano perpendicular al eje, o al contrario

* Elejey el plano NO tienen por qué tener existencia por separado

par n . . . no . . .
n=1. genera rotaciones impropias y\ . rrequiere que C, 'y O tengan existencia por separado
impar 2n K

- $o<N

SgyCynooc

CyS,

C,He

S¢yCs, noo |

’
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EJES)PLANOS Y CENTRO

* lasr Qés—se efecttian en el SENTIDO de las agujas del reloj

C * Sjiha ios ejes de simetria, se denomina PRINCIPAL al de orden maximo
no . 319)hay UN eje PRINCIPAL
O\in eje C, genera (n-1) rotaciones distintas, pues la Ultima coincide con E

* Un plano HORIZONTAL o, es PERPENDICULAR al eje principal

o ° Un plano VERTICAL o, CONTIENE al eje principal C,
* Un plano DIEDRO o4 bisecta al dngulo entre dos ejes C, perpendiculares a C,
* Un plano sélo genera una operacion, pues ?=E

* El centro de inversidn i, si existe, coincide con el centro de masas de la molécula
El centro de inversidn sélo genera una operacion, pues i2=E

o~
.

* Lapresencia de un eje S, NO implica NECESARIAMENTE la existencia de un eje
S C, colineal y de un plano perpendicular al mismo
n * UnejeS,; equivale a un plano de reflexién ¢
* UnejeS, equivale a un centro de inversion i




CONCEPTOS

El conjunto de TODAS las operaciones de simetria generadas por TODOS los
elementos de simetria de una molécula constituye un GRUPO

GRUPO [Coleccién o conjunto de elementos relacionados por reglas o propiedades }

interna: AABEG=A*BEG
existencia de la identidad: A*E=E*A=A
propiedad asociativa: A*(B*C)=(A*B)*C

existencia de reciproco: VAEG,3B/A*B=B*A=F

ORDEN ] [Numero de elementos del grupo J [A*B] =B A (A]/\’

conmutativo 0 janp: Ax*B=B*A

SUBGRUPO ] [Subconjunto con propiedades de grupo ]

ELEMENTOS CONJUGADOS (A y B conjugados i B = X' h:/@)

CLASE } [Conjunto de elementos conjugados entre si J %’
£

[GRUPO cictico } [ El generado por sucesivas potencias de un eIenK*Q\

-
N\
N3

’

~X~
OPERAClQ};FI:zS DEL GRUPO A TRAVES
DEé@A TABLA DE MULTIPLICAR

&
G E

G|E A B

E|E A B BxA=FE
£>A AwB—L

BB E A

* En cada filay en cada columna aparecen UNA SOLA VEZ todos los elementos del grupo
* No hay dos filas 0 dos columnas idénticas
* Laidentidad (E) corresponde a aquella fila idéntica a la de encabezado

* Elelemento identidad (E) aparece en todas las filas y columnas, es decir, cada elemento
tiene su reciproco




PRODUCTO DE OPERACIONES DE
SIMETRIA

z .P(X.v,Z)
Y.
X

E[xy.z]=(xy.2) )

C;[x,y,z] =(x,-y,-2)
Cé"[x,y,z]=(—x,y,—z) l:::
C;[x,y,z] =(-x,-y,2)
i[x,y,z] =(-x,-y,-2)
G@,[x,y,z] = (X,y,—Z)

o.\': ['X’y’z] = (X,—y,Z)
O)’z[x’y’z] = (—x,y,z) J

(_l E ¢ ¢ ¢ i o, o, 0,
E|E C ¢ ¢ i o, 0. 0,
¢, |G, E G G o v On O, i
c|¢ ¢ E G o, 0, i o
Glc ¢ ¢ E oo, i o
i i Op On Oy E ‘.& Céx
w |0y 0. 0, i C (19 ¢ G
o.lo, o, 1 o0, Q?\ C; E C;
o lo. 10, QT G E
A%

’
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RELAClq&?s ENTRE ELEMENTOS Y
OO OPERACIONES

=
C +C "‘a’ 0 ,,0, forman un 4ngulo «,
" \ P el angulo del eje C, es 2a
O, * =C, C, es la interseccion de los planos o, y o,

SidC,Ec = 3 n planos separados 27 /2n

C,*C,=C,

C,,C, forman un dngulo &

C, es perpendicular al plano (C,,C,)

SidC,yo = 3i-

Sin=par,C, es

perpendicular al plano o

llel angulo del eje C, es 2c

* Dos rotaciones alrededor del mismo eje

* Reflexiones en planos perpendiculares entre si

* Inversion y rotacion
e Inversion y reflexion

OPERACIONES
CONMUTATIVAS

* Dos rotaciones C, alrededor de ejes perpendiculares entre si
* Rotacidn y reflexiéon en el plano perpendicular al eje de rotacion




GRUPOS CiCLICOS

cllc ¢ ¢ E

clc ¢ E ¢ (19
cla e a

O SUBGRUPOS

[ 0’0

ME ¢ ¢ ¢ i oo, 0. 0,

E|E ¢ ¢ ¢ i o, o, O,

G |¢ E ¢ ¢ o, o, o, i

G |6 ¢ E G o, o, i o0,

G |G ¢ ¢ E o, i o0, 0,

Grupo :(E,A,B,C) i i e Ts Oy E C: C{ C;_
Subgrupos  (E) T v T O PG E G C%
(E.A) o.|lo, o, i o, C C E C

(E,B) o.|o, i o, O, ¢, ¢ C5 E

(E.C)

El orden del grupo es un multiplo del orden del subgrupo
La identidad (E) constituye un subgrupo en todos los grupos
Todos los subgrupos contienen a la indentidad (E)




ELEMENTOS CONJUGADOS Y
CLASES DE SIMETRIA

Ay B son conjugados si se cumple que:

B=X"'"xAxX, X€EG

Cada elemento estd conjugado consigo mismo A= X—l xAx X

Si A esta conjugado de B, B lo esta con A A= )(_1 * Bx X
-1
B=Y" xAxY, Y
Si A esta conjugado con By con C, By C estan conjugados entre si
A=X"%«BxX
—T *Cx*T
A=Y**C*Y
* El conjunto de elementos conjugados entre si constit CLASE DE SIMETRIA
* Los érdenes (numero de elementos) de las clases sonu%ores del orden del grupo

EDETERM{I\I\Q&?ON DEL GRUPO PUNTUAL}
\J
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Analizar de IZQUIERDA a DERECHA

G}, es perpendicular al eje principal C,
ti | eje principal C

o, contiene al eje principal C, Cnh Cnv Cn Dnh Dnd D

n

énC,perp C,? ‘

=

’ éop, perp C,? ‘ ’ éno,? ‘

’ éoy, perp C,? ‘ ’ éng,? ‘
I




[ MATRICES |

* Disposicidn rectangular de nimeros

AU * Siel numero de filas es igual al de columnas, es una matriz CUADRADA

Permiten simplificar el estudio de las transformaciones de simetria

PRODUCTO DE MATRICES
El nimero de COLUMNAS de la primera debe ser igual al nimero de FILAS de la segunda

el s, ‘L

[a,, ]#[b.. ] =[] -l
L OT 22 12
0

Q_\

~\/

\ 2"

MATRICES B1AGONALES: PRODUCTO Y
~CARACTER O TRAZA

*Son matrices cfladtadas que poseen “bloques” cuyos elementos no son
todos cerog lo o de la diagonal principal; todos los elementos

externo s bloques son cero.

*El pr e dos matrices diagonales es otra matriz diagonal

*Si paﬂs’matrices cuadradas de la misma dimensidn los bloques tienen
sucesivamente las mismas dimensiones, la matriz producto se puede
calcular multiplicando los bloques correspondientes por separado

Ol—= =
Sl O
w|lo O

[ CARACTER
10 . = 4 1 O TRAZA Suma de los elementos de
1 2 2 7 la diagonal principal
1 0|0 1|0 Xa= Eaﬂ
1 210 710 J
0 0|3 3

%J SiC=AB,D=BA = yx.=%,

[3]] SiR=Q07"P-Q = Xr=Xp




MATRICES Y OPERACIONES DE SIMETRIA

’ Rotacidn propia (z=eje de giro) ‘

1 0 O X X Identidad
0O 1 0} y |=| vy cosa sena 0 X x'
00 1 —senae cosa O [| y [=]| ¥
| 2] [ Z 0 0 1| ¢ 2
-1 0 0 ] x 171 —x ’Rotacién impropia (z=eje de giro) ‘
0O -1 0 ||y |=| -y [ cosa sena 0 x'
0O 0 -1 z -z —senot cosar 0 = y
\

y4
Ve v ~
o, - '\g\ o,
h

1 0 0 || x X 1 0 0]l x x 0 0| x -x

01 0 y |=| ¥y 0 -1 01V yl=| -y L O ¥ [=| ¥

00 -1, ]- 00 1], sV 0 0 1| ; p
~

\%}
N

’
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PRODUCT@% MATRICES Y PRODUCTO

DE_ @PERACIONES DE SIMETRIA

10 ofP=f 00 1 00][1 0 0 1.0 0 cosa  sena 0
0 -1 1 0= O 1 OO -1 O0|=[ 0 -1 O |=| —sena cosa O
0 0 0 0 1 0010 01 0 0 1 0 0 1

0,.0,=0,.0_=C,(z) con a=x

El producto de dos reflexiones es equivalente a una rotacion propia alrededor del eje
interseccién de ambos planos; el dngulo de giro es el doble del angulo que forman
entre si los planos. Es conmutativo.




[ VECTORES: PRODUCTO ESCALAR ]
J modulo |

C-D=C-D-cosa

1
a= By = producto escalar = 0 = ortogonales

:XE = A-B-cos(a, —a,) =

B, = B-cosq, A-B{cosa, cosa, + sena, sena, | =
Y B, = B-sena,
5 (A-cosa, )(B-cosa, ) +(A-sena, %fena2
B,
A, =Acosq, AX.Bx + Ay.By
A = Asena, (L
A A AB=Y A'B Q)\
a ‘\al i

r— — E Aq}_\{) = ortogonalidad

’f"

AWV

~X~
REPRES@)‘QACION MATRICIAL DE

(Y GRUPOS
2
\

Una REPRESENTACION es un conjunto de MATRICES, cada una de las cuales
corresponde a una OPERACION del grupo, que pueden combinarse entre si al
igual que se combinan las operaciones de simetria del grupo.

El nimero de representaciones es
infinito. El conjunto de elementos o
“cosas” que se toman para establecer la
representacion se denomina BASE

Coordenadas de los atomos
Orbitales atédmicos
Vibraciones moleculares




AGUA: MATRICES PARA UNA BASE
CONSTITUIDA POR SUS ATOMOS

, C,lE C, o, o,
Y,
a b X
toofiol b olmm clloo |l |- n
G
01 0| H || H, 200 1 o a b
H Q H
0 0 1 H, H, L b (\V a
: 0 b_
10 o) o) 10 9] 0
o Oy
0 0 1|¢|H,|[—2—|H,| 0] Oy |0 IND|H, |——|H,
0 1 0 |H, H, 0’71 |H,] H,
£
‘\AU
A ¢
/
AWV
~ Y
A J
AGUA: NIATRICES PARA UNA BASE
U
CONSTITUIDA POR SUS OAs
o
z C,|E C, o, o,
Y,
X
s(0) s(0)
10 0000
10000 0 s(0) s(0) 0 -1 000 0| ~O -p,(0)
01000 0| P PO 00 1000 PO | o |-»O
00100 0| PO p,00) 00 0100 pO p.(0)
00010 0| po© p.(0) 0.0 000 1} gH,) s(H,)
0000 101 yu,) s(H,) C2 00 0010 yp, s(H,)
00000 1] S
$(0) s(0) 5(0) s(0)
100000 O 1 00000
010000l O »,(0) Xz 0 -1000 0l PO -p.(0)
00 -100 0] PO -p,(0) 00 1000]|PO|, | O
00 0 1 00/ p p.(0) 00 0100} pO p.(0)
00 0 0 O0 1 s(H,) s(H,) 00 0010 s(H,) s(H,)
00 0010 S Oyz 00000 1 p, s(H,)




REPRESENTACIONES REDUCIBLES E
IRREDUCIBLES (1)

Matrices de una
representacion

transformacion de similitud

TAMBIEN son matrices
de una representacion

Si las matrices E’, A’, B/, C’, ... estan DIAGONALIZADAS y BLOQ
igual (es decir, la dimensidn del primer bloque es la misma tedas las
matrices X', la dimensidn del segundo bloque es la mism todas las
matrices X/, ...), para multiplicar las matrices X’ sera syfigiertte multiplicar
los bloques entre si. {\_ \/

N %

o
%

’

~X~
REPRES@@I’ACIONES REDUCIBLES

_OF IRREDUCIBLES (1)

a;l aiz , bH bl:‘ d“ d;Z
a’u az\ ’ b‘u bvzz d‘u dvzz
O_ ;3 B'= b,;3 D' = d;z
aiu Ays a;s b;«» b;5 b;s d;n dys d;s
ds4 “.55 ds@ by, bss by ds, ds; dy
gy A5 g by by by dy dgs dy
, ' LD
1 12 a, 4y | b, by D'= A B
n dy ay Ay by by
dy dys dy Ay Ays Gy by by by
[d33] = [033 ]'[b33] dy, dss dsg |=| a5, G55 a5 [| by, bss by

s des  ds Agy s Age by bes by




REPRESENTACIONES REDUCIBLES
E IRREDUCIBLES (Ill)

El conjunto de matrices E, A, B, C, ... constituyen una REPRESENTACION
REDUCIBLE, dado que es posible, mediante una matriz Q, transformarlo en un
nuevo conjunto de matrices (E’, A’, B, C’, ...), cada una de las cuales puede
separarse en bloques de menor dimensién:

A’=Q—1*A*Q

Una REPRESENTACION IRREDUCIBLE es aquélla para la que no es p
encontrar ninguna matriz Q que permita realizar dicha transform

AWV

~X~
E TEOREI\/IANSEGRAN ORTOGONALIDAD }

gj'r (R),, [[T:(R),, f

orden del grupo

li dimensién de la representacion "i"
R operacion del grupo
elemento de la fila "m" y columna "n" de la
T.(R),, matriz de la operacién "R" en la representacion
irreducible "i"
« elemento conjugado, en el caso de que
[T.(R),.]

hubiese términos imaginarios

=lsii=j
J. delta de Kronecker )
=0sii=j




CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE
GRAN ORTOGONALIDAD

1. Lasuma de los cuadrados de las dimensiones de las 212 =h
representaciones irreducibles es igual al orden del grupo

2. Lasuma de los cuadrados de los caracteres de cualquier E[ (R)]z _h
representacion irreducible es igual al orden del grupo Xi

R

3. Los vectores cuyas componentes son los caracteres de dos . _

o redblon et > %(R) x,(R)=0
representaciones irreducibles distintas son ortogonales

o
4. Los caracteres de todas las representaciones (reducibles o Q(L

irreducibles) que pertenecen a operaciones de la misma

clase de simetria son iguales \(L

5. El nimero de representaciones irreducibles es igual al
numero de clases de simetria del grupo

’

A
RELACIOI@QTRE REPRESENTACIONES

REDWCIBLES E IRREDUCIBLES

El caracter t}kanatriz de la operacion R en una representacion reducible es:
a; = numero de veces que el bloque “j” de la
X(R§ _;'X_f(R) representacion irreducible “R” aparecerd en la diagonal

cuando se obtenga la representacion irreducible.

~~ x(R) =caracter de la representacidn reducible
a, = %EX(R)%(R) x:(R) =cardcter de la representacidn irreducible
R

\ Numero de veces que la representacion irreducible (i)
aparece en la representacion reducible, calculado sélo a
partir de los caracteres de cada representacion

C3v E 2C3 3GV 1
a =|=|[1-1-542:1:243-1-1]=2
I |1 1 1 ! (6)[ ] R=21,+1,+1,
Lt 1 - az=(1)~[1-1-5+2'1'2+3'(-1)'1]=1
L2 -1 o0 °




TABLAS DE CARACTERES

Elementos del grupo,

| Bases para las representaciones
agrupados por clases

Simbolo del grupo |

Representaciones

FUHUOne? negles, unci%s cuadraticas
rot. nes
Y >

irreducibles

2 2 2
z X' +y,z

R
(x.9)(%.R,)

Caracteres de
las irreducibles

Orbitales p, desplazamientos a

lo largo de los ejes, rotacion@
alrededor de los ejes, ... \
AN\

’

~ X~

SIMBOLOGIA DE LAS

REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES
\/

A Mogfddiiensional simétrica respecto a la rotacién alrededor del eje de orden maximo C,

N
B ﬂ!‘\ﬁl’mensional antisimétrica respecto a la rotacién alrededor del eje de orden maximo C,
E NBidimensional

T(oF) | Tridimensional

[l

Simétrica respecto a la rotacién alrededor de un eje C, perpendicular a C, (si no hay C,,
respecto a la reflexiéon en un plano o)

Antisimétrica respecto a la rotacién alrededor de un eje C, perpendicular a C, (si no hay C,,
respecto a la reflexién en un plano c,)

Simétrica respecto a la reflexién en un plano G,

Antisimétrica respecto a la reflexién en un plano

Simétrica respecto a la inversion i

Antisimétrica respecto a la inversion j




TEORIA DE GRUPOS Y
MECANICA CUANTICA (1)

Y = funcidn propia = autofuncion
HW = EW { prop

E = valor propio = autovalor

Si dos 0 mas particulas (nlcleos, electrones) Cualquier operador de

de una molécula permanecen inalterados simetria “conmuta” con H R-H=HR
(son intercambiables) por una operacién de

simetria, Hy E no varian

Si a varias funciones de onda corresponde la misma energia, las funciones son d%eradas

=
H-Eaﬁ‘P =Ha,¥, +Ha,

Cualquier combinacion lineal de
funciones de onda degeneradas es
solucién de la ecuacion de onda

= al]HlII’I +a12Hlp12

=a,E¥, +a,E\Y,
(19
il ,

TEORIA DE GRUPOS Y
(A@CANICA CUANTICA (1)

Las AU@CIONES de una molécula son una 6, operacién de Cy, 0,
BAS @ a epreser}taao}nes IRREDUCIBLES del @, ®,
gruposplintual de simetria al que pertenece la
molécula
91 E 92 = 91
[ @ @, =
6, =6,
0, seng, = sen +2—ﬂ
I } C@ o @, (2 3
= +—=
@ @, =@, 3 ( 2]_[)
COSQ, =Cos| @, +T
92 =6|
81 ol ( )
= . — senp, = sen(—-@
W(p,)=senb-cosp o 0, =, 2{ o 1)
G, W(p,) = sent)senp #.= i




TEORIA DE GRUPOS Y MECANICA
CUANTICA (111)

IDENTIDAD  E[P.]=E[senb,-cos@, | = senb, cos@, = sen,-cos g, = p,

E [ py] =E I:sen@1 'sen(pl] = sent, seng, = senb,seng, = p,

Pe | |10
0 1

D,

px
P,

p X
Dy

X(E)=2

REFLEXION 0. [p,]=0.[senb,-cosg, | = senb,cosg, = send,-cos(-@,) = senb)," o% D,
o, [ p),] =0, [senb, seng, | = send, seng, = send,sen(-,) = Se@%) =-p,

\V
'}%x» -0

. p X
P,

P.
- py

-1

'\
N\
N3

’

~ X~
TEORI'A,@?G RUPOS Y MECANICA
~O CUANTICA (1v)

s 2
7
ROTACIS (b C;[p,]=C;[send,-cosg, | = senb,cosp, = sen0|~cos(<p, +T) =

21 27 1 3
= senf, cos¢|~cosT—sen(pl-sen? = send, ) -cos @, —73‘en<p1

5,
2

1 3 1
= ‘559”91'005% - 7sen(—]’, ‘cosQ, = —pr -
2
C, [p),] =C, [sen@l “sen@, ] = sen6, seng, = senb,sen| @, + 5 )

27 27 1 V3
senb,| seng, ~cos? +cos@, -senT =send,"|| - 5 seng, + 7005 [

1 V3 3o
= -Esen(?] sen@, + 7sem9, ‘CosQ, = T'DX -——

3P
LB BLINEIN
Al p 2 2 || P 2t =—1
=~C = = =
3 l G o], x(C3)
2 2 2 T




TEORIA DE GRUPOS Y MECANICA
CUANTICA (V)

operacion E C, o,

caracter 2 -1 0

* Son los caracteres de la representacion irreducible E (19
* Por tanto, los orbitales (p,,p,) del nitrégeno constituyen Q

base para la representacion E del NH; en el grupo pun@
* No podemos “separar” p, de p,, se comportan \q

“conjuntamente” en esta simetria Q
,%

o
%

’

"

PRGDUCTO DIRECTO (1)

\J

* R= oyﬁdon de simetria del grupo al que pertenece una molécula

. \, Xm) Y (Y1, Y, ... Y,,) = dos conjuntos de funciones que son bases para
sentaciones del grupo

j=1 Jj=m i=n Jj=m i=n

RXY, = szjiyikaYi = EEZji,ikaYi

i=n J=1 i=1 J=1 i=1

* Elconjunto de funciones X;Y; se denomina PRODUCTO DIRECTO de X; e Y,
y también forma una base para una representacion del grupo

Z;,x son los elementos de una matriz [Z] de orden (mn)x(mn)




PRODUCTO DIRECTO (I1)

* EIPRODUCTO DIRECTO de dos representaciones del grupo es OTRA
representacion

* Los caracteres de la representacion el producto directo son iguales a los
productos de los caracteres de las representaciones factor

* El producto directo es, por lo general, una representacion REDUCIBLE

o

v

1 1 1 1

S

E C, 2C, 20, 20,
1
1

= >
_|_»—-
- L
IR
2,

<0

B, |1 1 -1 -1 \(1/
E |22 0 0o o Q)
AA T 1 1 -1 -1 4, N\
BE|2 2 0 ﬂ?

E* |4 4 0 +'B, + B,

APLICACI{@}&? DEL PRODUCTO DIRECTO

Resolucion de p s de mecanica cuantica molecular, interpretacion de espectros, etc.
4/ ff(x)-dx =0 < f(x) es una funcién impar < f(x)=-f(-x)
- [ fifydr=0

* Sielintegrando es INVARIANTE respecto a TODAS las operaciones
del grupo al que pertenece la molécula o, si se expresa como un
suma de términos, alguno de éstos lo es

* Es equivalente a decir que el integrando forma una BASE para la
representacion irreducible COMPLETAMENTE SIMETRICA del grupo

* Esto sélo ocurre cuando las dos funciones TIENEN LA MISMA

—t SIMETRIA (pertenecen a la MISMA representacién irreducible)
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u = operador de momento de transicién

=0 < la simetrfa del producto directo y,uy,

contiene a la representacion totalmente simétrica <
[ tg(xydx=0 e . .
s <> la simetria del producto directo ¥, es la misma que la de u






