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Modelos

Particula o Punto:  Un cuerpo cuyas dimensiones u orientacién no influyen en el movimiento. Se
modela como un punto geométrico.
Sélido rigido:  Conjunto de particulas finito o infinito cuyas distancias relativas se mantienen
constantes (y conocidas):
|ri;| = Const. Vi,
= En cinematica, los puntos no tienen masa; en dindmica si. En dindmica se usa también un modelo
continuo, ademds del de puntos.

= Un sistema de referencia cumple las propiedades anteriores, y en cinematica se considera
equivalente a un sélido.

= Para estudiar el movimiento de un sélido, se toma un sistema de referencia rigidamente unido a él:
en este sistema, las coordenadas de los puntos del sélido son siempre constantes.

m  Los sélidos reales sufren deformaciones, pero suelen ser muy pequeiias, y en Mecanica Clésica se
desprecian.
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Grados de libertad

Grados de libertad: Numero de parametros independientes necesarios para describir la
configuracién de un sistema.

Para sistemas libres (sin ligaduras):
Particula Sélido rigido Sélido deformable

21

Deformado
M
k| r |
|
| =z
O1 o
. i
i
- _ | - Y1
xr1 Yy T -
1 Sin deformar = Sélido rigido
GDL: 3 GDL: 6 GDL: o0
(Mov. Plano: 3)
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Grados de Libertad de un Sélido

»  Un sdlido puede tener co puntos, pero solo hacen falta 6 pardmetros para determinar su
configuracion.

Pto Coord GDL Ligaduras
A TA, YA, ZA 3 -
B TB,YB, B 2 lra —rp|=dap

lra —ro| =dac
lrg —rc| =dpc
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C o, Yo, 2C 1
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|I‘A - I'F| =dar
F TR, YR, ZF 0 lrp —rr|=dpr
lrc —rp| =dcr
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Sistemas de referencia y vectrices

Vector posicién de la particula) en el sistema de referencia S; £
Oxyz

M

M=—OM=zi+yj+zk
Coordenadas cartesianas de la particula M en S

z=rM.i, y:rM-j, z=1M.k

- | re
x Y -
Vectriz Ry del sistema de referencia Sq: matriz fila de los vectores unitarios de S7 (jMatriz cuyas
componentes son vectores!)
Ri=|i,j, k]
Matriz de componentes Xi7  del vector r™ en S;: Matriz columna de las coordenadas
cartesianas de M en Sy
XM _ T
1 — LJL‘, Y, ZJ
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Vectrices y matrices de componentes

Z1

s El vector A es una entidad geométrica del espacio vectorial R?

= Se maneja mediante su matriz de componentes en un sistema
de referencia determinado

= Para evitar ambiguedades, se especifica el sistema mediante su

vectriz
X1
A=z +yiji+ak = linink] - {1 p=Ri- Xy =
21
0
= z0 1o + Yo Jo + 20 ko = |i0,Jo, ko] -
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Configuracién del sélido rigido

= Para especificar la configuracién de un sélido:
e Se escoge un punto O del sélido (no necesariamente el CDM)
e Se le fija un sistema de referencia S5 £ Ox91529

m  Asi, el vector posicién de un punto cualquiera /' del sélido es:

O M=0,0+0M =
=rit+yji+zki+Ei+njo+ (ke =
=R1 XU+ Ry X))
Nétese que
Xgl — LiaI/aQJT

es constante porque )/ es parte del sélido rigido. Xi) y Ro
cambian al moverse el sélido.

1
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Matriz de rotacién del sélido rigido
Para calcular Ry - X{ + R - XJ!, hay que conocer Ro(R1) 6 R1(Rs),

sl
0 para tenerlos proyectados en los mismos ejes.

Los cosenos directores de los versores de Ko son

e

o iy =(io-i) i+ (1o - ju)ji + (o - ki) kg
1 =0 i)+ 0o d0ir+ 02 k) ks
o ko = (ko i) i1+ (ko - 1) d1 + (ko - ki) Ky

En forma matricial,

fosiorteod = Ll - | Go3a) [ Googi) | 063
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Grados de libertad del sélido rigido libre
= Vector posicién de un punto V/ de S5 en ejes fijos:
O M=R; - X¢4+Ry XM =Ry - X0+ Ry -Qpp- X =
=Rq- (Xﬁ) + Q2 '4\'3/>

X2 es constante: identifica de qué punto del sélido se trata.

= La configuracién requiere 12 pardmetros: 3 ( X¢{) + 9 (Q1>)

= Solo 3 componentes de Q1 son independientes. Sus columnas son las matrices de componentes
de los versores de S5, que cumplen 6 condiciones:

=0 ir-ko=0 jo-k

=1 jo-jo=1 ko -k

e  Ortogonales:
e  Unitarios:

Do

o

e
i

2
9 .

0
1

)
[\V] [V
)

I

= Un sélido rigido tiene 6 Grados de Libertad:

e 3 coordenadas de un punto XY Traslacién
e 3 de la matriz de rotacién Qq» Rotacién
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Matriz de giro y cambio de base

21

Q1o determina la orientacién de un sistema de referencia Sy (= Sélido)
respecto a otro S7: Puede usarse para cambiar de ejes un vector

T Zo
A =i, ji, k1] - S v1 p = o, Jos ko) - Swo p =
21 20
=Ry X{' =Ry X{
Como TRp=TR1 Qi Ri=7Ro-Qfy,

A A A
Rle :R(JX():RlQlOX() =

X{=Qq- X§

Xﬁ‘ :QlTo'Xi‘

Ri-X{=Ro-Qlp- X{'=Roy- X§f =
N — S~
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Giro respecto a un eje fijo
Z1 = 22
Giro ¢ alrededor del eje Oz: S1 — S5
¢ ipb, = cosgi; + sinoj; + 0-ky
jo = —singi; 4+ cosoji + 0-k;
Y2 ky = 0-ip + 0-j1 + 1-k
T y1
xr2
cos¢ | —sing | 0
Ro = |iz,jo, ko| = [i1,j1, k1] - | sing | cosd |0 | =R1-Quo
0 0 1
Y2 g Giro inverso:
cos¢ | sing | 0
lit,j1, k1| = [i2,jo, ko] - | —sin¢g |coso |0 | =
. 0 0 |1
—¢ @1 =Ry Qa1 =Ry - Qy
EIAE - Mecanica Clasica 12 / 24

Propiedades de las matrices de giro

m  El elemento nulo del grupo de los giros es la matriz unidad:

1 00
Q11 =U=(0 1 0 Obvio: Rl = Rl -U
0 0 1

m La composicién de giros se hace con el producto de matrices:
S1— 52 Ro=Rq1 Q2
Sy —83: Rz=TRa- Qo3

S1—83: R3=Ri- Q2-Qa3 =R1- Qu3
= No es conmutativa, pero si asociativa, como el producto de matrices.

Qs = Q12 Qu3- Q31 = (Q12 - Q23) - Q31 = Q2 - (Quz - Qs4)
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Las matrices de rotacion son ortogonales

= Giro directo S Quz, So:

(ko - 1p))
li2,J2, ko] = i1, 51, k] - (ko j1)
(ko - ki)

e Las columnas son las componentes de los versores girados en ejes fijos
e Las filas, las de los versores fijos en ejes girados

.. v Qo . L. .
= Giro inverso S, —% S;: Las filas/columnas estdn intercambiadas.

[iz i) | (2-j1) | (2 ]kl)
Lin g, ki) = [, do ko) - | (o qin) | Go-d1) | (2 ki)
(ko qi1) | (k2 -J1) | (ko - ki)
La matriz del giro inverso es la traspuesta de la del directo:
Q2 =QJ; Q21 =QJ;
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Las matrices de rotacién son ortogonales

= Se considera el giro identidad .S % S1 como composicién de un giro Sy % Ss y su inverso

SZ Q'Zl Sl

Q1=Q12- Q1 =Q1n-QL=U = |Qx}=Q}

La matriz inversa de una matriz de giro es su traspuesta .

= Por esta propiedad Q- es ortogonal. Pertenece a SO(3) (Special Orthogonal Group) en R?, no
conmutativo, con elemento neutro U y elemento inverso [En la notacién de algebra, O + (3,R)].
= Las matrices con |Q|= —1 € O " (3,R). No son matrices de rotacién, sino de rotacién +

simetria .
Ej: ademas de girar un coche, lo transforman en coche inglés.
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Propiedades de la matriz de rotacion
= Las matrices de rotacién cumplen Q| =1

e Por ser ortogonales, |Q-QT|=[Uj=1 — |Q| = +1.
e Las de rotacion ,

1]
Qu2| =|[i2|j2 | k]| = || J1 || =
L ki |

=i (JoAky)=i1-(1A"k)) = +1

por ser el volumen de un cubo de lado 1.
= Q-U=Q-Q-Q7[=Q-U-QT|=u-QT|=
=U-Q[=-Q-U} = Q-U|=0
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Propiedades de la matriz de rotacion
= Los autovalores cumplen
o M3 =[Qp[=1

AT - -
e Qpu;=Nw; WQLALWY=\\T v, = \M\=1
——

U
a  Autovalores posibles: (a@: complejo conjugado de a).
M=X=X=1 M=1, da=Xg=—1 M=1, \p=et?
trivial: Q2 =U giro de 180° alrededor de u; giro ¢ alrededor de u;
1
ug
-1
1 -1
¢ = 180°
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Teorema de Euler

= El movimiento mas general de un sélido rigido con un punto fijo es un giro de dngulo ¢ alrededor
de un eje que pasa por el punto fijo.
e Eje: direccién del autovector u; asociado al autovalor A\ =1 de Q1
° Angulo de giro: exponente ¢ del par de autovalores complejos conjugados Ao 3 = et de Q-

= Parametrizacién del giro Qo 9)
e Pardmetros eje-dngulo de Euler: ¢, a = ﬁ;—h (4)
e Vector principal de rotacién: ¢ = ¢a (3)
e Vector de Gibbs (Par. Rodrigues): g = tan % a (3)
e Cuaternios: (Par. Euler) q = (cos %,sin % a) (4)
e Angulos de Euler: 1,0, (3)

=  Todas las parametrizaciones minimas (3) tienen alguna singularidad
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Matriz de giro con angulos de Euler

= La rotacién del sélido rigido tiene 3 grados de libertad

= | a matriz de giro tiene 3 pardmetros independientes

Q se puede formar con 3 giros independientes sucesivos:

0 o ¢
1&2—)-5%4 Q14 = Q12 - Q23 - Q34

m 2%y 3° giros alrededor de las nuevas posiciones de los ejes
= Se pueden repetir ejes, pero no seguidos (seria el mismo)

m 12 combinaciones posibles?. Mds comunes:

zxz | Angulos de Euler clasicos | Maquinaria, Astronomia

zyz Mecanica cudntica

zyx | Tait-Bryan Mecanica del vuelo

Xyz VisualNastran (+4), Maple (-)

cfr. Peter C. Hughes, Spacecraft Attitude Dynamics, p. 20.
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Matriz de giro con angulos de Euler

R i) Ra i) Rs i> R4

m  Precesion: Giro 1 alrededor de k1 = ko
= Nutacion: Giro 0 alrededor de iz = i3 (Eje de nodos)

m  Rotacion propia: Giro ¢ alrededor del eje k3 = ky

Z1 =22
W Precesion
o costy —siny 0
1 Ro =Ry~ |siny cosy) 0| =Ry1-Qi2
1 x9 O 0 1
EIAE - Mecanica Cl3sica 20/ 24

Matriz de giro con angulos de Euler

z2

Nutacion
1 0 0
\ p Ry =Ry - |0 cosl) —sinl| =Ry - Qo
T2 =3 0 sinf cos )

Eje de Nodos

Rotacién propia

I_cosq*) —sin¢ 0-|
P = 1 cin A cac A N = 1 N
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Matriz de giro con angulos de Euler

Para hallar la matriz del giro global, aplicamos la composicién de giros
sucesivos,

A~~~ e N
R4 = R3 Q= Ra2 Q23-Qz4=
N

=R1-Q12-Q23- Q34 =R1-Qus
———

Calculando el producto de las tres, se obtiene Qq4:

cos 1 cos ¢ —sinywsinpcos) —cossing — sincos pcost  sin sin b
sin ¢ cos ¢ + cosPsinpcos —sinysin ¢ + coscos pcosl  — cos ) sin 0
sin 6 sin ¢ sin 6 cos ¢ cos
EIAE - Mecanica Clasica 22 /24

Angulos de Euler clasicos / Tait-Bryan

21 = 22

0
Q
O
]
@
[¥]
N
2
=
L

Y2
Y1 \ 0
T1 xro T2 = I3

Precesién Nutacién

z1 L2

Y2 = U3

P

Tait-Bryan

21 F 29
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Sistemas de representacion de la actitud
Sistema Pros Contras Aplicaciones
¢, 0,1 Minimo Singularen § =0 Docencia, M. Orbital
Intuitivo Muchos sin/cos Pre/Postprocesado
Maquinas Composicién dificil Maquinas, Robots
g Minimo 00 para m Analitico
No sin/cos No intuitivo
Composicién facil
a Regular 1 redundante Sistemas de control
No sin/cos No intuitivo de actitud
Composicién facil (ACS) a bordo
Normalizable (1)
¢, a Intuitivo 1 redundante Rotaciones
Singular en 0 sobre eje
Algunos sin/cos fijo
Composicién dificil
Q Regular 6 redundantes Analitico
No sin/cos Cambio de ejes
Normalizable () Multibody
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