Capitulo 1
Diseno e implementacion de TADs

arborescentesm

Los ordenadores son buenos siguiendo
instrucciones, no leyendo tu mente

Donald Knuth

RESUMEN: En este tema se presentan los TADs basados en arboles, prestando espe-
cial atencién a los arboles binarios. Ademas, se introducen distintos tipos de recorridos
usando tanto listas como iteradores.

1. Motivacion

Queremos hacer un pequeno juego en el que la méquina pide al usuario que piense un
animal y ésta trata de adivinarlo haciendo distintas preguntag’}

;Tiene cuatro patas? (Si/No)

no
¢Vive en el agua? (Si/No)

no

Mmmmmm, dejame que piense.....

Creo que el animal en que estabas pensando era...: ;jSerpiente!
cAcerté? (Si/No)

si

iEstupendo! Gracias por jugar conmigo.

Cuando la maquina falla, le pide al usuario que diga una pregunta que discrimine entre
el animal por el que apost6 y el animal real que pensé. De esta forma, la aplicacién aprende
de sus errores e incorpora en su base de conocimiento el nuevo animal. Si por ejemplo el
usuario penso en el orangutan, en la siguiente partida en vez de decir serpiente, seguiria

!Marco Antonio Gémez y Antonio Sanchez son los autores principales de este tema.

Un clon de un antiguo juego de los ordenadores de 8 bits de la década de 1980,
llamado Animal, wvegetal, mineral, http://www.amstrad.es/programas/amsdos/educativos/
animalvegetalmineral.php!


http://www.amstrad.es/programas/amsdos/educativos/animalvegetalmineral.php
http://www.amstrad.es/programas/amsdos/educativos/animalvegetalmineral.php
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preguntando algo como ¢Es un reptil? para en base a la respuesta, contestar serpiente
u orangutdn.
;,Coémo implementarias la aplicacién?

2. Introduccion

En el capitulo anterior estudiamos distintos TADs lineales para representar datos or-
ganizados de manera secuencial. En este capitulo usaremos arboles para representar de
manera intuitiva datos organizados en jerarquias. Este tipo de estructuras jerarquicas sur-
ge de manera natural dentro y fuera de la Informatica:

= Arboles genealogicos.
= Organizacion de un libro en capitulos, secciones, etc.
= Estructura de directorios y archivos de un sistema operativo.

= Arboles de anélisis de expresiones aritméticas.

2.1. Modelo matematico

Desde un punto de vista matematico, los arboles son estructuras jerarquicas formadas
por nodos, que se construyen de manera inductiva:

s Un solo nodo es un arbol a. El nodo es la raiz del arbol.

= Dados n arboles ay, ..., a,, podemos construir un nuevo arbol a anadiendo un nuevo
nodo como raiz y conectandolo con las raices de los arboles a;. Se dice que los a; son
subdrboles de a.

Para identificar los distintos nodos de un arbol, vamos a usar una funcién que asigna
a cada posicién una cadena de ntimeros naturales con el siguiente criterio:

Estructura de Datos y Algoritmos
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3.31 332

Figura 1: Posiciones y valores de cada nodo de un arbol.

= La raiz del arbol tiene como posicion la cadena vacia €.

= Si un cierto nodo tiene como posicién la cadena o € N*, el hijo i-ésimo de ese nodo
tendra como posicién la cadena a.i.

Por ejemplo, la figura [1] muestra un arbol y las cadenas que identifican las posiciones
de sus nodos.

Un arbol puede describirse como una aplicacion a : N — V donde N C N* es el
conjunto de posiciones de los nodos, y V es el conjunto de valores posibles asociados a los
nodos. Podemos describir el arbol de la figura|l| de la siguiente manera:

N = {e1,2,3,1.1,1.2,3.1,3.2,3.3,3.4,3.3.1,3.3.2}
V = {A,B,C,D,E,FG)}

ale) = A
a(l)=1B a(2)=A a(3)=D
a(l.l)=A a(l.2)=C a(3.1)=FE etc.

2.2. Terminologia

Antes de seguir adelante, debemos establecer un vocabulario comin que nos permita
describir arboles. Dado un arbola: N — V

» Cada nodo es una tupla («, a(a)) que contiene la posicion y el valor asociado al nodo.
Distinguimos 3 tipos de nodos:

e La raiz es el nodo de posicion e.
e Las hojas son los nodos de posicién « tales que no existe i tal que a.i € N

e Los nodos internos son los nodos que no son hojas.
= Un nodo «.i tiene como padre a «, y se dice que es hijo de .

» Dos nodos de posiciones a.i y a.j (i # j) se llaman hermanos.

Facultad de Informatica - UCM
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= Un camino es una sucesion de nodos aq, s, ... a, en la que cada nodo es padre del
siguiente. El camino anterior tiene longitud n.

= Una rama es cualquier camino que empieza en la raiz y acaba en una hoja.

= Kl nwvel o profundidad de un nodo es la longitud del camino que va desde la raiz
hasta al nodo. En particular, el nivel de la raiz es 1.

» La talla o altura de un arbol es el maximo de los niveles de todos los nodos del arbol.

» El grado o aridad de un nodo interno es su nimero de hijos. La aridad de un drbol
es el maximo de las aridades de todos sus nodos internos.

= Decimos que « es antepasado de 3 (resp. 5 es descenciente de «) si existe un camino
desde « hasta g.

= Cada nodo de un arbol a determina un subdrbol ag con raiz en ese nodo.

» Dado un arbol a, los subéarboles de a (si existen) se llaman drboles hijos de a.

2.3. Tipos de arboles
Distinguimos distintos tipos de arboles en funcién de sus caracteristicas:

= Ordenados o no ordenados. Un arbol es ordenado si el orden de los hijos de cada
nodo es relevante.

= Generales o n-arios. Un arbol es n-ario si el maximo numero de hijos de cualquier
nodo es n. Un arbol es general si no existe una limitacién fijada al nimero méximo
de hijos de cada nodo.

3. Arboles binarios: operaciones

Un arbol binario consiste en una estructura recursiva cuyos nodos tienen como mucho
dos hijos, un hijo izquierdo y un hijo derecho. E1 TAD de los arboles binarios (lo llamaremos
Arbin) tiene las siguientes operaciones:

» ArbolVacio: operacion generadora que construye un arbol vacio (un arbol sin nin-
gun nodo).

= Cons(iz, elem, dr): segunda operaciéon generadora que construye un arbol bi-
nario a partir de otros dos (el que sera el hijo izquierdo y el hijo derecho) y de la
informacién que se almacenara en la raiz.

= raiz: operacién observadora que devuelve el elemento almacenado en la raiz del
arbol. Es parcial pues falla si el arbol es vacio.

» hijoIz, hijoDr: dos operaciones observadoras (ambas parciales) que permiten ob-
tener el hijo izquierdo y el hijo derecho de un &rbol dado. Las operaciones no estan
definidas para arboles vacios.

= esVacio: otra operaciéon observadora para saber si un arbol tiene algin nodo o no.

Con s6lo estas operaciones la utilidad del TAD estd muy limitada. En apartados si-
guientes lo extenderemos con otras operaciones observadoras.

Estructura de Datos y Algoritmos
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4. Implementacién de arboles binarios

Igual que ocurre con los TADs lineales, podemos implementar el TAD Arbin utilizando
distintas estructuras en memoria. Sin embargo cuando la forma de los arboles no estd
restringida la tnica implementacién factible es la que utiliza nodos.

La intuicién detras de la implementacion es sencilla y sale directamente de las repre-
sentaciones de los arboles que hemos utilizado en la seccién anterior: cada nodo del arbol
serd representado como un nodo en memoria que contendréi tres atributos: el elemento
almacenado y punteros al hijo izquierdo y al hijo derecho.

No obstante, no debe confundirse un elemento del TAD Arbin de la estructura en
memoria utilizado para almacenarlo. Si bien existe una transformaciéon directa entre uno
y otro son conceptos distintos. Un arbol es un elemento del TAD construido utilizando
las operaciones generadoras anteriores (y que, cuando lo programemos, serd un objeto de
la clase Arbin); los nodos en los que nos basamos forman una estructura jerdrquica de
nodos que tiene sentido tnicamente en la implementacion. Veremos en la implementacion
que hay métodos (privados o protegidos) que trabajan directamente con esta estructura
jerdrquica a la que el usuario del TAD no tendra acceso directo (en otro caso se romperia
la barrera de abstraccion impuesta por las operaciones del TAD).

A continuacién aparece la definicién de la clase Nodo que, como no podria ser de otra
manera, es una clase interna a Arbin. La clase Arbin necesita tnicamente almacenar un
puntero a la raiz de la estructura jerdrquica de nodos que representan,elérbofﬂ

template <class T>
class Arbin {
public:

protected:
/%%
Clase nodo que almacena internamente el elemento (de tipo T),
y los punteros al hijo izquierdo y al hijo derecho.

*/
class Nodo {
public:
Nodo () : _iz (NULL), _dr (NULL) {}
Nodo (const T &elem) : _elem(elem), _iz(NULL), _dr (NULL) {}

Nodo (Nodo *iz, const T &elem, Nodo =*dr)
_elem(elem), _iz(iz), _dr(dr) {}

T _elem;

Nodo *_1iz;

Nodo =*_dr;
bi

private:
JET:
Puntero a la raiz de la estructura jerarquica
de nodos.

3Estas estructuras jerarquicas de nodos son ttiles también para resolver otros problemas distintos a la
implementaciéon del TAD de los arboles binarios; ver por ejemplo el ejercicio
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6 CAPITULO 1. Diseno e implementacion de TADs arborescentes

*/
Nodo *_raj;
bi

El invariante de la representacion de esta implementacién debe asegurarse de que:

= Todos los nodos contienen informacién valida y estdn ubicados correctamente en
memoria.

= El subarbol izquierdo y el subarbol derecho no comparten nodos.

= No hay ciclos entre los nodos, o lo que es lo mismo, los nodos alcanzables desde al
raiz no incluyen a la propia rafz.

Con estas ideas el invariante queda:

RArbinT (p)
<>def

buenaJerarquia(p._ra)

donde

buenadJerarquia(ptr) = true si ptr = null
buenaJerarquia(ptr) = ubicado(ptr) A Ry (ptr._elem)A

nodos(ptr. _iz) (\nodos(ptr. _dr) = DA

ptr & nodos(ptr. _iz)A

ptr & nodos(ptr._dr)A

buenaJerarquia(ptr. _iz)A

buenaJerarquia(ptr. _dr) si ptr # null

nodos(ptr) = () si ptr = null
nodos(ptr) = {ptr}|Jnodos(ptr. _iz)|Jnodos(ptr. _dr) si ptr # null

La definicién de la relacién de equivalencia que se utiliza para saber si dos arboles son
o no iguales también sigue una definicién recursiva:

Pl =Arbing P2
—def
igualesp(pl. ra,p2. ra)

iguales(ptrl, ptr2) = true si ptrl = null A ptr2 = null
iguales(ptrl, ptr2) = false si (ptrl = null A ptr2 # null)Vv
(ptrl # null A ptr2 = null)
iguales(ptrl, ptr2) = ptrl. _elem =7 ptr2. elemA
iguales(ptrl. iz, ptr2. iz)A
iguales(ptrl. dr,ptr2. dr)  si (ptrl # null A ptr2 # null)

Estructura de Datos y Algoritmos



4. Implementacién de arboles binarios 7

Antes de seguir con la implementacién de las operaciones debemos crear algunos méto-
dos que trabajan directamente con la estructura jerdrquica, igual que en las implementacio-
nes de los TADs lineales del tema anterior empezamos por las operaciones que trabajaban
con las listas enlazadas y doblemente enlazadas. Dada la naturaleza recursiva de la estruc-
tura de nodos, todas esas operaciones serdn recursivas; recibirdn, al menos, un puntero a
un nodo que debe verse como la raiz de la estructura de nodos, o al menos la raiz del
“subarbol'ff] sobre el que debe operar.

Aunque pueda parecer empezar la casa por el tejado, comencemos con la operacién
que libera toda la memoria ocupada por la estructura jerarquica. El método recibe como
parametro el puntero al primer nodo y va eliminando de forma recursiva:

static void libera (Nodo =*ra) {
if (ra != NULL) {
libera(ra->_1iz);
libera(ra->_dr);
delete ra;

Algunas de las operaciones pueden trabajar no con una sino con dos estructuras jerér-
quicas. Por ejemplo el siguiente método compara dos estructuras, dados los punteros a sus
raices:

static bool comparaAux (Nodo xrl, Nodo xr2) {

if (rl == r2)
return true;
else if ((rl == NULL) || (r2 == NULL))

// En el if anterior nos aseguramos de

// que rl I= r2. Si uno es NULL, el

// otro entonces no lo serd, luego

// son distintos.

return false;

else {

return (rl->_elem == r2->_elem) &&
comparalAux (rl->_1iz, r2->_1iz) &&
comparalAux (rl->_dr, r2->_dr);

Como veremos mas adelante, este método estatico nos resultard muy util para imple-
mentar el operador de igualdad del TAD Arbin.

Por dltimo, algunas de las operaciones pueden devolver otra informacion. Por ejemplo,
el siguiente método hace una copia de una estructura jerarquica y devuelve el puntero a la
raiz de la copia. Igual que todas las anteriores la implementacién es recursiva. Como es 16-
gico, la estructura recién creada debera ser eliminada (utilizando el 1ibera implementado
anteriormente) posteriormente:

static Nodo xcopiaAux (Nodo =xra) {
if (ra == NULL)
return NULL;

return new Nodo (copiaAux(ra->_1iz),

‘La palabra “subarbol” la ponemos entre comillas para hacer notar que no estamos aqui haciendo
referencia al concepto de subarbol como elemento del TAD sino méas bien a la “subestructura” jerarquica
de nodos.
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8 CAPITULO 1. Diseno e implementacion de TADs arborescentes

ra->_elemnm,
copiaAux (ra—->_dr));

Tras esto, estamos en disposicion de implementar las operaciones publicas del TAD.
No obstante, antes de abordarla expliquemos una decisién de disefio relevante. Hay una
operacion generadora (que implementaremos como constructor) que recibe dos arboles ya
construidos:

Arbin (const Arbin &iz, const T &elem, const Arbin &dr);

Una implementacién ingenua crearia un nuevo nodo y “coserfa”’ los punteros haciendo
que el hijo izquierdo del nuevo nodo fuera la raiz de iz y el derecho la raiz de dr:

// IMPLEMENTACION NO VALIDA
Arbin: :Arbin (const Arbin &iz, const T &elem, const Arbin &dr) {
_ra = new Nodo(iz._ra, elem, dr._ra);

Esta implementacion, no obstante, no es vilida porque tendriamos una poco deseable
comparticion de memoria: la estructura jerarquica de los nodos de iz y de dr formarian
también parte de la estructura jerarquica del nodo recién construido. Eso tiene como con-
secuencia inmediata que al destruir iz se destruiria automéaticamente los nodos del arbol
més grande.

Para solucionar el problema existen dos alternativas (similares a las que se tienen
cuando implementamos la operacién de concatenacién de las listas, ver ejercicio 77 del
tema anterior)’}

= Hacer una copia de las estructuras jerdrquicas de nodos de iz y dr.

= Utilizar esas estructuras jerdrquicas para el nuevo arbol y waciar iz y dr de forma
que la llamada al constructor los vacid]

En nuestra implementacién nos decantaremos por la primera opci()rﬂ

Arbin (const Arbin &iz, const T &elem, const Arbin &dr)
_ra(new Nodo (copiaAux(iz._ra), elem, copiaAux(dr._ra))) {

Una copia similar hay que realizar con las operaciones hijoIz e hijoDr lo que auto-
méaticamente hace que el coste de estas operaciones sea O(n):

[ %%
Devuelve un arbol copia del arbol izquierdo.
Es una operaciéon parcial (falla con el &arbol vacio).

hijolz (Cons(iz, elem, dr)) = iz
error hijolz (ArbolVacio)
*/

Arbin hijoIz () const {
if (esVacio())

SEn realidad existe una tercera alternativa que veremos en la secci6n @ mas tarde en este mismo tema.

SPara eso en la cabecera deberian pasarse como parametros de entrada/salida, es decir como referencias
no constantes.

"Ver, no obstante, el ejercicio

Estructura de Datos y Algoritmos



4. Implementacién de arboles binarios 9

throw EArbolVacio();

return Arbin (copialAux(_ra->_1iz));

}

JEE:
Devuelve un arbol copia del arbol derecho.
Es una operacién parcial (falla con el &arbol vacio).

hijoDr(Cons(iz, elem, dr)) = dr
error hijoDr(ArbolVacio)
of
Arbin hijoDr () const {
if (esVacio())
throw EArbolVacio();

return Arbin (copialAux(_ra->_dr));

La otra operacién observadora, utilizada para acceder al elemento que hay en la raiz,
no tiene necesidad de copias:

JEE

Devuelve el elemento almacenado en la raiz

raiz (Cons(iz, elem, dr)) = elem
error raiz(ArbolVacio)
Q@return Elemento en la raiz.
*/
const T &raiz () const {
if (esVacio())
throw EArbolVacio () ;
return _ra->_elem;

Otra operacién observadora sencilla de implementar es esvVacio:

[ %%
Operaciéon observadora que devuelve si el arbol
es vacio (no contiene elementos) o no.

esVacio(ArbolVacio) = true
esVacio(Cons(iz, elem, dr)) = false
*/
bool esVacio() const {
return _ra == NULL;

La ultima operaciéon observadora que implementaremos seréd el operador de igualdad.
En este caso delegamos en el método estatico que compara las estructuras jerarquicas de
nodos:

[ %%
Operaciéon observadora que indica si dos Arbin
son equivalentes.

ArbolVacio = ArbolVacio

Facultad de Informatica - UCM
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Preorden: 1, 2, 4,

e 9 Inorden: 4,2, 8,
4,8, 5

1,2,3

Postorden:
Niveles:

Figura 2: Distintas formas de recorrer un arbol.

ArbolVacio != Cons(iz, elem, dr)

Cons(izl, eleml, drl) = Cons(iz2, elem2, dr2) sii
eleml == elem2, izql == izq2, drl = dr2

*/

bool operator==(const Arbin &a) const {
return compara”Aux(_ra, a._ra);

}

Con esta terminamos la implementacién de las operaciones del TAD. Existen otras
operaciones observadoras que suelen ser habituales en la implementacion de los arboles
binarios que permiten conocer algunas de las propiedades definidas en la seccién 2] La
implementacién de la mayoria de ellas requiere la creacién de métodos recursivos auxiliares
que trabajen con la estructura jerarquica de los nodos. Ver por ejemplo el ejercicio [I]

Operacién ‘ Complejidad

ArbolVacio o(1)
Cons O(n)
hijoIz O(n)
hijoDr O(n)
esVacio o(1)
operator== O(n)

5. Recorridos

Ademas de las operaciones observadoras indicadas anteriormente podemos enriquecer
el TAD Arbin con una serie de operaciones que permitan recorrer todos los elementos
del 4rbol. Si bien en el caso de las estructuras lineales el recorrido no ofrecia demasiadas
posibilidades (solo habia dos érdenes posibles, de principio al final o al contrario), en los
arboles binarios hay distintas formas de recorrer el arbol.

Los cuatro recorridos que veremos procederan de la misma forma: seran operaciones
observadoras que devolveran listas (List<T>) con los elementos almacenados en el arbol
donde cada elemento aparecera una tnica vez. El orden concreto en el que apareceran
depender4 del recorrido concreto (ver figura [2)).

Los tres primeros recorridos que consideraremos tienen definiciones recursivas:

Estructura de Datos y Algoritmos



5. Recorridos 11

= Recorrido en preorden: se visita en primer lugar la raéz del arbol y, a continuacioén,
se recorren en preorden el hijo izquierdo y el hijo derecho.

= Recorrido en inorden: la raiz se visita tras el recorrido en inorden del hijo izquierdo
y antes del recorrido en inorden del hijo derecho.

= Recorrido en postorden: primero los recorridos en postorden del hijo izquierdo y
derecho y al final la raiz.

La definicién de todos ellos es similar. Por ejemplo:

preorden (ArbolVacio) = []
preorden (Cons (iz, elem, dr)) = [elem] ++ preorden(iz) ++ preorden (dr)

Podemos hacer una implementacion recursiva directa de la definicién anterior si admi-
timos la existencia de una operacién de concatenacién de listas:

List<T> Arbin<T>::preorden() const {
return preordenAux (_ra);

static List<T> Arbin<T>::preordenAux (Nodo *p) {
if (p == NULL)
return List<T>(); // Lista vacia

List<T> ret;

ret.push_front (ra->_elem);
ret.concatena (preordenAux (p—->_1iz));
ret.concatena (preordenAux (p—>_dr) ) ;

return ret;

Sin embargo esa operacion de concatenacién no estaba disponible en la implementa-
cion basica de las listas; ademas su implementacién puede tener coste lineal y puede tener
como consecuencia directa tener una gran cantidad de nodos temporales. Existe una imple-
mentacién mejor que, siendo también recursiva, hace uso de una lista como parametro de
entrada/salida que va acumulando el resultado hasta que termina el recorrido. El método
preordenAux anterior se convierte en preordenAcu que tiene dos pardmetros: un pun-
tero a la raiz de la estructura jerarquica de nodos que visitar, y una lista (no necesariamente
vacia) a la que se anadird por la derecha los elementos del arbol.

preOrd(a) = preOrdAcu(a, [1])
preOrdAcu (ArbolVacio, xs) = xs
preOrdAcu (Cons (iz, x, dr), xs) = preOrdAcu(dr, preOrdAcu(iz, xs++[x]))

List<T> preorden() const {
List<T> ret;
preordenAcu(_ra, ret);
return ret;

// Método auxiliar (protegido o privado)
static void preordenAcu (Nodo #*ra, List<T> &acu) {
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12 CapiTULO 1. Diseflo e implementacion de TADs arborescentes

if (ra == NULL)
return;

acu.ponDr (ra—>_elem) ;
preordenAcu(ra->_1iz, acu);
preordenAcu (ra—->_dr, acu);

La complejidad del recorrido es O(n), a lo que se puede llegar tras el analisis de re-
currencias que utilizdbamos en los algoritmos recursivos de los temas pasados. La misma
complejidad tienen las implementaciones de los recorridos inorden y postorden que utilizan
la misma idea:

inOrd(a) = inOrdAcu(a, [])
inOrdAcu (ArbolVacio, xs) = xs
inOrdAcu(Cons (iz, x, dr), xs) = inOrdAcu(dr, inOrdAcu(iz, xs)++[x])

List<T> inorden () const {
List<T> ret;
inordenAcu (_ra, ret);
return ret;

// Métodos protegidos/privados
static void inordenAcu (Nodo *ra, List<T> &acu) {
if (ra == NULL)
return;

inordenAcu(ra->_1iz, acu);
acu.push_back (ra->_elem);
inordenAcu (ra->_dr, acu);

postOrd(a) = postOrdAcu(a, [])
postOrdAcu (ArbolVacio, xs) = xs
postOrdAcu (Cons (iz, x, dr), xs) = postOrdAcu(dr, postOrdAcu(iz, xs))++[x]

List<T> postorden() const {
List<T> ret;
postordenAcu(_ra, ret);
return ret;

// Métodos protegidos/privados
static void postordenAcu (Nodo *ra, List<T> &acu) {
if (ra == NULL)
return;

postordenAcu (ra->_1iz, acu);
postordenAcu (ra->_dr, acu);
acu.push_back (ra->_elem);

Estructura de Datos y Algoritmos



6. Implementacién eficiente de los arboles binarios 13

El altimo tipo de recorrido que consideraremos es el recorrido por niveles (ver figura [2)),
que counsiste en visitar primero la raiz, luego todos los nodos del nivel inmediatamente
inferior de izquierda a derecha, a continuaciéon todos los nodos del nivel tres, etc.

La implementacién no puede ser recursiva sino iterativa. Hace uso de una cola que
contiene todos los subarboles que ain quedan por visitar:

niveles(a) = nivelesCola (ponDetras(a, NuevaCola), Nuevalista)
nivelesCola (ColaVacia, Xs) = XS
nivelesCola(as, xs) = nivelesCola(quitaPrim(as), xs)

si NOT COLA.esVacia(as) AND ARBIN.esVacio (primero(as))

nivelesCola(as, xs) = nivelesCola (ponDetras (hijoDr (primero(as)),
ponDetras (hijoIz (primero (as)),
quitaPrim(as))),
xs++raiz (primero (as)))
si NOT COLA.esVacia(as) AND NOT ARBIN.esVacio(primero (as))

List<T> niveles () const {

if (esVacio())
return List<T>();

List<T> ret;
Queue<Nodox> porProcesar;
porProcesar.push_back (_ra);

while (!porProcesar.empty()) {
Nodo *visita = porProcesar.front();
porProcesar.pop_~front ();
ret.push_back (visita->_elem);
if (visita—->_1iz)
porProcesar.push_back (visita->_iz);
if (visita->_dr)
porProcesar.push_back (visita->_dr);

return ret;

La complejidad de este recorrido también es O(n) aunque para llegar a esa conclusion
nos limitaremos, por una vez, a utilizar la intuicién: cada una de las operaciones del bucle
tienen coste constante, O(1). Ese bucle se repite una vez por cada nodo del arbol; para eso
basta darse cuenta que cada subarbol (o mejor, cada subestructura) aparece una tnica vez
en la cabecera de la cola.

6. Implementaciéon eficiente de los arboles binarios

El coste de las operaciones observadoras hijoIz e hijoDr de los arboles binarios
es lineal, ya que devuelven una copia nueva de los arboles. Eso hace que una funcién
aparentemente inocente como la siguiente, que cuenta el nimero de nodos:

template <typename E>
unsigned int numNodos (const Arbin<E> &arbol) {
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if (arbol.esVacio())
return 0;
else
return 1 +
numNodos (arbol.hijoIz ()) +
numNodos (arbol.hijoDr ());

no tenga un coste lineal.

La razén fundamental de esto es que no hemos permitido la comparticion de la es-
tructura jerarquica de nodos. Una forma (ingenua, como veremos en breve) de solucionar
el problema de eficiencia de las operaciones observadoras seria que esa estructura fuera
compartida por ambos arboles. La operaciéon generadora devuelve un nuevo arbol cuya
raiz. apunta al mismo nodo que es apuntado por el puntero _iz de la raiz del 4rbol més
grande.

La comparticién de memoria es posible gracias a que los arboles son objetos inmutables.
Efectivamente, una vez que hemos construido un arbol, éste no puede ser modificado ya
que todas las operaciones disponibles (hijoIz, raiz, etc.) son observadoras y nunca
modifican el 4rbol. Gracias a eso sabemos que la devolucion del hijo izquierdo compartiendo
nodos no es peligrosa en el sentido de que modificaciones en un 4rbol afecten al contenido
de otro, pues esas modificaciones son imposibles por definicién del TAD. Si hubieramos
tenido disponible una operacién como cambiaRaiz la comparticién no habria sido posible
pues el siguiente codigo:

Arbin<int> arbol;

//

// aqui construimos el arbol con varios nodos

Arbin<int> otro;
otro = arbol.hijoIz();
otro.cambiaRaiz (1 + otro.raiz());

al cambiar el contenido de la raiz del arbol ot ro esté también cambiando un elemento
de arbol.

Desgraciadamente, sin embargo, esta solucién de comparticién de memoria no funciona
en lenguajes como C++. Pensemos en el siguiente aparentemente inocente:

Arbin<int> arbol;

/1

// aqui construimos el arbol con varios nodos

//

Arbin<int> otro;
otro = arbol.hijoIz();

Cuando el cédigo anterior termina y las dos variables salen de ambito, el compilador
llamara a sus destructores. La destruccién de la variable arbol eliminaré todos sus nodos;
cuando el destructor de otro vaya a eliminarlos, se encontrard con que ya no existian,
generando un error de ejecucion.

Por lo tanto, el principal problema es la destruccién de la estructura de memoria com-
partida. En lenguajes como Java o C# con recoleccién automética de basura la soluciéon
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anterior es perfectamente valida. En el caso de C+4 hay que buscar otra aproximacién.
En concreto, se pueden traer ideas del mundo de la recoleccién de basura a nuestra im-
plementacion de los arboles. La solucién que adoptamos es utilizar lo que se llama conteo
de referencias: cada nodo de la estructura jerdrquica de nodos mantiene un contador (en-
tero) que indica cudntos punteros lo referencian. Asi, si tengo un tunico arbol, todos sus
nodos tendran un 1 en ese contador. La operacién hijoIz construye un nuevo arbol cuya
raiz apunta al nodo del hijo izquierdo, por lo que su contador se incrementa. Cuando se
invoca al destructor del arbol, se decrementa el contador y si llega a cero se elimina él y
recursivamente todos los hijos.

La implementacion de la clase nodo con el contador queda asi (aparecen subrayados
los cambios):

class Nodo {
public:
Nodo () : _iz (NULL), _dr(NULL), _numRefs(0) {}
Nodo (Nodo *iz, const T &elem, Nodo =dr)
_elem(elem), _iz(iz), _dr(dr), _numRefs (0) {

if (_ iz != NULL) _iz->addRef();
if ( dr != NULL) _dr->addRef();

void addRef () { assert (_numRefs >= (0); _numRefs++; }
void remRef () { assert (_numRefs >0); _numRefs——; }

T _elem;
Nodo *_iz;
Nodo *_dr;

int _numRefs;

Las operaciones como hijoIz () ya no necesitan hacer la copia profunda de la es-
tructura jerarquica de nodos; el constructor especial que recibe el puntero al nodo raiz
simplemente incrementa el contador de referencias:

class Arbin {
public:

Arbin hijoIz () const {
if (esVacio())
throw EArbolVacio();

return Arbin (eepiaduxt ra->_1iz));

private:
Arbin (Nodo =*raiz) : _ra(raiz) {
if (_ra !'= NULL)

_ra—->addRef ();
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16 CapiTULO 1. Diseflo e implementacion de TADs arborescentes

Tampoco se necesita la copia la construccién de un arbol nuevo a partir de los dos
hijos, pues el arbol grande compartird la estructura. El constructor crea el nuevo Nodo
(cuyo constructor incrementara los contadores de los nodos izquierdo y derecho) y pone el
contador del nodo recién creado a uno:

Arbin (const Arbin &iz, const T &elem, const Arbin &dr)

_ra(new Nodo (eepiadusxtiz._ra), elem, eepiaduwstdr._ral))) {
_ra—->addRef () ;

Por dltimo, la liberacién de la estructura jerdrquica de nodos s6lo se realiza si nadie
mas referencia el nodo. Por lo tanto el método de liberacién recursivo cambias:

static void libera (Nodo =*ra) {
if (ra != NULL) {
ra—->remRef () ;
if (ra->_numRefs == 0) {
libera(ra->_1z);
libera(ra->_dr);
delete ra;

Gracias a estas modificaciones la complejidad de todas las operaciones pasa a ser cons-
tante, y el consumo de memoria se reduce pues no desperdiciamos nodos con informacién
repetida.

Operacién ‘ Complejidad

ArbolVacio O(1)
Cons o)
hijoIz 0(1)
hijoDr 0(1)
esVacio O(1)

Ahora que disponemos de operaciones eficientes, podriamos implementar todos los re-
corridos que vimos en el apartado anterior (preorden, inorden, etc) como funciones externas
al TAD Arbin. Ten en cuenta que ahora podemos navegar por su estructura usando los
métodos ptublicos hijoIz e hijoDr sin necesidad de hacer copias.

Finalmente, te proponemos que realices el ejercicio 5| para terminar de ver la diferencia
entre las dos implementaciones del TAD.

7. Implementaciéon estatica ad-hoc de Arboles binarios

Las implementaciones anteriores de los arboles binarios utilizando una estructura jerar-
quica de nodos con memoria compartida dificulta (o mejor dicho, hace imposible) construir
arboles “de arriba a abajo”, es decir anadiendo nodos adicionales como hijos de otros nodos
ya existentes.

Para poder implementarlo, se puede prescindir de la memoria compartida y dotar al
arbol binario de algin tipo de iterador complejo de forma que se extienda el TAD con
operaciones de insercién y borrado de nodos en el lugar marcado por el iterador.
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Otra alternativa que puede utilizarse es la de almacenar el arbol en un vector en donde
cada posicién del vector contiene la informacién de un nodo: elemento almacenado en el
nodo y los indices en donde se encuentran el hijo izquierdo y el hijo derecho.

class InfoNode {
public:

private:
T _elem;
int indexIz; // —1 si no hay hijo izquierdo
int indexDr;

}i

Asi por ejemplo, si tenemos el siguiente drbol binario de caracteres:

Lo podemos almacenar en un vector de 9 posiciones’] Si el orden de insercion en el
arbol anterior fue a, b, ¢, f, h, g, d, e, i, los nodos estarfan colocados en ese mismo orden
en el vector, y su contenido seria:

a b c f h g d e i
1]2[6][7[3][5]4]8]-1]-1[-1[-1]-1[-1]-1]-1]-1]-1

8. En el mundo real...

La técnica del conteo de referencias utilizada en la seccién previa es muy comun y
anterior a la existencia de recolectores de basura (en realidad los primeros recolectores de
basura se implementaron utilizando esta técnica, por lo que podriamos incluso decir que
lo que hemos implementado aquf es un pequeno recolector de basura para los nodos de los
arboles).

En un desarrollo més grande el manejo explicito de los contadores invocando al addRef
y quitaRef esincémodo y propenso a errores, pues es facil olvidar llamarlas. Para nuestra
pequena implementacién hemos preferido utilizar ese manejo explicito para que se vea mas
claramente la idea, pero un olvido en un quitaRef de algin método habria tenido como
consecuencia fugas de memoria pues el contador nunca recuperard el valor 0 para indicar
que nadie lo esta utilizando y que por tanto puede borrarse.

8En realidad lo almacenariamos en un vector méas grande, llevando la cuenta de cuantas posiciones hay
ocupadas, igual que se hizo con las implementaciones estaticas de algunos TADs lineales el tema anterior.
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Para evitar este tipo de problemas se han implementado estrategias que gestionan de
forma automaética esos contadores. En particular, son muy utilizados lo que se conoce como
punteros inteligentes que son variables que se comportan igual que un puntero pero que,
ademads, cuando cambian de valor incrementan o decrementan el contador del nodo al que
comienzan o dejan de apuntar.

9. Arboles generales

Los &rboles generales no imponen una limitacién a priori sobre el ntimero de hijos
que puede tener cada nodo. Por tanto, para implementarlos debemos buscar mecanismos
generales que nos permitan almacenar un ntmero de hijos variable en cada nodo.

Dos posibles soluciones:

= Cada nodo contiene una lista de punteros a sus nodos hijos. Si el nimero de hijos
se conoce en el momento de la creacién del nodo y no se permite afiadir hijos a un
nodo ya creado, en lugar de una lista podemos utilizar un array.

= Cada nodo contiene un puntero al primer hijo y otro puntero al hermano derecho.
De esa forma, podemos acceder al hijo i-ésimo de un nodo accediendo al primer hijo
y luego recorriendo ¢ — 1 punteros al hermano derecho.

10. Para terminar...

Terminamos el tema con una aproximacién inicial a la solucién a la motivacién dada
al principio del tema.

La implementacién puede hacerse con un arbol binario de cadenas. En los nodos hoja
se almacena el nombre del animal al que representa, mientras que en cada nodo interno
del arbol se almacena la pregunta que discrimina entre los animales almacenados en el hijo
izquierdo y en el hijo derecho. En concreto, los animales almacenados en el hijo izquierdo
son todo aquellos con los que se responde afirmativamente a la pregunta, mientras que los
del hijo derecho son los que no la cumplen.

Asi, el arbol con el que se puede conseguir la partida mostrada al principio del tema
podria ser:

Arbin<string> bd =
Arbin<string> (

Arbin<string> ("Tigre"),

":Tiene cuatro patas?",

Arbin<string> (
Arbin<string> ("Ballena"),
"¢Vive en el agua?",
Arbin<string> ("Serpiente")

)i

El juego que dirige la partida recibe el &rbol y en un bucle va descendiendo por él hasta
que llega a una hoja, momento en el que hace la apuesta final:

void juegaPartida (const Arbin<string> &bd) {

Arbin<string> current = bd;
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while (!esHoja(current)) {

cout << current.raiz() << " (Si/No)" << endl;
string line;
cin >> line;

if (line == "Si")
current = current.hijolIz();
else if (line == "No")
current = current.hijoDr();
}
cout << "Mmmmmm, dejame que piense..... " << endl;
cout << "Creo que el animal en que estabas pensando era...: ;"
<< current.raiz () << "!" << endl;
cout << "Espero haber acertado." << endl;

Implementar el aprendizaje consiste en susituir la hoja en la que se termina por un
nodo interno con la pregunta que discrimina y dos hijos hoja con los dos animales.

El TAD Arbin<T> no permite anadir nodos al arbol (pues éstos son inmutables), por
lo que para poder implementar ese aprendizaje habria que extender el TAD o utilizar una
implementacién distinta, como la que hace uso de vectores estaticos de nodos vista en el
apartado [7]

Notas bibliograficas
Gran parte de este capitulo se basa en el capitulo correspondiente de (Rodriguez Ar-

talejo et al.l 2011) y de (Penal 2005); algunos ejercicios son copias casi directas de los
encontrados alli.

Ejercicios
Algunos de los ejercicios puedes probarlos en el portal y juez en linea “Acepta el reto”
(https://www.aceptaelreto.com). Son los que aparecen marcados con el icono 2

seguido del nimero de problema dado en el portal.

1. Extiende la implementacién de los drboles binarios que no comparten memoria con
las siguientes operaciones:

numNodos: devuelve el nimero de nodos del arbol.

= esHoja: devuelve cierto si el arbol es una hoja (los hijos izquierdo y derecho
son vacios).

= numHo jas: devuelve el namero de hojas del arbol.
= talla: devuelve la talla del arbol.

= frontera: devuelve una lista con todas las hojas del arbol de izquierda a
derecha.

= (AACR228)espejo: devuelve un arbol nuevo que es la imagen especular del
original.
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= minElem: devuelve el elemento més pequeno de todos los almacenados en el
arbol. Es un error ejecutar esta operacién sobre un arbol vacio.

2. Implementa las mismas operaciones del ejercicio anterior pero como funciones ez-

ternas al TAD. Estas nuevas funciones tendra sentido utilizarlas si el TAD esta
implementado con comparticién de memoria. jPor qué?

. Implementa una nueva operacion generadora de los arboles binarios que no comparten

memoria similar a la ofrecida por el constructor con tres parametros que construya
un arbol a partir de los subarboles izquierdo y derecho pero que, para evitar la
sobrecarga de las copias, deje vacfos los arboles que recibe como parametro.

// Pre: iz y dr son dos arboles binarios véalidos
Arbin<T> construyeYVacia (Arbin<T> &iz,
const T &elem,
Arbin<T> &dr);
// Post: devuelve el arbol Cons(iz, elem, dr), vy
// altera iz y dr, de forma que esVacio(iz) y esVacio(dr).

. Crea una funcion recursiva:

template <typename E>
void printArbol (const Arbin<E> &arbol);

que escriba por pantalla el arbol que recibe como pardmetro, segin las siguientes
reglas:

= Si el arbol es vacio, escribird <vacio> y después un retorno de carro.

= Si el 4rbol es un “arbol hoja”, escribiréd el contenido de la raiz y un retorno de
carro.

= Si el arbol tiene algun hijo, escribiré el contenido del nodo raiz, y recursivamente
en las siguientes lineas el hijo izquierdo y después el hijo derecho. Los hijos
izquierdo y derecho aparecerdn tabulados, dejando tres espacios.

Como ejemplo, el dibujo del arbol

Cons ( Cons (vacio, 3, wvacio),
5,
Cons (vacio, 6, Cons(vacio, 7, vacio)))

serfa el siguiente (se han sustituido los espacios por puntos para poder ver més
claramente cuéntos hay):

...... <vacio>

. Dibuja cémo queda la memoria de la méquina tras la ejecucién del siguiente codigo

con las dos implementaciones del TAD de los arboles binarios: la que no comparte
memoria y la que si lo hace:
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10.

Arbin<int> vacio;

Arbin<int> iz (vacio, 3, vacio);
Arbin<int> dr (vacio, 4, vacio);
Arbin<int> a(iz, 5, dr);
Arbin<int> o = a.hijoIz();

Dibuja el proceso de destruccion de los arboles si éste se realizara en el siguiente
orden:

m 3, iz, dr, o.

= 0,1z, a, dr.

(ZACR200) Los famosos ntiimeros de Fibonacci (cuya serie es 0, 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, ...) tienen un equivalente en el mundo de los arboles. Dado un n,
entendemos por un arbol de Fibonacci de ese n aquel cuya raiz contiene el niimero
de Fibonacci £ib (n) y cuyo hijo izquierdo representa el arbol de fibonacci de n — 2
y el derecho el de n — 1. Evidentemente, cuando n = 0 el arbol es un arbol hoja con
un 0 en la raiz y cuando n = 1 su raiz sera 1.

Implementa una funcién que, dado un n, devuelva el arbol de Fibonacci. jCudntos
nodos tiene el arbol? ;Podrias encontrar una versién mejorada de la funcién anterior
que maximice la comparticién de nodos entre los distintos subarboles? Pinta el arbol
de fibonacci de n = 4 con y sin comparticién de estructura.

(£ACR201)Decimos que un arbol binario es homogéneo cuando todos sus subarboles,
excepto las hojas, tienen dos hijos no vacios. Implementa una funciéon que devuelva
si un arbol dado es o no homogéneo.

(ZACR201)Escribe una operacion degenerado () que devuelva si un arbol es dege-
nerado. Se entiende por arbol degenerado aquel en el que cada nodo tiene a lo sumo
un hijo izquierdo o un hijo derecho.

. Extiende la implementacién de los drboles binarios con la siguiente operacion:

IET:

Devuelve true si el arbol binario cumple las propiedades

de los arboles ordenados: la raiz es mayor que todos los elementos
del hijo izquierdo y menor que los del hijo derecho y tanto el
hijo izquierdo como el derecho son ordenados.

*/
template <class T>
bool Arbin::esOrdenado () const;

Implementa la misma operaciéon como funcién externa al TAD.

Dado un arbol binario de enteros, escribe una funcién que determine si existe un
camino desde la rafz hasta una hoja cuyos nodos sumen un valor dado. Por ejemplo,
en el siguiente arbol, las sumas de los distintos caminos son 27, 22, 26 y 18, por lo
que si se utiliza la funcién con esos ntimeros devolvera t rue, devolviendo false en
cualquier otro casd]

9Este ejercicio es una traduccién casi directa de http://uva.onlinejudge.org/index.php?
option=com_onlinejudge&Itemid=8&category=3&page=show_problem&problem=48; la imagen
del enunciado es una copia directa.
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11.

12.

13.

14.

Diremos que un arbol binario es de altura minima si no existe otro 4rbol binario con
el mismo numero de nodos con una altura menor. Dado un niamero de nodos n, ;jcudl
es la altura minima?

(ZACR275) Se entiende por arbol balanceado aquel en el que la talla del hijo iz-
quierdo y la del hijo derecho no difieren en més de una unidad y ambos subarboles
estan a su vez balanceados. Extiende la implementaciéon de los drboles binarios pa-
ra que incorpore una nueva operacién que diga si el &rbol binario estd balanceado.
. Qué complejidad tiene? ; Podrias idear una forma de conseguir la operacion en coste

O(1)?

.Notas algo extrafio en la siguiente lista de teléfonos?

= Emergencias: 911
» Alicia: 97 625 999
= Bob: 91 12 54 26

Efectivamente, la lista es incosistente: el nimero de emergencias hace imposible po-
der llamar a Bob: cuando se marca el 911 la central telefonica dirige la llamada
directamente hacia ellas aunque luego sigamos tecleando el resto del ntimero de Bob.

Implementa una funcién que reciba una lista de ntiimeros de teléfono e indique si la
lista es o no consistente segin la explicacion anteriof V)

Un arbol de codificacion es un arbol binario que almacena en cada una de sus hojas
un caracter diferente. La informacién almacenada en los nodos internos se considera
irrelevante. Si un cierto caracter ¢ se encuentra almacenado en la hoja de posiciéon
« definida como secuencias de 1's y 2’s donde un 1 implica descender por el hijo
izquierdo y un 2 por el hijo derecho, se considera que « es el cédigo asignado a ¢ por
ese arbol de codificaciéon. Mas en general, el codigo de cualquier cadena de caracteres
dada se puede construir concatenando los codigos de los caracteres que la forman,
respetando su orden de aparicién.

= Dibuja el arbol de codificacién correspondiente al cédigo siguiente:

10E] ejercicio es traduccién casi directa de http://uva.onlinejudge.org/index.php?option=
com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=2347.

Estructura de Datos y Algoritmos


https://www.aceptaelreto.com/problem/statement.php?id=275
http://uva.onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=2347
http://uva.onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=2347

Ejercicios. . . 23

15.

16.

17.

18.

Caracter Codigo
A 1.1
T 1.2
G 2.1.1
R 2.1.2
E 2.2

= Construye el resultado de codificar la cadena de caracteres “RETA” utilizando
el codigo representado por el drbol de codificacién anterior.

= Descifra 1.2.1.1.2.1.2.1.2.1.1 usando el cédigo que estamos utilizando
en estos ejemplos, construyendo la cadena de caracteres correspondiente.

= Desarrolla un moédulo que implemente la clase ArbCod que representa a los
arboles de codificacion descritos, equipada con las siguientes operaciones:

e Nuevo: genera un arbol de codificacién vacio.

e Inserta: dado un caricter y un c6digo representado como lista de enteros
en [1,2], anade el caracter al arbol en el lugar indicado por la secuencia. La
operaciéon no esté definida si el cardcter ya formaba parte del arbol.

e codifica: dado un mensaje, devuelve su codificacion. La operaciéon no esta
definida si la cadena contiene algin caricter que no se encuentra codificado
en el arbol.

e decodifica: dado un codigo, devuelve la cadena que oculta. La operaciéon
no esta definida si no es pobile decodificar toda la entrada.

(ZACR204)Dado un arbol binario de enteros se dice que éste estd pareado si la
diferencia entre el nimero de nimeros pares del hijo izquierdo y del hijo derecho
no excede la unidad y, ademas, tanto el hijo izquierdo como el derecho es pareado.
Implementa una funcién que diga si un arbol binario de enteros esti o no pareado.

Extiende los drboles binarios afiadiendo una funcién que cree un recorrido en inorden
con paréntesis anidados que identifiquen cada subarbol (incluidos los vacios). Por
ejemplo:

= () representa el arbol vacio.
= (()A()) representa un arbol hoja con la A en la raiz.

= ((()BO)A(()C()) representa un arbol con la A en la raiz y en cada hijo una
hoja con la B y la C respectivamente.

Implementa una funcién que a partir del recorrido en forma de lista anterior recons-
truya el arbol de partida.

(ZACR203)Extiende la implementacién de los arboles binarios implementando el
siguiente constructor (y todas las funciones auxiliares que necesites):

template <class T>
Arbin::Arbin (const Arbin &al, const Arbin &a2);

El método construye un nuevo arbol mezclando (o “sumando”) los dos drboles que se
reciben como parametro. Se entiende por mezcla de dos arboles a “solapar” los dos
arboles uno encima del otro y guardar el resultado de aplicar el operador suma a los
contenidos de los nodos que aparezcan en ambos arboles.

i Podrias implementar la misma idea con una funcion externa al TAD?
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19. Extiende la implementacién de los arboles binarios con una nueva operaciéon, maxNivel
que obtenga el maximo nimero de nodos de un nivel del arbol, es decir, el namero
de nodos del “nivel mas ancho”. Analiza su complejidad.

20. Dado un &arbol binario de enteros, implementa una funcién que determine cual es la
rama (camino desde la raiz hasta la hoja) cuya suma sea minima, entendiendo ésta
como la suma de todos los nodos por los que pasa.

21. Dado el dibujo de un arbol binario que representa una expresion aritmética con los
operadores binarios de suma, resta, multiplicacién y divisién y con operandos entre
0y 9, implementa una funcién que devuelva el valor de la expresion.

Recorridos

22. Las implementaciones de los recorridos vistos en la seccion [p]se hicieron como métodos
de la clase (es decir, extendiendo el TAD de los arboles). Se hizo asi porque en ese
momento el TAD no compartia las estructuras de nodos por lo que la implementacién
de otra forma habria sido muy ineficiente. Implementa los tres tipos de recorrido
utilizando funciones externas, contando con que todas las operaciones de los arboles
tienen complejidad O(1).

23. (ZACR215)Disefiar una funcién que reconstruya un arbol binario a partir de dos
listas que contienen respectivamente su recorrido en preorden y en inorden. Suponer,
si es necesario, que todos los elementos son distintos.

24. (ZACR218)Repite el ejercicio anterior sustityuendo la lista del preorden por el reco-
rrido en postorden.

25. Implementa una funcién que reciba el recorrido de cada nivel de un arbol ordenado
y resconstruya el arbol.

26. Dado el recorrido en preorden de un arbol ordenado sin elementos repetidos, escribe
su recorrido en postorden.

27. En el ejercicio 77 del tema anterior nos pedian que evaludramos una expresion de-
terminada utilizando una cola como estructura de datos auxiliar. Implementa una
funcién que, dada una expresion en notacion postfija, la traduzca al formato utilizado
por el algoritmo del ejercicio ?7.

28. Extiende la implementacién de los arboles binarios con las siguientes operaciones:

= esCompleto: observadora, dado un arbol devuelve cierto si el arbol es com-
pleto.

= esSemicompleto: igual que la anterior, pero para averiguar si un arbol es
semicompleto.

29. Dadas dos listas de enteros A y B, implementa una funcion que diga cuéntos arboles
binarios pueden construirse que tengan a A como recorrido en preorden y a B como
recorrido en inorden.

Estructura de Datos y Algoritmos
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Monticulos

Cuando se trabaja con arboles semicompletos, las operaciones generadoras que se
plantean son distintas: basta con poder crear un arbol vacio y afadir un nuevo ele-
mento (al final del altimo nivel, o “abriendo” un nivel nuevo). Con estas operaciones
es posible implementar los drboles utilizando vectores en lugar de estructuras jerar-
quicas de nodos, de forma que los elementos aparecen en el mismo orden en el que
aparecerian en un recorrido por niveles.

Dado un indice 7 del vector que representa un nodo del arbol, jen qué indice aparecera
si hijo izquierdo? ;y el derecho? ;y el padre?

Un arbol binario se dice que es un monticulo (en inglés heap) si:

= Es un arbol semicompleto.
= La raiz del arbol contiene al elemento mds pequerio.

= El hijo izquierdo y el hijo derecho son, a su vez, monticulos.

Extiende la implementacién de los drboles binarios para anadir una nueva operacién
esMonticulo que devuelva si el arbol es o no monticulo.

Los monticulos anteriores, al ser arboles binarios semicompletos, se almacenan mas
comodamente en un vector.

Dado un monticulo almacenado en un vector en la que se ha anadido un nuevo
elemento en el dltimo nivel (que rompe la propiedad de ser monticulo), implementa
una funcién flotar que, con complejidad logaritmica, modifique el vector para que
vuelva a ser un monticulo.

Imaginemos que tenemos un monticulo almacenado en un vector. Si cambiamos el
valor de la rafz a un valor distinto, el arbol resultante puede dejar de ser monticu-
lo. Implementa una funcién hundir que, en ese escenario, modifique el arbol para
conseguir recuperar la propiedad de ser monticulo en tiempo logarftmico.

Utilizando la idea de los monticulos (y las operaciones flotar y hundir de los
ejercicios anteriores) implementa el TAD con las operaciones: min, insertar y
borraMin que guardan una coleccion de objetos (no repetidos) y permiten: acceder
al elemento mas pequeno en tiempo constante, e insertar un nuevo elemento y borrar
el mas pequerio en tiempo logaritmico.

Dado un vector de elementos no repetidos, conviertelo en un monticulo utilizando la
operacién flotar sin utilizar espacio adicional.

Utilizando el resultado de los ejercicios anteriores, implementa el método de inserciéon
heapsort que consiste en ordenar un vector de mayor a menor convirtiéndolo primero
en monticulo y extrayendo el elemento mas pequeno n veces colocandolo al final.
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