Capitulo 2

Especificacion de algoritmos ?

Las matemdticas son el alfabeto con el cual Dios
ha escrito el Universo.

Galileo Galilei (1564-1642)

RESUMEN: En este tema se ensena a distinguir entre especificar e implementar algo-
ritmos, se repasa la logica de predicados, y se establecen convenios y notaciones para
especificar funciones y procedimientos utilizando dicha logica.

Introducciéon

Especificar un algoritmo consiste en contestar a la pregunta “qué hace el algoritmo”,
sin dar detalles sobre como consigue dicho efecto. Una actitud correcta consiste en
contemplar el algoritmo como una caja negra de la que solo podemos observar sus
entradas y sus salidas.

Implementar, por el contrario, consiste en contestar a este segundo aspecto, es decir
“como se consigue la funcionalidad pretendida”, suponiendo que dicha funcionalidad
esta perfectamente clara en la especificacion.

Muchos programadores noveles tienen dificultades para distinguir entre ambas activi-
dades, produciendo documentos donde se mezclan continuamente los dos conceptos.

La especificacion de un algoritmo tiene un doble destinatario:

» Los usuarios del algoritmo: debe recoger todo lo necesario para un uso correcto
del mismo. En particular, ha de detallar las obligaciones del usuario al invocar
dicho algoritmo y el resultado producido si es invocado correctamente.

s El implementador del algoritmo: define los requisitos que cualquier implemen-
taciéon valida debe satisfacer, es decir las obligaciones del implementador. Ha de
dejar suficiente libertad para que este elija la implementaciéon que estime mas
adecuada con los recursos disponibles.

'Ricardo Pena es el autor principal de este tema.
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CAPITULO 2. Especificacion de algoritmos

Una vez establecida la especificacién, los trabajos del usuario y del implementador
pueden proseguir por separado. La especificacién actia pues como una barrera o
contrato que permite independizar los razonamientos de correccién de los distintos
componentes de un programa grande. Asi, se descompone la tarea de razonar sobre
el mismo en unidades manejables que corresponden a su estructura modular.

Propiedades de una buena especificacion:

Precision Ha de responder a cualquier pregunta sobre el uso del algoritmo sin tener
que acudir a la implementacién del mismo. El lenguaje natural no permite la
precision requerida si no es sacrificando la brevedad.

Brevedad Ha de ser significativamente més breve que el cédigo que especifica. Los
lenguajes formales ofrecen a la vez precisiéon y brevedad.

Claridad Ha de transmitir la intuicion de lo que se pretende. A veces el lenguaje
formal ha de ser complementado con explicaciones informales.

En este capitulo se presenta una técnica de especificacién formal de funciones y
procedimientos basada en el uso de la légica de predicados, también conocida
como técnica pre/post. Mas adelante se presentara otra técnica formal diferente,
las llamadas especificaciones algebraicas, mas apropiadas para especificar tipos
de datos.

Las ventajas de una especificacion formal frente a una informal son bastantes:

s Eliminan ambigiiedades que el usuario y el implementador podrian resolver
de formas distintas, dando lugar a errores de uso o de implementacién que
aparecerian en ejecucion.

= Son las tnicas que permiten realizar una verificacion formal del algoritmo.
Este tema se tratard en los capitulos 3 y 4, y consiste en esencia en razonar
sobre la correccién del algoritmo mediante el uso de la légica.

= Permite generar automaticamente un conjunto de casos de prueba que
permitiran probar la correcciéon de la implementacion. La especificacién formal
se usa para predecir y comprobar el resultado esperado.

Supongamos declarado en alguna parte el siguiente tipo de datos:
typedef int vect [1000]; (2.1)

Queremos una funcién que, dado un vector a de tipo vect y un entero n, devuelva un
valor booleano b que indique si el valor de alguno de los elementos a[0],...,a[n — 1]
es igual a la suma de todos los elementos que le preceden en el vector. Utilizaremos
la siguiente cabecera sintactica:

fun essuma (vect a, int n) return (bool b)
Esta especificaciéon informal presenta algunas ambigiiedades:

» No quedan claras todas las obligaciones del usuario: (1) jserian admisibles lla-
madas con valores negativos de n?; (2) jy con n = 07; (3) jy con n > 10007

= En caso afirmativo, jcual ha de ser el valor devuelto por la funcién?
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2. Predicados 15

= Tampoco estén claras las obligaciones del implementador. Por ejemplo, sin > 1
y a[0] = 0 la funcién, jha de devolver true o false?

Tratar de explicar en lenguaje natural todas estas situaciones llevaria a una especi-
ficaciéon més extensa que el propio codigo de la funcién essuma.

La siguiente especificacion formal contesta a estas preguntas:

Q = {0 < n < 1000}
fun essuma (vect a, int n) return bool b
R={b=Tw:0<w<n:aw = u:0<u<w:alu])}

No son correctas llamadas con valores negativos de n, ni con n > 1000; si son correctas
llamadas con m = 0 y en ese caso ha de devolver false; las llamadas con n > 1y
a[0] = 0 han de devolver b = true. Para saber por qué, seguir leyendo.

La técnica pre/post, debida a C.A.R. Hoare (1969), se basa en considerar que un
algoritmo es una funcién de estados en estados: comienza su ejecucién en un estado
inicial valido descrito por el valor de los pardmetros de entrada y, tras un cierto
tiempo cuya duracién no es relevante a efectos de la especificacion, termina en un
estado final en el que los parametros de salida contienen los resultados esperados.

Si S representa la funcién a especificar, () es un predicado que tiene como varia-
bles libres los parametros de entrada de S, y R es un predicado que tiene como
variables libres los parametros de entrada y de salida de .S, la notacién

Q predicado, variable libre los
parametros de entrada

funcién a especificar

—

- {@rS{R~

variables libres
parametros de
entrada y salida

es la especificacion formal de S y ha de leerse: (“Si'S" comienza Su ejecucion en un
estado descrito por Q, S termina y lo hace en un estado descrito por R”.

@ recibe el nombre de precondicién y caracteriza el conjunto de estados iniciales
para los que esta garantizado que el algoritmo funciona correctamente. Describe las
obligaciones del usuario. Si este llama al algoritmo en un estado no definido por
@, no es posible afirmar qué sucederé.

R recibe el nombre de postcondicién y caracteriza la relacion entre cada estado ini-
cial, supuesto este vélido, y el estado final correspondiente. Describe las obligaciones
del implementador, supuesto que el usuario ha cumplido las suyas.

Predicados

Usaremos las letras maytsculas P, @), R, ..., para denotar predicados de la logica
de primer orden. La sintaxis se define inductivamente mediante las siguientes reglas:

1. Una expresion e de tipo bool es un predicado.
2. Si P es un predicado, =P, leido “no P”, también lo es.

3. Si Py @ son predicados, P & () también lo es, siendo & cualquiera de las
conectivas logicas {A, V, —, <>}, leidas respectivamente “y”, “0”, “entonces”, “si y

solo si”.
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4. Si Py @ son predicados, (Vw : Q(w) : P(w)) y (3w : Q(w) : P(w)) también lo
son, denominados respectivamente cuantificacién universal y cuantificacién
existencial.

En légica de primer orden, estas cuantificaciones se escriben con una sintaxis més sim-
ple (respectivamente Vw. R(w) y Jw. R(w), siendo R un predicado). La sintaxis edul-
corada propuesta aqui se escribiria entonces Vw(Q(w)—P(w)) v Jw(Q(w) A P(w))
respectivamente. La hemos elegido porque facilitard la escritura de asertos sobre
programas.

Algunos ejemplos de predicados:

n>0

r>0Az#y

0<i<n {abreviatura de 0 <iAi<n}
Vw:0<w<n:alw >0

Jw:0<w<n:aw ==

Vw : 0 <w < n:impar(w)—=Gu:uw>0:alw] =2%)

donde impar(x) es un predicado que determina si su argumento x es impar o no.

Es muy importante saber distinguir los dosfipos de variables que pueden aparecer
en un predicado:

Variables ligadas. Son las que estan afectadas por un cuantificador, es decir, se
encuentran dentro de su ambito. Por ejemplo, el ambito del cuantificador en
(Vw : Q(w) : P(w)) son los predicados @ y P. Toda apariciéon de w en ellos que
no esté ligada a otro cuantificador méas interno, esté ligada al Yw externo.

Variables libres. Son el resto de las variables que aparecen en el predicado. La
intencién es que estas variables se refieran a variables o parametros del algoritmo
que se esté especificando.

En el predicado Vw : 0 < w < n : impar(w)—(Ju : uw > 0 : afw] = 2%), las variables
n v a son libres, mientras que w y u son ligadas.

Una variable ligada se puede renombrar de forma consistente sin cambiar el signi-
ficado del predicado. Formalmente, si v no aparece en () ni en P, entonces:

(Qw: Q(w): P(w)) = (0v:Q(v): P(v))

donde O representa un cuantificador cualquiera (por ahora hemos presentado V y 3,
pero apareceran maés). Por ejemplo:

Fw:0<w<n:awl=z)=(Fv:0<v<n:afv]=1x)

Dado el uso tan diferente de las variables libres y ligadas y que el nombre de estas
dltimas siempre se puede cambiar, utilizaremos en este/curso la siguiente regla:

Las variables ligadas de un predicado nunca tendran el mismo nombre
que una variable del programa que estd siendo especificado o verificado.
Siempre que sea posible, usaremos las letras @0 wy). . . para nombrar va-
rables ligadas.
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3. Significado 17

*

Utilizaremos frecuentemente otras expresiones cuantificadas, de tipo entero en lu-
gar de booleano, que se han demostrado ttiles en la escritura de predicados breves y
legibles. Son las siguientes (@) y P son predicados y e es una expresion entera):

cuantificaciones
de tipo entero

Yw:Q(w):e(w)  suma de las e(w) tales que Q(w)
[Tw: Q(w) : e(w)  producto de las e(w) tales que Q(w)

SiQ(w) es
vacio
entonces es
false

maxw : Q(w) : e(w) maximo de las e(w) tales que Q(w)
minw : Q(w) : e(w) minimo de las e(w) tales que Q(w)
# w:Q(w): P(w) namero de veces que se cumple Q(w) A P(w)

Significado

En el contexto de este curso, utilizaremos predicados para definir conjuntos de
estados.

Un (estado es simplemente una asociacion de las variables del algoritmo con valores
compatibles con su tipo. Por ejemplo, si = e y son variables de tipo entero, o = {x
3, y — 7} representa un estado en el que la variable = vale 3 y la variable y vale 7.
Un estado modeliza intuitivamente una “fotografia” de las variables de un algoritmo
en un instante concreto.

Diremos que un estado’'@(satisface un predicado (P (si al sustituir en(P las variables
libres por los valores que esas variables tienen en o, el predicado se evalua a true.
Por ejemplo, el estado o anterior satisface P =y —x > 0, pero no ) = x mod 2 = 0.

Dado un predicado P, queda determinado con precisiéon el conjunto de todos los es-
tados que satisfacen P. Adoptaremos entonces el punto de vista de identificar un
predicado con el conjunto de estados que lo satisfacen. Este conjunto frecuen-
temente es infinito y a veces es vacio.

Suponiendo que x e y sean las tinicas variables del algoritmo, P = y — x > 0 define
los infinitos pares (z,y) en los que y es mayor que z (es decir el semiplano encima
de la diagonal principal del plano), mientras que @ = z mod 2 = 0 define todos los
pares (x,y) en los que  es un namero par.

En particular, el predicado true define el conjunto de todos los estados posibles
(i.e. cualquier variable del algoritmo puede tener cualquier valor de su tipo), y el
predicado false define el conjunto vacio.

El significado del predicado Yw : Q(w) : P(w) es equivalente al de la conjuncién
P(w1) A P(wz) A ..., donde wi,ws, ... son todos los valores de w que hacen cierto
Q(w). Si este conjunto es vacio, entonces Yw : Q(w) : P(w) = true.

El significado del predicado Jw : Q(w) : P(w) es equivalente al de la disyuncién
P(wy) V P(wy) V..., donde wy, ws,... son todos los valores de @ (que hacen cierto

—~1Q(w). Si este conjunto es vacio, entonces Jw : Q(w) : P(w) = false.

Hay predicados que se satisfacen en todos los estados (e.g. © > 0V z < 0). Equivalen
a true. Hay otros que no se satisfacen en ninguno (e.g. 3w : 0 < w < 1 : afw] = 8).
Equivalen a false.
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Por definicion, el significado del resto de los cuantificadores cuando el rango Q(w) al
que se extiende la variable cuantificada es vacio, es el siguiente:

(> w: false: e(w)) =0
([Tw: false : e(w)) =1

(méxw : false : e(w) indefinido
(minw : false : e(w)) indefinido
(

)
# w : false: P(w)) =0

Diremos que un predicado_P es mas fuerte (resp. mas débil) que otro Q. y lo
expresaremos P = @ (resp. P < (@), cuando en términos de estados se cumpla
P C Q (resp. P D @), es decir, todo estado que satisface P también satisface @
(resp. todo estado que satisface @) también satisface P).

P->Q esigualque PO Q

P->Q P es mas fuerte que Q
PO Q todo estado que satisface P,

satisface Q

x>0 = x>0
PAQ = P
PAQ = @
P = PVvQ
Vw:0<w<10:afw] #0 = a[3]#0

El predicado mas fuerte posible es false pues, para cualquier predicado P, false = P.
Simétricamente, el predicado mas débil posible es true: para cualquier predicado P,
P = true.

La relacion “ser més fuerte que” coincide con la nocién légica de deduccion. Leeremos
con frecuencia (P= @ como “de P se deduce ), o “P implica Q).

Si P = @y Q = P, diremos que son igual de fuertes; o igual de débiles, o sim-
plemente que son equivalentes, y lo expresaremos como P = . Dos predicados
equivalentes definen el mismo conjunto de estados.

Ejemplos de especificaciéon

Identificaremos un algoritmo con la nocién de funcién en C+-+. En este lenguaje, las
funciones tienen un tipo que corresponde al del resultado devuelto. Si no devuelven
ningun valor, se usa el tipo void. Los mecanismos de paso de parametros distinguen
entre paso por valor, paso por referencia y paso por referencia constante.
En esencia especifican si los parametros formales de la funcién llamada son disjuntos
o son los mismos que los pardmetros reales del llamante. Se trata de un aspecto mas
relacionado con la eficiencia que con el flujo de informacion.

A efectos de especificacion es mas ilustrativo saber si los parametros son de

entrada Su valor inicial es relevante para el algoritmo y este no debe modificarlo.

salida Su valor inicial es irrelevante para el algoritmo y este debe almacenar algin
valor en él.

entrada/salida Su valor inicial es relevante para el algoritmo, y ademas este puede
modificarlo.
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* Por ello, usaremos en la especificacion dos tipos de cabeceras virtuales que el
programador habra de traducir después a la cabecera de funcion C++ que le parezca
més apropiada.

fun nombre (tipo; pi,...,tipo, p,) return tipo r
proc nombre (cualif tipo; p1, ..., cualif tipo,, py)

donde cualif sera vacio si el parametro es de entrada, out si es de salida, o inout si
es de entrada/salida. Los parametros de una cabecera fun se entienden siempre de
entrada.

* La primera se usaré para algoritmos que devuelvan un solo valor, y la segunda para los
que no devuelvan nada, devuelvan més de un valor, o/y modifiquen sus parametros.

* Especificar un algoritmo que calcule el cociente y el resto de la divisién de naturales.
Primer intento:

{a>0Ab>0}
proc divide (int a, int b, out int ¢, out int r)
{a=qgxb+r}
* El especificador ha de imaginar que el implementador es un ser malévolo que trata

de satisfacer la especificacion del modo més simple posible, respetando la “letra” pero
no el “espiritu” de la especificacion. El siguiente programa seria correcto:

{g=0; r=a;}
El problema es que la postcondiciéon es demasiado débil.
* Segundo intento:

{a>0Ab>0}
proc divide (int a, int b, out int ¢, out int r)
{a=gxb+rAN0<r<b}

Por conocimientos elementales de mateméaticas sabemos que solo existen dos ntimeros
naturales que satisfacen lo que exigimos a q y 7.

* El maximo de las primeras n posiciones de un vector:

{n > 0 A longitud(a) > n}
fun mazimo (int a] ], int n) return int m
{Vw:0<w<n:m>aw)ABw:0<w<n:m=alw])}

s La precondicién n > 0 es necesaria para asegurar que el rango del existencial
no es vacio. Una postcondicion false solo la satisfacen los algoritmos que no
terminan.

s Notese que la segunda conjuncién de la postcondicién es necesaria. Si no, el
implementador malévolo podria devolver un numero muy grande pero no nece-
sariamente en el vector. Una postcondicién mas sencilla seria.

{m=méx w:0 <w < n:auw|}

= La segunda conjuncién de la precondicion requiere que el vector parametro real
tenga una longitud de al menos n.
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* Devolver un niimero primo mayor o igual que un cierto valor:

{n>1}

fun unPrimo (int n) return int p

{p>nA(Mw:l1<w<p:p méd w#0)}
= ;Seria correcto devolver p = 27

= Noétese que la postcondicién no determina un tnico p. El implementador tiene
la libertad de devolver cualquier primo mayor o igual que n.

* Devolver el menor niimero primo mayor o igual que un cierto valor:

{n>1}
fun menorPrimo (int n) return int p
{p > n A primo(p) AN (Yw : w > n A primo(w) : p < w)}

donde primo(z) = Vw: 1 <w < z:x mbéd w #0)

» Obsérvese que el uso del predicado auxiliar primo(x) hace la especificacion a la
vez mas modular y legible.

= Notese que un predicado no es una implementacién. Por tanto no le son apli-
cables criterios de eficiencia: primo(z) es una propiedad y no sugiere que la
comprobacion haya de hacerse dividiendo por todos los nimeros menores que .

= La postcondicién podria expresarse de un modo més conciso:
p=(minw: w >nA primo(w) : w)
sin que de nuevo esta especificaciéon sugiera una forma de implementacion.

* Especificar un procedimiento que positiviza un vector. Ello consiste en reemplazar
los valores negativos por ceros. Primer intento:

{n > 0 A longitud(a) =n}
proc positivizar (inout int a[ |, int n)
{Vw:0 <w < n:alw] <0—alw] =0}

Lo que conseguimos es una postcondicion equivalente a false.

* Anadimos a la precondicion la condicién a = A que nos sirve para poder dar un
nombre al valor del vector a antes de ejecutar el procedimiento, ya que a en la
postcondicion se refiere a su valor después de ejecutarlo. Segundo intento:

{n > 0 A longitud(a) =nANa= A}
proc positwizar (inout int a[], int n)
{MVw: 0 <w < n:Aw] < 0—afw] =0}

* El implementador malévolo podria modificar también el resto de valores. Tercer in-
tento:

{n > 0 A longitud(a) =nANa= A}
proc positivizar (inout int af |, int n)
{Vw:0<w<n:(Aw] < 0—=alw] =0) A (Alw] > 0—alw] = Alw])}

Estructura de Datos y Algoritmos
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Notas bibliograficas

Se recomienda ampliar el contenido de estas notas estudiando el Capitulo 2 de (Pena,
2005) en el cual se han basado, si bien la notacién para predicados es ligeramente diferente.
También la Seccion 1.1 de (Rodriguez Artalejo et al., 2011).

El Capitulo 1 de Marti Oliet et al. (2012) utiliza la misma notacion de predicados
empleada aqui y contiene numerosos ejemplos resueltos.

Ejercicios

1.

10.

Representar graficamente la relacion P = @) para el siguiente conjunto de predicados:

a) PP=x>0
b) P,=(z>0)A(y>0)
c) Ps=(x>0)V(y>0)
d) PL=y>0
e) Ps=(x>0)A(y>0)

Indicar cuéles de dichos predicados son incomparables (P es incomparable con @ si

P#QyQ# P).

Construir un predicado ord(a,n) que exprese que el vector int a[n| estd ordenado
crecientemente.

Generalizar el predicado anterior a otro ord(a,i,j,n) que exprese que el subvector
ali..j] de int a[n] esta ordenado crecientemente. ;Tiene sentido ord(a,7,6,10)?

Construir un predicado perm(a,b,n), donde a y b son vectores de longitud n, que
exprese que el vector b contiene una permutaciéon de los elementos de a.

Especificar un procedimiento o funcién que ordene un vector de longitud n crecien-
temente.

Especificar un procedimiento o funcién que sustituya en un vector int a[n| todas las
apariciones del valor z por el valor y.

Dada una coleccion de valores, se denomina moda al valor que més veces aparece
repetido en dicha coleccién. Queremos especificar una funcién que, dado un vector
a[n]| de enteros con n > 1, devuelva la moda del vector.

Un vector int a[n], con n > 0, se dice que es gaspariforme si todas sus sumas parciales
son no negativas y la suma total es igual a cero. Se llama suma parcial a toda suma
al0] + - - - + ali], con 0 < i < n. Especificar una funciéon que, dados a y n, decida si a
es o no gaspariforme. ;Qué debe devolver la funcién cuando n = 07

Especificar un algoritmo que calcule la imagen especular de un vector. Precisando,
el valor que estaba en a[0] pasa a estar en a[n — 1], el que estaba en a[l] pasa a estar
en a[n — 2], etc. Permitir el caso n = 0.

Dado un vector int a[n], con n > 0, formalizar cada una de las siguientes afirmaciones:

a) El vector a es estrictamente creciente.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

& o (=

99

~
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.

.

)
)
)
)
)
)
)
)
)
k)

Todos los valores de a son distintos.

Todos los valores de a son iguales.

Si a contiene un 0, entonces a también contendra un 1.

No hay dos elementos contiguos de a que sean iguales.

El méaximo de a solo aparece una vez en a.

El resultado [ es la longitud maxima de un segmento constante en a.

Todos los valores de a son nimeros primos.

El niimero de elementos pares de a es igual al nimero de elementos impares.
El resultado p es el producto de todos los valores positivos de a.

El vector a contiene un cuadrado perfecto.

Especificar una funciéon que dado un natural n, devuelva la raiz cuadrada entera de n.

Especificar una funciéon que dados a > 0 y b > 1, devuelva el logaritmo entero en
base b de a.

Dado un vector int a[n|, con n > 1, expresar en lenguaje natural las siguientes
postcondiciones:

a Fw:0<w<n:aw =2xw)

b w:l<w<n:aw-—1] <afw])
(maxu,v:0 <u<wv<n:alul+ av])
Vw:u<w<
Qw:u<w<
afu])

(Marti Oliet et al. (2012)) Dado x un vector de enteros, r y m dos enteros, y n > 1
un natural, formalizar cada una de las siguientes afirmaciones:

b=
m = (#
m =

& O

= (maxu,v:0<u<v<nA

@

r=mixu,v:0<u<v<n:

)
)
)
) 1
)
)

HNr=Jluv:0<u<v<n:al]—

x[0..n) contiene el cuadrado de un nimero.
r es el producto de todos los elementos positivos en z[0..n).

m es el resultado de sumar los valores en las posiciones pares de z[0..n) y restar

los valores en las posiciones impares.

» 7 es el nimero de veces que m aparece en z[0..n).

(Marti Oliet et al. (2012)) Comparar la fuerza logica de los siguiente pares de predi-
cados:

a

>
Vv

0, Q= r+y=0.
+y2=0.

)

eI vl v

Il
8 8 8 8
v

vV A

) 0, @
) 0vVy >
) 0, Q=a?
d) l1-2>0, Q==

(Marti Oliet et al. (2012)) Especificar funciones que resuelvan los siguientes proble-
mas:

a) Decidir si un entero es el factorial de algiin nimero natural.
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Ejercicios. . . 23

17.

18.

19.

b
c
d

e

Calcular el nimero de ceros que aparecen en un vector de enteros.

Calcular el producto escalar de dos vectores de reales.

Calcular la posicion del méximo del vector no vacio de enteros v[0..n).
Calcular la primera posiciéon en la que aparece el maximo del vector no vacio
v[0..n).

f) Calcular la moda de un vector no vacio de enteros v[0..n).

~— — ~— —

(Marti Oliet et al. (2012)) Especificar una funciéon que, dado un vector de nameros
enteros, devuelva un valor booleano indicando si el valor de alguno de los elementos
del vector es igual a la suma de todos los elementos que le preceden en el vector.

(Marti Oliet et al. (2012)) La formula de Taylor-Maclaurin proporciona la siguiente
serie convergente para calcular el seno de un angulo = expresado en radianes:

oo _1)
seno(x) = Z (2(71_{_)1)' g2t

n=0

Por esta razoén, para aproximar el seno de & con un error menor que un nimero real

" - (=D*  2k+1
positivo € basta encontrar un niimero natural k tal que ‘ R ©

< €y entonces

k—1
senoAproz(z) = Z 2(_1)7;' gt
~ (2n+1)!

Especificar formalmente una funcién que, dados los valores de = y ¢ > 0, calcule el
valor aproximado del seno de x con un error menor que e.

Diremos que una posicién de un vector de enteros es fija si el valor contenido en
dicha posicién coincide con la posicion. Especificar una funcién hayFija que, dado
un vector v[0..n) de enteros estrictamente creciente, indique si hay alguna posicion
fija en el vector.
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