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2 Espacios vectoriales

2.1 Espacio vectorial

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K (en general R o C) es un conjunto V # () sobre el que
hay definidas dos operaciones:

1. Suma:
+:VxV =V
(u,v) —u+v
verificando las siguientes propiedades:
(a) Conmutativa: u+v =v+u, Yu,veV.
(b) Asociativa: (u+v)+w=u+(v+w), Yu,v,we V.
(c) Elemento neutro: Existe 0 € V talqueu+0=0+u=u, Vue V.
(d) Elemento opuesto: Para todo u € V existe —u € V tal que u+(—u) = (—u)+u=20

2. Producto por un escalar:

i KxV —V
(Au) — A-u

verificando las siguientes propiedades:

A(utv)=X-u+tr-v,VAeK, Vu,vev.

Los elementos de un espacio vectorial se llaman vectores.

Un espacio vectorial real es un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los niimeros reales.
Nota: En lo sucesivo, siempre que no haya confusién se omitira el punto () en la operacién

producto por escalar.

Ejemplos

Son espacios vectoriales reales, con las operaciones que se indican, los siguientes:
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2. El conjunto de matrices de dimensién n x m:

Myxm(R) = {A = (aij)1<i<n a0 €ER, 1<i<n, 1 <5< m}
1<i<m

con las operaciones: suma de matrices y producto por niimeros reales.

3. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales en la variable x:

P(R) = {Zakxk :neN, aq € ]R}
k=0

con las clasicas operaciones de suma y producto por nimeros reales.

4. El conjunto de todos los polinomios, con coeficientes reales en la variable x, de grado

menor o igual que n:
n
Pn(R) = {Z arz® :ay € ]R}
k=0

con las mismas operaciones anteriores.

5. El conjunto de todas las funciones reales:
FR)={f: R— R}

con las operaciones: suma de funciones y producto por nimeros reales.

6. El conjunto de todas las sucesiones de ntimeros reales:
S={(zn)peo : zn € R, n>1}

con las operaciones: suma de sucesiones y producto por numeros reales.

7. SiZs ={0,1}, entonces Z3 es un espacio vectorial sobre el cuerpo Zsg, con las operaciones:

0+40=1+1=0, 0+1=140=1 y 0.-0=0-1=1-0=0, 1-1=1

2.2 Propiedades

Si V' es un espacio vectorial, entonces

1. 0-u=0.
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2.4 Caracterizacién de subespacios vectoriales

Si V es un espacio vectorial y S C V, S # (), entonces

(IH)u+veS,Vuves

S es subespacio vectorial de V <=
(2) Aue S,V eKyVueS

Demostracion:

(=) Evidente, pues S es espacio vectorial.

(<) (1) y (2) garantizan que las operaciones estan bien definidas sobre S, al ser éste un conjunto
cerrado respecto de ellas. Ademds, por ser S un subconjunto de V, se verifican todas las
propiedades de la suma y el producto siempre que sea cierto que 0 € S y que el opuesto de
cualquier elemento de S estd en S. Ahora bien, para cualquier u € S,

0=0-ues y —u=(-1)-ues

luego S es un subespacio vectorial de V.

2.5 Corolario

Si V es un espacio vectorial y S C V, S # (), entonces

S es subespacio vectorial de V <= Au+uv e S, VA, u e K, Vu,ve S

Ejemplos

1. En todo espacio vectorial V', el conjunto {0} es un subespacio vectorial llamado subespa-
cio trivial.

2. Sea F(R) = {f : R — R} el espacio vectorial de las funciones reales. Son subespacios
vectoriales:

Si={feFR): f(0)=0} So={f € FR) : f continua}
Sz ={f € F(R) : facotada} Sy ={f € F(R) : f derivable}

y no lo son

Ss ={feFR): f(x) >0, Vo € R} Se={f€FR) : |f(x)| <1, Ve eR}

3. Son subespacios vectoriales del espacio vectorial P(R), de todos los polinomios en x con
coeficientes reales, los siguientes:
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5. El conjunto de soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, A € M, «»(R), es un subespacio
vectorial de R™.

6. Son subespacios vectoriales de Maya(R):

a{(35) mes) 5o{( ) e
s-{(28) )

Sea V un espacio vectorial. Se dice que v € V es combinacién lineal de los vectores
{v1,va,...,vp} CV, siexisten ay, ao,...,a, € K tales que

n
vV = E o;V;
=1

y no lo es

2.6 Combinacion lineal

Ejemplos

1. En R3, para averiguar si el vector v = (1,2,3) es combinacién lineal de vi = (1,1,1),
vy = (2,4,0) y vg = (0,0, 1), se plantea la ecuacién vectorial:

(1,2,3) = a(1,1,1) + $(2,4,0) +7(0,0,1)

que equivale al siguiente sistema de ecuaciones, cuyas soluciones son las que se indican:

a+ 20 =1 a=0
o+ 40 =2 = (¢ pf=1/2
a +v=3 v=3
Luego v = Ovy + %VQ + 3vs, y el vector v es combinacién lineal de {v1,va,v3} (y también
de {VQ, Vs})
. . . -1 0 e,
2. En May2(R), para averiguar si la matriz A = 9 4 es combinacién lineal de A1 =

11 3 2 . N
( 9 9 ) y Ay = ( 3 5 ), se plantea la ecuacién matricial:
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2.7 Dependencia e independencia lineal de vectores

Sea V un espacio vectorial. Se dice que el conjunto de vectores {vi,vo,...,v,} C V es li-
nealmente dependiente si y sélo si existen a1, as,...,qa, € K, con algin «; # 0, tales que
> ov; = 0. En caso contrario, se dice que el conjunto {vi,vs,...,v,} es linealmente

independiente.

Para estudiar si un conjunto de vectores {vy,va,...,v,} es linealmente dependiente o inde-
pendiente, se plantea la ecuacién

n
E a; Vi = 0
i=1

y se estudian sus soluciones. Si admite alguna solucién no nula el conjunto de vectores es
linealmente dependiente, y si s6lo admite la solucién nula es linealmente independiente.

Ejemplos

1. En R*, los vectores vi = (1,0,—1,2), vo = (1,1,0,1) y v3 = (2,1,—1,1) son linealmente
independientes, pues

a+fB+2y=0
avy + vy + vy =0 = L ﬁt 3?8 —a=0=v=0

20+ 0+ v=0

2. En R*, los vectores v1, va, y v3, del ejemplo anterior, y v4 = (1,0, —1,4) son linealmente

dependientes, pues

a+pf+2y+ 6=0 a= -2t
B+ =0 =t
pu— R
avi + fBve+yvy3+ vy =0 = —a y— 5=0 — y=t , b€
20+ B+ y+45=0 §=t
que admite soluciones no nulas. Por ejemplo, para t = —1, 2vy +vo — vy — vy = 0.

2.8 Propiedades

En un espacio vectorial V' se cumplen las siguientes propiedades:

1. {v} linealmente dependiente <= v =0

O N~ A —~T7 A

Cartagena

1. 1 R 1 1.
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2.9 Lema

Si V' es un espacio vectorial y A = {vq,...,v,,} C V, entonces

L(A) = {i (S AN TS K}

es un subespacio vectorial de V', que se llama subespacio generado por A. El conjunto A se
llama sistema de generadores de L(A).
Demostracién: Siu= ", a;v; € L(A), v=> " Bivi€ L(A), y A\, u € K, entonces

m

X+ pv = (A + pfBi)vi € L(A)
i=1

Ejemplos
1.SiV=Ry A= {v; =(1,0,1),vo = (1,1,—1)}, entonces
LA ={v=avi+pvy: a,feR}={v=(a+05,0,a—0) : a,f € R}

Las ecuaciones

r=a+p
y=p ; a,ER
z=a—0

se llaman ecuaciones paramétricas de L(A). Las ecuaciones paramétricas son utiles
para obtener, ddndo valores reales a los parametros o y (3, los diferentes vectores de L(A).
Asi, por ejemplo, para @« = 2 y = —1 se obtiene el vector v = (1,—1,3) € L(A).
Eliminando parametros en las ecuaciones paramétricas, se obtiene:

r—2y—z=20

que se llaman ecuaciones implicitas de L(A) (en este caso sélo una). Las ecuaciones
implicitas son ttiles para comprobar si un determinado vector pertenece a L(A) (el vector
debe verificar todas las ecuaciones). Por ejemplo, el vector (3,1,1) € L(A) pues 3—2-1—1 =
0, y el vector (—1,2,1) ¢ L(A), pues =1 —2-2—1#0.

2. En R, las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio generado por
A={vi=(1,-1,1,-1),vo = (1,2,-1,3)}

son

.21?12054-5
!ZEQ:—O("‘Q,@ . a.BER :{x1—2x2—3x3:0

Ta=o—1013 1 — 270 — s =10
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2.11 Proposicion

Sea V' un espacio vectorial y {vy,...,v,,} C V. Si v, es combinacién lineal de {vy,...,V;—1},
entonces

L{{vi,...,vin}) =L{{vi,.- o, Vin—1})

Demostracién:
(D) SiveL({vi,...,vip—1}), entonces

m—1

m—1
v = Z oV = Z a;ivi+0vy, € L{vi,...,Vin})
=1 =1

(C) Sea vy, = ' Bivi. Siv € L({v1,...,Vim}), entonces

m—1

m m—1 m—1
VvV = ZO@VZ‘ = Z Vi + Qup Z ﬁivi = Z (Oéi + amﬁi)vi €L ({Vl, e ,mel})
i=1 i=1 i=1

i=1

2.12 Base de un espacio vectorial

Se llama base de un espacio vectorial (o subespacio vectorial) a cualquiera de sus sistemas de
generadores que esté formado por vectores linealmente independientes.

2.13 Teorema de la base

Todo espacio vectorial V' # {0} (o subespacio vectorial) con un sistema de generadores finito
posee al menos una base.

Demostracién: Sea A,, = {vi,..., vy} un sistema de generadores de V. Si A,, es linealmente
independiente, entonces B = A,, es una base de V. En caso contrario habrd un vector, que se
puede suponer v,,, que es combinacién lineal de los restantes, por lo que

V=L(An)=L(An-1) con Ap_1={vi,...,Vim_1}

Si A,,_1 es linealmente independiente, entonces B = A,,_1 es una base de V. En caso contrario,
se repite el razonamiento anterior hasta llegar a algin A; = {v1,...,v;} que sea linealmente
independiente y que serd la base.

El final del proceso anterior estd asegurado pues, en el peor de los casos, después de m — 1 pasos
se llegaria a A; = {v1} con vi # 0 (pues L(A;) =V # {0}), y este seria la base.

2.14 Coordenadas respecto de una base
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2.15 TUnicidad de las coordenadas

En un espacio vectorial, las coordenadas de un vector respecto de una base finita son tinicas.

Demostracién: Si B = {vy,...,v,} es una base de V, y v € V, entonces
v=(x Tp)p = D rq TV -
{ — b tIB T L=l T :Z(xi—azé)vi:0:>xi:x;,1§i§n
V= (2], T) g = D TV

i=1
yva que los vectores de B son linealmente independientes. Luego las coordenadas de cualquier

vector respecto de la base son tnicas.

2.16 Bases usuales
En cada uno de los siguientes espacios vectoriales, la base usual es la que se indica:
1. En R™,
B. = {e1 =(1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =(0,0,0,...,1)}
que también se llama base candnica.

2. En My xm(R), B =

1 0 0 o1 - 0 0 0 0

00 --- 0 00 --- 0 0 0 0
= E1: : : : 7E2: . : : 7"'7En-m:

0 0 0 0 0 0 00 1

3. En P,(R),
B = {1,m,:1;2,...,:n"}

Siempre que no haya confusion, se suele omitir la indicacién de la base en la expresién de las
coordenadas respecto de las bases usuales.

2.17 Uso de operaciones elementales para obtencién de bases

SeaV=R"y A={vy,...,vp} CV. Sise representa también por A la matriz cuyas filas son
los vectores de A, y A, es una matriz reducida de A, entonces una base de L(A) estd formada por
los vectores correspondientes a las filas no nulas de A,.. Si la matriz reducida que se considera
es la escalonada, la base que se obtiene es la més sencilla posible.

Todo lo anterior es icualmente valido cuando V_es un espacio vectorial arbitrario con base
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y B={u; =(1,3,4),us = (0,1,1)} es una base de L(A). Para hallar las coordenadas del
vector v = (2, —1, 1) respecto de dicha base, se procede asi:

o =2
v =au; + fuy = (2,—-1,1) = a(1,3,4) + 5(0,1,1) = < 3a+4=-1 :>{ a=2

de donde v = 2u; —7Tuy = (2, —7)p. En referencia a esta base, las ecuaciones paramétricas
e implicitas de L(A) son:

T=«
y=3a+06 ;a,fER — zx4+y—2=0
2 =4a+ 3

2. Antes de proceder a hallar una base del subespacio generado por
A= {p1 —1—a3py=x—a2>ps=1—2,ps = 1+x—2x3} C P3(R)
se expresan los vectores (polinomios) respecto de la base usual:

A - {pl - (170707_1)71)2 == (07 1707 _1)7p3 = (17 _17070)7p4 == (17 1707 _2)}

Entonces
1 0 0 -1 1 00 -1 1 00 -1
0 1 0 -1 . 010 —1 . 010 —1
1 -1 0 0 010 -1 0 00 O
1 1 0 -2 010 -1 000 O
y una base de L(A) es:

B={q =(1,0,0,-1)=1-2%q=(0,1,0,—-1) =2 — 2%}

Para hallar las coordenadas del polinomio p = —1 + 2z — 23 = (—1,2,0, —1) respecto de
dicha base, se procede asi:

o =-1
8=2 a=-—1
p ( 72707 ) a( 70707 >+ﬂ(07 707 )j 0:0 :> 522
—a—f=-1
de donde p = —ar+2ds = (—1.2)». FEn referencia a esta base. v representando 1un
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3. Antes de proceder a hallar una base del subespacio generado en Mayxo(R) por A =

1 -1 00 2 -2 -3 3 -1 1
S o o) e () e (6 2 (57 5) e (501))
se expresan los vectores (matrices) respecto de la base usual:

A= Ml = (1,_1707 _1)7M2 = (0707 17 1)’M3 = (25 _2,27_2)7M4 = (_3737573)5
N M5 - (_1717371)

Entonces
1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0 O
0 0 1 1 0O 0 1 1 0O 0 1 0 0O 0 1 0
2 -2 2 21— |0 0 2 0]—1]10 0 0 1 — |0 0 0 1
-3 3 5 3 0O 0 5 0 0O 0 0 O 0O 0 0 O
-1 1 3 1 0O 0 3 0 0O 0 0 O 0O 0 00

y una base de L(A) es B =

{N1:(1,—1,0,0):<(1) _01>,N2:(0,0,1,0):<(1) 8),%:(0,0,0,1):(8 (1))}

Puesto que la base se ha obtenido llegando hasta la matriz escalonada, ahora es mucho
mas facil obtener las coordenadas de una matriz respecto de ella. De esta manera

M= (?), :;) —(2,-2,3,-2) = 2N, + 3Ns — 2N3 = (2,3, ~2)5

En referencia a esta base, y representando una matriz arbitraria por

a b
M = (c d> = (a,b,c,d)

las ecuaciones paramétricas e implicitas de L(A) son:

|
Q

Iga;a,ﬁ,'yGR = a+b=0
Y

SN
I
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Para que una combinacién lineal de los vectores de A sea igual al vector cero, se ha de cumplir:
n+1
dicy aina; =0
+1 +1 +1 +1 n+1 _
n n n n Zi:l Qo = 0
E ou; = E a;104, E A 200G, ..., E ainoy; | =0 <= .
i=1 i=1 i=1 i=1 +1 .
n
Yoty appo =0
que es un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con n + 1 incégnitas, y tiene por tanto
infinitas soluciones (aq, v, ..., ant1) # (0,0,...,0). Luego A es linealmente dependiente.

2.19 Teorema del cardinal o de la dimension

Todas las bases de un espacio vectorial V' # {0} tienen el mismo nimero de elementos (cardinal).
Demostracién: Sean By = {vy,...,v,} y Bs = {uy,...,u,} dos bases de V. Puesto que By
es base y B3 es linealmente independiente, m < n, y puesto que B> es base y B es linealmente
independiente, n < m. Luego m = n.

2.20 Dimensién de un espacio vectorial

Se llama dimensién de un espacio vectorial V' # {0}, que se representa por dim V', al cardinal
de una cualquiera de sus bases. La dimensién de V' = {0} es cero.

Observacion: Una base de un espacio vectorial V' # {0} de dimensién n estd formada por
cualesquiera n vectores linealmente independientes.

2.21 Teorema de extension de la base

Sea V' # {0} un espacio vectorial de dimensién n y A = {vy,...,v,} C V un conjunto li-
nealmente independiente de r < n vectores. Entonces existen {v,i1,...,v,} C V tales que
{Vi,.. ., Vp, Vpy1, ...,V } es base de V.

Demostracién: Puesto que A es linealmente independiente y su cardinal es r < n, A no
es sistema de generadores de V, luego existird v,11 € V tal que v,41 ¢ L(A). Entonces
Ay = AU{v,41} es linealmente independiente.

Sir+1 = n, A; es base. En caso contrario, se repite el proceso anterior para obtener As
linealmente independiente con r + 2 vectores, y asi sucesivamente.

2.22 Interpretaciéon geométrica de subespacios
Sean V =R"™ y S C R” es un subespacio vectorial.

1. SidimS =0, 5 ={0} es un punto (el origen)
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6. Si dim.S =n, S = R" es todo el espacio.
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2.23 Suma e interseccion de subespacios

Si Sy T son dos subespacios vectoriales, de un mismo espacio vectorial V', se define su inter-
seccién y suma como

SNT={veV:veSyveTl} y S+T={u+veV:ueSyveTl}
respectivamente. Los conjuntos S NT y S + T son subespacios vectoriales.

Ejemplo

Sean S = {(2,9,2) : y=0} y T = {(z,y,2) : * — 2z = 0} dos subespacios vectoriales de R3.
Los vectores de S N1 son aquellos que estan S y T, por lo que sus ecuaciones implicitas son la
union de las de ambos subespacios. Por lo tanto, las ecuaciones y una base de S N7 son

_0 r=a
{Za/;:z—o = y=0 ; a€eR = Bsar=1{(1,0,1)}
z2=«

Un sistema de generadores de S + T es la unién de una base de S con otra de T'. Puesto que
Bs ={(1,0,0),(0,0,1)} y Br ={(0,1,0),(1,0,1)}, entonces

- BS+T = {61,62763} - S—FT:R?’

_ o O

o = O O

_ o = O
l

o O O =

o O = O

S = O O

Se puede observar que la representacién de un vector de S + T como suma de un vector de Sy
otro de T no es tnica. Por ejemplo,

u=(1,1,1)=(1,0,1) + (0,1,0) = (3,0,3) + (—2,1,—2)
siendo, en cada suma, el primer vector de S y el segundo de T

2.24 Suma directa de subespacios

Si S y T son dos subespacios vectoriales, de un mismo espacio vectorial V', se dice que S+ T es
suma directa de los subespacios S y T', que se representa por S @ T, si es Unica la expresion
de cada vector de la suma como un vector de .S mas otro de 7T'.

2928 (Caracterizacidn_de 1a s1aima directa

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

T T = T T

de donde vi = vy y w1 = wo, y la suma seria directa.
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2.26 Formula de la dimension
Sean S y T subespacios vectoriales de un espacio vectorial V' de dimensién finita. Entonces
dim(SNT)+dim(S+7T) =dim S + dimT
Demostraciéon: Sidim S =n, dimT =m, dim(SNT) =ry {vi,...,v,} es una base de SNT,
usando el teorema de extensién de la base, sean
Bs ={vi,...,Vi, Vei1,..., Vp} y Br={vi,. .., Vo, Wyp1, ..., W }

bases de S y T, respectivamente. Para demostrar la férmula de la dimensién, es suficiente
demostrar que
B={vi,. .., Vi, Vii1, oo, Vi, Wrg 1y e oo, Wi}

es una base de S' 4+ T'. En primer lugar, B es linealmente independiente:

Zalvz—I— Z Biw; =0 = Z Biw; = ZamESﬂT — Z ﬁjwj:Zﬂjvj
j=1

j=r+1 Jj=r+1 i=1 j=r+1
g ZBJVJ— Z Biw;j=0 = f;=0,1<j<m = f;=0,r+1<j<m
j=1 j=r+1

pues Br es base de T, y entonces

n
Zam:o = o;=0,1<:<n
i=1

pues Bg es base de S. Finalmente, B es sistema de generadores de S + 7T, puessiu € S+ T

entonces
u—Zam+Zﬁzvz+ S o= et At Y awit 3 B
i=r+1 =1 i=r+1 i=r+1
Ejemplo

En R* se consideran los subespacios vectoriales
S=17L({(1,0,-1,2),(0,1,1,0)}) vy T=L({(1,0,1,-1),(0,1,-1,3)})
Puesto que

/1T 0 —1__ 2\ /1 0 —1 2\ /1 0 —1 92\
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— —
L T4 =20 — 3y
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Usando la férmula de la dimensién, dim(SN7T) =2+ 2 — 3 = 1. Las ecuaciones implicitas de S
y T son

r1T =«
_ ) x=p ) x1— T2+ 23 =0
T4 = 2¢x0
r1 =«
_ ) m=p _ r1—x2—23=0
T = vs=a—f o, ER = {$1_3x2+$4:0
x4:—a—|—3ﬁ

y las ecuaciones y base de S NT son

T —x9+x3=0 T =«
201 —x4 =0 T =2 =0 To = «
1 —{ 29—y =0 = ;a0 € R= Bgnr = {(1,1,0,2)}
:L'l—:EQ—ZEg:O e =0 1'3:0
1 =32+ 24 =0 37 T4 = 2o

2.27 Subespacios suplementarios

Dos subespacios S y T de un espacio vectorial V' se llaman suplementariossi V =S¢ T.
SiSeT =U ¢V, sedice que S y T son suplementarios en U.
SiV=S5a¢T, entonces dimV = dim S + dim7T. Ademas,

Vi,V base de S
{ }V1+1 r\}/} base deT :>{V1’"'7VT7VT+17~--,V17,} base deV
r+1,--+3,Vn
y también:
fyeoved basede 3 = L({v v, }) es suplementario de S
{V17"'av7“7v7“+17"'7vn} baSedeV 41y Vn p

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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