TEMA 3: ESTIMACION PUNTUAL.

3.1.- FUNDAMENTOS.

La inferencia estadistica proporciona un método objetivo que establece reglas
base para criticar, rechazar y aceptar "items" de informacion cientifica cuando
prevalecen condiciones de incertidumbre. De esta forma, se pueden extraer conclusiones
(con incertidumbre valorada mediante probabilidad si se aplican principios y reglas
objetivables) sobre una poblacion utilizando como “materia prima” la informacion
muestral. Una inferencia es una extension de lo particular a lo general. La inferencia
inductiva es un proceso con riesgo ya que una inferencia inductiva exacta es imposible.
Una clara aplicacién se tiene sobre la realidad econémica de la que se estudian
problemas concretos para mejorar el conocimiento de ciertas poblaciones (grandes
grupos de individuos, miles o millones) mediante encuestas que recogen informacion de

una muestra (pequefios grupos de individuos extraidos de la poblacion, cientos).

Los procedimientos empleados pueden clasificarse en funcion del objetivo de la
inferencia en métodos paramétricos (se desea evaluar los parametros poblacionales
desconocidos) y métodos no paramétricos (se desea conocer otra caracteristica de la
poblacién). Los procedimientos empleados pueden clasificarse segin la técnica
inferencial en Estimacion y Contraste de Hipdtesis. La Estimacién asigna valores a
parametros: si asigna un anico valor es Estimacion Puntual y si asigna un intervalo es
Estimacion por Intervalos. El Contraste de Hipdtesis establece una regla de rechazo o
aceptacion de cierta afirmacion o hipotesis, sobre los parametros poblacionales o sobre
otro aspecto poblacional no paramétrico, mediante prueba basada en informacion
muestral. Los procedimientos empleados pueden clasificarse segin el tipo de
informacidn que utilizan en métodos clasicos (los parametros se consideran valores fijos
pero desconocidos) y métodos bayesianos (los parametros se tratan como si fueran
variables aleatorias).
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Se pretende asignar un valor a un parametro poblacional. El parametro es un
valor representativo de una poblacion (vision generalista o descriptiva). Desde una
visibn mas formal o inferencial, es un valor que define una familia de objetos
matematicos 0 modelos de probabilidad. Esto es, es un valor asociado a la poblacién,
entendida como variante, que permite fijar el modelo estocéstico. Hay modelos con un
pardmetro (uniparamétrico) como B(1,p), ¥°n t» 0 Poisson A; modelos con dos
(biparamétricos) como B(n,p), U(a,b), N(u,0) o Fnn; ¥ modelos con mas de dos

parametros.

Para conocer el parametro se utilizan los estimadores. El Estimador sera un
estadistico (cualquier funcion muestral) dedicado al conocimiento de un parametro
poblacional desconocido (Util para estimar). El parametro es una caracteristica de la
poblacion, la informacién sobre la poblacién se “transmite” a la muestra mediante el
proceso de muestreo, la muestra es resumida (manteniendo la informacién “relevante” o
importante) por el estadistico, el estadistico seleccionado por sus cualidades se emplea
para estimar y se denomina estimador. De esta forma, pardmetro y estimador estan

“conectados” o relacionados.

Ademas, se tiene que el estimador sera una variable aleatoria antes de obtener la
muestra concreta (a priori) y sera un valor o concrecion de la variable aleatoria después
de obtener la muestra (a posteriori). En la gran mayoria de las ocasiones los parametros
poblacionales a estimar son, como es logico, los mas importantes: la media y la
varianza. Por ello, parece de sentido comun que la media muestral, la varianza muestral
y la cuasivarianza muestral sean estadisticos relevantes (por analogia) o estadisticos
estimadores cuya distribucion de probabilidad en el muestreo necesita ser conocida por
su amplia utilizacion (por eso se estudia en el tema anterior). Asi se pueden plantear las

siguientes estimaciones puntuales:

Parametro . . .,
. Estimador Estimacion
poblacional
n n
A A !

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta E1d

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y serd retirada.



Para la eleccion de estos estimadores puntuales la base ha sido, principalmente la
intuicion y la posible analogia de los pardmetros poblacionales con sus correspondientes
valores muestrales, pero éste no serd el método mas adecuado para la obtencién de
estimadores puntuales, aunque en este caso se obtienen estimadores satisfactorios para
los parametros poblacionales. En general, el problema de obtener estimadores puntuales
no sera tan sencillo, por ello se emplean las propiedades que serian deseables que se
cumplieran por los diferentes estimadores puntuales obtenidos, aunque no existe un
mecanismo 0 método Unico que nos permita obtener el mejor estimador puntual en

todas las circunstancias.
Resumiendo, el proceso de estimacion puntual seria:

1.- Se tiene una poblacion que presenta parametro o parametros desconocidos
(por ejemplo una poblacion normal de media desconocida y varianza 4).

2.- Se plantea asignar un Unico valor al pardmetro o parametros desconocidos

(por ejemplo interesa dar un unico valor a la media poblacional).

3.- Se planifica un muestreo probabilistico, en este curso siempre m.a.s., para

obtener una muestra X (Xj,....,X,) (por ejemplo m.a.s. de tamafio “4”).

4.- Se selecciona con algun criterio un estadistico estimador é(xl,....,xn) que a

priori es una variable aleatoria (por ejemplo la variante media muestral).

5.- Se obtiene la muestra concreta X(X,,....,X,)tras efectuar el muestreo (por

ejemplo X1=1, Xo=1, X3=2, X4:2).

6.- Se sustituye en el estadistico estimador la muestra obtenida é(xl,....,xn) que

a posteriori es una concrecion o suceso denominado estimacion puntual (por ejemplo la

y:%:m)_

7.- Esa estimacion puntual es el valor concreto que se asigna al parametro
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desconocido del verdadero valor del parametro poblacional (segun el enfoque de la

inferencia clasica).

Para conseguir, al menos, una técnica objetiva y “buena” de estimacién puntual
se debe garantizar que los estadisticos estimadores cumplen propiedades deseables. Por
eso se estudian las propiedades adecuadas para los estimadores: insesgo (el estimador en
media es el pardmetro a estimar o esperanza del estimador coincide con el valor del
parametro desconocido), eficiencia (el estimador tiene poca variabilidad o minimizacion
de la varianza del estimador), consistencia (estimaciones mejores cuanto mayor sea el
nimero de unidades observadas o convergencia en probabilidad), suficiencia (el
estadistico contiene toda la informacién muestral relevante respecto del pardmetro
desconocido), robustez (cambios en las hipotesis de comportamiento poblacional no
afectan al estimador), etc.

Ahora bien, ;como seleccionar los estimadores mas adecuados para luego
evaluar sus propiedades?. Cualquier funcién de la muestra es un posible estimador y son
infinitas las posibilidades. El problema es mayor cuando existen muchos estimadores
que puedan ser “objeto de estudio”. El criterio de “analogia” tiene una débil
justificacion formal. Deben emplearse métodos para construir a priori buenos
estimadores (s6lo el mejor 0 unos pocos mejores), aunque a posteriori se compruebe si

cumplen las propiedades deseables.

Conclusién: se necesita disponer de métodos objetivos para construir
estimadores que permitan obtener, de entre los infinitos estimadores, los mas
razonables. Los métodos propuestos suministraran unos estimadores que cumpliran, al
menos, ciertas deseables propiedades. Existen varios métodos de estimacion, entre ellos:

momentos y maxima verosimilitud.

3.2.- METODRQ DE | OS MOMENTOS
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y aplicable a muchas situaciones. A veces puede llevar a resultados incompatibles con la
poblacion estudiada dado que no utiliza toda la informacion del modelo poblacional.

Método. EI método consiste en establecer una igualdad entre momentos
muestrales y poblacionales (respecto del origen). Los momentos poblacionales, en
general, estaran en funcion de los parametros desconocidos. Se plantean tantas
ecuaciones como incognitas (niUmero de parametros poblacionales desconocidos) con el
fin de llegar a un sistema de ecuaciones completo compatible que permita obtener la

estimacion de los parametros como resultado del sistema de ecuaciones.

a,(6,...6)=2a

a,(6,...6,)=4a, (@)
e B

.(6,....6,) =8,

Justificacion. Este procedimiento de estimacion se justifica, siguiendo el
teorema de Kintchine, por la convergencia en probabilidad de los momentos muestrales
a los poblacionales (supuesta la i.i.d. de las variantes que se tienen en los elementos de
la muestra) y en que los momentos muestrales respecto del origen son estimadores

insesgados de los momentos poblacionales respecto del origen.

Propiedades. En cuanto a las propiedades del estadistico estimador es claro que
si se estima un momento respecto del origen de la distribucion poblacional se llega a
que el estimador es insesgado. Por el mencionado teorema de Kintchine, si se estima un
momento respecto del origen de la distribucion poblacional se tienen estimaciones

consistentes y con el teorema de Lindeberg-Levi se comprueba la normalidad asintética.

Si se considera en general (no necesariamente estimando un momento
poblacional), los estimadores son consistentes pero no son centrados (insesgados) ni de

varianza minima.

La mayor ventaja es su simplicidad. La mayor desventaja es que no considera

toda la informacidn disponible sobre la distribucion poblacional y sobre la muestra (s6lo
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EJEMPLO.

Hallar, por el método de los momentos, el estimador del parametro 8 de una
poblacion, supuesto que se extrae una m.a.s. de tamafio “n”, sabiendo que la funcién de

o
W X20,9>0.

Como sélo hay un parametro desconocido se plantea una ecuacion con una

densidad poblacional es: f(x)=f(x,0)=

incdgnita: primer momento poblacional con respecto al origen (que es funcién de 8) se
iguala a primer momento muestral con respecto al origen).

9 1
0 g1 "
11

o (0) = '[r:x

Al despejar se obtiene el estimador 4= HL +1.

2%

i=1

3.3.- METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD.

Verosimilitud. Conviene introducir el concepto de verosimilitud y la funcion de

verosimilitud como instrumento basico para inferencias en grandes muestras.

La verosimilitud indicara la confianza que se tiene en la estimacién o inferencia
sobre un parametro atendiendo a la informaciéon contenida en la muestra (segun la
funcién de verosimilitud) y considerando que habitualmente sucede lo més probable.
Con base en el conocimiento que se tiene (0 se supone valido) de la distribucién de
probabilidad poblacional se construye la funcion de verosimilitud para expresar
mediante ésta la posibilidad u orden de preferencia en cuanto al valor concreto que
pueda tomar el parametro desconocido.
Fn el casn diccreta se obtiene 1a fiincidn de verosimilitiid coma nrohahilidad de
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L(@; X =x)=L(0/ X =x)=kP(@] X =X).

La probabilidad de la muestra es

P(X =x) =P(X; =x%)-P(X, =X%)-..P(X,=X,) :HP(Xj = Xj) :HP(QZ = Xj)
j=1 j=1
y la funcién de verosimilitud (eliminando la constante del efecto escala o unidades

muestrales) es
L(X,...x,, 0)=P(&=x,0)- P(¢=x,,0)-... -P(£=x,,0)

(6%, 8) = [ [P = %,6)

En el caso continuo, se obtiene la funcion de verosimilitud como densidad de la
muestra pero “entendida” como funcién del parametro (la variable de la funcion es el
parametro). Dada una m.a.s. X(Xs,Xa,...,Xn) Y la funcién de densidad poblacional f(x,&)

se llega a una funcion de verosimilitud definida como proporcional a la densidad de

aparicion de la muestra condicionada al pardmetro
L(@; X =x)=L(@A/ X =x)=k-f (8] X =X).

La densidad de la muestra es
Fe (%) = F, (0) Fi, (%) (6) =T fie, (%) =TT (%)
j=1 j=1

y la funcién de verosimilitud (eliminando la constante del efecto escala o unidades
muestrales) es
L%y, 0X, 0) = fAx, 8) - (X, 0)- ... - fAx,, 0)

L%, X, 6)=f[f§(xi,¢9)

En el caso discreto, la probabilidad muestral (probabilidad de una muestra
concreta) se obtiene en muestreo aleatorio simple como producto de las probabilidades
de cada elemento muestral (probabilidad de un elemento muestral concreto). En el caso

continuo se utiliza los valores referidos a la funcidn de densidad
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Omv

Ante una muestra concreta, permite elegir o indicar preferencia entre dos
parametros: 6, - 6, si L(6,/X)>L(6,!X).

De hecho, toda la informacion relevante de la muestra que permite elegir entre
dos parametros se encuentra en la razén de verosimilitud o cociente de las
verosimilitudes (se elimina el efecto escala o unidades de los elementos muestrales que
aparece al incorporar los valores muestrales obtenidos):

LG, /X)

AX) = L&,/ X)’

Si A(X) >1 se prefiere el parametro del numerador, si A(X) <1 se prefiere el

parametro del denominador, y si A(X) =1 hay indiferencia (no preferencia).

Con grandes muestras, tal como se tienen en muchos casos empiricos reales, la

verosimilitud tiene intuitivamente mucha importancia.

Idea intuitiva. Habitualmente sucede lo méas probable, con lo que la muestra
concreta se “ha obtenido” porque presentaba la maxima probabilidad. De forma maés
intuitiva se puede decir que “habitualmente sucede lo mas probable” y se tienen o dan
los “valores muestrales mas probables” (cuanto mayores sean los tamafios muestrales

mejores serdn las estimaciones ya que “pesa” mas la muestra y mas “adecuada” sera

AntA iAdlAA Tab b AN
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poblacional se construye la funcién de verosimilitud para expresar mediante ésta la
posibilidad u orden de preferencia en cuanto al valor concreto que pueda tomar el

parametro desconocido.

Método. EI método consiste en obtener el valor del pardmetro (dentro del
espacio paramétrico) que maximiza la funcion de verosimilitud. Para facilitar los
calculos se recurre al logaritmo neperiano de la funcion de verosimilitud (denominado
funcion soporte) ya que, aunque proporciona un maximo distinto, éste se encontrara en

el mismo punto (o valor estimador del parametro):

InL(&; X) = maxIn L(6; X).

En la préactica es més facil maximizar el logaritmo de la funcion de verosimilitud

(maximizar la denominada funcién soporte).

En resumen: se parte de una muestra (m.a.s.) y de una poblacién con funcion de
probabilidad conocida, se construye la funcion de verosimilitud, se toman logaritmo y
se halla la funcion soporte, se busca el valor del pardmetro que hace maximo el valor de
la funcion (si diferenciable condiciones de primer y segundo orden). Ese valor del
parametro es el estimador si se deja en funcién de los valores muestrales y es la

estimacion puntual si se sustituyen los valores concretos de la muestra dada.

Justificacion. Este procedimiento de estimacién se justifica por el principio de
verosimilitud. El principio de verosimilitud mantiene que las inferencias sobre el
parametro efectuadas con la muestra son las mismas que las realizadas con la funcién de
verosimilitud y que el célculo de esta funcion de verosimilitud supone una reduccion del

espacio muestral.

Propiedades. EI método de maxima verosimilitud tiene gran importancia debido
a las adecuadas propiedades asintGticas que presenta. Esto es, con grandes muestras, tal
como se tienen en muchos casos empiricos reales, los estimadores de maxima

verosimilitud tienen interesantes propiedades. Son asintoticamente insesgados Yy
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EJEMPLO.

Hallar, por el método de mé&xima verosimilitud, el estimador del parametro 8 de
una poblacién, supuesto que se extrae una m.a.s. de tamafio “n”, sabiendo que la
0

funcion de densidad poblacional es: f(x)=f(x,0) = W x>0, 6>0.

Para obtener el estimador se comprueba que en el enunciado se da m.a.s. y
funcion de probabilidad poblacional conocida (en este caso funciéon de densidad por

ser variante poblacional continua).

Se construye la funcion de verosimilitud y se toman logaritmo para hallar la

funcidn soporte n 9"
L%, 0) =] ] f(x.0)=—
i=1

[T@+x)"

i=1

LnL(X,...,X,, 8) =nLn@—(1+ 9)2 Ln(L+x;)
i=1

Se busca el valor del parametro que hace maximo el valor de la funcion
(primera derivada respecto al parametro igual a cero y segunda derivada respecto al

parametro “evaluada’ menor que cero)

ANLG % 8) NSy sy )=0

09 0 ‘I
N S N
> Ln(l+x)
i=1
2
o°Ln L(xl,z...,xn, 9) __" )
09 o O

Ese valor del parametro es el estimador ya que se deja en funcion de los valores
muestrales. Si tuviéramos muestra concreta dada se llega a la estimacion puntual

sustituyendo.
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probabilistico de éstos pero no permiten efectuar ninguna afirmacion sobre las
estimaciones particulares). Esto es debido a la aleatoriedad del muestreo y al caracter
siempre desconocido del verdadero valor del parametro poblacional (segun el enfoque
de la inferencia clasica). En el tema de estimacién por intervalos se propondra una
solucion a este problema: cada estimacién puntual se debe acompafiar de un intervalo de

confianza.
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