CALCULO I ( 1° GIEAI). CURSO 2014-15.
SOLUCIONES del EXAMEN Bloque 3 (22 de diciembre de 2014)

1. Determina el valor de f0+oo e %dx.

Ver ejercicio 1 (b) de la hoja de problemas. Hay que utilizar la técnica de integracién por partes
dos veces para obtener

+oo
/ r’e Pdr = lim [—e "(z® + 2z + 2)}3 = lim (—e “(2? + 22 +2) — (=2)) =2
0

b— o0 b— o0

1
2. Calcula la transformada inversa de Laplace £7! S .
s —s2+35—3

Ver ejercicio 4, apartados (a), (b), (¢) o (d) de la hoja de problemas. La solucién pasa por descompo-

ner la funcién racional como suma de fracciones simples; se tiene que s® —s2+3s—3 = (s—1)(s*>+3),
de modo que la descomposicién es de la forma

s+1 A +Bs+CiA(52+3)+(Bs+0)(5—1)
3 —s2+35—-3 s—1 s2+3 (s —1)(s2+3)

Los valores A, B y C son la solucién del sistema de ecuaciones que se obtiene al igualar entre si los
coeficientes de las potencias de s homologas de los polinomios de los numeradores de las fracciones
que hay en los extremos de la expresién anterior. Se tiene

1 s+1 B 1/2 —s/24+1/2
£ (83—82+38—3)£ (3—1 +L 5243 '

Ahora, usando la tabla de transfrmadas inmediatas

-1 s+1 B let B cos(v/3t) N sin(v/3t)
8 —s2+3s—-3) 2 2 2v3

“+o0
2
3. Calcul ible, 1 del —
alcula, SleSpOSI e, la suma de aserlez 2+2n

Ver ejercicio 7, apartados (b), (g), (j) o (k) de la hoja de problemas. La serie converge porque
+oo +oo
2
Z — <2 Z — < 00. Ademsds, haciendo la descomposicion en fracciones simples se tiene
n? +2n —n?

2 1 1

n2+2n n n+2

de modo que

@2 X1 1
ZnQ—I—Qn_,nZ:()(nn—l—Q)

n=1
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+oo 23n+5

4. Determina si la siguiente serie es o no convergente

n
n=1 n
Ver, por ejemplo, el ejercicio 10, apartado (i) de la hoja de problemas. Al aplicar el criterio de la
237z+5 Q%i 23 ;l
raiz: 1im,, oo — = lim,, oo —5— = lim, o —— = 0 se deduce que la serie es convergente.

+o0
xz—2)"
5. Determina el intervalo de convergencia de la serie de potencias Z %

n=1
Si es posible, calcula su suma (en funcién de x) alli donde la serie converja.
Ver, por ejemplo, el ejercicio 12 apartado (j) (convergencia) y el ejercicio 5, apartados (a), (d), (e),

T —

(h) o (i) de la hoja de problemas. La serie es una serie geométrica con r = —— ¥ converge si, y
s6lo si |r| < 1, es decir, hay que analizar
r—2

7

‘ <l& -5<zr<9
Ademds, en caso de ser convergente, su suma es

Ji(x—%”_ L;Q z—2

2 — —
— " 1—””7 99—z

6. Utiliza la transformada de Laplace para resolver el siguiente problema de valor inicial:

' =2x+ et — 4t
z(0) = -1

' =2x+ e — 4t

&
H\
I

28(x) + £(e?t) — 4L(2)
1 4i

5—2 (5—2)2_432(5—2)

1 1 1 1 2
L(x) =— — -+ =
(=) 572+(572)2 372+s+32

2 1 1 2
=S ey s T e

2(t) = —2e +te? + 14 2t

7. Dadas las siguientes series:

oo (o)

0 | _1\n _1\n
W oSyene™ gy o Ctm s e D
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oo

1 —1)"n
y como Z —375 converge tenemos que Z )
n

\/n5 + n?

converge absolutamente.

(iii) La serie Z

convergencla de estas series:

1 es convergente ya que es una serie alternada que cumple el criterio de
n

1
La sucesién {17} tiene limite 0 y es decreciente para n > 2.
nlnn

Para comprobar si converge o no absolutamente empleamos el criterio de la integral para

oo
1
estudiar la convergencia de E . Para ello utilizamos la funcién f(z) = que es
o nlnn rlnz

continua, positiva y decreciente en [2,00) y calculamos la siguiente integral impropia:

> 1 b
/ dx = lim / drz = lim In(lnz) |22} = oo
5 zlnx t=oo Jo xzlnz t—00

o~ (=D”
y como es divergente tenemos que Z
n=2

] no converge absolutamente y es, por tanto,
nlnn

condicionalmente convergente.

8. Dada la funcién f(x) = cosx y el centro a = 7:

a) Encuentra su polinomio de Taylor de grado 4, ps(x), y la serie de Taylor.
b) Enuncia el teorema de Taylor.

¢) Da una estimacién del error que se comete cuando se utiliza ps(x) para aproximar cos3 y
justifica que la serie de Taylor converge a cosx para todo = € R.

a) Calculamos las primeras derivadas de f(z) = cosz, f'(x) = —senz, f(x) = —cosz, f"(z) =
senz, f“’)(x) = cosx que coincide con f(x) de manera que a partir de orden 4 se repiten. Los
valores de las derivadas en 7 son f(7) = —1, f'(x) =0, f"(7) = 1, f"(x) = 0, fi*)(r) = —1
y asi sucesivamente.

El polinomio de Taylor de grado 4 es

paa) = ~1+ (@ —mf — o —m)*

y la serie de Taylor

(-1 =, (-1

1 4 1 2n
5 (@=m)’ = fi@=m) +a(x—7r)6_...+w(a:—w) +..,:7;J ol

2n

14+ (z—m)

b) Teorema de Taylor: Sea f una funcion n + 1 veces derivable en un intervalo abierto I que
contiene al punto a. Entonces para cada x € I existe un punto ¢, que depende de x y de n,
situado entre a y x tal que:

()

Rn(L) = f(lE) 7pn(x) - m

(‘T - a)(n+1)7
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Para demostrar que la serie de Taylor converge a cos z para todo x € R necesitamos comprobar
que el resto de Taylor R, (x) tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Para ello, por el teorema
de Taylor, tenemos

f(n+1)(c)
(n+1)!

1
7r)n+1 il — 0.

|05 = pn(@)] < ST s

(z —
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