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En todo este resumen se asume que:
» % es un K-e.v. de tipo finito, dim(%) = n,
» f€End(%),

» A€ Mpxn(K) es la representacion matricial de f en una cierta base % de % (en la préctica, si es
posible, # es la base candnica).

Teniendo en cuenta el isomorfismo entre End(%) y 4, xn(K) (véase Resumen sobre [Homomorfismos
entre Espacios Vectoriales|), se desarrolla la teoria para matrices. Es decir, se trabajard con A en lugar
de con f, pero el lector debe tener en cuenta que en cualquier momento las afirmaciones son traducibles
de un contexto al otro. Para falicitar la lectura, en los puntos clave, se introduciran notas aclaratorias a
pie de pégina.

Afadir que cuando se utilice la notacién Ker(A — AI) nos referimos!

Ker(A— M)={ue K" |[(A—A)-u" =0}

Obsérvese que Ker(A — Al) es un s.v. de K" y, por tanto, tiene sentido hablar de su dimensién y de bases.

1. Semejanza de matrices

™~ e e, Ial A T
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1. A es semejante a A con I matriz de paso.

2. Si A es semejante a B (con P matriz de paso de B a A) entonces B es semejante a A (con P!
matriz de paso de A a B)

3. Si A es semejante a B (con P matriz de paso de B a A) y B es semejante a C' (con () matriz de
paso de C' a B) entonces A es semejante a C' (con P() matriz de paso de C' a A).

4. Las tres observaciones anteriores, se expresan diciendo que la nocién de semejanza es una
relacién de equivalencia en ., ., (K) (véase Resumen sobre [Estructuras Algebraicas| y sobre [For-
mas Bilineales, Formas Cuadraticas y Espacios Euclideos]).

La férmula del cambio de base en endomorfismos (véase Resumen sobre Homomorfismos entre Espacios
Vectoriales) implica el siguiente resultado

Teorema. Todas las representaciones matriciales de un mismo endomorfismo f € End(%) son seme-
jantes.

2. Motivacion y planteamiento del problema

Motivacion: véase pizarra

Definicién. Se dice que A € .#,,x,(K) es diagonalizable? si A es semejante a una matriz diagonal D con
coeficientes en K.

Observacién. Observése que las matrices A y D tienen sus coeficientes en el mismo cuerpo K. De
hecho, puede ser que una matriz real no sea diagonalizable (sobre R) pero que, si se considera como
matriz compleja, si que lo sea sobre C (véase Hoja 3 de problemas).

Problema de la diagonalizacién®

» Dada A € 4, xn(K)

= Decidir si A es diagonalizable y, en caso afirmativo, determinar

1. D € Myxn(K) diagonal sobre K y
2. P € Myxn(K) regular

talque D=P 1. A.P

3. Autovalores, autovectores y autoespacios

Teorema. Sea A € M,xn(K). A es diagonalizable sii existe una base { u1,...,up} de K"y A1,..., \, €
K (no necesariamente distintos) tal que

A-u;fpz)\iur i=1,...,n.

79

En tal caso
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donde las columnas de P son ulT, cooull

Este teorema justifica la siguiente definicién.

Definicién. Sea A € 4,5, (K). Se dice* que A € K es un autovalor (o un valor propio) de A si existe u €
K™, u # 0, tal que A-u’ = Mu”. El vector u se llama autovector asociado a \ o vector propio asociado a \.

Observacion.
1. 0 jamés es autovector, sin embargo 0 puede ser autovalor.
2. Si A es autovalor de A € ., x,(K) entonces A € K.

3. Asociado a un autovalor existen varios autovectores, pero un autovector sélo puede estar asociado
a un Unico autovalor.

Con la nueva terminologia, el teorema anterior se reformula como sigue.

Teorema. (Primer teorema de diagonalizacién)
Sea A € Mywn(K). A es diagonalizable sii existe una base { u,...,u,} de K" formada por autovectores
de A. En tal caso

A1
=P ' AP
An
donde Aq,..., A\, € K son los autovalores (no necesariamente distintos) a los que estdn asociados, respec-
tivamente, los autovectores uy, ..., u, y donde las columnas de P son ui ..., ul.

Definicién. Sea A € .#,x,(K) y A € K un autovalor de A. Se define® el autoespacio asociado a A como
en conjunto

W\ = {uGK”|A-uT:)\uT}
Observacién.
1. #, = Ker(A — AI) y por tanto #) es un s.v. de K.

2. Como un autovector sélo puede estar asociado a un tnico autovalor, si A # u son autovalores de A
entonces # N #,, = {0}.

3. | Determinacién de autovectores. |
Sea A € Mpxn(K) y supéngase que se conoce un autovalor A de A. Se quiere determinar #.
Para ello, basta tener en cuenta que #)\ = Ker(A — AI) y aplicar el método descrito en el Resumen
sobre Homomorfismos entre Espacios Vectoriales, ejecutando los pasos 3 y 4 la matriz (A — AI) en
lugar de hacerlo con A.

Teorema. Si{uy,...,ux} son autovectores asociados a autovalores distintos de A, entonces {uy, ..., ux}

son 1.1.
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Corolario. (Cond. suficiente de diagonalizacién)
Si A € Mypxn(K) tiene n autovalores distintos, entonces A es diagonalizable.

4. Determinacion de autovalores: el polinomio caracteristico.

En la seccién anterior hemos visto que si A € #;,xn(K) y se conoce un autovalor A\ de A, sabemos
determinar #). En este apartado, analizamos la determinacién de los autovalores. Para ello, se razona
como sigue.

A € K es autovalor de A

)
JuecKrtalqueu #0y A-ul =l
)
JueKrtalqueu#0y (A—A)-ul =0
)
Ker(A — \I) # {0}
)
det(A — AI) = 0.

Por tanto, los autovalores de A son aquellos A € K tal que det(A— AI) = 0. Este hecho motiva la siguiente
definicion

Definicién. Sea A € 4, «,(K). De define el polinomio caracteristico de A como el polinomio

Pa(t) = (—1)" det(A — ¢I).

Por tanto, si
a1 o Qip

entonces
ajp—t -+ ain

Pa(t) = (—1)" det

Observacion. Si A € #,xn(K), entonces P4(t) tiene grado n y es ménico.
Teorema. Si dos matrices son semejantes, sus polinomios caracteristicos coinciden®.
Teorema. Los autovalores de A € .#,«,(K) son las raices en K de P4(t).

Supéngase ahora que A € . #Z....(K) es diagonalizable. Entonces existe una matriz D € Ao ..(K)
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En consecuencia, si A es diagonalible, todas las raices de A pertenecen a K. Se deduce asi el siguiente
teorema.

5. Segundo teorema de diagonalizacién

Teorema. (Segundo teorema de diagonalizacién)
Sea A € Mpxn(K)y
Pa(t) = (t =)™ - (t = X\)"

con Ay, ..., A todos distintos y elementos de K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. A es diagonalizable
2. dim(#y,) =n;,Vi=1,...,m

Ademas, en caso afirmativo, se tiene que la matriz diagonal D semejante a A es

A1
A1 -
D =
Ar
Ar -
y la matriz de paso P de A a D tiene la siguiente estructura
= Las n; primeras columnas de P son una base de %,
» Las ng siguientes columnas de P son una base de #),
= ete.
Es decir,
Base Base Base
P = de de e de
W W W,

6. Teorema espectral (caso real)
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Observacién. Cuando la matriz de paso P es ortogonal, se dice que la diagonalizacion es median-
te transformaciones ortogonales. Este tipo de diagonalizacién se estudiara en el capitulo sobre Espacios

Euclideos.

7. Algoritmo de diagonalizacién.

Caso matricial: Sea A € A, xn(K)

1.

Determinar el polinomio caracteristico P4(t) de A.

. Si alguna raiz de P4(t) no pertenece a K, entonces A no es diagonalizable.
. Sea Po(t) = (t — Ap)™ -+ (t — A\)™ con Ap,..., A\ € K distintos.

. Para todo ¢ = 1,...,r, comprobar si dim(%;) = n; y, en caso afirmativo, calcular una base %), =

{uin, . uin,} de #;.

. Si para algtin i € {1,...,r} no se da la igualdad anterior entonces A no es diagonalizable. En caso

contrario, A es diagonalizable y ademés

A1

Ar

Ny

y P es la matriz cuyas columnas son u1,1,..., Ul ny, .-, Url, -, Uin,. OS¢ verifica D = P~1.A.P.

Observacién. (Caso Endomorfismos)
En el caso de endomorfismos, se actiia como sigue (sea f € End(%) con dim(% ) = n)

1.
2.

3.

Se fija una base #Z de % (en la practica & = A.)
Se obtiene A = Z(f, B).

Se aplican los pasos 1,2,3,4,5 del algoritmo anterior. En este caso, la base de % de autovecto-
res se obtiene juntando las bases %), (cada vector u;; de la base %), son las coordenadas, del
correspondiente autovector, en la base %).
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En tal caso, puede que A sea diagonalizable sobre C y, para decidirlo, se necesita estudiar la dimensién
de los autoespacios, etc.

Sea A =a+bi € C, conb # 0, una raiz del polinomio caracteristico de A y, como estamos considerando
A € Mpxn(C), un autovalor de A. Como el polinomio caracteristico de A, P4(t), es un polinomio con
coeficientes reales, se verifica que A = a — bi también es raiz de P4(t) y en consecuencia autovalor de A.
Ahora bien, a continuacién se muestra como la informacién del autovalor X se deduce de la informacién
del autovalor A. De forma mas precisa, se cumple que

1. La multiplicidad de A y A en P4(t) coinciden.
2. dim(%)) = dim(#5).

3. Si &), es una base de #), entonces .
By, = B,

donde %) representa la conjugacién de %,.
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