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Homomorfismos (aplicaciones lineales) entre Espacios Vectoriales (Resumen)
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1. Conceptos y resultados basicos.

Definicién. Sean (%,+,-) y (¥,+',-") dos K-espacios vectoriales y
frU —v

una aplicacién. Se dice que f es un homomorfismo! entre los espacios vectoriales % y ¥ (o que es una
aplicacién lineal) si se verifica:

(1) Yu,v € % se cumple que f(u+v) = f(u)+" f(v).
(2) Yu € % y Y\ € K se cumple que f(A-u) =\ f(u).
Observacién. Si f: % — ¥ es un homomorfimo, entonces f(04) = 0y .
Definicién. Sea f : % — ¥ un homomorfismo entre K-e.v. Se dice que
1. f es un monomorfismo si f es inyectiva?,
2. f es un epimorfismo si f es suprayectiva?®,
3. f es un isomorfismo si f es biyectiva?,
4. f es un endomorfismo si % = 7,

5. f es un automorfismo si f es un endomorfismo biyectivo.

Observacién. Representamos por id al automorfismo identidad. Es decir id : U — U;id(u) = u. Y
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Definicién. Sea f: % — ¥ un homomorfismo entre K-espacios vectoriales. Se define:
(1) El nicleo de f como el conjunto Ker(f) ={u e % | f(u) =0y}.

(2) La imagen de f como el conjunto Im(f) = {v € ¥ | Ju € % tal que f(u) = v}.

Teorema. Sea f:% — ¥ un homomorfismo entre K-e.v. Se verifica que:
(1) Ker(f) es un subespacio vectorial de % .
(2) Im(f) es un subespacio vectorial de 7.
(3) Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. f es un monomorfismo.
2. Ker(f) = {04}
3. dim(Ker(f)) = 0.

(4) Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. f es un epimorfismo.
2. Im(f)=7.
3. dim(Im(f)) = dim(?") (si ¥ es de tipo finito).

Teorema. Sean % y ¥ dos K-e.v. (% de tipo finito) y f : % — ¥ un homomorfismo. Se verifica que
dim(% ) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).
Teorema. Sean % y ¥ dos K-espacios vectoriales de tipo finito con dim(%) = dim(¥) y f: % — V
un homomorfismo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f es un monomorfismo.
(2) f es un epimorfismo.

(3) f es un isomorfimo.

Corolario. Sean % y ¥ dos K-espacios vectoriales de tipo finito. Las siguientes afirmaciones son
equivalente

1. % y ¥ son isomorfos.

2. dim(%) = dim(¥).

Nhcarvracidn Qoan 7 v Y _dac K o da ting finita econ diwa (07 — Aiwa (4 Qoan Sa, a1
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2. Representacion matricial de un homomorfismo.

Sean:

% y Vv dos K-espacios vectoriales de tipo finito,

f % — ¥ un homomorfismo,

B ={u1,...,un} y B2 ={v1,...,vn} bases de % y V¥, respectivamente,

u€ Uy (r1,...,x,) las coordenadas de u respecto a %y, y
» (Y1,...,Ym) las coordenadas de f(u) € ¥ respecto a As.

Se trata de expresar (yi,...,Yynm) en funcién de (x1,...,xz,). De la definicién de coordenadas se tiene que

n m
U= Z%uz y que f(u) = Zyzvz
i=1 i=1

Teniendo en cuenta que f es un homomorfimo, se deduce que

> yivi= f(u)=f (Z ﬂﬁivz') = wif (us)
i=1 i=1 i=1

Por otra parte, como f(u;) € ¥, consideramos las coordenadas de f(u;) en la base %y; digamos que son
(a1, - -, aim). De nuevo utilizando la definicién de coordenadas y de homormofismo, se obtiene que:

oy = flu)=f (Z xm> =Y wif(u)
=1 =1 =1
= Z zi(aiv1 + -+ + AimUm)
i=1

= Z(aliazl + ot aniTn) ;.
i=1

En esta situacién, utilizando que {v1,..., vy} son Li. se concluye que

Y1 =a1121+ -+ an1Ty

Ym = 01mT1 + - + ApmTn

que se denominan ecuaciones del homomorfismo respecto a %y y HBs. O bien:

0 O R B
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También suele utilizarse la notacién

Y = M(fﬁ@la%Q) - X
siendo Y las coordenadas de f(u) en s y X las coordenadas de u en 4.

Observacién. Cuando se trata de un endomorfismo, como sélo interviene un espacio vectorial, se utiliza
la misma base tanto en la salida como en la llegada. Por ello, se simplifica la notacién y en lugar de

escribir ’.///(f, P, $B1) ‘ se escribe .

Observacién. A desarrollar en pizarra.

(1) A(f, PB1,PB2) es cuadrada si y solo si dim(% ) = dim(¥).
(2) Proceso para el calculo de Z(f, %1, %2).

(3) Utilizacién de A (f, %1, %a).
(4)

) Siwu =", Midy, B, Bo) = M (B, B).

3. Determinacién del niicleo y de la imagen.

Dados
» % y ¥ dos K-espacios vectoriales de tipo finito (dim(% ) = n, dim(¥) =m) y
s f:% — ¥ un homomorfismo,

se quiere determinar Ker(f) e Im(f).

Calculo de Ker(f)

Se procede como sigue:

(1) Fijar bases % y %2 de % y V', respectivamente; en la préctica, si es posible, se toman bases
canonicas

(2) Determinar A = Z(f, %1, %B2).
(3) Triangular por filas A; sea B el resultado de la triangulacién.

(4) Las ecuaciones implicitas de Ker(f), respecto a la base %, son
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(2) Determinar A = . (f, %1, %B2).
(3) Triangular por filas la matriz A”; sea M el resultado de la triangulacién.
(4) La dimensién de Im(f) es el nimero de filas no nulas de M (es decir, el rango de la matriz) y cada

fila no nula de M son las coordenadas, respecto a %5, de un vector de una base de Im(f).

4. Cambio de base en un homomorfismo
Sean

s %,V dos K-e.v. de tipo finito,

= f:9% — ¥ un homomorfismo,

. %’1,@1 bases de % y PBo, P, bases de V.

Entonces, la la férmula de cambio de base es

M(f, By, Bs) = M(Bo, Bo) M, %1, Bo) M (B, %) |

5. Cambio de base en un endomorfismos

Sean
= % es un K-e.v. de tipo finito,
s f:9% — % un endomorfismo,
s P, Py bases de % .

Entonces, la la férmula de cambio de base es

Mf, PBr) = M( B2, B) - M(f, B) - M(B1, PBo) = M(B1,PBo)" L M(f, PBa) - M(PB1,PB)

Como consecuencia de todo lo anterior se deduce el siguiente teorema.

Teorema. Sea f: % — % un endomorfismo, con % un K-e.v. de tipo finito. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

1. f es un automorfismo.
2. 3B de % tal que det(.#Z(f, #)) # 0
3. VB base de % se tiene que det(.Z (f, #))#0
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» El conjunto End(%), con las operaciones usuales de las aplicaciones, tiene estructura de K-espacio

vectorial.

» End(%) es isomorfo a 4y« (K).

Este hecho implica que es equivalente trabajar con endomorfismos o con matrices ya que el isomorfismo
correspondiente traduce la informacion de un ambito al otro.

En la practica, la idea consiste en establecer un diccionario entre End(%) y 4 xn(K). Para ello, se
fija una base # = {u1,...,u,} de % (en la practica, si es posible, Z = 4.)

= Traductor endomorfismo »— matriz

feEnd(¥) —» A (f,B) (véase Seccién 2)

= Traductor matriz — endomorfismo

A€ Myxn(K) - f € End(%) donde f se define como

uewU flu)e %
{ )
X son las A - X son las

coord. dewen Z | coord. de f(u) en A

En esta situacion se establece el siguiente diccionario

Cartagena

Diccionario End(% ) «— Mpxn(K) ‘

End(%) | Moxn(K) |
f A
g B
Af + g
con \,u €K A+ B
id I
(endomorfismo identidad)
f—Aid _
con A € K A=A
0 matriz nula
(endomorfismo nulo)
f A—l
(automorfismo)
k veces
k— .. k
[f=fo---of A
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