CALCULO I ( 1° GITI). CURSO 2019-20. 20/11/2019

SOLUCIONES CONTROL Bloque 2: Derivacién e Integracién.

1. Dada la funcion

ln( ! ) siz<l1
fz) = 2-x

arctg(x —1) siz>1

a) Demuestra que es derivable y define la funcién f’'(z). jEs derivable f’?
b) Enuncia el teorema del valor medio.

¢) Aplica el teorema del valor medio a la funcién f(z) en el intervalo [0,2] y encuentra los valores
intermedios ¢ que verifican su tesis.

a) Como la funcién In (2 ) es continua y derivable (composicién de una racional y el logaritmo)

—x
para x < 2 tenemos que f es continua y derivable para x < 1. También, como la funcién arctg (z —1)
es continua y derivable para todo « € R (composicién de un polinomio y el arcotangente) tenemos
que f es continua y derivable para x > 1.

Nos queda justificar la continuidad y la derivabilidad en x = 1.
Continuidad:

lim f(z) = <ln (2;?)) = lim f(z) = (arctg (@ — 1))],_, = f(1) = 0.
Derivabilidad:

rw=(n(5))] =G

La funcién f/(z) queda definida:

=1=f,(1) = (arctg (x — 1))'| _, = (H(xll)z)

=1 rx=1

f/* R — R
1

< 1
5 2 s1x <
1

x — fl(z)=
—— siz>1
1+(@-12 ~°=
Argumentos andlogos a los anteriores justifican que f’ es continua y derivable en R — {1}. En z =1,
/" es continua pero no derivable porque f”(1) = 1 mientras que f/(1) = 0.

b) Teorema del valor medio. Si f es una funcién continua en [a, b] y diferenciable en (a, b) entonces existe
f(b) = f(a)

b—a
¢) La funcién f(z) es continua en [0,2] y derivable en (0,2), de manera que existe ¢ € (0,2) tal que

al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) =

o f(2) — f(0) w/4+1In2
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2. a) Utiliza el método de Newton para calcular dos cifras decimales exactas de una solucién en el intervalo
[0, %] de la ecuacién z* = 3 — tan(z).

b) Utiliza la Regla de L’Hépital para calcular el siguiente limite:

li log(z+1) .
lim (sen())
a) Definimos la funcién f(z) = 2® —3+tan(z), que es derivable en (=%, ). La ecuacién 2* = 3 —tan(z)

se puede escribir de la forma f(z) =0 y podemos aplicar el método de Newton.
Para ellos definimos la funcién

[ . 23 — 3 + tan(z)
9(z) == f(x) 322 + 1 + tan?(x)

y la iteramos desde el valor inicial zg = 1, obteniendo

x1 = g(1) = 1,06888... y x5 = g(x1) = 1,06328....

Como ya se repiten las dos primeras cifras decimales las podemos dar por buenas. La solucién buscada
serd de la forma 1,06....

1 "
lim (sen(x))log(mﬂ) =exp| lim og(sen(z)) = exp| lim cos(z)/ sen(z) -
T—0+ a—0+ 1/log(x +1) / RLH. 0+ 1 1

_logQ(x—i-l) o+l

) . log*(z+1) ) 2log(x + 1) o
P (wi%l* (—cos(z)(@+1)) T 0+ sen(x) row OV T D0 cos(z)(z+1) ‘

3. Sea la funcién -
Flo) = / (4t — 2)e~2 dt
0

con dominio [0, 00).

a) Enuncia el Teorema Fundamental del Célculo y calcula f/(z).

b) Justifica que tiene extremos absolutos y calcilalos.

a) Teorema Fundamental del Calculo. Sea f una funcién continua en [a,b]. La funcién g definida para
todo x € [a,b] como g(z) = [ f(s)ds es continua en [a,b], derivable en (a,b) y ¢'(z) = f(x).

f(z) = (4o — 2)e 2.

b) Como la funcién (4z —2)e~2* (producto de polinomio por exponencial) es continua en R, el teorema
fundamental del Célculo nos dice que f es continua en [0, 00), derivable en (0,00) y que su derivada
es

f(z) = (4o — 2)e 2",

El signo de f’ depende del de 4x — 2, que es negativo hasta 1/2 y positivo a partir de él. De manera

ane en 1 = 1/2 se alcanza_el minimo absolnto de £ ane serd £(1/92) Fl maximao ahsolnto de £ se
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4. a) Para cada b € [0, ], calcula el drea, A(b), de la regién Ry, que encierran la curva y = z — 2% y la
recta y = bx.

b) Encuentra el valor medio de la funcién A(b) del apartado anterior para b € [0, 3].
¢) Halla el volumen del sélido generado al rotar la regién Ry:

1) Alrededor del eje x.
2) Alrededor del eje y (basta con dejar indicada la integral correspondiente).

a) Para cada b € [0, %], buscamos la interseccién entre y = x — 22 e y = bz obteniendo dos puntos
en x =0y x =1-—0b. Calculando los valores de los polinomios de 2° y primer grado en un punto
intermedio, por ejemplo x = (1 — b)/2, se obtiene que el de 2° grado es mayor. Por tanto,

1-b
A(b):/( (m—mz—bx)dx:%(l—b)‘g.

)

b) El valor medio de la funcién A(b) del apartado anterior para b € [0, 1] se calcula segtn la siguiente
férmula:

_ 1 12 3 1 4b=1/2 D

¢) La regién R% estd situada entre x = 0y = 1/2 con la curva y = = — 22 por encima y la recta
y = x/2 por debajo, de manera que el volumen del sélido que se obtiene al rotarla alrededor del eje

X es

1/2 -
Vi :/0 ™ ((z — 2*)* = (2/2)?) do = 160"

La regién R% observada desde el eje y se sitta entre y = 0 e y = 1/4 teniendo por debajo la curva

x = 1(1 — /T=4y) (inversa del polinomio de 2° grado) y por encima la recta = 2y (inversa del
polinomio de primer grado). El volumen pedido se expresa mediante la siguiente integral:

O A U T
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