Caracteristicas de una variable
aleatoria

En este capitulo se estudian algunas caracteristicas numéricas de las varia-
bles aleatorias. Dichas caracteristicas o parametros de la distribucién juegan
un papel importante en la descripcion de una variable aleatoria, ademas de ser
fundamentales en el desarrollo de la inferencia estadistica.

Las caracteristicas de una variable aleatoria se agrupan en tres tipos de medi-
das: medidas de centralizacion, dispersién y forma. Ademads, en este Capitulo se
introducen los momentos de una variable aleatoria y la desigualdad de Tcheby-
chev que serd de gran utilidad para la obtencién de cotas de probabilidad.

2.1. Medidas de centralizacion

A continuacién, se presentan algunas medidas de centralizacién como son la
esperanza matematica, los cuantiles, la mediana (como un caso particular de los
cuantiles) y la moda.

La definicién de las medidas de centralizacion es diferente dependiendo del
tipo de v.a. que se considere: v.a. discreta con funciéon de masa y v.a. continua
con funcién de densidad. Por tanto, cada medida se define de distinta forma
dependiendo de si la v.a. es discreta o continua.



2.1.1. Esperanza matematica

La esperanza matemdtica se interpreta como el valor medio de la distribucién
tedrica de probabilidades del fenémeno estudiado, es decir, el valor hacia el que
tiende la media aritmética, estudiada en estadistica descriptiva, si se tiene un
numero suficientemente grande de observaciones.

Por tanto, la esperanza matematica esta acotada entre el minimo y el maximo
de los valores que toma la v.a. y representa el punto de equilibrio o centro de
gravedad de una distribucién de probabilidad.

La esperanza matemética se denota como E[X]| = pu.

La definiciéon de la esperanza matemadtica depende del tipo de v.a. que se
considere:

o Variable aleatoria discreta

Sea X una v.a. discreta con puntos de masa {z;} y funcién de masa
pi = P(X = z;) donde i € N. Se define la esperanza matemadtica de la v.a.
X como

EBlX] = ixiP(X =) = iﬂﬁipi
i=1 i=1

Si el dominio de la v.a. X estd formado por un conjunto infinito numerable,
la esperanza matematica es una serie infinita que puede ser convergente o
divergente. En este caso, la esperanza matematica de la v.a. X existe, si
la serie que se presenta a continuacién converge absolutamente

o0
Z |zi| pi < oo
i=1

Si el domino de la v.a. X es finito, la esperanza matematica existe siempre,
ya que se obtiene como la suma de un ntmero finito de valores.

Para el caso discreto, la esperanza matemaética no tiene porqué ser uno de
los puntos de masa de la v.a. X, ya que representa un valor medio de la
distribucién de probabilidad de X.

Cuando todos los puntos de masa {x1, ..,z } de una v.a. discreta X tienen
la misma probabilidad, P(X = x;) = %, la esperanza matematica de X
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coincide con la media aritmética, tal que
N 1N
E[X] = ;%P(X =) = N.lei =I
1= 1=

Ejemplo 2.1
Sea X una v.a. discreta con puntos de masa {—2,0,1,3} y funcion de masa
P(X =—-2)=02,P(X =0) = 0.5,P(X =1) = 0.1 y P(X = 3) = 0.2.

Calcular la esperanza matemdtica de la v.a. X.

4
E[X] =Y zP(X =2;)=—-2-0240-05+1-0.1+3-02=0.3
=1

Variable aleatoria continua

Sea X una v.a. continua con funcién de densidad f(z). Se define la

esperanza matematica de X como

Para que exista la esperanza matematica de una v.a. continua se debe
de cumplir que la integral que se muestra a continuacién sea convergente
absolutamente, es decir

/OO || f(x)dx < o0

Si X es una v.a. acotada, de forma que P(a < X < b) = 1, la esperanza

matematica de X existe siempre.

Sea X una v.a. con funcién de densidad simétrica respecto a un cierto valor
¢ € R, entonces si existe E[X], se verifica que E[X] = c.

Ejemplo 2.2
Sea X una v.a. continua con funcion de densidad
i si 1<x<8
fl@) =q Ta? -

0 en otro caso

Calcular la esperanza matemdtica de la v.a. X.

E[X] = ’ dx = ’ B s 81d = 8ln2]® = 2.376
[(X] = 1acf(a:)x— 1$7x2 T=3 1:61'—7[11:(}]1—.
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Propiedades de la esperanza matemaéatica

1. Sea Y = h(X) una transformacién de la v.a. X. Se define la esperanza
matematica de dicha transformacién como

o Variable aleatoria discreta
ElY]=ENX)] =Y h(z)P(X =z;) =Y h(x:)p;
i=1 i=1

o Variable aleatoria continua

2. Para la transformacién lineal de la v.a. X, dada por ¥ = aX + b, con
a,b € R, la esperanza matematica de Y se define como

ElY] =FEaX +b =aE[X]+b
Obsérvese que la esperanza de una constante es la propia constante, es
decir, E[b] = b, con b € R.
3. Esta propiedad surge como generalizacion de la propiedad anterior.

n

Sea Y = > a;x; donde zp = 1. La esperanza matemaética de Y viene dada
i=0

por

E[Y]=E

n n n
Zam] = aB[Xi] =ao+ Y a;E[X]]
=0 =0 =1

4. Si la v.a. X estd acotada entre los valores a y b con a,b € R, tal que
P(a < X <b) =1, la esperanza matematica de la v.a. X también estd
acotada entre dichos valores, a < E[X] < b.

5. Sean X1, ..., X,, v.a. independientes tales que Vi = 1,..,n IE[X;], entonces

HXz'] = [[EXi]
i=1 i=1

E
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2.1.2. Cuantiles

Sea X una v.a. con funcién de distribuciéon F(z). El cuantil de orden p,
denotado como C), es el valor de la variable aleatoria tal que la funcién de
distribucién en dicho punto es igual a p.

Como casos particulares de los cuantiles se pueden encontrar los cuartiles,
los deciles y los percentiles, cuya definicién depende de las partes en las que se
divide la funcién de distribucidn; asi, para el caso de los cuartiles, F'(x) se divide
en cuatro partes siendo el primer cuartil )1 = C1, el segundo cuartil, también
denominado mediana, Q2 = C1 y el tercer cuartélil @3 = (3. Para los deciles,
la funcién de distribucion se di\2/ide en diez partes iguales, tales que D1 = C1
Dy = Ci,....D9g = Cy .Y para los percentiles, la F(z) estd dividida en cien
partes iglslales, siendo ]1301 =C. ,Pb=C1,...Pyg=Co.

100 50 100

La definicién depende del tipo de v.a. que se considere:

o Variable aleatoria discreta

Sea X una v.a. discreta con funcién de distribucién F(z). Se denomina
cuantil de orden p de la variable aleatoria X, con p € (0, 1), al valor C}, que
satisface:

F(Cp):P(XSCp)Zp y P(XZCP)Zl—p

Representando graficamente F'(z) se observa como dependiendo del valor de
p el cuantil vendra determinado de un modo u otro. Esto se puede comprobar
en las Figuras 2.1 y 2.2.

F(x)

Figura 2.1. Cuantil de orden p dado por [z3, 7 4

Si el valor de p coincide con un escalén de la funcién de distribucién, en-

tonces el cuantil es todo el intervalo cerrado [z3, x4].


charo
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.—F(x)

—)

X1 X X3 Xy X

Figura 2.2. Cuantil de orden p dado por x3
Si el valor de p no coincide con un escalén de la funcién de distribucién,
entonces el cuantil es el punto de masa del escalén siguiente (x3).

Ejemplo 2.3
Sea X una v.a. discreta con funcion de distribucion F(z).

0 s T < =2
i st —2<x<0
Flz)=4 3 si 0<z<1
5 s 1<z<2
1 st r>2
Calcular los cuantiles de orden p = % yp= %.

Para encontrar los cuantiles se ha de tener en cuenta que:

F(Cp):P(chp)Zp Yy P(XZCp)Zl_p

Por tanto, C1 = -2 y Cs = [1,2]
6

1
5

Variable aleatoria continua

Sea X una v.a. continua con funcién de distribucién F(x). Se define el
cuantil de orden p de la v.a. X, con p € (0,1), como el valor C}, que
satisface

F(Cp) =P(X <Cy)=p

Representando la funcién de distribuciéon F(x) de una v.a. X, el cuantil
de orden p viene dado por el valor de la v.a. para el que se acumula la
probabilidad p.


charo
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F(x)

p; /

p;

Gl

Figura 2.3. Cuantiles de una v.a. X continua

Ejemplo 2.4
Sea X una v.a. continua con funcion de densidad tal que

Tx2
0 en otro caso

f(:c):{ B s 1<z<8

Calcular el primer y el tercer cuartil, Q1 y Qs, el decil 7, D7, y el percentil
85, Pgs.

Para el cdlculo de los cuantiles especificados se ha de verificar la siguiente

expresion:
F(Cp) =P(X <Cp) =
Por tanto,
F(Q) =} = F(Q) = [ fa)de = [ Srdu = [:5] =

[ 1 11 _
= 7 -a—l-—Z:Ql—:ng

F(Qy) =3 = F(Q3) = [ fa)de = [ Erdw = [F8]P =

:—78:&_1::§=>Q3:2.91
F(D7):%:>F(D7):f—l);f( dr = 1D77§:2dm_[7*8}D7:
:%S:DL?—1::%:>D7=2.58

F(P85)=%:>FP85 = [T f@)de = [[*° ade = [F8] ] =

Ejemplo 2.5
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Sea X una v.a. continua con funcion de densidad dada por

% — % s1 % <zr<l1
fz) = ;%3 st x>1
0 en otro caso

Calcular el tercer cuartil, Q3.

Para calcular el tercer cuartil se ha de verificar F(Q3) = P(X < Q3) = 3.
Teniendo en cuenta como estd definida la funcion de densidad hay que
estudiar en que region de dicha funcion se acumula la probabilidad de %.
Para ello, lo primero que hay que hacer es integrar la primera parte de f(x),
definida cuando % <z <1, para ver que probabilidad se acumula en dicha

parte. Fs decir,

1 Lrg 1 2 11" 1
dr = L S Ve = | 2 | =2
/;f(x) ! /; (332 933) ) [w +2$2L 2

Por tanto, en la primera parte de la funcion de densidad (% <z < 1) la
probabilidad acumulada es %, por lo que el tercer cuartil no se encuentra en
esta primera parte de f(x).

Por la definicion de esta funcion de densidad el tercer cuartil tiene que
estar definido cuando x > 1. Entonces:

F(Qs)=[i (&~ k)de+ [P hdr=3 = [# Ldr=3-1=

1 2 3
B) x X

l
L
Il
+
& =

Qs 1 _1 Qs 1 _r=11@s _ -1 1 1
e == ;7 e = [55] ] = s o= 1

2.1.3. Mediana

Sea X una v.a. con funcién de distribucién F(x). Se define la mediana de la
v.a. X como el valor de la variable aleatoria tal que la probabilidad a la izquierda
de ese valor coincide con la probabilidad a la derecha de dicho valor, y es igual a
%. Por tanto, la mediana es el cuantil de orden % y se denota como Me, tal que

Ademsds, la mediana es una medida de centralizaciéon que existe siempre y
es muy importante, sobre todo si la esperanza matemadtica no existe o no es

representativa.
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El célculo de la mediana también es diferente dependiendo del tipo de v.a.
que se considera

o Variable aleatoria discreta

Sea X una v.a. con funcién de distribucién F'(z). Se define la mediana de
la v.a. X como el valor que cumple

F(Me) = P(X < Me) > y  P(X > Me)>

N | —
N | —

Recuérdese que para el caso discreto la mediana no tiene porqué ser unica.

Ejemplo 2.6
Sea X wuna v.a. discreta con funcion de masa P(X = 0) = 0.1;
P(X=1)=03; P(X =2)=04 y P(X =3) =0.2. Calcular la mediana.

La mediana ha de verificar:

F(Me) = P(X < Me) > y P(X > Me)>

N | —
N =

Por tanto, la mediana es 2, Me = 2.

o Variable aleatoria continua

Sea X una v.a. continua con funcién de distribucién F'(z). Se define la
mediana de la v.a. X como el valor Me para el que la funcion de distribucion
acumula exactamente la mitad de la probabilidad, tal que

1
F(Me) = P(X < Me) = B
Ejemplo 2.7
Considérese la v.a. descrita en el Ejemplo 4.4. Calcular la mediana de
dicha v.a.
M M _g1M _
F(Me) = [Z0 f(@)de = [ shade = [Z]) = 5[5 1] = 3

= Me=1.78
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2.1.4. Moda

Se define la moda de una v.a. X como el valor o valores maés frecuentes de
dicha v.a. X, es decir, el valor de la v.a. X con mayor probabilidad de ocurrir.
La moda se denota como Mo.

El cédlculo de la moda depende del tipo de v.a.:

o Variable aleatoria discreta

Sea X una v.a. discreta con puntos de masa {x;} Vi € N. Se define la
moda Mo como el valor de la v.a. X que maximiza la funcién de masa, tal
que

P(X = Mo) > P(X = ) Vie N

Ejemplo 2.8
Considérese la v.a. discreta presentada en el Ejemplo 4.6. Calcular la

moda de dicha v.a.

El valor mds frecuente de la v.a. X es el correspondiente a X = 2, con
probabilidad 0.4, P(X = 2) = 0.4, que mazimiza la funcion de masa.

FEntonces, Mo = 2.

e Variable aleatoria continua

Sea X una v.a. continua con funcién de densidad f(z). Se define la moda
Mo de la v.a. X como cualquier valor de la v.a. X que se corresponda con
un méaximo relativo de la funcién de densidad f(x).

A continuacién, se presenta la funcién de densidad de una v.a. X con dos
maximos relativos. Por tanto, dicha v.a. X es bimodal, siendo las modas Mo; y
MOQ.

J&)

Mo, Mo,

Figura 2.4. Densidad de una variable aleatoria X bimodal
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Ejemplo 2.9
Considérese la v.a. continua descrita en el Ejemplo 4.4. Calcular la moda
de dicha v.a.

La moda se obtiene calculando el mdximo de la funcion de densidad de la v.a.
X tal que

~112 1
fl(x) = g3 = _7%3 <0

Por lo que la funcion es decreciente, de forma que f(1) > f(z) > f(8).

FEntonces, Mo =1

2.2. Medidas de dispersion

Las medidas de dispersién indican la mayor o menor variabilidad de los valores
de una variable aleatoria. En algunas de las medidas que se introducen en este
apartado, como la varianza o la desviacién tipica, se mide la variabilidad de los
valores de la v.a. respecto de sus valores centrales.

Ademaés de las medidas anteriormente citadas, en este apartado también se
define el recorrido y el recorrido intercuartilico.

2.2.1. Varianza

Se define la warianza de una v.a. X, como una medida cuadritica de la
dispersion de los valores de la v.a. X respecto a su esperanza F[X]. Es decir, la

varianza es el valor esperado de la diferencia al cuadrado entre cada uno de los

valores de la v.a. X y su valor medio. La varianza se denotada como V(X) = o2.

V(X) = B [(X - E[X)?| = B |(X - n)?]

De nuevo, la definiciéon de varianza depende del tipo de v.a. que se considere:

o Variable aleatoria discreta

Sea X una v.a. discreta con puntos de masa {z;} Vi € Ny funcién de masa
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P (X = ;) Vi € N. Se define la varianza de X como

Si el conjunto de valores de la v.a. X es finito, entonces la varianza se
obtiene como una suma finita; si por el contrario, el conjunto es infinito
numerable, se necesita la convergencia de la serie para que la varianza esté

definida.

Ejemplo 2.10
Sea X una v.a. discreta con puntos de masa {—2,0,1,3,4} equiprobables.
Calcular la varianza de la v.a. X.

Para obtener la varianza es necesario el cdlculo de la esperanza matemdtica

de la v.a. X.
5 5 6
BIX]= SeP(X = 2) = pyai = & =
i=1 i=1
5 5

V(X) = ;(m —p)?P (X = ;) = p;(xi —p)? =

2 2
=H[(2-97 4.+ (1= 8] = S =456,

o Variable aleatoria continua

Sea X una v.a. continua con funcién de densidad f(x). Se define la varianza
de la v.a. X como

ven = [ (@ — ) f(x)de

—00

En el caso continuo, es necesaria la convergencia de la integral impropia
para que la varianza exista.

Si los valores de la v.a. X estan concentrados alrededor de la esperanza de
dicha v.a., entonces la varianza es pequena, como se puede observar en la Figura
2.5.
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Jx)

H

e = = 3 B =
Figura 2.5. Varianza de una v.a. continua, donde o“es pequena,,

Por el contrario, cuando los valores de la v.a. X estan dispersos respecto a
la esperanza, entonces la varianza es grande, tal y como se observa en la Figura

s sy

Lt

Figura 2.6. Varianza de una v.a. continua, donde o%es grande

Ejemplo 2.11
Sea X una v.a. continua con funcion de densidad tal que

fz) =

2r st 0<z<1
0 en otro caso
Calcular la varianza de la v.a. X.

De igual forma que en el ejemplo anterior, es necesario el cdlculo de la es-
peranza matemdatica de X para la obtencion de la varianza.

E[X] = fol zf(x)dr = fol 20%dr = %

V(X) = [l (@ — w)?f(a)de = [} («—2

I

2 1
2xdx—ﬁ

Propiedades de la varianza

1. Sea X una variable aleatoria, su varianza también puede expresarse como

V(X) = E[X?] - B[X]?
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2. La varianza de una v.a. X es nula si y solo si X es constante, siendo
P X=c¢)=1
VIX) =0 X =c ceR

3. Sea Y una transformacién lineal de la v.a. X, tal que Y = aX + b, con
a,b € R. Entonces la varianza de Y es tal que

V(Y)=V(aX +b) =a®V(X)

Como consecuencia de esta propiedad se tiene que la varianza es invariante
frente a los cambios de origen y ademdas V(—X) = V(X) siendo a = —1

4. Sean X1, ..., X, v.a. independientes Vi = 1,..,n. Entonces

(50) - Srom

=1

2.2.2. Desviacion tipica

Dado que la varianza es una suma de cuadrados, la unidad de medida de la
misma serd el cuadrado de la unidad de medida en la que aparece expresada la
variable aleatoria. Por tanto, es importante introducir otra medida de dispersién
que se exprese en las mismas unidades que la v.a. en estudio.

Sea X una v.a., se define la desviacion tipica de X como la raiz positiva de
la varianza, siendo su unidad de medida la misma que la de la v.a. X.

DI X)=+vV(X)=0
En ocasiones, es necesario trabajar con una v.a. centrada en el cero y con

desviacién tipica 1. Esta nueva v.a. Z se denomina wvariable aleatoria tipificada
y se define tal que

donde X es una v.a. con esperanza pu y desviacién tipica o.

En este caso, Z verifica que E[Z]=0 y DI(Z)=1(V(Z) =1).
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2.2.3. Recorrido

Se define el recorrido de una v.a. X como la diferencia entre el mayor y el

menor valor que toma dicha v.a., esto es

R =max(X) — min(X)

Esta medida presenta una gran inestabilidad ya que solo depende de los valores
extremos de la v.a. X.

2.2.4. Recorrido intercuartilico

Para evitar la inestabilidad que presenta el recorrido, se define el recorrido
intercuartilico de una v.a. X, como la diferencia entre el tercer y el primer cuartil,
tal que

RI=Q3—=Q1=0Cs —C1

Esta medida muestra el intervalo del 50% de los valores con mas probabilidad
de ocurrencia de la v.a. X.

Ejemplo 2.12
Sea X una v.a. discreta con funcion de distribucion F(z).

Calcular el recorrido y el recorrido intercuartilico de la v.a. X, siendo F(x)
tal que
1 T < =2
st —2<x<0
st 0<zx<l1
st 1<zxz<?2
St r>2

= o= O = O

Los puntos de masa de la v.a. X son {—2,0,1,2}, por tanto, el recorrido que
se obtiene como la diferencia entre el mayor y el menor valor que toma la v.a. X

es el siguiente
R=2—-(-2)=4
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Ejemplo 2.13
Para calcular el recorrido intercuartilico es necesario obtener previamente el
primer y el tercer cuartil de X.

Q=0 y Qs=1=RI=Q3-Q1=1

2.3. Momentos

Algunas de las caracteristicas de las variables aleatorias que se han visto
anteriormente, como pueden ser la esperanza matematica y la varianza, son casos
particulares de los momentos. Fundamentalmente, se distinguen:

e Momentos respecto al origen

e Momentos respecto a la media

2.3.1. Momentos respecto al origen

Dada una v.a. X, se define el momento respecto al origen de orden r, Vr € N,
como
a, = E[X"]

Los momentos respecto al origen también se denominan momentos no centra-
dos.

Distinguiendo en funcién del tipo de v.a. se tiene que:

o Variable aleatoria discreta
oo oo
ap = E[X"] =) aiP(X =z;) = Y _aip;
i=1 i=1

o Variable aleatoria continua

%:EMﬂ:/wﬂﬂ@m

—00
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Como caso particular de los momentos respecto al origen, se observa que
cuando r = 1 el momento respecto al origen de orden 1 es la esperanza matemaética
de la v.a. X, tal que a; = E[X].

Si la v.a. X estd acotada, de forma que 3 a,b € R / Pla < X <b) =1
entonces existen todos los momentos respecto al origen de la v.a. X. Sin embargo,
si la v.a. X no estd acotada, los momentos respecto al origen de orden r existen
siit E[| X]"] < +o0.

Ademss, si existe el momento respecto al origen de orden r, también existen
todos los momentos respecto al origen de orden k, con k < r.

Ejemplo 2.14
Sea X una v.a. continua con funcion de densidad dada por

f(a:):{xz?’ St r>1

0 en otro caso

Calcular todos los posibles momentos respecto al origen.

Se comienza calculando el momento respecto al origen de orden 1, es decir,
la esperanza matemdtica de la v.a. X:

[e.9]

a1 = E[X] = [[af(z)de = [[7 Zde = [F]]

T = 2
El momento respecto al origen de orden 2, es tal que

oy = E[X? = [ 2?f(z)dz = [[° 2dz = [2In(z)]}° = oo

Por tanto, existe el momento respecto al origen de orden 1 y no existe ningun
otro momento respecto al origen de orden k, Vk > 1.

2.3.2. Momentos respecto a la media

Dada una v.a. X, se define el momento respecto a la media de orden r,Vr € N,

como
e = BI(X — p)']
siendo p la esperanza matematica de la v.a. X.

Los momentos respecto a la media de orden r también se denominan momen-

tos centrados.
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Distinguiendo en funcién del tipo de v.a., se tiene que:

o Variable aleatoria discreta
pe=E(X—p)]=> (xi—p) PX=2)=> (zi—p) pi

=1 =1

o Variable aleatoria continua

o= BUXC= ) = [ =) oo

—00

Como caso particular de los momentos respecto a la media de orden r, se
observa que:

e Cuando r = 1, el momento respecto de la media de orden 1 es cero, ya que
m=E(X-p|=FEX]-p=p-—p=0

e Cuando r = 2, el momento respecto de la media coincide con la varianza
de la v.a. X, tal que pg = E[(X — p)?] = 02

Ademas, cuando la distribucién (funcién de masa y funcién de densidad) de
la v.a. X es simétrica respecto a su media y existe el momento respecto a la
media de orden r, siendo r un valor natural impar, entonces dicho momento es
igual a cero, es decir, pu, = E[(X —p)"] =0 Vr € N impar.

2.3.3. Relaciones entre los momentos
Los momentos respecto al origen se pueden obtener mediante los momentos

respecto a la media y viceversa. A continuacidn, se presenta la relacién que existe
entre los momentos respecto al origen y los momentos respecto a la media.

=0

e Qi :E[XT] = é ( : );Ufr—i:ui

Para obtener esta expresion se aplica el binomio de Newton, tal que

é}( Z )(X—u)”/ﬁ] =

5 (1) el =5 (7 e
0 0

ar = E[X"|=E[(X —p)+p)]=E

1=
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1=0

o« = E[(X—p)]= Y ( ' ) (—1)'ar—ip’

Aplicando el binomio de Newton

ZO< ; ) (—1)"(x)"" ui] =

= Z ( : ) (1) E[X ] = Z ( ! ) (=1l _ipd’

=0

pr = E[(X —p)'] =E

2.3.4. Funcién generatriz de momentos

Los momentos se pueden determinar directamente aplicando la definicién de
los mismos, aunque algunos momentos de érdenes elevados pueden resultar muy
laboriosos. Es por ello, que en este apartado se define la funcion generatriz de
momentos para calcular de forma sencilla cualquier momento de interés.

Se define la funcién generatriz de momentos (f.g.m.) de una v.a. X como la
funcién Mx : R — R dada por

Vte R Mx(t) = E[e!]

El calculo de la f.g.m. depende del tipo de v.a. que se considere:

o Variable aleatoria discreta
— o0
Mx(t) = E[etX] — ZemiP(X = 1) = Zemim
=1 i=1

o Variable aleatoria continua

My (t) = Ble™] = [ e f(a)da

—0o0

X

La f.g.m. M (t), puede ser finita o infinita ya que e!* es una funcién positiva

para todo t € R.
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Calculo de los momentos con la f.g.m.

e Momentos respecto al origen

Los momentos respecto al origen de orden r se obtienen mediante la derivada
r—ésima de la f.g.m. evaluada en el punto ¢ = 0, tal que

. o
a, = MY (0) = 27 (Mix (1) =0

o Momentos respecto a la media

Para obtener los momentos respecto a la media de orden 7, al igual que para
los momentos respecto al origen de orden r, es necesario derivar la f.g.m. y
evaluarla en el punto ¢ = 0, ademds de multiplicar por e~ .

87’

pr = 1M (0) = i (€ Mx (1)) l=o

Propiedades de la f.g.m.

1.

Sit=0= Mx(t =0) = E[e] = 1. Por tanto, la funcién generatriz de
momentos existe siempre que ¢ = 0.

. Laf.g.m., en caso de existir, es siempre Unica y determina univocamente a la

distribucién de probabilidad de la variable en estudio. Como consecuencia
de esta propiedad se enuncia la siguiente propiedad.

Sean X e Y dos variables aleatorias con la misma funcién generatriz de
momentos, Mx (t) = My (t). Entonces, la distribucién de X e Y también

es la misma.

Sea X una v.a. y sea Y una transformacién lineal de la v.a. X dada por,
Y =aX +0b, con a,b € R, entonces la f.g.m. de la v.a. Y es tal que

My (t) = " M (at)

n
Sean X1, ..., X,, variables aleatorias independientes y sea la v.a. S = ZXZ"
i=1
La funcién generatriz de momentos de la v.a. S viene dada por
n
Ms(t) = [[Mx, (0

i=1
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Ms(t) = E[et] = E[e!X1t-H+Xn)] = BletX1etXz | tXn] =

por ser v.a. independientes la esperanza del producto es el producto de las

esperanzas

= B[t E[etX?].. Elet¥n] = HMXi (t)

Ejemplo 2.15
) x>0
0 en otro caso

Sea una v.a. X con funcion de densidad f(z) = { c

a) Calcular la f.g.m.

b) Calcular la esperanza y la varianza de la v.a. X a partir de la f.g.m.

a) Mx(t) = E[e'X] = [%_ e f(z)dw = Jo ee  de = [)° et dy =
= b ex(t=1) = 1 sit <1
t—1 . 1-t

1
2’t=0 =1

b) ay = My (0) = & (Mx (1)) 10 = -

Por tanto, la E[X] =1

La varianza se puede obtener de dos formas:

a través de la f.g.m., donde 1, = e_t“M)(g) (0), o bien a través de los momentos

respecto del origen, tal que V(X) = E[X?] — E?[X] = az — a3.

Para el cdlculo de la varianza en este ejemplo, se utilizan los momentos respecto

al origen, siendo

21— 1)
(1—1'

Entonces, V(X)=as—a? =2—-1=1

as = ME(0) = 25 (Mx(t)) =0 = =0 = 2
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2.4. Medidas de forma

Las medidas de forma indican, segun la tipologia de la distribucién de la v.a.
de interés y de acuerdo a su representacién grafica, la forma de dicha variable.
Estas medidas hacen referencia principalmente a la asimetria y el aplastamiento
o kurtosis de la variable aleatoria. Por tanto, las medidas de forma se pueden
clasificar en dos grupos: las medidas de asimetria y las medidas de aplastamiento
o kurtosis.

2.4.1. Medida de asimetria

Una v.a. X se dice que es simétrica cuando su funcién de masa o funcién de
densidad lo es respecto del eje X = E[X].

Sea X una v.a., se define el indice de asimetria de X como el cociente entre
el momento respecto a la media de orden 3 y la desviacion tipica elevada al cubo,

es decir
ps Bl(X —p)?

mMm="—
o3 o3

En funcién del signo del indice de simetria, 1, se tiene que

e Siy; =0 = La funcién de densidad de la v.a. X es simétrica respecto a su
esperanza (L.

e Si 73 < 0 = La funcién de densidad de la v.a. X es asimétrica negativa.
Por tanto, la probabilidad de que la v.a. X tome valores a la izquierda de
la media es mayor que la probabilidad de que los tome a la derecha de la

T\
It

Figura 2.7. Variable aleatoria asimétrica negativa

misma.

e Si vy > 0 = La funcién de densidad de la v.a. X es asimétrica positiva.
Por tanto, la probabilidad de que la v.a. tome valores a la derecha de la


charo
Sello
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media es mayor que la probabilidad de que los tome a la izquierda de dicha
media.

J&x)

0

Figura 2.8. Variable aleatoria asimétrica positiva

2.4.2. Medida de aplastamiento o kurtosis

Esta medida refleja el grado de aplastamiento de una v.a. X comparandola
con la curva normal.

Se define el indice de aplastamiento o kurtosis (i) de una v.a. X como

En funcién del signo de ¢, se tiene que:
e Si g = 0 =La funciéon de densidad de la v.a. X muestra un grado de

aplastamiento similar al de una v.a. con distribucién normal y se denomina
mesocirtica.

f)

L

Figura 2.9. Variable aleatoria con distribucion Normal

(Mesocurtica)

e Si gy < 0 = La funcién de densidad de la v.a. X es més aplastada que la
de una v.a. con distribucién normal y se denomina platicirtica.


charo
Sello

charo
Sello
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H

Figura 2.10. Variable aleatoria con indice de aplastamiento negativo

(Platictrtica)

e Sicr > 0 = La funcién de densidad de la v.a. X es més apuntada que la
de la normal y se denomina leptocurtica.

/

fx)

Figura 2.11. Variable aleatoria con indice de aplastamiento positivo

(Leptocurtica)

2.5. Desigualdad de Markov y Tchebychev

2.5.1. Desigualdad de Markov

Sea X una variable aleatoria y g(X) una transformacién de la v.a. X, tal que

g(X) > 0, entonces

Elg(X)]

Vt > 0 se verifica que P (g(X) >1t) < "

Demostracién 2.1
Elg(X)] = [, g(a)f(@)da = [, )00 9(0) F@)da + [, ) 9(2) f (@)dar >

> Jotyze 9@ (@) > [ oys  tf(@)de =t [ oo, f@)de = tP (9(X) > 1)


charo
Sello

charo
Sello
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Por tanto,

P(g(x) > 1) < 28

Como caso particular, se tiene que cuando una una v.a. X estd acotada
inferiormente por el 0, es decir P (X > 0) = 1, por la desigualdad de Markov se
tiene que

P(th)gE[jq vt >0

2.5.2. Desigualdad de Tchebychev

Como consecuencia de la desigualdad de Markov, se obtiene la desigualdad de
Tchebychev que se utiliza para calcular cotas de las probabilidades de una v.a.
X cuya distribucion es desconocida, pero su esperanza y varianza son conocidas.
Por tanto, la desigualdad de Tchebychev se enuncia como:

Sea X una v.a. con media u y desviacién tipica o, entonces

1
Vk > 0 se verifica que P (| X — p| < ko) >1-— w0 también

1
(X~ > ho) <
Demostracién 2.2

Aplicando la desigualdad de Markov y siendo g(X) = (X —p)? > 0, se obtiene
que:
El(X — 2 2 2

P((X—u)ta) S[(t,u)]zo; de igual forma, P(|X—u| Z\/i) g%
Considerando t = k02, la desigualdad queda tal que

0_2

1
P(|X_M|Zko-)§k20_2:ﬁ

En consecuencia, la cota inferior para la probabilidad del suceso contrario

queda definida como

1
P(]X—,u,\<ka)21—ﬁ
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Si se considera ko = t, la desigualdad de Tchebychev es tal que
2
Vt > 0 se verifica que P (| X —p| <t)>1— % o también

0.2

PUX—ul2t)< 5

Ejemplo 2.16

El numero de estudiantes del campus universitario de Madrid que utilizan las
lineas de autobuses, es en término medio de 8550 estudiantes con una varianza
de 900. Calcular una cota a la probabilidad de que un dia concreto el nimero

de estudiantes que usan los autobuses del campus esté comprendido entre 8450 y
8650.

Sea X ="Numero de estudiantes que utilizan las lineas de autobuses del campus”.

Como sdlo son conocidas la media y la varianza de X, para calcular esta cota
es necesarto utilizar la desigualdad de Tchebychev.

P (8450 < X < 8650) = P (8450 — 8550 < X — p1 < 8650 — 8550) =

900
1002

La probabilidad de que el nimero de estudiantes que utilizan los autobuses del
campus esté comprendida entre 8450 y 8650 es al menos 0.91.

— P (=100 < X — pu < 100) = P (| X — p| < 100) > 1 =0.91





