
Editorial
colección

Grado

En este libro se abordan cuestiones relacionadas con el campo electromagnético que forman parte del 

programa de la asignatura Electromagnetismo II del Grado en Física y que actualmente se imparte 

en la UNED. Hemos pretendido dar continuidad a la anterior publicación, Electromagnetismo I, y para 

ello mantenemos la misma notación y los mismos puntos de partida. Consideramos necesaria esta 

segunda parte para poder abordar la materia de Electromagnetismo del segundo curso del Grado en 

Física en la UNED de forma completa y autocontenida. A lo largo del texto se proponen una serie de 

ejercicios de autoevaluación, con sus soluciones, que ejemplifican el contenido teórico explicado en la 

sección correspondiente, y al final de cada tema incluimos una colección de ejercicios propuestos con 

los que el estudiante puede valorar su aprendizaje. Esperamos que este libro sea una herramienta útil 

para el estudiante de la UNED, o para el de otras universidades, que le permita entender sin trabas los 

conceptos relacionados con el campo electromagnético.
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Tema 1. CAMPO MAGNÉTICO EN MATERIALES
Resumen

Objetivos generales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción  

1. Efecto Hall
1.1. Modelo óhmico de conducción
1.2. Campo eléctrico transversal
1.3. Magnetorresistencia

2. Desarrrollo multipolar del potencial vector
2.1. Término monopolar
2.2. Término dipolar
2.3. Corrientes filiformes
2.4. Dipolo magnético puntual

3. Campo magnético de un dipolo
4. Dipolo en un campo magnético

4.1. Par de fuerzas sobre un dipolo
4.2. Energía de un dipolo puntual
4.3. Fuerza sobre un dipolo puntual

5. Imanación
5.1. Vector imanación
5.2. Corriente de imanación
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5.3. Campo magnético debido a la imanación
6. Ecuaciones del campo en medios materiales

6.1. Potencial escalar magnético
6.2. Intensidad de campo magnético
6.3. Teorema del flujo B

7. Susceptibilidad y permeabilidad
8. Condiciones en los límites

8.1. Medios homogéneos, lineales e isótropos
8.2. Medios materiales con imanación

9. Materiales ferromagnéticos
9.1. Curva de imanación
9.2. Circuitos magnéticos
9.3. Material magnético con entrehierro de aire

10. Ejercicios propuestos

Tema 2. INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA
Resumen

Objetivos generales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción

1. Ley de Faraday
2. Medios estacionarios

2.1. Forma diferencial de la ley de Faraday
3. Medios en movimiento

3.1. Cambio de sistema de referencia
4. Coeficientes de inducción

4.1. Coeficiente de inducción mutua
4.2. Fórmula de Neumann
4.3. Coeficiente de autoinducción
4.4. Coeficiente de acoplamiento
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4.5. Fuerza electromotriz inducida
4.6. Transformador

5. Ejercicios propuestos

Tema 3. ENERGÍA MAGNÉTICA
Resumen

Objetivos generales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción

1. Energía magnética
2. Energía en función de B y H
3. Energía en medios no lineales
4. Coeficiente de autoinducción
5. Fuerza y par de fuerzas

5.1. Sistemas o circuitos con corriente constante
5.2. Sistemas o circuitos con flujo constante

6. Presión magnética
7. Ejercicios propuestos

Tema 4. CAMPO ELECTROMAGNÉTICO
Resumen

Objetivos genrales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción
1. Corriente de desplazamiento
2. Ecuaciones de Maxwell-Lorentz

2.1. Ecuaciones de Maxwell en materiales
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5.2. Norma de Lorenz
5.3. Condiciones en los límites para los potenciales

6. Teorema de Poynting
6.1. Teorema de Poynting en forma compleja

7. Ejercicios propuestos

Tema 5. ONDAS ELECTROMAGNÉTICAS: PROPAGACIÓN LIBRE
Resumen

Objetivos generales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción

1. Ecuación de ondas
2. Propagación de ondas planas en un medio sin pérdidas
3. Propagación de ondas planas en medios con pérdidas

3.1. Propagación en dieléctricos con pérdidas pequeñas
4. Polarización de una onda plana

4.1. Polarización circular
4.2. Polarización lineal

5. Paquete de ondas. Velocidad de grupo
6. Reflexión y transmisión de ondas planas: incidencia normal

6.1. Balance de potencia
6.2. Incidencia normal sobre la superficie de un conductor
       perfecto

3. Principio de superposición
3.1. Unicidad de las soluciones

4. Condiciones de los límites
4.1. Componentes normales
4.2. Componentes tangenciales

5. Potenciales electrodinámicos
5.1. Transformaciones de norma 
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Tema 6. PROPAGACIÓN GUIADA. LÍNEAS DE TRANSMISIÓN
Resumen

Objetivos generales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción

1. Relaciones generales entre E y H
2. Modos de transmisión. Modo TEM
3. Líneas de transmisión
4. Propagación de ondas en una línea de transmisión

4.1. Impedancia de una linea de transmisión
4.2. Coeficiente de reflexión
4.3. Líneas de transmisión sin pérdidas

5. Caracterización de la onda estacionaria en una línea de transmisión
5.1. Razón de onda estacionaria
5.2. Impedancia de entrada de una línea sin pérdidas

6. Potencia transmitida en una línea sin pérdidas
7. El diagrama de Smith

7.1. Aplicaciones de la carta de Smith
8. Acaptación de impedancias

8.1. Acaptación de impedancias mediante un sintonizador simple
8.2. Acaptación de impedancias mediante un doble sintonizador

9. Tratamiento de líneas con pérdidas
10. Ejercicios propuestos

7. Reflexión y transmisión de ondas planas: inidencia oblicua
7.1. Polarización perpendicular
7.2. Polarización paralela
7.3. Relaciones de fase. Ángelo de Brewster
7.4. Reflectividad y transmisividad

8. Ejercicios propuestos
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1.3. Relación de dispersión. Diagrama ω − β para los modos
       de transmisión

2. Guia de ondas rectangular
2.1. Análisis del modo fundamental

3. Guía de sección circular
3.1 Modo fundamental en una guía cilíndrica

4. Potencia en guías. Atenuación
4.1. Cálculo de la atenuación en guías

5. Cavidades resonantes
5.1. Factor de calidad

6. Ejercicios propuestos

Tema 8. RADIACIÓN ELECTROMAGNÉTICA
Resumen

Objetivos generales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción

1. Potenciales retardados
2. Radiación de un dipolo corto

2.1. Campos de un dipolo oscilante
2.2. Potencia radiada por un dipolo corto

Tema 7. PROPAGACIÓN GUIADA: GUÍAS DE ONDAS. CAVIDADES

  RESONANTES
Resumen

Objetivos generales
Objetivos específicos
Requisitos previos

Introducción

1. Modos de transmisión TE y TM
1.1. Modo Transversal Eléctrico TE
1.2. Modo Transversal Magnético TM
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4.5. Propiedades directivas de agrupaciones uniformes
5. Ejercicios propuestos

Apéndice A. TEOREMA DE RECIPROCIDAD

Apéndice B. RELACIONES MATEMÁTICAS I

Apéndice C. RELACIONES MATEMÁTICAS II

Apéndice D. TABLAS

4. Agrupaciones de antenas lineales
4.1. Principio de multiplicación de diagramas. Factor
       de agrupación
4.2. Agrupación vertical de dipolos
4.3. Agrupación horizontal de dipolos
4.4. Análisis del diagrama de radiación de una agrupación

3. Antenas
3.1. Antena lineal
3.2. Antena de cuadro
3.3. Antenas situadas frente a tierra
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	��	�	 �������	��	 ��	 �	 ����� 	� �� �������� ������ � ���� �	������

�	 �������	� �	��	����� ν+ � ν−� �� ����	������� �	� ������ 	� n�

��
����

��� �	�����	� �	 ����� �	 ���� 	��	�	 �	�	� ����� ���

ρ+ = +en

ρ− = −en

�� �	����� �	 ����	��	 	� �� �	�� �	 	��	 ���� ��� ��� ��������	�

�	 ������ ����� 	��

J = ρ+
〈
v+
〉
+ ρ−

〈
v−
〉
= en

(〈
v+
〉− 〈v−〉)

��������� �� 	
��	��� ���	��� � �� 	������ ����� 	� �� �	 ���� �	�

��	 �	��	 !��� ���"�# ������� ��	 ��� ������ �������� ��� �	��	����$

���	� 	���	 �% � 	������� 	� ���&��	� �	������� �	�� ����	������ ���%���$

�	��	 ��� ����� 	� ��� �������	� ��	 	��	���� 	� �	���� �	 ��� ������

������	��

RH =
− (〈v+〉+ 〈v−〉)B
en (〈v+〉 − 〈v−〉)B = − 〈v+〉+ 〈v−〉

en (〈v+〉 − 〈v−〉)
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RH = − 1

en

ν+ + ν−

ν+ − ν−

!�� ��� �������� ��� ��� 	���������� ���
�
 �� 	��	� ���
� ��� �� ����� ��

�� ��������� ��� ��
��� ν+ > 0 � ν− < 0�

1.3� �������		�
�
������

"� ��	�� ����� ��� �� �����
��� �� �
 ��	�� 	��
#���� ����$� ����� �� ��

����� ��� %��� �
 &��	� �� ������
�� ��#������� '� �� ������� ��� ���� ����$� ��

������ ��
�� �� ���������
 �
 �� &�������� ��
 ��� �� ����� �� ���
�������� ���

�� ��	�� �������	������ '&������	�
��� ��� ��
�������� �
 �� ��
� �� �
 ��	(

�� 	��
#���� ������	�
��
 �
� ���	�
���
 �� �� ��
���������� �&������ � ����

&�
	�
� �� ��
��� ��� �� 
�	)�� �� ����������	
	����
��

*�	�� � �������� �� ������� ��
������
�� �
�����	�
�� �
 �
��� ���������

+�����	�� �� ������
 ����� ���� ��
������
�� ����� ��� �� ��	�� �������	����

���
� �� ��	��
�
�� 	��
#���� ���� ��� �� &����� �� ,���
��� E ← E+ 〈v〉 ×B�

-��������
�� �
 ����� 

〈v〉 = ν (E+ 〈v〉 ×B)

��� 
�� �� �
� ������
 �
 〈v〉� *�	�� � ���������� �
 �#�	�
�� �� �� ��
�����

�� ������
��� ��� ���
� ���� ��� J = ρ 〈v〉 � ��
�� �� ��
���������� ������� ���

�������� �� γ = ρν 

J = γE+ ν J×B ���.�

���� �����/�� J �� �� ������
 ���.� ��
�	�� ��� ����� ����
�� 	�
�����(

���
�� ����)������� '	����	�� 	���������
�� �	)�� 	��	)��� �� �� ������


���������	�
�� ��� B� ��� �� ������� 

J×B = γE×B+ ν (J×B)×B ����0�

'� ��)�� �������� ��������� �� �� ����� ������� �� �������	�� ��
 �� ����� �� ��

&�	��� �1���� ��� ��#
���� 1 

(J×B)×B = −B× (J×B) = −J(B2) +B (B · J)
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B · (J×B) �� ��	��

(J×B)×B = −B2J+ γB (B ·E)

��� 	� ��� ������ ���
��

J×B = γE×B− ν B2J+ νγB (B ·E)

��	����� � ��	��� ����� ���� ������ �	 ������� J×B�

J− γE = νγE×B− ν2B2J+ ν2γB (B ·E)

���� ���!��
� 	�� �������� 
����"���� #��	����� J�

J =
γ

1 + ν2B2

(
E+ ν E×B+ ν2B (B ·E)

)
������
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� 	� 
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γef = γ
(
1 + ν2B2

)−1
��� �� ��(����� � 	� ��
�����
�
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�
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�����
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 �(����� 
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���� �	

���� �� ������ *� ���� �� ����	�	� � E� ������� B (B ·E) = B2E � 	� ������

������ ���
��

J =
γ

1 + ν2B2

(
E+ 0 + ν2B2E

)
= γE
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� +�� ��� ���	� ��� ��� ,� ���� 
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�

��� �� �� ��
�����
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 � ����	�
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 �����	 γi� νi

J =
∑
i

Ji =
∑
i

γi
1 + ν2i B

2

(
E+ νiE×B+ ν2i B (B ·E)

)
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CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



����� �����	
�� �� ��	�
����

���������� 	
 ���
����

���� �� �������	 
� ������� ������� ������ �� �� ���� ������� ���

P = J ·E
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P =
∑
i

γi
1 + ν2i B
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E2 + ν2i (B ·E)2

)
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P =
∑
i

γi
1 + ν2i B

2

(
E2 + ν2i B

2E2
)
=
∑
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γiE
2 = γE2
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∑
i

γi
1 + ν2i B

2
E2 = γefE
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�
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A(r) =
μo

4π

∫
V ′

J(r′)
|r− r′|dv

′ ������

�� �� �������� �������� � ������� ����	���	� ��� � �� 
����� ������� 	������

���� �� �������� �������� �� ������� 	� ������� �����
������ � 	� ����� ��� ��

��	� ������� �� �� 
��	���� 	� 	� �������� ��� �� �� ��� ��� � ��� �� !����"��

��� 
���� � �� �� ���� �� !����"�� r�

#�� �� ���	����� |r′| � |r|� 
�	��� 	��������� �� ���� 1/ |r− r′| � �����

�� 	� 
������ ��������

1

|r− r′| =
1

(r2 + r′2 − 2r · r′)1/2
� 1

(r2 − 2r · r′)1/2
=

1

r (1− 2r · r′/r2)1/2

$� 
����� x = 2r · r′/r2� 	���������� �� "������ (1− x)−1/2 � ������

�� 	� 
������ �������� ������ ����

1

|r− r′| =
1

r
+

r · r′
r3

+ · · ·

	� ��	� ����

A(r) =
μo

4π

1

r

∫
V ′

J(r′)dv′ +
μo

4π

1

r3

∫
V ′
(r · r′)J(r′)dv′ + · · · ����%�

�� 
����� ������� 	� �� �������� �������� � ������ ���� ������� �����

	�
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��� #��� !����� � ������������ ��

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



����� �����	
�� �� ��	�
����

���������� �� 	
������ ��	�������� �� ��� �������� �� �� ����	���	�	���� �� 	
��

���� ������� �� �� �� ��������� �� ������ ����
	����� ��� ��	� ����� ���� �����

� ��	���� ��� ��� 	
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�������� �� ��� ��������� ���������� �� ������ ����
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 ��� �� �������� �� ��� ��	���� 	
������� ����� � �����	��� �� ������	�����	�

�� ��� ���������� �� !	����� "� ������� �� �� �����	� �� �� ������ �������

��� �� ���	�� �������� �� �������	� f(r′)J� ����� f(r′) �� �� ������ ��������
�� ������� �� ��� ����������� ����� �� ��	!� �� ���	������� �� �������	�� #���

��������� �� ������ V ′ ����� �� ��	!� �� �������	� � �� ����$��� S′ �� ��������
��� ������	� �� ���	������� �� �������	�� �� ���� ��������� �� �� ����$��%∫

V ′
∇′ · (f(r′)J)dv′ =

∮
S′
(f(r′)J) · ds′ = 0 &'�'()

*� ���� �� ��	����� �� ����$��� ����� ����� S′ �� ��� �� �� �������	� �� ���
�� ��� ��� ����	������� S′ ������� 	��� �� �������	��

���� �� ∇′ ��	!� ����� ��� ����������� �� r′� � ������������ �� �� 	��	�
�� �������	�� ��	���������� ����� ∇ · J = 0� �� ������	� �������� ���	����� �����

∇ · (f(r′)J) = (∇f(r′)
) · J+ f(r′)∇ · J =

(∇f(r′)
) · J

"������� ��	� ����	��� � �� ������� &'�'() �����∫
V ′

(∇f(r′)
) · Jdv′ = 0 &'�'+)

2.1� ������� ����	�
��

,���� � 	������ ��� ��������� &'�'() � &'�'+) ���� �������� �� ������	�����	�

�� ��� 	
������ �� �� ������� &'�'-)�

*� �������� �� f(r′) = x′

∇f(r′) = ux �
(∇f(r′)

) · J = Jx

"������� ��	� ����	��� � �� ������� &'�'+) 	���������∫
V ′

(∇f(r′)
) · Jdv′ = ∫

V ′
Jxdv

′ = 0
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������ f(r′) = y′ � f(r′) = z′∫
V ′

Jydv
′ = 0 ;

∫
V ′

Jzdv
′ = 0

������� �������� ��� ���������� ���������� �� ����� �������� ���� ������

f(r′) = x′i ����� �x′1 = x′, x′2 = y′ � x′3 = z′�� ∇f(r′) = ∇x′i = ui� J1
�����������	 � Jx J2 � Jy � J3 � Jz� ��� ���� ��������∫

V ′
Jidv

′ = 0

�� ��� ���������� ���������� �� ���� � !��∫
V ′

Jdv′ = ux

∫
V ′

Jxdv
′ + uy

∫
V ′

Jydv
′ + uz

∫
V ′

Jzdv
′ = 0

"� ����� ∫
V ′

Jdv′ = 0 �#�#$�
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� �� �� ���������� �� 	�
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�� ��������� �

������ �����������

2.2� ������� ���	
�

'
���  ���� � ���������� �� ������� ������� �� �� �������� �#�#(� ���� ��&

����� ��� ��������� !�� �������� �� ��� ����������� ��� ����� �� ��� !�� �� ��

������� %� ������������� �� �������� ������� r · r′

AD(r) =
μo

4π

1

r3

∫
V ′
(xx′ + y y′ + z z′)J(r′)dv′

%� ������� �� ��������� �� ������� �� xj x
′
j  ��� x1 = x, x2 = y, x3 = z, x′1 =

x′, x′2 = y′ � x′3 = z′ � �������� �� ������ !�� �� ����������� �� 
��� ��)�� ���
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� ����� �� �	��	��� ������
� �� ����� �������� �� �� ��������� ������

AD(r) =
μo

4π

1

r3

3∑
j=1

xj

∫
V ′

x′jJ(r
′)dv′

�� 	
�
����� i ��� ��	�
� AD �����

AD(r)i =
μo

4π

1

r3

3∑
j=1

xj

∫
V ′

x′jJidv
′

���� �����
��� ���� �	��	��� ���
� � �����
� �����
� x′iJj �����
 ���

��������
 �� �� �
�� ����������

AD(r)i =
μo

4π

1

r3

3∑
j=1

xj

∫
V ′

(
1

2
(x′jJi + x′iJj) +

1

2
(x′jJi − x′iJj)

)
dv′

��
� � ��
����� ��� �� ����� �����
 �����
 �� �� �������� �� ���
� ����

���
 �������
� �� ����	��� � � !"� ���
 �#
�� �
��
� f = x′ y′�

∇f = y′ ux + x′ uy

$� �
�� ������	�� �� f = x′ix
′
j �

∇f = x′jui + x′iuj

�������
 ���� ����	��� � �� �	��	��� � � !"�∫
V ′
(x′jui + x′iuj)·Jdv′ =

∫
V ′
(x′jJi + x′iJj)dv

′ = 0

%
� ���� ��������
 �� ����� �����
 ��� ������
 ����
 �� AD(r)i �� �����
� �
� ����
�

AD(r)i =
μo

4π

1

r3

3∑
j=1

xj

∫
V ′

1

2
(x′jJi − x′iJj)dv

′

&� �
�� ��	�
�����

3∑
j=1

xj(x
′
jJi − x′iJj) = [J(r · r′)− r′(J · r)]i
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������ ��

�������� �� ����	
 �
 ���
��� ���	���
� �������

(r′ × J)× r = J(r · r′)− r′(J · r)
3∑

j=1

xj(x
′
jJi − x′iJj) = [(r′ × J)× r]i

��� ��	
 ���
��
��

AD(r)i =
μo

4π

1

r3
1

2

∫
V ′
[(r′ × J)× r]idv

′

���
� �
� ��������	�� ��� �����
���� ��� 	
�	��

AD(r) =
μo

4π

1

r3

∫
V ′

1

2

(
(r′ × J)× r

)
dv′ ������

�� �
 ���
��� 
�	����� ������� 
����
� ��� 	������� ��� �������� �� �
� �����

���
�
� ��� ����
 �� �
 �������	� �
���
�

m =
1

2

∫
V ′
(r′ × J)dv′ ������

 
 ���
��� ������ ��!�� �� ������� ����	
� �
������ ��"��� 
 ��


���	��"���� 
�"�	�
��
 �� �������	��

�� 	������ �����
�����
 ��!���� ��� �
 �������	� ���
����

AD(r) =
μo

4π

m× r

r3
������

#���� ��� �� 	������ �����
� ��� ��	����
� ���	�� �
���	��� �� �����������
� 
�

�����	� �����
� �
���	��� $ 
� ���	�� ��� �����
 �
 ������� ����� �� ��������


�� ��	����
��

������ �� �	�
��

#
��� 
 ��� ��� �� �
�"�
��� �� ������ ��� ���	��
 �� �������
�
� �� �
�"�


�� �����	� �����
�� %�������� ��� �� ������ ��� ���	��
 �� ��&������
 �
�"�



 �� ���	� 'o� �� �
���
 ���
−−→
''o = a� $ ��� ������ ���	���� �� ������� ���
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��� �
� ������	
� �� �
���	� �� �����
��� �
� �
� ��	��
��

������	� �� �������	� ���������

r′o = r′ − a

���	�	�����
 �� �� �������� �������

mo =
1

2

∫
V ′

r′o × Jdv′ =
1

2

∫
V ′
(r′ − a)× J dv′

=
1

2

∫
V ′

r′ × J dv′ − 1

2
a×

∫
V ′

J dv′

��
 �
�
 ���
� �� �� ���	��
 ��	��
 �������
 �� 	����
 �
�
�
���∫
V ′

J dv′ = 0

�
 	��	
�

mo = m

�� �
���	
 ���
�� �����	��
 �����
 � ��� ���	������� �� �
���	� �� ���

����� ��� ��	
�� �� ���������� ���
	��� �
 	��	
 �� �� ������	
 ��� ����	�� �

�� ���	������� � �� ����� ������� ��������
 �� ���	��� �� �

������� �!� ��
"

����
 � �� ���	������� �� �
���	� ��� �
�������
��

2.3� ���������	 
������	

#����
 �� 	�	� �� �� �����	
 ����
 �
 �� ��� ������ ��� �
���	� I�
�� $
�� ��� ��
�	� �� �%������ ������ ������� �� ���	�	��� Jdv′ �
 Idl′ � ��

��	���� �� �
����� �� �
����	� �� ��� ��	���� �
�� �� �����
 ����
 ���

�
������ �
� �� &��
 ��� �
�
	� �� �
���	�� �� �
���	
 ���
�� ����� �� ��

$
�� �������	��

m =
1

2
I

∮
C′

r′ × dl′ ������

�������� �	
��

�� �� ���
 �� �� �����	
 '��$
�� ��	���
 �
�� �� ����
 () �
�
 ����	�

�� '��� ��*���� �� ������� ������ �� ����� ������'�� 	������
 �� ����	� �� !��
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(a) (b)

������ ��	

��������� �����	 �� �� �
���� ����� ���� �
�

1

2
r′ × dl′ = ds′ = n ds′

�� �������� 
	��� �	�	 �� �	��	��	 C ′ 
��� �� ���� �� �� �
�����

1

2

∮
C′

r′ × dl′ = nS

�� �� �������	 ����	 
� �	����	 ���	��� ��������	 �
�

m = I S n �����

�� �	����	 ���	��� ��������	 ����� �����
�	��
 �� �����
���� �� �	������� �	�

��������� � ·�2! �� �� "#

�� 	��������$� ��� �	����	 �
�� ������	���� �	� �� 
�����	 �� ���	����	 ���
�������	 % 	������ � �� ����� ��� �	�����	 �� �� ����� �&��� 
� ���
���� �	

�
����
 �	� 
�����	
 �� �	������� 	���
�	' �� �� ������� �� (���	� n 
��� ��� ����	
����� �� 	�
��(��	� % �� �� 
������ ����� �� �� ����	 "� ��� ����)��	 ��� * %
��� " �	� �	
 
�����	
 �� �	������� ���� ������� �� +	��� �
,�������� ,�� ���
�
���� ��	���� �� �	����	 
������ �� 	�
��(��	 �� �� �	�	 �	��� �� ��� �����
������� % �� 	��� �	���
�	��� �� �	�	 
�� "� �����	
 �� ������� �
���� �� +�����
(��	
 �� �	�	 �	��� % 
� �	 �����	
 �	� �� ���� 	���
��� (�
�� ��
�� �� 	��� ����
��� ������ 
� 	�
��(��� �� �	�	 
��
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����� �����	
�� �� ��	�
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2.4� ������ ��	
���� ��
����

�� ������ ��	
���� ��
���� �� �
� ��������
 ��� �
����� �
 �
� ��������

��
���� ��� ����� �
 ����� ����
�� ������� ��	
���� m� �� ����� ����������

��� �
 ������ ���
� ��
�� S → 0 � � �� ��� I → ∞ ���
���� ��� �� �������

�� �
���
��� m = IS�

3� ����� ��������� �� �� ������

�� �
������
�� �
��� �� ����� ��� ������
 ��� ��
��� �� ���� �
 �� ���

�� �
 ������ ��	
���� ��
���� ������� �
 �� ���	�
 �� �����
����� �� ����
���

����� ��	
���� ��� �������
�� � ���� ������ ����� ���
� ���� ��� �� �����


����� � !�������� �� ���� ��	
���� �
 �
 ��
�� ��"
��� ��� �� ����� ��

������
 r� �����
�� �� ������
 �
��� B � A�

B = ∇×A =
μo

4π
∇×

(
m× r

r3

)

�
 ������ ��	�� �������� �� ������
 �������� �!�#� �

∇× (φG) = (∇φ)×G+ φ∇×G

�
 ���� ��� φ = 1/r3 � G = m× r�

∇
(

1

r3

)
= ur

d

dr

(
1

r3

)
= −3r2

r6
ur = −3r

r5

$�� ��
���

B =
μo

4π

(
−3r

r5
× (m× r) +

1

r3
∇× (m× r)

)
%����
�� �� ������
 ��� ������� �������� ������

r× (m× r) = m(r · r)− r(r ·m) = r2m− r(m · r)

−3r

r5
× (m× r) =

3

r5
(r(m · r)− r2m)

�� ������
�� ��� ������� �������� ���

∇× (m× r) = m∇ · r− r∇ ·m+ (r · ∇)m− (m · ∇)r
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������ ��

�� �������� ∇ �	��� �����
���� ������ ��� ��
����� � ��
 ����������
 ��� ����

�� ����� 
� ������� �� ������ �
 ����� ��
 ������
 ��� r� �� ������� m �


���
������ ������� �
�� �� �������

∇ · r = 3 ; ∇ ·m = 0 ; (r · ∇)m =0

(m · ∇)r =

(
m · (ur

∂

∂r
+ uθ

1

r

∂

∂θ
+ uϕ

1

r sen θ

∂

∂ϕ
)

)
r ur

(m · ∇)r = m · ur

∂

∂r
r ur +m · uθ

1

r

∂

∂θ
r ur +m · uϕ

1

r sen θ

∂

∂ϕ
r ur

�����
∂ur

∂r
= 0 ;

∂ur

∂θ
= uθ ;

∂ur

∂ϕ
= uϕ sen θ

��
���������� �� ������� ��� �������� rur� �� ������� ������� 
� ���
�����

���

(m · ∇)r = (m · ur)ur + (m · uθ)uθ + (m · uϕ)uϕ = m

�� ��� ��
 ��������
 �
������
 
�� ��
 ����������
 �� m 
���� ��
 ��
������
 ���


�� ����������
� �
 ����� ��
 ����������
 �� m�

�� ���� �� ������� 
� ������ ����

∇× (m× r) = 3m− m = 2m

�������� ��
 ���������
 ���� ���
 � �� �!���
�� ��� ������

B =
μo

4π

(
3

r5
(r(m · r)− r2m) +

2m

r3

)
"���#����� ������

B =
μo

4π

1

r5
(3r(m · r)− r2m) $%�&'(

�� ������� $%�&'( �!���
� �� ����� ����� � �� ����� ������� 
����� ��

�� ��)�� �� ����������
 � � ��� �
����� r ��� )����� ��������� ��� ��


����
���
 ��� ������

�� �!���
�� ��� ����� ��)�*��� ����� � �� ����� �
 
���� � �� �������

���� �� ����� ��*����� � ���
��� ��� �� ����� ����� � ��� �
������� ��

�������� �
����� �� ������� �� 
� ����� )���*����� 
�� 
��� �� 
� �������

������ ��)�*���� �� �������� �
����� ��� �� ����� ��*����� �
 ��� �� *
�� ��
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(a) (b)

������ ��	

������ �� ��	
� ����� �� ����� �� �� ����� 
����� � 	����� �� �� �������� ��

�	����� ��� ������ ��� �
��� 	������� �� ����� ����� � ���� ��	� 	������ ��

����� �������

�� ��	�������� ������� �� �� �������� ������� � ���� 
��� �������� ���� 

����� ��� �
��� �� �� ����� �� ������������ ! ��
���	�� �� 	�	���� �
����

	������� �������� �� �� ������� ��� �"� #� ��	� 	������ �� ����� ������� 
� 

��	�� ������� ��� ��	
������� ��� ��	
� 	������� �� $��	� 	�� �������� %�

���� ���� �� 
������� ������ ������ 
�� �� ������� ���&�� �� 
���� 
���� �� ��

������� $��	��

AD(r) =
μo

4π

m× r

r3
=

μo

4π

m sen θ

r2
uϕ

'��� ��� ���� (�� ��	
������ AD(r)ϕ� � ���� ��
���� �� ��� �������� r � θ�
�� ��������� �� ����������� ��$����� �� ������ � �� ������� �)
������

∇×AD(r) =
ur

r sen θ

∂

∂θ
(AD(r)ϕ sen θ)− uθ

r

∂

∂r
(r AD(r)ϕ)

*
������ �� ������ �� ��	
� 	������� ��$���� �� �
��� �� �� ����� �������

B =
μom

4π

(
2 cos θ

r3
ur +

sen θ

r3
uθ

)
���&��
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��������	
������ ��

�� ����� ��	
�� ������ �� ������ �� ���� ���������������� � �� ������
�������� ����� ��� ����������� ��� ���� ��������� �� ��� �� �����������
��� ������ �� ���� �� �� ������� ����������� ���� ��� �� ������ ��������
������� �� �� ������� �� � � �� �������� �� �������� ��� �� � � ��� ������� ��
����� �� ���� ������ ���! ��������� �� ��� ����� ��� "��� �� !����� ��
�#$�	o ������������� ��� �� � � �� ��������� �� �� ���� ����� ��� ������ ��
���� ������ %����������� � �� �� ��� ������ ���� ���������� �� �������� ���
&��� %���� ����� �� �� �������� ������ � �� ��� �����'��� ���� ��� ������� ���
�� �� �����'��� ���� �� �!� � �� ���������� � �� ���� � ��� �� ���� ����� �� ���
��( ���� ��� � ��������� �� ������� �� &���� �� ���� )�� �� ��������� ���� ����
��� ������ �� ���� ����� �� �� ������ ����� �� ��� ���������

��� ������ �� ���� �������� ��������� �� ����� � �� ����� �������
m � 8,2 × 1022

[
* 2

]
)� � �� ���� %���� ����� 3 × 10−5 +�,2 �� �� ����-

��� &���� 6×10−5 +�,2 �� ��� ������ �� ���� �������� ��������� .���(� ���
�� ������ ���!� ������� �� ��� '���� �����!���� � �� ��� �������� ���������
���%������ ��� �� /��� �� ��� �������� �� ������������� �� &�� �����%��� .�����-
������ ��� ���� � ������ �������� �� ��� ��� �� &� ��%������ �� ����������� ��
��� ������ 0������ ��� (����� ���� ������� �� �1�� �� ���� &� ���������� ��
�� ������� �� ��� %������ ���������

4� ������ �� 	� 
���� ������
�

4.1� ��� �� ������� ����� �� ������

2��� �������� ��� �� ����� ����� �� ��� �� "���'�� ��� � ���� �� ����
�������� ����� ��� ��������� �� "������ ��� ����� �������� /������� ��� ��
���� ����� �� ���(� �� ������������ �� ��������� �� ���"��� � ��� ���&� ���������
���! ������ �� �� %����� V ′� �� ��� �� "���'�� %���� ���� ����

T =

∫
V ′

r′ × (J×B)dv′

0������������ �� �������� %�������� ����� � ������ �� 
)����

r′ × (J×B) = J(r′ ·B)−B(r′ · J)

T =

∫
V ′

J(r′ ·B)dv′ −B

∫
V ′
(r′ · J)dv′
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�� �� ��	�
����

�� ������	 
����	 �� �� �������� ��
���	� �� ���	� ���� ��	�
����	 
���	�

�� ����
� ��� ���� ���� ��� �� ��� �	�	���
�� �� �� ��
����� �� ������� ����∫
V ′

(r′ · J)dv′ =
∫
V ′

(∇1

2
r′2) · Jdv′

�	��� ��	� ���
�
���	 r′ �	� ∇(12r
′2)� ��������	 �� �������� ������� �� ��������

��
���	� ��� � ∫
V ′

(∇1

2
r′2) · Jdv′ = 0

!		 ��"#�	� ��������	 �� ��������	�

�� ��� �� $���%�� �� ������ � �� �������
� �&��������

T =

∫
V ′

J(r′ ·B)dv′ ���'(�

��	�� 	"�����	� ��� �� � ����	 �����%��	 �� �� ����
��	 '�'� ��� ����� ����� ��


����	 ���	��� ��� ������	��	 ��� �	
������ ���
	� �� �� �������� ����)� ���
� ��

�����
��	 ���'��� �	� ����
� �����"���∫
V ′

J(r′ · r)dv′ = m× r

!	��	"�	� ��� �� �� �� ��� $	�� ��� ���'(�� * �� 
���$	�� ��� �� 	
��

���  � ��� ��"��� r �	� B� �	� 
��
	�

T = m×B ���'��

�� �������� ��	�
��
 ��
��� �� �
 �� ���
��� ���
� �� ������ ���� �����	�

�����
 �� m, ������ � �� ���� �����	��� ��	�
�� B.

4.2� ������� 	� 
� 	��� �
��
��

���� 	"
���� �� �����#� �� �� ���	�	 �� $������ ��� ���	 �������	 * ���

 ����	 ��� $	��� �� 	��
	 ���	��� �	� �� ���	 ����
��	� �������	� ��


��"�+	 ��������	 ���� ����� �� ���	�	�

,��	��	� �	 �������
�- ��� �� ���	 ����
��	 �� B = Buz� ��� �� ���	�	

��
 �� �� ����	 ./ * $	�� ��  ����	 θ �	� �� �+� /� ��� �� �+� �� ���	 �� �� �+�

0 * �	� 
��
	 �� ���	����� ������� �� ���	 �� ω = ωux
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��������	
������ ��

�� ������� 	�	
	���� 	�

dW = T · (dθ ux)

����	

T = m×B = −mB sen θ ux

��	����� 	���� �	������	� � �� 	������� ���	���� ��	��

dW = −mB sen θ dθ

�� ������� �	������� ���� ����� �	� ������ �	 �	�	�	���� θo � θ �	��

W = −
∫ θ

θo

mB sen θ dθ = mB(cos θ − cos θo)

�� ��
�
�� ��
� �	�� �	 	�	���� ���	����� θo = π/2

W = mB cos θ

��
� �� 	�	���� ���	����� 	� 	� ������� �	������� ������ 	� ��
��

UD = VD = −mB cos θ = −m ·B � !"#$

�� 	������� ���	���� 
�	���� ��	 �� 	�	���� �	� ������ 	� ����� �−mB ���� θ =
0 ���� ���� θ = π/2 	 ����� � mB ���� θ = π! �� ��������� 	���	 ��������� �������

	� �	 ���
� ���	������! %	
�� ��	 �� �������� 
�� 	�����	 	� �� ����	������	��	

� �� 	�	���� 
���
� & 	� 	��� 	� ������ ��	�	 �� 
��
� ���	����� & �	����� ��	 	�

��
��!

4.3� ������ �	
�� �� ��	�	 �������

�� ��	��� ����	 �� ������ �	 ��	�	 ���	�	� � ������ �	 �� 	�	����! �	 ��	�	

�	
������� ��	 	� �� ��
�� 
���'���� B(r) �� �	������ 	���	 ��	��� & 	�	���� 	�

�� �������� �	 
	������ & 	�	�����������

F = −∇UD = ∇(m ·B(r)) � !"($

� ����� �����	
 �� �������	 ����
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����� �����	
�� �� ��	�
����

�� �� ���� 	� 
�� ∇×B =0� 
�� ������� 
�� J =0 �� �� ���� 	��	� ��

�����	��� m� � ������	� �� ������ �� �������� ����������

∇(m ·B(r)) = B× (∇×m) +m× (∇×B) + (m · ∇)B+ (B · ∇)m

���� m �� ��������� � ∇×B = 0� �� �������� �������� �� ��	��� � �� ����������

F = (m · ∇)B ������

����� ���� � �� ���� �� �� ���� 	� �� ���� ����!���� ��������� �� 
�� m � B
���"�� ��	���	������ 	� ��� ����	���	��� � �� ��� 	��#� ����� F 	���	� 	� ��

��������� 	� B(r) ��� ��� ����	���	���

5� ���������

$�� ��	��� ���������� ���#� ��������� �� #����� � ���!������ 
�� � �� �� 

�� ������� 	� ���"����� ���� ��� �������� ��������� � ����������� $�� �������

� ��������� �� ���������� �� �� �%���� � ��� ���������� ���#� 	�������� ����	�	��

	�� �%�����

��#���������� �� ���������� 	� ��� ���������� ����	�	�� 	�� �%���� �� �������

� ��� ��������� ��&�� ��� ����� 
�� ��	��� �� ������� ������	� ���� �	

���	 �������	 	������ '	��#� ��� ���������� �� ��������� �� �� ����� ��

������� ����!���� ����"����� ���������	� ��� ��� ����	�	 ������(��#�����

�����	� ������ $�� ���"����� 	�� �%���� ���&�!� ������ �� ������� ����!����

����"����� ��� �� ����� ����� 
�� ��� �������� ��&���� � 	� ��"� 	� ��� ����(

������� �� 
�� ��&�� �������� ��� ������������ ������������ � ��� ������ �

����� �� ���� 	�� ����� ���� �� 	�� ������� �� ���)���	������ ��� �����������

����� ����� 
�� �� 	�� ���������

$�� 	�������� #����� 
�� ������� �� �������� ��	�� ����� �� �������

����!���� ����� 	������� 	� ���� � ����� 	���	���	� 	� 
�� ��� �������� ��&�(

����� � 	� ��"� �� ������ � �� ����� �"� ����	� ��� #����� ������ �� �������

����!���� 	������� 	� ����� ��	� ������� 
�� �� ����������� ��� �� � ��� �� 
��

����	� �� ��� ���������� �����	�� �����������	�* � &��� 
�� �� ��	� �� ���

����������� �����#��� 	� ��	�� ��� �������� �� ��� 	��������� ���� ������ ��

��� ��	��� ����	�������	�

+� ������ �� �������� �� �������� 	� �� ���� ����!����� ��� 	����� ��

�������� �� �� 	�������� 	�� ���� 	�&�	� �� �� 	� ���� �� 
�� �� �,���� ��&��
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�
 ������ �
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��� ��	
������ ���������

�� ����������
 �
������ �� �� 
��������� ������� � �� �
 ������ ����������
�� �� ��� ������ ��
 ��� ����������� ��	
������ �� ��� ����������� ���� �������
��
�� �����
�� ��� ������ ��
���
�� ��
 �� 
��������� ���
���� � ���� �
 �
������
�������� �� ���� �������� �� ����
��� ���
����

�
 ������
� �
 �������� ����� ��� ��
�������� ���� �
� �	�������
 �� ���
����� ������������ �
 ��  �����
 ��� ����� ����� �������� �� ������ �� ��������
�� �������� ���� �
 ��
!�
�� �� �����"�� ������� ���������� ��� ������
��� ���

���
���� ������
��� �������
��

5.1� ������ �	
�
����

#���� �
 ��
�� ��  ���� ������������ �� ���
�
 �
 ���
�� ��� ����
��� ���
������� ��	
������ �����
�� �� ��$
����
 �� �
  ������ ������� �	
�
���� �

	
�����
���� �� ��� �� ��
���
 �� ��� ����
��� ��	
������ �������� %� ���
����� mi ���� �� ����
�� ������� ��	
����� �� ���� ����� � ��
���������
�
  �����
 �����
��� Δv� �� ����  �������� �� ��� ����
��� ��	
������ �
 Δv
���� Σmi & �� ���
����
 M �� ��$
� �����
�� �� ��	���
�� �������
'

M = ĺım
Δv→0

Σmi

Δv
()*)+

M �� �� ������� �	
���� �����	�� 
�� ��	��� �� �������� �����	�� ��� ��

������ �� �	
�
���� �
 �� ��$
����
� �� �,���� �� Δv �� ��
������ �� �����
��� Δv ��� ��� �����"� ����� �
 ��
�� ��  ���� ������������� ���� �� �����
������ �� 
-���� �� ����
��� ��������� mi �
 �� �
������ ���� ��� 	��
�� #�
���� ����� �� ��
���
  �������� M �� �
� ��
���
 ��
��
�� ��� ����
�� ��� ��
��
��
�������� ��� ����
���
�� �� M� ���� ��� ��� �� m ��
 .� �2/� ����
 .�0�/

�� ���
����
 M �� ��� ��
�� �
� ��	
���� ��� ����
�� ��� ��
�� ��
��

�� �������� � �������
�� �� ����
�� ��	
����� �� ��� ������ ��� �����
�

�
  �����
 ��� �����"� ��� �
���
� �� ����� ��
�� �� �
� ��
���
 ��� 
��
������� ����
�� �� ����� ��	
����� ��������� ��� �
 �������� ���
���
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5.2� ��������� 	� �
������

�� ��� ���	
���	� �� �	

����������� ��� ���	���� ��������� �	 ��� ������

� ��	� ��� ����� � ��	� �� �
�	������� 	� ��	���
�� �	 ��
�� ��	 �� ���� 	� �����

������ �	 ������ �� ����� 	��	
�� �	 �
�	���� ��� ������� � �	 �����	� ���	����

��������� 	� ��� ������ � 	� ����	��	���� �	 �
����	 ��� ��������� M�

�� ��������� ��� �	
���	 �	��
���
� �	��	 �� ����� �	 ����� ���
��������� ���

��
���	
������� �	 ���	
���	� ��������� � ���	�	
 	� ����� �������� �
�������

��
 �� ���	
��� ��������

�� ���	
�
	������ ���
�������� ��	 �	 ���	 �	 ��� ���	���� ��������� �	

��� ������� 	� �������
 ������ ���	���� � �	��	 �� 	���
�� 
	��

���� ��
 ����

��

�	��	� ��������� ���� ��

�	��	� ���	
������ ! ��� �
������� �	 ������

��
���	
�"��� ��
 ��� ��������� M �	 ��	�	 ��
����
 ��� ��

�	��	� ������� ���

������� 	� �
�������� ��	 �	
���	 �	��
���
 ��� ��
���	
������� �	� 
��� �	 ������

� �������
 	� ����� �������� �	���� � 	����� �� ��

�	��	 �	 ��������� �� 
	�
	#

�	��� �� ������	��� �	 ��
�� � �
���� �	� ���	
���� �����	�	��	 	� �� ���	��

��
� 	��
	��
 	� ����� �	���� � ��� ���	���� ��������� �	 ��� �������

�������� �� �	

����� �� �� ����
�	
 ��� ���
���

�� ���	
	����	 	�����
�
 �� 
	������ 	��
	 �� ��������� M � �� ��

�	��	 �	

���������� $�
� 	��� ����� � 	������
 �� ���	
��� ���� ��������� �� 	� �����
#

�	� � �	��
� �	 ����� ���	
��� ������	
���� ��� ���%�	�	� 	�	�	����	� Δv =
ΔxΔyΔz �������� ���� ��	��
� �� &�
� '�()�*� �� �
��	
 ���
 �����"����

�� ��������� 	� ��� ���%�	�	� �������� �����	���� 	� �� ��
	����� �	 	+	 ,� �

������	
���� �� ������	��	 	� �� ��
	����� �	� 	+	 -�

!� �
��	
 �����	� 	�	�	���� �	� ���+���� �	 ������ ��

	�����	 ��� �����#

���� −Mxux 	� �� ��
	����� �	� 	+	 -� � �� 
	������ 	��
	 ��������� � �� ��

�	��	

�	 ��������� �������� � ����� �����	� 	��

MxΔxΔyΔz = I1ΔS = I1ΔyΔz

�� �	��
� �� ���������� ���	��� �������� ��
 ������ �	 �����	�� ��������#

���� ��
 	� �����	� 	�	�	����� 	� 	������	��	 � ��� 	���
� �	 ���	
&��	 ΔyΔz

	��

��� ��
 ��� ��

�	��	 I1�

�� 	� �����	� �����	��	 ���	��� 	��
	��
 �� ��������� �	�����	 �� �	��#
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(a) (b)

������ ��	

������ �� ������ �� 	�
��� ��� �� �������� ����
����

M(x, y, z) +
∂M

∂ y
Δy + �������� 	� ��	�� �������� �������

�� 	�����
����� ��� ������ �� ����
��� ����� 
�������� � �����
��� �� �� ����	�

������� ��������� �����(
Mx +

∂Mx

∂ y
Δy

)
ΔxΔyΔz = I2ΔyΔz

�� 
�������� ����� �� ����� � 	� ������
��� ����� ��� 	�� ��������� ���

I1 − I2 =
1

ΔyΔz

(
−∂Mx

∂ y
Δy

)
ΔxΔyΔz

I1 − I2 = −∂Mx

∂ y
ΔxΔy

���� 
��������� 	�	�  �� �� �����
��� �� ��!�� �� �� ������ ������� ���������

 �� �� �� ����	�� ����� �� �����	� "�
�� z ��������

�� �"��� 
����	������ 	�� ��������� ����������� 
�������� 	��������� �� ��

	���

��� 	�� �#� $� ! �������� ����� �� 
��������� �� �� 	���

��� 	�� �#� %�
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����� �����	
�� �� ��	�
����

MyΔxΔyΔz = I ′1ΔxΔz(
My +

∂My

∂ x
Δx

)
ΔxΔyΔz = I ′2ΔxΔz

I ′1 − I ′2 = − 1

ΔxΔz

(
∂My

∂ x
Δx

)
ΔxΔyΔz

I ′1 − I ′2 = −∂My

∂ x
ΔxΔy

����� �� �����	
�	 
	�� ��	
	 	� �	
��� 	 z ��������� �� ��	 	
 	� ����	�
�����	
 �� ���
����
 	� ������ �� ����� ������ ��	���� ��� �����	
�	� 	
 ���
����� 	 ��
������

�����	
� ��� �����	
�	� ��� �� ���	����	 �	
	��� �� 	
��� 	 �����	
�	
���	������ 	
 �� ��	����
 	� 	 	 ! ����	 	� ���
� 	 �	�������
 	
��	 ��� ��
���"�	
	� 	�	�	
���	��

(Jm)z =
I1 − I2
ΔxΔy

+
I ′2 − I ′1
ΔxΔy

(Jm)z =
∂My

∂ x
− ∂Mx

∂ y

�� �	�����
 �
�	���� 	� �� �����
	
�	 	� �������
�� 	� �	���� ���
����
 	
 ��
��	����
 	� 	 	 !� #�	��� �	�	��� �� 	���������
 ���� ��� ����� �����
	
�	�
� 	� �	������ �	�$��

Jm = ∇×M ���%&�

'
 (���� �	����� �� �������� �� �	

����� �� �������� Jm 	
 	� �
�	����
	� ���	���� ����� �� �������
�� 	 �� ���
����
 	
 	� ��
�� ��
��	����

Jm ��	
	 ��	
���
	� 	 ���	��� ������ ��� �	��� ������ )�*�2+� '���
�����	
�	� � �	�	�� �	 	
���
� 	
��� 	 �����	
�	 �����,������ �����	 �	 �	�	�	
�� �
�	���� 	� �����	
 ��	 ����� 	� ���	���� ���
��� #	�� ��	���	 ��� ��	 �	
	�
��	�	
�	 ��	 
� 	� �����	
�	 ��� �
�� 	 �����	
�
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�������� �� �	

����� ���
�����

���������	
� �
 �� 
���� �� �� �������� �� ������ � 	���
 �	����
 �
�
�� ����
  
��
 	������� �
 �	����
�

�
	���
 �
	
 ���������� �� ���� ������� � �
���������
 �� ����
 �� �� �
 
������� �� �� �������!� ��� �"� # ��$��
 � �� �
	�
����� x �	��� �� ��������
������!��

MxΔxΔyΔz = I1Δy Δz

%� �
������� �
� ����� �� �
����� �� ������ �
� �� ����
 �� ��������!� �����
	���
 � ����
 ��$��
 � �� �
	�
����� x ���

(Kmx)z =
I1
Δx

= Mx

&� �
�	� ��'�
�� ��
�������	
� �
� �� �
	�
����� My� &��(� �������� ��
�
������� ��������� ��
������� �
� ����� �� �
������ �� �)����� �� �
�	� ��� 
�
���� �
���������
 �� ����
� ������
 n �������
 (���� �� �)����
� ��� 	�������� %�
�������� �� �
������� ��������� �� 	')�	� ����
 �� �	�����!� �� �������� � ��
�������� � ��� �� �� ���
 �� �� ��� ������������� *$�������
 ��� �������
���
�� Km ��������� �� �
������� ����������� M � n ����	
� ���

Km = M× n ���++�

�� �������� �� ��		���
� �� ��������� Km ����� �� �	
����� �� ��
��

����� ����� 	� ������� ������ � �� ����� �� �	�� �� 
���	��� �������� �� ��

������� �� �� �	
����� 
�� �� ������ 	����� ������ � ���� �	
������

Km ����� ��	����
��� �� �	����
 ������
 �
� 	���
 ,�-	.� /��� �
������� ��
�
�
�� �
	
 �������� �� �
������� ��������� ���� ������� �� �� �
������� �
$��
�� �������� �� ��	��� � 	������� �	����
� ���
 ��$�	
� ����� �������� �� �

�� �� �
������� �
� ����� �� ���������

%�� ���������� �� �
������� Jm � Km �������� � ������ �� �� �	�����!� ��
�
	�
���� �
	
 �
�������� �
���������0 �� ������ ������� �� ���
 ��� 	�������
�
��������
 � �
 �
�����
���� � � �����
��� �� ����� �� �� ���
 �� ���(
 	��� 
����� %�� ������ ��$��� �� �� 	���� �����
 ��� 	������� �� �)������ 	������� ��
�������� �� �
������� J 
 Jl�
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�� �� ��	�
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5.3� ����� ����	
��� ���� � �� ���������

�� ���� ������	
 ���
� � ������ �� ���
 �������
 	���	
 � �� ��������

�����	
 ��� 
��� �� �
����� Vo ������	
 �
� �� �������� So�

�� ����� ��� ������� �� �������� 	�� ��������� �� ����
 � 	
�	� �� �����

�� ���
 � �
� ���
��� 	� �
����� r � r′ ��� ��	��� �������������� 	��	� ��

����� � � �� �
����� ��������� 	� �������� �����	
�

������ ��	

��������	 
����� ��������

����� 	� ������ �� ���
 �������
 ���
� � 
������ �� �
������ ���
�

A� �� ������  ��!�" �
� ��	�� �� �
������ 	���	
 � �� �
����
 	��
��� m�

�� �
������ ���
� 	���	
 � �� �
����
 ��������� dm �����	
 �� �� 
����� 	�



�	���	�� ���#�

dA =
μo

4π

dm× r

r3

$� �� ����� 	�� 
����� �� ����� �� �� ����
 	��������	
 �
� �� ���
� 	� �
�����

r′�

dA =
μo

4π

dm× (r− r′)
|r− r′|3

�� �� ��
 	� �� �������� ��� �������� �� M(r′)� � �� �
����� ���������
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��������	
������ ��

dv′ �� ���������	� 
� �������

dm = M(r′) dv′ ������

�� ��������� ������ 	���	� �� �������� �
� ��
�� �� ���
��� Vo �� ������� �
��

���
���	� �� ��
����� �������� �� �� ���������	����� �� ��������� ������ ���������

� ��������	� ����� �� ���
��� Vo ��� �����

A(r) =
μo

4π

∫
Vo

M(r′)×(r− r′)
|r− r′|3 dv′ ������

���� ��
����� �� �
�	� ����������� ������	� �� �
���� �
�

∇′
(

1

|r− r′|
)

=
(r− r′)
|r− r′|3

�� �����	�� ∇′ ����� �� �
� �� 	����� ��� �������� � ��� ��������� ��� ����� �
�

���������	�� �� ������ r′�

A(r) =
μo

4π

∫
Vo

M ×∇′
(

1

|r− r′|
)
dv′ = −μo

4π

∫
Vo

∇′
(

1

|r− r′|
)
×M dv′

!����"��	� ��� �������� ��������� ���
�����

∇′ ×
(

M

|r− r′|
)

= ∇′
(

1

|r− r′|
)
×M+

∇′ ×M

|r− r′|
#��	����� �
�

A(r) =
μo

4π

∫
Vo

∇′ ×M

|r− r′| dv′ − μo

4π

∫
Vo

∇′ ×
(

M

|r− r′|
)
dv′

�� ���
�	� �$����� ��	���� ������������� �� ��������� �� ������� 	� �� 	��

���������% ∫
Vo

∇′ ×
(

M

|r− r′|
)
dv′ =

∮
So

n×
(

M

|r− r′|
)
ds

	��	� n �� �� ������ 
������� ������ � �� �
��� ��� So � 	�����	� &���� �� �'������

	�� ���
���� (
����
���	� �� �� ���
�	� �$�����

A(r) =
μo

4π

∫
Vo

∇′ ×M

|r− r′| dv′ − μo

4π

∮
So

n×
(

M

|r− r′|
)
ds
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��������	
 �� ��
	��
 ���
���� �� �� �������� 	� �������� �� �
������ ���
�

���	� 	� �� �
��� ����������

A(r) =
μo

4π

∫
Vo

∇′ ×M

|r− r′| dv′ +
μo

4π

∮
So

M× n

|r− r′|ds ������

�� �� ������	
 ������
� 
������
� ��� 	����	�	�� 	� 
������� 	� ���������

����
��� ������  ������� �� ��� ���������
� �� �� ������ ������
� ���	��

A(r) =
μo

4π

∫
Vo

Jm

|r− r′|dv
′ +

μo

4π

∮
So

Km

|r− r′|ds ����!�

"��
� ��� ��� 	����	�	�� 	� 
������� Jm  Km �� 
��
���� 
�
 �� ������

������������ � ��� 	����	�	�� 	� 
������� J  K ��
	��	�� �
� �� �
�������


	� ������� #� 	����	�	 	� 
������� Km �� ����
	�� ���	
 	����
� �����

�� ����� ��� ��������� �� ����� 	� �� ��	�
 � 
��
$ �� 	���� ���	
 %� 

��� �������� ����� 	� �� ��������� #� ������
��� ������ 	� �� �������� ��

����������� ��	����� Jm�

����� �����	
��

&� ��' 
�����	
 �� �
������ ���
� �� ���	� ������ B ��	����� �� �������

����� ���
� ���
��� B = ∇×A� (�	
 ��� �� 	����	�	�� 	� 
������� 	� �����)

��� �� 
��
���� 	� �
��� ������� � �� 
�������� ������� �� ���
 ����*��
 ��

���	� �+������ 	� ������ ��,�
�� � 
�
 �� 
������ � ������ 	� *����$ 
� �����


���	����
��� �� ���
 ����*��
 �� ������ 	� ��� 
�������� 	� ��������

���,�

B(r) =
μo

4π

∫
Vo

Jm × (r− r′)
|r− r′|3 dv′ +

μo

4π

∮
So

Km × (r− r′)
|r− r′|3 ds ����-�

#
� ,���
� �� %�� �����'�	
 ���� �� ����
 �+����
� �� �������� �����	
$ ��

���	� 	��
������ ��� �� ������ ����!� �+����� �����*� �� �
������ ���
� ��

�� ����
 	�� ������
��

���� ������ �� ���
 ����*��
 	���	
 � �� �������� �����	
 �� 
������ ��

������ ������ ��	����� ��� ����
��� ������  ������� ��� 	����	�	�� 	� 
�������

� ������ �����	
��� ���� � ���� �� ����� �
������� ���
� ����� �
���	� � �
��
� ���� �������
 �� � �	�� !��
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��������	
������ ��

�� ��������� Jm 	 Km
 ��� ������ �������� �� ����� ��� �������� � ���� ��

�������� ��� ��������� �� ����� �� �� ����� � ������� ��������� �� ��������

������ ��� �� ������ �� Jm 	 Km ���������

�� �� ��� �� ��� ����� ��� �������� ������� ����� ��� ������� �� �� 

������� �� ���������� J(r′)
 �� ����� �������� � ���� �!���� �� ������ � "��


B(r) =
μo

4π

∫
V

J× (r− r′)
|r− r′|3 dv′ ����#�

(a) (b)

������ ��	� 
������ ���������� �� ��������� ���

��������� �� 	
����	
	���� ���

$��� �� �������� �� ����� a ��	� ��������� M = −Mouz � ���%����� &�� 

����� �� �������� �� ��������� �� ��������� 	 �� ������ B�

��
����

&�������� �� ����� ��'�"���� ������ � �� ����� ������� ���������� ��

�������� ������ �������� ��������������

�� ������ ��'�� ��������� �� �������� �� ��������� �� ��������� Jm

	 Km�

Jm = ∇×M = 0
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����� �����	
�� �� ��	�
����

�� ��� M �� ��	�
�	
� � �������� ������� �� 	����

Km = M× n

�� ���
� 	���� � �� �������� ��
��� ��� ����	��� �	 �����	���� ����	�

������ �� n = uρ� �	 ��� ���� �������� n = −uz �	 �� ���� �� �� ��������

� n = uz �	 �� �� �� �������

���� ��� ���� ���������

Km = M× uz = Mouz × uz = 0

���� �� �������� ��
����

Km = −Mouz × uρ = −Mouϕ

��	 ��� ����
���� ��
�	���� ��� ��� ����	
��� �� �������	 ��� !" �����

�� �� ��#���	
� $����

B(r) =
μo

4π

∮
So

−Mouϕ × (r− r′)
|r− r′|3 ds′

%�� ���
��� �� �������	 �	 �	 ��	
� #�	&��� ��� �'� ( � ��� �	 )��

�����	
�� ���� �� ����	�� ���� �� �	������ �	 �� �#�� ��* ��	+

r = z uz ; r′ = auρ + z′uz ; ds′ = adϕ dz′

r− r′ = −auρ + (z − z′)uz ;
∣∣r− r′

∣∣ = (a2 + (z − z′)2
)1/2

%�� ����
�� �� �	
�#����	 ��� �� �������� So ��� ����	�� ��	+ −L � L ���

�� ������� z� � 0 � 2π �	 �� ���� �� ϕ� ���
�
���	�� �	 �� �	
�#�� 
�	������

B(z) = − μo

4π

∫ L

−L

∫ 2π

0

Mouϕ × (−auρ + (z − z′)uz)

(a2 + (z − z′)2)3/2
adϕ dz′

,������	�� ��� �����
�� ���
������ ������

B(z) = −μo

4π

∫ L

−L

∫ 2π

0

Mo(auz + (z − z′)uρ)

(a2 + (z − z′)2)3/2
adϕ dz′
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��������	
������ ��

���� ���� ����	� adϕ 
� �	��	��� uρ ���� � �
����	 ��������	 ��


����	 ����
	 ���	 � �
 ��� uρ ���� �����	 	�����	� �
 ����� 
	� �
����	�

	�����	� �� ��
�� ���	 ������� ��� 
� ��������� �� 
� ����� �	�����	�

����� �
 ����	� ������	 uρ �� ���	� �	� ���	�

B(z) = − μo

4π

∫ L

−L

∫ 2π

0

Moa
2dϕ dz′

(a2 + (z − z′)2)3/2
uz

B(z) = −μo

4π
Moa

2 [ϕ]2π0

[
1

a2
−(z − z′)

(a2 + (z − z′)2)1/2

]L
−L

uz

B(z) = −μo

2
Mo

(
(z + L)

(a2 + (z + L)2)1/2
− (z − L)

(a2 + (z − L)2)1/2

)
uz

�� ����� �	���	��� ��� �
 �����	 ���� ��������� �� 
� ������� ����

��	� �� ������� �	�����	 ���� ���
����� ��
	� �� z� �� ������ �
 ����	 ����

����	 ���� 
� �������� �� −uz ���	 � 
� ��������� �� 
� ����� �	�	 � �


�����	� 	 � �� �������� 
	 ��� ���� �� ������	 �	 
� ��	������  �������


��
 ����	 �������	� ∇ ·B = 0� ��� �	�����	�� � � ����	 ��!�� 
"���

	 ���� ������
�� � �������	��

#� �$������ �����	� ���� �� ����� ��! 
����� �� ������ ���� L → ∞
�� ������ � 
� ���������

B(z) = −μoMouz

%�� �� ����
�� �
 ����	 �����	 � � �	
�	��� ������	� &���"��	� 
�

�$������ ��
 �	
�	��� �� ��� ��� ��������� Mo �	� nI�

6� ���������	 
�� ���� �� ��
��	 ���������	

� ���� ������ ���	�������	� �	� ���	� �	����	�� �
 ������	 �� �
 ��������	

�
��	�� �������� ! �
 �����	 
� �����
���� �� ����� �������� 	 ������ �����

� 	 ����� ������������ ��� �� �� ��� ���	������ � �
����	��������	�
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����� �����	
�� �� ��	�
����

6.1� �������	
 ���	
	� 	�������

�� �������	�
���� �� ����	 ��������� ��� �� �� ����� ���� ���������� �	 ����
	� ����� ���������� ��� ������� ��������� ��� ������� ��	����� �����	 ��������	
�������	�
����	 ���������� ���������	 �	������	 ��� ��	 ��� 	� ����� ������ �� ����
�� ���� ���� �� �	 ������������! 	���� ��� �	�������	 ��� ���� ����� �� �"�	���
���������	� �� �� �������� �������� ����	 �������� �� ����� ���� ���� ������ �
�� �������� ������� � ���� 	 �� ��	 ���	�����	 �� ��������� �� ���������� #����
����	 � ����	���� ��� ����� �� ����� �������� �� ����� 	� ����� �"���	�� ��
� �����	 �� ��� ������� ��������� �	����� ��� ������� �� �� ���������! 	������!
����� �	�
! ��� �� ��������� �� ���������� J 	�� �����

$��� ���� ���������	 B = ∇×A ��� �� ��������� ������ ���� ��� �� ��������
%��&'(�

B =
μo

4π

∫
Vo

∇×M(r′)×(r− r′)
|r− r′|3 dv′

#���� �� �������� ∇ 	� ������ �� �� ����� ����� 	� ������� �� �����! �	
�����! ∇ ������ ��� ��	����� � ��	 ����������	 �� r� )�	���������	 �� ����������
�������� �� �������� ��������� %*�+&(!

∇× (F×G) = (∇ ·G)F− (∇ · F)G+ (G · ∇)F− (F · ∇)G

�����

F = M(r′) � G =
(r− r′)
|r− r′|3 = −∇

(
1

|r− r′|
)

*��� ∇ ������� ��������	 ��� ��	����� � ��	 ����������	 ��� ����� ������
������ ��� r! � �� ��������� ������� �� r′! �� 	������ � ������ � ����� �� ��
�������� ��������� 	� ������! ��� �����!

B =
μo

4π

∫
Vo

(
∇ · (r− r′)

|r− r′|3
)
M(r′)dv′ − μo

4π

∫
Vo

(M · ∇)
(r− r′)
|r− r′|3dv

′

�� ������ � ����� �� �� �������� �������� 	� ������� � ������ ��

∇ · (r− r′)
|r− r′|3 = 4πδ(r− r′)

����� δ(r− r′) �	 �� ������� ����� �� )����! ��,���� �� %*�'+(- � ������ �� �	��
��,������ �	�� ������ � ����� ����� ����.

μo

∫
V
M(r′)δ(r− r′)dv′ = μoM(r)
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��������	
������ ��

��� ����� �� 	�
�� 
�����	� �� �������
� �� �� 
����� ����������

B = μoM(r)− μo

4π

∫
Vo

(M · ∇)
(r− r′)
|r− r′|3dv

′

���� ��
����	�� �� ������� ��
��� �������
�� ����	��� ��	������ �������

∇
(
M · (r− r′)

|r− r′|3
)

= (M · ∇)
(r− r′)
|r− r′|3 +M×∇×

(
(r− r′)
|r− r′|3

)
����� ��� ��
���� ��� �� �����	�� ��� ����� ������ ��� �
���	�� ���������

�����	�� � 	���������� r �� �� �
���	���� �� 	��� ������� �� ��� 	���������� r′�
�� ���� � ������� �� ����	� ����

(M · ∇)
(r− r′)
|r− r′|3 = ∇

(
M · (r− r′)

|r− r′|3
)
−M×∇×

(
(r− r′)
|r− r′|3

)
��
� �� ����	����� ��� ��������� �� ��� ���	��� ��	���� �� �����

∇×
(
(r− r′)
|r− r′|3

)
= −∇×

(
∇
(

1

|r− r′|
))

= 0

!� 	�
�� 
�����	� ���"�

B = μoM(r)− μo

4π

∫
Vo

∇
(
M · (r− r′)

|r− r′|3
)
dv′

���� ��� �� �������	��� �� #�	� 	�� �����	�� � ��� �����$��� ����	���� ���

�� ����� r′ % ∇ �� ����	� � ��� �����$��� �����
������ ��� r� ����
�� ��	�� ��

�������� ��� ����� �������� % �� � ������� ����� �� �� ���
��

B = μoM(r)− μo∇ 1

4π

∫
Vo

(
M · (r− r′)

|r− r′|3
)
dv′ �&�'(�

)� ����� �� ��������	 �
��	�� �������� 
������� �� ��������� �	��	����

φm(r) =
1

4π

∫
Vo

(
M · (r− r′)

|r− r′|3
)
dv′ �&�'&�

*�
�� ��� φm ������� �� �� �
���	���� ��+ 	�
� �� �� ����	��� ��� 
�������

% �� ����� ����� �� 	��	��� �� �����	��� ��	���� 
�����	��
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����� �����	
�� �� ��	�
����

�� �������� 	�
 �������
 ����
�� �������� �� ���	� �������� 	� ��� ����

�� ��� ������ �� ��
��
� 	� ����� ��� ����
� �� ������ �� ����� 
� ��
�����

�������
�

M · (r− r′)
|r− r′|3 = M · ∇′

(
1

|r− r′|
)

� 	��

∇′ ·
(

M

|r− r′|
)

= M · ∇′
(

1

|r− r′|
)
+

1

|r− r′|∇
′ ·M

�� 	�	��� ����

M · ∇′
(

1

|r− r′|
)

= ∇′ ·
(

M

|r− r′|
)
− 1

|r− r′|∇
′ ·M

��
����	� �
 ������ 	� 
� 	�����������∫
Vo

∇′ ·
(

M

|r− r′|
)
dv′ =

∮
So

M · n
|r− r′|ds

n �� �
 ����� ������� �����
 � 
� ��������� So�

�
 �������
 ����
�� �������� ���	� 	� 
� ����� ���������

φm =
1

4π

∮
So

M · n
|r− r′|ds−

1

4π

∫
Vo

∇′ ·M
|r− r′|dv

′  !�"#$

%�	� 
� ������� ��� 

��� � ��� ��	���� �������� �
 ����� �������� 	� 
�

������ ���������

B = μoM(r)− μo∇φm  !�"&$

�� �	���� 	�
 ������
 �����	� ������ ��� 	����'����� 	� �������� J(r′)� �


����� �������� �� ��������� ��	���� 
� ���������

B =
μo

4π

∫
Vo

J× (r− r′)
|r− r′|3 dv′ − μo∇φm + μoM(r)  !�""$

��� ����������  !�&($  !�&)$ *  !�""$ ��� 	�� ������ 	� �������� �
 �����

�������� �� ������� 	� 
� �������� J 	�'�	� �
 ������� 	� ������ * 	� 
�

��������� M ��� ���� �� ������ �� 
�� ������� ��������� 	� 
�� �����+ ��

	����� �� 
�� 	�������	�� ��������� �����������
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��������	
������ ��

6.2� ��������	� �� 
	�� �	�����


��� �������	 ���	
����� �	� ��	������ �� ����� �� �������	������ ��� �	��
�� B �� ��������	 �� ������ �	����	���� �	�	 ���� ������� ���� �� ������	� ��
������	 �� �	 �����	����� �� ������	 �� ������� � �� ��� �� ����� �	����

������� �� ��	
��

 � 	����	��� �� ���	����	� 	 �	 ��	���� !"�##$� �������� �� ����	 ��� �����	�
��� �
������� �� �� 	�	��	�� "%�% �� &���' (���)��' *"+� � �� �� ���	����	� ���
��	������ �� ���� �� ������	 �� ������ �� ,���	 ��,������	� ���-�

∇×B = μoJ+ μo∇×M

����	��� ��� �.������ ��� ���	����	��

∇×
(
B

μo
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��������� � ���� ������� �������� ���� ��������	� ��� 
	�� �	�����
��
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H =
B
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���� 	
� �� +
,� �� B � ���$�� �� 
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φm =
1

4π
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So

M · n
|r− r′| ds
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M · n = M · ur = Mouz · ur = Mo cos θ
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r = z uz ; r′ = aur
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��	���� �
 ������
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# �	�����	
	� �	�	 ur ���

ur = sen θ cosϕux + sen θ senϕuy + cos θ uz

r′ = a(sen θ cosϕux + sen θ senϕuy + cos θ uz)

r− r′ = −a(sen θ cosϕux + sen θ senϕuy) + (z − a cos θ)uz∣∣r− r′
∣∣2 = a2 sen 2θ (cos2 ϕ+ sen 2ϕ) + z2 + a2 cos2 θ − 2az cos θ∣∣r− r′

∣∣ = (a2 + z2 − 2az cos θ
)1/2

�	 ��������� ���$�
�	� ����� �	 �����	 �� ds = a2 sen θ dθ dϕ� ��� �%$����
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4π

∫ π

0

∫ 2π
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a2Mo cos θ sen θ dθ dϕ

(a2 + z2 − 2az cos θ)1/2
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φm = −a2Mo

4π
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������ � μo �� ��� χm �� ��� ������� � �	 ��� ��������	������ �� ���	���

�	 ������ ������	������ �� �������������� �� 	������� � �	 ��� ������	����

��� � ��������	������ �������� �� ������ �	 ������ ������	������ μ �� ��������	��

�	������ � μo � �	 ��� ������	������ � ��������	������ ������� � μo�

8� ����������� �� 	�� 	
�����

��� ��	�����	�� �	 ��� � ����� ��� ��� �������� B, H � M �� �������	 ��	���

����	�� ��� �������	�� ����	���� �	 ��� �������� �	�������� �	 �� ���	���� ���

����� ��� ������ ����������� ��	�� �	 �� ���� �� ��� J = 0 ���� ��� J �= 0�

8.1� ����� ���������� ������  ���������

�	 ���� ���� ��� �������	�� �����!���� ��	"∫
S
B · ds = 0 ;

∮
C
H · dl =

∫
S
J · ds ; B = μH

����������� ��	�
���

#������� �� ������ �� ��� �������	�� �	�������� ����� �� ��$� ��� 	������ ��

������ Δh � ����%��� ΔS� �	������ �	 �� %���� &�&&'�(� )��	�� Δh ���	�� � ����

�� *�$� ��� ���� ���	����� � ������ �� �� ����%��� ������� �� 	���� � �� *�$� �

������ �� ��� ����� ������� � �	������ ���

ΔS n2 ·B2 +ΔS n1 ·B1 = ΔS(n2 ·B2 + n1 ·B1) = 0

+� ��	�� �� ������ ����

n2 ·B2 + n1 ·B1 = 0

)��� n = n2 = −n1� ����� �� �� ������

n · (B2 −B1) = 0 '&�,-(

.� ������������� �� �������	 �	������ �	 ��	���	 �� ��� ����	�	��� 	�������

� ��	��	������ ��	�����

Bn2 −Bn1 = 0 '&�,/(
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(a) (b)

������ ����

��� �������	�� ������ 
 ������ ������	 �� ��	��	����� �� ��� �����	�	���

	������ �� B �	 �� ��	��� �	�� ��� �������

�	 
��	��� ���������	 
� �	�	 �
�� 
��

B1 = μ1H1 � B2 = μ2H2

�
 ����
 �
 �
���
 ��
�

H1 =
B1

μ1
� H2 =

B2

μ2

�������
�	�� ����� �������	�� �	 �� �������	 ������ ����	���� �� ������	

�	�� ��� �����	�	��� 	������ �� H �	 �� ������ �� ��� ������ ��	������ ��� ��

�� �� �����

n · (μ2H2 − μ1H1) = 0 ������

� �	�����

μ2H2n − μ1H1n = 0

����������� �	�
����	��

� 	���	��� �	 � ���	��� �
 H ��� 
 
� � ���� �
  	�� !"#$ ���	�� 
�

�	 %&� 	 �������� ��� !$="#= Δh� Δh → 0, � �����
��� ��
 
� �	 ���
 %�
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��������	
������ ��

�� ��������	
 ������ 
 ��
����� �� ������
�� ��������� K� �� ����� � �� �����	


�����
���

H2 ·Δl−H1 ·Δl = K · (Δl ·Δhns)

ns �� �� ������ 
������ 
����� � �� �������� �������� ��� ����� �� �� ��

������� �� ����� �� K ���
� �� ����� �������	
 � ��
���� �� ns� K = Kns�

���� �� H2 · Δl = H2Δl sen θ2 = H2t � H1 · Δl = H1Δl sen θ1 = H1t , �

��
������
�� �� Δh → 0� �����

H2 sen θ2 −H1 sen θ1 = K

��� �����
�
��� ��
��
������ �� H �����
 �� �����
�� ������	
�

H2t −H1t = K  !�""#

$� ���� �������� �� �����	
 �
������ �
 ����� ��������� �� ��
���������

�� K �� �����
������ � n (n �� �� ������ 
������ 
����� � �� �������� ��

��������	
 �
��� ��� ������# � �� ������ ����%�� �� ���� ��
�� �
 ����� ��

������� ��������� �� H ��� n& �� ������ �� �����	
 ���� �� �� �����
�� ������

n× (H2 −H1) = K  !�"'#

(� ���

n×H2 = H2tns & n×H1 = H1tns & K = Kns

�� ��� ������	
�� �
����	��� �� ����� �� ��� �	��	
�
��� ��
��
������ �� H

	 �	
 �	
��
�� �
 �� ��	
���� �
��� �	� ����	� ��
�	 �	� ����� ��	
���� ������


� ��
����� �� �	����
�� K�

$������
�� �
 �� �����	
 �
�������

H2 =
B2

μ2
� H1 =

B1

μ1

)%��
�����

n× (
B2

μ2
− B1

μ1
) = K  !�"*#

$� ��%�� �� �������� �� ��������	
 K = 0� ��� ������
�� �
�������� �� ������+

���
 �� �� ����� �����
���

n× (H2 −H1) = 0  !�",#
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����� �����	
�� �� ��	�
����

1

������ ���	� 
��� � ��������� ����� �� ����� �� ��������� ����

n× (
B2

μ2
− B1

μ1
) = 0 ������

�� �������� ������ �	
���� � ����������� �� �� ���
������� ����������� ��

H ������ K = 0 	
 �� ��� ��� ������ ��� ��� ���������� ������� �� B


��� �������������� ��� ���� �� ���� ��� ������������

8.2� ������ �	
���	��� �� ��	�	���

����������� ��	�
���

����� ������ ������ ���������� �� ���������� ������
 ������ 	 ������� ���� �� 

������� �� ������������ �� ��� ���������� ������� �� H
 ������ �������∮
B · ds = 0 ��� B = μoH+M
 �� ����� �� ������ ���
∫

S
H · ds = −

∫
S
M · ds

!����"���� ��� #��� �� �$����� ��$���� �� ���� �� ��� ���������� �������

�� B �������� �� ������%� ���������


n · (H2 −H1) = −n · (M2 −M1) ������
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��������	
������ ��

��������� �� 	
����	
	���� ���

��� �� ���� 	��
�	��� ��
���
� 
� ��
�� ��� ������� a � �����
� �����

�� ��� � 	��	��� ��� 	�������� I� ����
�
�� 
�� ���� �� ������ 
�� ��
���

����������� 	���� ����������
�
�� �����	����� ��� μ1 � μ2� ������
�� ��� ��

����� �� 	��� ������� �� ���� ��� �

!��	���� ��� ��	����� B� H � M �� ��� 
�� ��
��� ���� ρ > a�

��
����

���� �������� ���� �������� �����"���� �� ������ ����� �� ������� 
� ���#��

� 
����$� ����	���� �� 	�������
�
 
� ��� 	���������� �������� 
� B �� ��

�����	�� 
� ������	�%�� ��� �� ���� 	��� �� �� ����� ���

&�
� �� ������'� 
�� ������� �����"���� 	���
���
�� 	��'�
��	���

(� ���� �� ��
���
� ��� �� ��� �� 	���� �� 
����
� 
� �� 	���
���
� z�
!��� �� 	���� 
��� ��� ������
�	���� � �� 	�������� � �� ��	��� 
� ����	�%�

�� 	�
� ������ �� 	���� 	���
� ��� �� 	�������� ����� �� ���� ��
���
� ����

����� 	��������� �� �� 
���		�%� 
�� ��	��� �������� uϕ�

����	���� �� ������� 
� ���#�� 	����
����
� ��� �� 	���� H �� 
�)�*

����� �� ��� 
�� ��
���� 
� ������ ����∮
C
H · dl = I → Hϕ1 πρ+Hϕ2 πρ = I

(� )�	��� πρ �� �� 	����� �� 	�
� ��
���

��� ���� ����� 
������ ����	�� �� 	�������
�
 
� ��� 	���������� ���*

����� 
� B �� �� ����� 
� ������	�%� ����� ��� 
�� ����������� ����� ���

Bn1 = Bn2 Bϕ1 = Bϕ2

(��� ����	�%� ���� �� 	���� H ���+�

μ1 Hϕ1 = μ2 Hϕ2
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����� �����	
�� �� ��	�
����

��� ��� ��� �	
�	����� ��� �� 	���� H ������� 	��	
�� Hϕ1 � Hϕ2�

Hϕ1 =
μ2I

π(μ2 + μ1)

1

ρ
Hϕ2 =

μ1I

π(μ2 + μ1)

1

ρ

�������� �� 	
���� �
� B = μH �� 	��� ����� � �
� ��� ��� 	�����

������ �� ���		��� � ������� �� uϕ�

H1 =
μ2I

π(μ2 + μ1)

1

ρ
uϕ H2 =

μ1I

π(μ2 + μ1)

1

ρ
uϕ

B1 = B2 =
μ2 μ1 I

π(μ2 + μ1)

1

ρ
uϕ

��� ������ M �� ��� ��� ������ ����	���� �� ���	����

M =
B

μo
−H

M1 =
B1

μo
−H1 =

μ1 − μo

μo

μ2I

π(μ2 + μ1)

1

ρ
uϕ

M2 =
B2

μo
−H2 =

μ2 − μo

μo

μ1I

π(μ2 + μ1)

1

ρ
uϕ

�� ���� ������� �� �� �
���� �� ��������� �� ���
��	�� �� ��� ������

���� ��� ������ �� ��� ��� ��	���� �� 	�����

9� ���������	 
������������	

������� 
�� ���� �� ��������� �	��� �� ����� �� 	������ � �� � �
��� �� ���

�
� �� ���
	� 
� �	���������� ���� ��� ������� �� ��� ���	����� �� �� ����� ��

�����	�� �� !����� 	����"
��� #�� $
�%�� �
� ���������� �� ��	�� �	����������

���� �� �
���� �����	� �������� �� ��	!��	� 	
!���	�& �� 	���	�� 	��� �������

�� 	
������	� � ��� ����	������� � �� ����"�� �� ����	����� ���	������ 	��

�� ������������ �� ��� ������
	����� �� 	�"� �� ��� ����� ��������

���� �	���������� �������	� � 
�� �������
� 	���	��� 	��� ����������

�� ���	�� �
� �� �� 	��� ��� ���� �� �������������� ''(◦ 	��� "����� #��

!����� �� 
� ������� $����"�)��	� �� �"
��� �� %���� �������� ��	
	��
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����	������ �� ��� ���������

��������� ��	��� �� �� 	����	 �� �	��� ����
��� �� �	� ��� �	 ���
��	 �	������	

��� �	��
�	� ��	 �����	� ��
 ���	 
	��� �� ����
���	��� �	��
�	��� �� �� ���

��
�	 �	��� ����
�� 	����� �����	� �
���� �� ������� �
����	��� �� �� ����
��
�

����������� �� �	 �����������  �� �
	�	������� �� ������ ������
 �	��
�	���

�� ��� ��� ��� �
���� �� �������� �
����	��� �� �� ������� ��
�	����	� ���	�

����  ����
��
����� �� ����
�	 �� �	��� �	�������� ���� ���

� �� ��� ��	���

��
�	������� !�
	� ����� �� �
���
	 ��� �	 ����
���� �� ��� �������� �� ������	

��� �	���� �������� ���� ������ �� ��� �	��
�	��� ��	�	��� ��	���� ������	��� ��

�
	��"�
�	��
���

#���� ������ ������ �� �����
�	������ �� ����	�� �� ��"�
���� 	 ��� ������

����	����  ������	� �	����� 	 ��� �	��
�	��� ���������	�
������  �����	�
�����

�� ���  	 $���� ����
��� �� �	 ������� %� #� �����
�	������ �� ����� �	��
�	���

������� �� �� ������������ 	�� ���� ��� �
	�	������ ������� �	��� �� �� "	�
��

�	���� ���� �� ��� �
������ �	�������� �����
��
���

9.1� ����� �� 	
����	�

&� $	 ����
��� 
������	����� 	 ����� �	��
�	��� ���� �� �������� #��� �����'�

��� ��� �	� 
��	������ M−H  B−H �� ��� ����	���� �	 
��	���� ���
� B  H ��

����� ���	�����
�� ����	��� ��	 
��	���� �	�������	 �������	�  	 ��� �	 
��	����

�� �� ����	�  	����� ������� �	��� �� �	 �����������  �
	�	������ ��� �	��
�	�

���� �� �	 "�
�	  �	�	(� ��� �	��
�	� ������	�� �	
	 
�	���	
 �	� �����	��

�	� �	
	���
�����	� �� ����� �	��
�	��� �� ���	������ ����
�	��� �	� �	
�	������

��� �	��� �	������� B ��	��� �� 	�����	 �	 ��������	� �� �	��� �	������� H
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(b)
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�������� �� ��	
����� � ��	��� ���� ���
���� ��� ���������
� �
 B 
� �������

�
 H ������	
 
� �	������ �� 	�����
 �
 ��	
���� �
��������	��� �� ��
 �
 �������

��� ���������
�	��� ��� ������� �������� � �	�� �
��������� ���� ������ �� �����

����� �� �������� �
 �
 ������ ��� �����
�	
 I ��
 �
�
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�	�� �	�����	�
����� � ���	��� �����
	� 
� H� � �� ���������	 
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�� �����	 ���������	 
� B� ���	 �� 
�� � ��� �� ��������� M ����� � �� ���	� 
�

����������� � �	�	 B = μoH +M � B �	�	 ������� �� μoH�

�� �� ����� ������ ������ �� ���������� �� ���������
�
 ��������� ��������

μr = μ/μo ��  ������ 
�� ����	 H� μr ������� �� �!"��	 ����
	 �� ��������

B/H �� �!"���� � ���	 	����� �� �� ����	 
	�
� �� ����� ��� ���� �	� �� 	����� ��

�������� � �� ����� 
� ���������� #	� ���	��� 
� μr �� ����������  ���	��������	�

�	� �����
	�� ������������ ������	��� � 100�

$� ����� ����	
���� �� ���������
�
 ����������� μi� ��� �� 
���� ��
����� ��

�������� ����������

μi =
ΔB

ΔH
���%&�

'��(� ���������
�
 μi ��  ������ 
�� ����	 �	���
���
	 �� �� ����� 
� ���)

������� ���� ���	� �� �� ��� 
���	� �	���
���� ����
	 �� ��
�� �	� �� ����	

������	 ��� �����*�� �������	��� ��������� 
� B �	� �������	 � H (ΔB/ΔH)� �	�

�� ���	� ���!���	 Ho ����������	� �� 
���� ����
	 �� ��
� �� ���������
�
 ��)

��������� �� �� ����	 
��������
	 �	� Ho �� �� ����� 
� ����������

����� �� ��	
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$� ��� ��� �����
	 � �� ���������� 
��������	� �� ����	 H� �	� ���	��� 
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	� �	 �	����
�� �	� �	� ������	���� ���� � ���	 �� �	�	�� �	�	 (����������

������	 
� �� ��������� �� 
�������� �� ����	 H� +�
�����
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� �� ���	� 
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��	���� ����������� � Mr ���! �� �����	
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� ���������� $� ����� �� ��	���	 �������
	 �� ����	 H �� �����
	 �	������	�
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�	��� 
� ���� ��������  ������������� $� ��	������	� ��������
	 ��

����	 �� �����
	 �������	 ������	� ������ � ��� ����������� -	�����
	 � 
��)
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������ ��� �	��	1� 
���
� �	 ����1�
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� !�!2�

(� ���������� �	 �� �	� �	 0��3
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H · dl = Hi(l − d) +Hg d = 0  !�"+$
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Hi = − d

l − d
Hg �����

�� ����� Hi �� �� �������� ��� ���� �� �� ������� ��������� �� ����� Hg ��

�� ������ ���� ������� �� ����� ��� ��������� 	�� �� ���������� �� ������ ��
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�������� B
 B = Bi = Bg" �� ������������ Bi ����� ������� ��������� �� �����

Hi �� �� �������� ��� ����

�� �� ������ �� #������ 	��


Hg =
B

μo
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Hi = − d

μo(l − d)
B ���$�

%� ��������� M �� �� ���� ����


M =
B

μo
−Hi =

(
l

l − d

)
B

μo
�����
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� ��� ������� �� ����� 
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��  ���� ����� �� !������ ��� ������� �� �� ������ d� ��
�������� l � �� !���� �� �� ����� �� ���������� "����� ����� ��� �� ����������
Br � �#� ������ �� ������� ��� ����� 	����� ����� ���������� Hc� �#� �������

���# �� ����� B ��� ����������� �� ����� ��

��� ���� ���� ������ ����� ��� l �� ����������� ��� d� �� ����� �� ����� B =
f(Hi) �����# ��� ��������� �#� ������$ �� ������������ � � �� ������������# ��
����� ����� �� B � ���� �#� �����%� �� Hi� ��� ���� ��&�� �� ����� ��� ������

����������� �� !���� �� ���������� �� ��� �� ����� ������ �� �������� �� �����

������ �� B �� �� ������ � �� ����� Hi �����%�� ��� ���� �� ������� ���������

� �� ��������� M � ������ � ��������� �� ���������

Hi ����� ������� ��������� � B � M �� �� ��#�� '� �� �� ������ ���������

��� ����� �� �������� ���� ������(������ μ >> μo� ���)� �� �������� 	
����

������� �� ���������� �� ��� ������ ������� �� B � ����������� ��� �����

����������� Hi� *��� �� �� ��&�� ��� �� ��� �� ���� ��� ����� ��� ��#� ��� ���

����� �� ������ ������ �� �� ���# �����&�����
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���	
������� γ = 12,6 S/m � 	� 
���
����� ���� RH = +2,1 × 10−9m3/C�

���
	��� ��� 
���	
��������� ���
����� �� ��� ����� ��� � ����

� �� �� 	� ����	� ������ �� ���� ����� 
�� M = Mux �� �����!� 	�

������� 
��"����
� ��������� � �� ����� R �R 	
#� ���� �	� ��� ����������

��� ����	�� 
	�� �$� 
���
��� 
�� �� �$� %� &'��� �� ��	�� �(�)�

���
	��� �� �������� �� 
�������� �� ����
��� Jm � ����'� Km ����� ���

������� ��� 
��������

��� ��� 
��������� ���������� 
��
	��� B ����� �� �$� %�

*��	�� �(�) *��	�� �(�+

� ��� �� ���
� �� ����� R � ������� e (e << R) 
�� �� ����
��� �� �� ��	��

�(�+ ���, 
������	��� ��� 	� ������� ������ 	��-������� �� �� ����

��� ���

�$� % M = Muz�

���
	��� ��� ���������� �� 
�������� �� ����
��� Jm � Km�

. ������ �� ��� ���������� �� 
�������� Jm � Km 
��
	��� �� 
��� ���'/

��
� �� �� �	��� 0(0 0 zo) (zo >> e)�

� ��� 1����� 	�� �������� �� ����� �������� a �2������ b � ������� e (e � a) 

�� 	����� �� ��	�� �(�3� 4� �������� ���, ������ 	��-������� 
�� M =
Muz�

���
	��� ��� ���������� �� 
�������� �� ����
��� Jm � Km�
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������ ��

���������	 ��
 �	�����
 Jm � Km� �������� � ����	 ��������	 B � �

����	 � �� � �� �� = zo� (zo  e)�

������ ���� ������ ����

� ��� �� ��
��� ���!� � �������!� 
	 � ��� 
"�� � ����	 R� #� 
 ��
���
� �� $���� ����� 
%

M =
(
k z + k′

)
uz

&������� ��
 ��
����
 � �	����� � �������!� Jm � Km�

&	� 
��
 ��
����
 �������� � �	������ '��	� ��������	 � � 	���� �

�		������
�

� ��� (	
 �������	
 ���$���	
 �	�)���
� ���	
 ����	
 
�*� �������	
 � �� $+

���� ���,� 
	� � �� ������� �	�����	�� 
���	 
�
 �
����'�
 ���� ������


μ1 � μ2� �	� �	
 �������	
 �������� �	�����
 �� ��
�	 '��	� ��	 �	� 
����	


�	������	
� - 
��	�� ���"	��
 ��
 ��
����
 � �	������

&������� � ����	 ��������	 B � "����!� � �� ��
������ �� ��

������ ���, ������ ���.
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� ��� ������� �� ���	��
 �� ������	��� ��
��
��� ����������� ����� 
����

�����	���� ��� R1 � R2� �� �� ������	� �� 
��� R1 �����
 �
 �����	� I � ��

�� �	� ��
 �����	� I �� ���	��� ���	
��� �� �� ���
��� ��	� ������	��� ����	�

��� ���
� �� �
	��
�� ���� �����
 �
 ���
 ����� ��� ����
�����
��� μ1 � μ2�

�
����
 ��� ���	��� �� �
��� H � B �� �� ���
��� ��	� ������	����

� ��� �� �� ����� �
���	��� ��������� �� �
�	��
 �� ����� ��� ������ �����!

���� �� �
 ������"� ��� �#� $� �� ����� �� ����� ��� ��
 �
�
 ��� ����
 �� �	�

�
	��
�� %
 �����"� 	
�����
� ��� ���	��
 �� ����	
 �� �
 ���
 ���&� '��� ��

�#� $ ��	�
��� �� ������	� ���(��� ��������� �� �� )�� �����
 ��
 �����	�

I� %
� ����
�����
��� �� ��� ��� ������ ��� μ1 = 10μo � μ2 = 100μo�

�
����
 ��� ���	��� H� B � M �� ��� ���	��	�� �������

*���
 ���& *���
 ���+

� ��� ,� 	��� ��������� �� �
 ������"� ��� �#� - �� �
	��
� �
���	��� ���

����
�����
� μ, ���� 
��� ��	��� �� a � �� ��	��� b� �� ������� ���� �����


�
 ���
 ���+� '��� �� �#� ��� 	���� �#� -� �� ��	.
 �� ���� ��������� �� �� )��

�����
 ��
 �����	� I�

/����
��� �
� ����������� �� ��� � ��	�� �

 ��� ���	��� H � B� �
����
 H
� B ���	� � (��
 ��� �
	��
� )�� ������� �� 	����

� ���� 0
�� �� �
��� ��
��
�� �� 
��� ��	��� a � ��	��� b� �� ���
��� ��	���

��	
 ����
�� �� ��� ������ �� ����
�����
��� μ1 = 2μo � μ2 = 3μo� ��
�� �


���
 ����1� �� �� ������	� �� 
��� a �����
 ��
 �����	� I� � �� �� �� 
���

b ��
 �����	� I �� ���	��� �����	��

�
����
 ��� ���	��� �� �
��� B� H � M �� ��� ��� ������ �
���	�����

�
����
 �
 ������
� �� �
�
 �� ��
�
��"� σm = M · n �� �
 �������� ��

���

��"� ��	� ��� ��� �������
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��������	
������ ��

������ ��	�
 ������ ��	��

� ���� �� � ��������� �� ���������� �� ��� ������ 	�	�� �� � ��� K = 0�
��������� ����

n · ∇ × (A1 −A2) = 0, y n×
(∇×A1

μ1
− ∇×A2

μ2

)
= 0

������ n � ������ ����� � � ��������� �� ����������� A1 � A2 � ��������

������ �� ���� ������ μ1 � μ2 �� �������������� �����������	

� ���� ����� �� ������� �� ������ N ������� ��� �� ��� ������ ��� ��������� I	

� �������� ���� ������� � ����� ��	��� ����� �� ����� ����� b � ��� ������� ��

����� a (b >> a)	 �� ������� �� ��� ������� ����� ��������� ����������� ������

�������������� μ1 � μ2	 � ���� ��� ������ �� ��� ��������� �� ������������

� � ������ ������� �� ����� b	

!����� �� �������� H � B �� �� ��������� ������ �� � ������ ������� ��

����� b	

� ���� "� ������� �� ����� �#������ 11 cm � �������� 9 cm� ���$ ���������� ��� ��

������� ���� ����� �� ��������� �� ������� �� � ����� ��	�%	 ����� � �������

�� ������ �


 �������	

��������� ��� �� ��� ���������� �� &���� �� ������ ������ ����� �����

��$���������� ��� ���� �� � �������	 � ����� ����� �� ������� �� 10 cm	

!����� � ��������� �&���� I ��� ���� ������� ��� �� ������� ���� ��� �

������� �� ������� ������ � ����������	

!����� � ���� �� '�(�� ��������������� � � ���������� �� M � ��� �����

��������� ��� �� �� ������� �� �������� ���� ����� R �� �� ����&�����	
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����� �����	
�� �� ��	�
����

� ���� ���������� 	� 
� �����	� �� 
�� ���
�� 	� ������� d = 2mm� �� ��	��

��	�� �� R = 10 cm� � �
 ����� ����� 
� ��	�� a = 1 cm� ����� �� �����	� ��

�������� ���� ������� ��� ��� �
� ��
�� 
�� �������� I = 2A�

�� �����	� �� �� �����
�	� �� 
� �������� 
�� 
��� 	� ������� ��������

�� �
����� �� �� ��
�� ������ �
������� �
� ����� 	� ������ �� �������� ��

�������� ������ 	�������	�� �	���� �� �
���� �
� �� ��� 	��������� 	� � ����

	� ���� � �
� �� ����� �� �� ����� ���� �� !
"� �� �������� � ���
���

#��
��� �� ���� ����$��� B �� �� ���
�� � ������������

%��
�� ����& %��
�� �����

� ���� �� �� ��
�� ����'(�) �� �
����� 
� ��
��� ����$��� ���
���� ���


� ���� ���������� (*+) 	� ������
	 li = 10 cm, � �� ����� �� 
� 
�	��	� 	�

� �� 	� ��	�� �� ����� �� ������ 	�� ���-�� ������� 	� �� ����� ����� �
� ��

���� � 
�� ������
	 ����.���	� �� l � 7 cm� ����� ��� ���-�� ������� �
�	� 
��

���
�� 	� ������� d = 1mm�

�� ���� ����� 
�� 
��� 	� 	���������� ��� �� ��	��	� �� �� ��
�� ����'(�),

� ��� ���-�� ������� ��� 	� ������ 	
�� 
�� ����������	�	 �� μ = 140μo�

�
������� �
� �� ��� 	��������� 	� � ���� 	� ���� � �
� ��� ������� ����

�� !
"� ��� ��� ������ �� ��	�� ��� ������ 	�� ��
��� ����$����

#��
��� �� !
"� ����$��� �� �� ���
���
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�
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�

�������� �� ��������� ���������������� !������� "�� #��� �� ����$���� ��
���������� �� �� ���#� ��������� #�� �� ���#� ��������� %����&�� ' ��� �����(
�������� "�� ����� ��&�� �� ����������� ����� ���������� ' ���������)

��	
���� 
��
������

��������� �� ��� ��'�� �� *�����' ' ���+) *���+� ������������+ ,!)�)�-
��������)

��' �� *�����' �� �� ���� �� ��������� �������������)

*���� ��!�������� �� �� ��' �� *�����')

��' �� *�����' #��� ��������� �� ��%�������)


������� ����� ���#�� �� ��� �������� �� ��!������� $.� ' ��%��)

��������� ����� ���������) ��$������ �� ���$������� �� ��������� ����� '
�������������)

*������ �� ������� #��� ��� ���$������� �� ��������� ����� ' ���������(
����)

���$������ �� ���#��������)

*)�)�) �������� �� !������ �� ��� ���$������� �� ��������� ����� ' ������(
�������)
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����� 	���������� � �� ������ ��� 	���	����� 
�����	�� ��	� 
� ������ ��

���
��� ������������� �� ��	�� ��������� �
�� ������ ��� �� ������ ���������

�� �������� �� ���������� ����������� ���� �� 	�������� �
� ����� � �����	�

�� ���������� ����� �� ����� � ���������� �� ���! � ��	�� �������� � 	��������

���������" �� �����" 	
����� � ���������������� ����� ��	�� �������� � 	�����

����� #���� �� �
� $������� ������
���� � ���������� �����������" � �����������

����� �� ��	��� �������� � 	�������� �� ������% �� � ��!���� �� ��	�����	����

�� �� ��	��� 	��������� ��������� &������ ����
���% � ����'�%� ����� ��	��

�������� � 	�������� �
� ���	��� ������������ ��	� 
� �����	� ��������������

�������� ���� � ��	��� �� ��	�� ������	���������

$� ���� ��	� ��	�� � ���
���� � ���
���%� ������	�������� � �� �����������

�� ���
���%� 	
�
� � �
�����
���%�" ���!	����� �
� �������� �� � ���	��� �

�� �� ����
���� � ������������ �
 ��	�����	����� �� � ���� �� ��	��� ���������

1
 �� �� ������

$� ���� �������� ��	�� � ���
���� � ���
���%� ������	��������" �
� ����

�� 	�������� � ����������� ����� ��	�� �������� � 	��������" �� �����" 	
�����

�
� 
� ��	�� �������� �
��� ���������� 	������� 
� ��	�� 	�������� �������

� �
�" �� ���� ����" � ��	�� �������� �� �� �������������

��� �'����	����� ��������� ��� &������ �� ()*(" ������ ��	� ���
���� �
�

�� �� �������� 	� ��
��� ��� ��� E ������������ � �� ��������� 
�� ���� � �����	


� �� 	�������� ��� ������ �� ��������� +���� �������%� �
��� ��� ������ � 
� ��	���

�� ��	�� 	�������� B ��� � ���	�� � � 	���	����� � �����	���%� �� ����
����
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�� S1� �	

��
�� �� 	� ������
�� �	������	 ����� 	� ����

��� ������ � ds1� %� 	� ��	�
���
������� �� ����
� ����∫

S2

B(t′) · ds2 =
∫
S1

B(t′) · ds1 −
∫
Sl

B(t′) · (dl× vdt)

(�	�
��� �	 ������		 �� ����� � 	� �������	 �$�� S1 ������ ����∫
S1

B(t′) · ds1 =
∫
S1

B(t) · ds1 +
∫
S1

∂B(t)

∂t
dt · ds1 +  �!�"�

"������'��� �� 	� ��	�
��� �������� ������
���� 	� ������� �� ���� �������

� �!�"�� ' ���������� 	� �������	 �$�� S1 �� B(t) ������∫
S2

B(t′) · ds2 −
∫
S1

B(t) · ds1 =
∫
S1

∂B(t)

∂t
· ds1 dt−

∫
Sl

B(t′) · (dl× vdt)
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��������	
������ ��

������� �����	 ��
�� dt �� � ������� 
��
�	��∫
S2

B(t′) · ds2 −
∫
S1

B(t) · ds1 = dt

(∫
S1

∂B(t)

∂t
· ds1 −

∫
Sl

B(t′) · (dl× v)

)
������ Δt → 0 C2 → C1� S2 → S1 = S(t)� � � �����	� ���	� � ����	����

���	�� 
������� � 	������ ��	����� �� �	������ 
���� �� �����	�� B·(dl× v) =
(v ×B) · dl� �� ����� �	����	
�	 �� � �����	� ���	� � ��
��� ��		��� C(t)�∫

Sl

B(t′) · (dl× v) =

∮
C
(v ×B(t)) · dl

�� ��� ������ Δt → 0 � ����	���� �� �����	����� ����� � �����	�� C(t) � t′ → t�

��� �� �������	������� ����������� �� �� ��		���� ����	��	��� ��������B(t) =
B� � �������� ���� � �� ����� ���	���	 �� � ��	
� ����������

dΦ

dt
=

∫
S

∂B

∂t
· ds −

∮
C
(v ×B) · dl ���! 

"�	 ������ �� 
����� �� 
���
����� � �������� ���� � ��� ���	��� � �� ��

#�	����� ����� �� � ��	
� ����������∮
C
E · dl = −dΦ

dt
= −

∫
S

∂B

∂t
· ds +

∮
C
(v ×B) · dl ���$ 

%� �	������
�� � �����	� ��	��&��� � �	�
�	 
��
�	� �� � ���������∮
C
E · dl−

∮
C
(v ×B) · dl = −

∫
S

∂B

∂t
· ds

∮
C
(E− v ×B) · dl = −

∫
S

∂B

∂t
· ds ���' 

"�	 ��	� ��	��� � ������� 
��
�	� ��		������� � � ��������� ��� (�
�� ���)

�	��� �� � ���	���� ����	��	 ����� �����
�� � ������ �������� �� � ���������

��	 �� ��
�� ��	���� �� �� ��	����� ���������	��* �� ����	� �����
�� � ��������

���+ ��	� ��������
�� � ��
�� �,��	��� ��� �� ������� �� ,��� ��
� Ee ��	�

������	 ��� �� � �	������ �� ��
�� ��� ��		������� � ��� ��������� ���������	��-∮
C
Ee · dl = −

∫
S

∂B

∂t
· ds ���. 
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∇× (E− v ×B) = −∂B

∂t

∇×Ee = −∂B

∂t

���� ����� 
������� �
��	���
 
� �
������	 	��
���	 
� ��� �� ���� �
����	�
�

�	� ���
�
���
��
� �
� ����	 C 
�
!��	� "	�#�!$��	��� 	��
�
	�%

Ee = E− v ×B

&
 	��� �	���

E = Ee + v ×B ���'(�

� E �	�������
� ����	 Ee� )�
 �
�
��
 �
 �� *�������� �
�	��� �
 B� �		


� �+���	 )�
 �����
	� Em = v ×B �
���	 � �� ���������� �
� �������	 � ,�

��
�� �
��*��� �
� �+���	 Em �
 �	�	�
 �		 ��
�� �
���� �� 	*��
��	 �
�

�������	 �
� ���-����
 ./ 
� �	� .	*��
��	/��

� ������ �
 ���'(� �	�
	� 	��
�
� �� ��
�0� 
�
���		���0 
�����
�

E =

∮
C
E · dl =

∮
C
(Ee + v ×B) · dl ���''�

3.1� ������ �	 
�
�	�� �	 �		�	����

,	� �
������	� 	��
���	� 
� 
��
 �������	 �	��
��	��
� � �	� 	��
�*��	� �
��


�� ����
� �
 �
�
�
���� �	� �
���	 
� 1 � )�
 �
���
�
 2#	� ��� 
���!	� 
�
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 ���
� ��� ������	������ �
 3����
	 � 	��
�*�� 
� ����
� �
��
� �	�


#
��	� 
� ����	 �
 *���� �
� �������	 C )�
 �
 
��$ ����������	� �� 
�
 ���	 �	


4���
 ��
�� �
 	*��
��	 �Em = 0� �� )�
 �� *
�	����� �
����*� �
� �������	 
�

����� 5 ��� 
���!	� 
� 
� $���	 �
 �� 
�$���� �	 �
����*���� �v � c�� �
�
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�
� �� ��� ��
�� �	��� �
��
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� �
 �
�
�
���� )�
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�	�� �������� �
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 ��	� ����
�� �
 �
�
�
���� �� �	� ����	� 
� �+���	 Ee�

)�
 �
��
�
��� �� ��������� �
 6������ 
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�����	 �� ��������� �
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�� � ��� �	� 	� ���	
���� ��� ��� �� �������� ������� ��� ���

�� ���������

����	 �  �� �� ��	 ������� �� ����� ��� ���!
� �� 	
	���� �� �������
� ���

�� ������� 	���
����

�������� 	
� ��� ��������
���� �
 	
 ����� 	
�����

"�� !���� ���������� �� ����
��� l �������� �� ��� z � 	
����� �� �� 	��
�����

y > 0# 	� ��	����� �� �� �
����
�� y ��	
�
 � �  ����
��� ���	�����# v = v uy� ��

!���� �	�� 
����	� �� �� ����� ����$�
�� ���	����� �� �� ����

B =

{
Bo ux , y ≥ 0
0 , y < 0

���� 
��
�� �� %���� ��&� '�����	 ��� �������� �� ����� 
����
�� �� ��	 �(�����	

)*+ �� �� !�����

l

A

BC

D

������ ��	

����	 � ������� � ��	�� �� �� ���!���� ��	�� �� 	
	���� �� ��!������
�� ,�	��

�	� ����� ��  
	�� �� !���� 	� ��������� 
����	� �� ����� ����$�
�� ��
���� �

���	����� � ��� �����#

Ee = 0

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

��� ���� ����� ��	 
��������	 �� ���� ����� ��� ��������� ����������	 �� �� ��	� ��

�� ������ 	�� 	�	��
�����	 � �� ������ �� ������� � 
�� ����� 	�� ��	 ���������	

�� �� ���
� �������� 
�� �����������

Em = v ×B = v Bo (uy × ux) = −v Bo uz

���� �� ���
� ����� �	�

E = Ee +Em = −v Bo uz

�	�� ���
� �� ���	��������� �� ������ 	���� ��	 
��������	 �� ���� ��� �������

���� ���� ��� �	��	 	� ��	
����� �� ����� ��� �� �� �������  	� ����� �� ����	�

�� ���� ������� � �� �� ������� ! �� ����	� �� ���� 
�	�����" �	��	 ����	 
���

����� �� ���
� �������	�#���� ���	��������� E†� ���� �� �� �������� ��� ����������
�	 �� 	������ �
��	�� �� ���
� ��������$ �� ������ �� 
����	� �� ��	������%�

�� ����	 	� ��������
� ������

E+E† = 0

�	�� �	

E† = −E = v Bo uz

�� �"�"�" �������� E �� ��������	 �
������� �&"''��

E =

∫ l

0
E · dl =

∫ l

0
(−v Bo uz) · dz uz = −v Bo l

 ���� ����	 � ��	����� �� ��	�� 
������� ��	�� �� 	�	���� �� ���������� ��

�� �����" �� �	�� ��	� �� ��������� �������� �� �� ����� ��� �� ���
� �	 ���� �� 
��

������

E′m = 0

���� �������� �� �"�"�" �������� ���	�������	 �� �������� �������  ()! ��� 	�

����� 	������������� ��� �� ����� ���� *��� &"+�" �� ������� �� ��	 	������	

 ( � !) �	 ��������������� �����" �������	� ���,���� ��� �� ����� ��	������	

��� �� ���
� ���-���� �� .���������/ � ���	��� ��������� � �� 0�,� ��� �������	�

�� �������� 
�� ����� ����� ��������������

dΦ = B · ds = (Bo ux) · (l v dtux) = Bo l v dt

�� ������ �
������� ������������ �� ��� �� 1������ �� 	� ����� �&"'��

E ′ = −dΦ

dt
= −v Bo l
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�� � �	��	 ��
 ��	���� Em� ������� ��� � ���

��������� ρ ��
 ����	� ��
 ����� 
� ��
������ ���

v = ω ρ uϕ

��	 ������

Em = v ×B = ω ρB (uϕ × uz) = ω ρB uρ

�� ������ ���	� 
�� ��	��� � � ��	��

E =

∫ a

0
Em · dl

���� dl = dρuρ

E =

∫ a

0
ω ρB uρ · dρuρ =

∫ a

0
ωB ρdρ

�� ����� �������� ���

E =
1

2
a2ωB

������� 
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����� �����

� �� ������ %
� 
����� �� &�
�� ��'���� !� ����� �
��� ����
���� �� �
���

Φ =

∫
S
B · ds

B = B uy " ds = dsn�

dΦ = B · ds = B ds (uy · n) = B ds cos θ

(�� �� ���� �� 
������ ��)�� �� �
���&��� 	� �� ������ 	� ��	� L�

Φ =

∫
S
B · ds = B L2 cos θ

*� ������ ���� ��� ������	�	 ���
��� ω� ��� ����� �� �������� ����� ��

+��
�� θ " ω ���

θ = ωt+ θo

,��	� θo �� �� +��
�� %
� ����� ��� �������� B " n �� �� �������� t = 0�
�
����
"��	� �� ����� 	� θ �� �� �$������� �)����	� ���� �� �
���

Φ = B L2 cos(ωt+ θo)

*� ����� ��	
��	� �� �� ������ ���+�

E = −dΦ

dt
= −B L2 (−ω sen(ωt+ θo))

E = ωB L2 sen(ωt+ θo)
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����	� �� ������ ���	���	
� �� ��

���	� �	�
��

������� ��
� ����
��

������� ��	
��� Em

���
� �������� � �������� ������ � � ����
� ��� ����	
� � � �
�

��!���"

E =

∮
C
Em · dl =

∮
C
(v ×B) · dl

#������� v ×B �� �� ���	��	�� ���� �� � ����
��

���� �� $��
� �������
 �����	� �� �� �	�� �� ��	� ��� v ��	% �� �

���� &' ( )�
�� �� %� �� θ ��
���� ��� B* ��� 	����+� ��	% �� �

���� &'* ��
 	��	� Em = v ×B �� ��
��������
 � ��� �� � ����
�*

�� ����
* � dl ( �� ������������ (v ×B) · dl = 0�

���� �� ,����+� �� ��� � �
����	� (v ×B) ·dl* ��
 �� ������ 
������

��� � ���� ��	�
��
�

���� �� $��
� ���� �� �	�� �����	� �� ��	� ��� �� ��
���� ���*

v ×B = v B sen θ uz

-��� ���* v = ω (L/2) ( θ = ωt+ θo

v ×B =
1

2
LωB sen(ωt+ θo)uz

���� �� .� ��	� ����* ���� ��� � %� �� ��	
� v ( B �� (π−θ), Em ��
%*

v ×B = vB sen(π − θ)(−uz) = −vB sen θ uz

$��	�	�(���� �� ���
�� �� v ( θ ���� �� �-*

v ×B = −1

2
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�
� 	� ��������� �� 	������ ������
 �
����
� �
���������
 ��� dl = uz dz ��

�� � dl = −uz dz �� ��� �����

E =

∮
C
(v ×B) · dl = 1

2
LωB

∫
�

�

sen(ωt+ θo)uz · (dz uz)

−1

2
LωB

∫
�

�

sen(ωt+ θo)uz · (−dz uz)

�� ����������� �� dz ����� �� � �� �� ����	 � L� �
� ����
�

E = V�� = ωBL2 sen(ωt+ θo)

��
� ��� �	 ����	���
 �� �	 ��
 ��� �	 
������
 �
� �	 
��
 ��
�����

����
�

(a) (b)

������ ��	� 
����� ������� ��� ������� ���

�	 ������ �������
 �� �	 � ��	
 ������
� ���������� �� !
�� ����������
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������� � �������� ����	��������	
 �	��� ��� ��� �� ����� �� ������ ����	 ����

�� ������	� �� ���	 �� ������	
 ������������
 �� ��	��� ������� ��� �������

� ���� 	 ���	�� �� ������� ������	��� �� ������� �������� � �� ������� ��

������� ���������
 ��� ������� ��	� �	����	��� ���	� � �	� �	���� � �� �	����

�����	��
 �� ���� ������� � ���	�����	� �	�	 �	������� � �����������
 �	�	���

��������	�
 ����

4� �����������	 
� ��
������

�� �	� ������	� ������	��� ���	� �������	 �� ��� � ������ �	�	 ���

�������� ����� ����	� ������� � �� 	� � ���������� � ������ �������������� �	�

�������� �	��� �� ������� !�������	" �	�	 �� �	� ���	 � �������� �� ������ ������

� ������ � ��������	� ��	������	� �������������	� �� �������� # ���	� ��������	�

�� ��� �	�	�� �	� �� �	���� � ����������� 	� ��	
����� �
�
 � 
����	
�����


���$� ��� �� �������� ��� ����� 	� �������	� 	 �	��� �� ��	��	 �������	�

�� ���� ������	 ���	���	� ��� ��� �	�������� ������ ����������� ���� ���	

� �	������� ���� �� ����	 ��� �� ��� �������� �� ����� �� ���	 � ��� �	�������

�	������ ���	 ���	� �� i(t)� ���	 �� ������ �� ��� �� ���� ������� �� ��� � %�	� �

&����� ���� �������� �� ����	
 	�� ����������� �� ��������� I �	� i(t)� #����


�������� �	 �� ������'��� 	��� �	��
 ���	� � ������ �	� �������	� '���	����
 ��

����
 �	���	� �	� �	����	��� ��� ����	�
 ���� ������� �� ����������� ������

� ��� 	���� ������	��� �� �������
 ���	 '�����

�� �� 	 � ������ � �� �����'��� ������� �	� �� �������	 �	������	 �� �������

� ������ �� ����	 	�����	 ������� �� ��� � %�	� � &������ &� �	������ ���

�	� ���	� ��� ����������� �	� ��������
 �	� �	 ����	 �� �������� ����� ����	 �

�	������� �� ������
 � �	�	 �	���������� ������� �� ������ �� �������� ����� �� 	 �

�	��������

4.1� ��������� �� ��������� �����

(�	� 	� �������	� �	�	 ������� �� '���� )�*
 �� ������ ������ �� �� �������	

!)" ���� � �� ��������� �� �� 	 	������	 �	� �� ����	 ��� ���� �� �	������� ��

�������	 !+" ��


E = −dΦ12

dt
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�����  
� ������������ ��� ������� �� ���� Φ12

���� ����
��
 ��� ����� ���
�	��� ��
����� �
 �� ������	� ���� �� ������ �� ��

������
	� I1� ���� �� ���� ��� �	�� ���� �� ������	� �!� ������ �� ����� ������

��� �� ������
	� I1  ��
� ���� ��� �� ������
	� �������
�

Φ21 =

∫
S2

B1 · ds2

 �� �� �� "��	  �� ��	 ��	������ ��� �� ����� B1 �� ���������
�� � �� ������
	�

I1� �
	�
��� ����  ������
	� ��
 ���������
����� #� ��
�	�
	� �� ���������
������

���� �
�����
	�� �� ����  ������
	� ���

M12 =
dΦ12

dI1
�!��!�

M12 �� �� ���������� �� ���	���
� �	�	� ���������� ��� �� ����� �������

�
 �� ���� �$� ��
����� ���
�� ��� ������ ��
 ��
����� �� ���������
������ �
	��

����  ������
	� �� �� ����� ���� ��������� ����� ��� 	�
	��

M12 =
Φ12

I1
�!��%�

�� ��������	� 
� ��
������ �	�� M12 �� ����� �� ���� ��� �	������� �� ������	�

���� 
���
� �� ���� ����
� ��� �� ������	� ���� 
���
�
� ��� �� �������	� �� ��

������	� ���� &� ���'���
	� M12 �� �� ���� �
 �
 ������	� ��� �
���� �� ������
	�

�
 �� �	���

&� ���'���
	� �� �
������
 ��	�� �� �
 ���	�� ��� ����
�� (
�����
	� �� ��

�����	�)� �� ��� ��� ������	��� �� �������
  ����
	����
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�
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M12 = M21 = M

M ���� ��������� �� ���� �������� ��� 
������� !� ����� � �	 "# �� �	
$�%& � �� 	� 		��� ������ [']  

"� � 	���� �� 
�������� ��� 
��
����� C1 � C2 ������������ ������ �

���� ��� �� 	�
 ��������
 �����( �)���� ������
���	���� ���� �	 ���� � 	�
������ 
�������� �	 ���������� ��� ��	������ ���� � ��������� 
� 	� �������� �����

���������� �� �����������	� � � �
 �� 	� �����

M11 = L =
Φ11

I1
�� �*�

+� ����� �,	��� �	 
���
���� �� ���

�� ����� � ������ 	���	��� �	

���
���� �� �������

�� L �� � ��
��� ����(���
� -�� � ������ �� 	�

������� -�� 
��
�	� ��� �	 
��
���� 

& 
��	-���� ����������� -�� ������� � 
���
���� �� �������

�� L ��	�.
���� /
��� ��� �����	� � ��	����� 
� 0
	�� ��������(��
�/ �� 	� 		���
�������� 1���� � � 
��
���� ��	� ������ � 
���� 	� �������

��� �	 
���.
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� ���
��
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�� ����� ���� � ��	����� ������� ��
����� R1 
� n ������� ��� ����� �� 	������� � �� ����� 
� N �������
�� ��

�� 
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H = nI uz, B = μoH, B = μonI uz

" ����#� �� 	������� ����� 
��� �� ������� ����	��� �� ����� R1�

$��� �	������� �	� �� %	�� � 
����� �� 
���� ��� ������� �� �� ������
�� �� �����& �� %	�� � 
����� �� �� ������ ���# N ����� �� �	� �
������� 	��
������ �� ����� R2�

'� �� �(
����� ��� ��������� �� ��������
� ��� ����� �����
��� �� ��
��������� ��� ��� �� �	��� '� %	�� �� ����	�� ����� �� ������� ��� ���������& "�
�	� �	��� �� ����� �� �	��& �� ������	�����&

Φ12 = B · S = μonI uz ·N(πR2
1 uz) = μonNIπR2

1

'� �������
� �� ���	����� �	
	� ���#&

M12 = M =
Φ12

I
= μonNπR2

1
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M11 = L =
μo
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Φi = B · S =
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∑
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 �
� ������
 �� ����� �������� �� �� ����� ���
�
 ��� ��
���� ������

� ��� ������� ρ� �������� �� ��� �
����� � ���
��� �� ���!
��∮
C
H · dl =

N∑
1

Ii

"� �
��
 ����
� �� ������� ������� �� ������ 	���

H = H uϕ � dl = ρ dϕuϕ

�� ��
���� �� ����
��#� �� ϕ � ��� ������ 0 � 2π� ��
 ������∮
C
H · dl =

∫ 2π

0
H ρdϕ (uϕ · uϕ) = 2π ρH

"� �$��
� �� ���
�� 	�� ��
������ �� ����
%�� 	�� ���� �� �
�����
����

�� 
��� ρ �� N � �� ������������

N∑
1

Ii = N I

&�������� ��� ��� 
�������� ����
�
�� � ���������� H �� ������'

H =
N I

2π ρ
H =

N I

2π ρ
uϕ

�� ����� ��������� �� ����� �������� B'

B = μH = μ
N I

2π ρ
uϕ
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B · ds =
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Φi = μ
N2 I h

2π
ln

b

a

$�
�������� �� �������
� �� 	�
�������� ��� 
����� ������� �� ����

Φ ��� �	 ������
� I� �� ����������	�

L = μ
N 2 h

2π
ln

b

a

4.4� ��������	� 
� ���������	�

�� �� ��
��� �� ��� �������
�� �� ������� ��
�	 � 	�
�������� �������

������	� ��� �� 
��	� �	� �"��	� �� �	��� ���	�� ��� �� ������
�� %�& 	
�	���	� �	

�������� ����	�	 ��� �� ����
� %'&� ��	�� �	 ����	 ��(� ��� 
	�
� Φ21 ��� �����

��� �� ���� 	 
�	��� ��� ����
� %�& ����� 	� �	��� ���	�� ��� ��� Φ21 ≤ Φ22�

)� �	���	 	� ���	 ������ ��� �� �	��� ���	�� ��� �� ����
� %'& � � ���� Φ12�

�� ����� Φ12 ≤ Φ11� *������ �� ����
	 ��
� �	��� 	 �	����	� �� ������
� �� ���

�������
�� �� 	�
�������� �� ��� ����
�� C1 � C2�

L1 L2 =
Φ11

I1

Φ22

I2

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

������ ��	� 
���� �������� ��� ��������� ���

��������	��� 
	� ������	
�	��� ���� 
�� ����� �����	�	� 	�����������

L1 L2 =
Φ11

I1

Φ22

I2
≥ Φ12

I1

Φ21

I2

�	�� ��� M12 = M21�
Φ21

I1

Φ12

I2
= M2

12

�
��	��� ��	 ��
	���� 	 
	 ������	
�	� ������ ����

L1 L2 ≥ M2
12

������� ������	� 
	 ��
	���� ���� 
�� ���������� �� 	����������� � �
 ��

��������� ���	 �� 
	 ����	 ���������

M12 = k
√
L1 L2 ��� 0 ≤ |k| ≤ 1 �� !"#

�	 ����	�� k �� �������	 ����	�� �� 	���
	������ � |k| ��$ �����������

���� % � ! &
 �	
�� �� k ����� ��� ������� � ���	���� ����������� �
 ����� �� 
��

������� ���������� �� 
	� ��������� �� 
�� �������� '���$� |k| ��� �����	 �� 
��

�������� ��$� ����� � �()�
���� 	���
	��� *	
���� �� |k| �������� 	 
	 ����	�

�����	� ��� 
�� �������� ��$� ��������� 	���
	���+ 	
 ����	��� �� |k| � 1 ��

������ ��� �
 	���
� ���� ���,�� �������� �� �()�
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���� �� �� ���	�
� ������ ���

	� �� ��������
� �� ��
���������� ������
������ L� � �� ������ �� ��������
� ��

��������� 	�
�� M ��
� ��� �����
��� ��
���� ������ �� ����	� �������� ��

������� �� ��
�� ���	�
��

�
�������� �� �������� �����  �� ��������� �� ����	� ��������� ���!� ����	� ��

������� ��� ��������
� �� ��������� 	�
�� ����

E1 = −dΦ12

dt
= −d (M12I2)

dt
= −M12

dI2
dt

���"#�

$�
� �������� ������ �� ����	� �������� �� ������� �� �� ���	�
� ������� ��

��������
� �� ��������� 	�
���  �� ���%��� �� �� �����
��

&� ���� ����
� �� �����
�� �� ����	� �������� �� ����� � �� �����
� �� �� �����

�����
�� $� ��
� ���� E ����

E1 = −dΦ11

dt
= −d (M11I1)

dt
= −M11

dI1
dt

= −L
dI1
dt

���"'�

L �� �� ��������
� �� ��
���������� (�� !�	�� ������� �� �� ������� )�*�

$� ������� �� �� ������ (�� �� �� �����
����� ������ ��� �����
� I� ��
����	� ������ � �� ��
���������� ���

E = −L
dI

dt
����+�

4.6� �������������

��	� ������� ��� �����
� 
�	� %�	�� � ��
���� �� 
�����	��� ��,�
����

�� ���� �-�	������ 
���� ��� ������
�� (�� !�	�� %��
� �� ��
� ��������

$� 
�����	��� �� �� �������
�%� (�� ����
� �� ��� �����
�� (�� �����
��

��� ��
� �����
�����  ��
�� ���
�	��
� ��������� �|k| � 1�. � ��� �� ����� �� ��

���	� �������� ����	���  �� �
� �������� 
����	���� /����� ��������� �������

�� �	��� ��� ��������� �� �� 	��	� �����
� 	���,
��� ���	��� ������ �� ��	�
�

����	�� 0��	��� �� �� 	�
���� ���	���,
��� (�� �����	��
� ���� 
���

��
� ��	���������� ��	��
�	���
� ������  �� �� ������
�0 �� ���� 
������


� �� 1�-� 	���,
��� ��� �����
� ��	��� �� ��������� ��� ����� �,�����. 
��
�
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��	���� ��
����� �� ��� ����	���
 ��� ������ �������� �� �� ��������� E1(t) ( ���)
������
 ������� �� 	��	���� 
�	������� � ���� �� 	������
 
���� ��� ��
�
���	��

������ � ����� ��� �� 	�������� ��� 	��	��� ��� �
�� 
�� ��( �����*��

!� �
��
 	��	��
���	��
 �����
 ����	�� �� �� +�( � ,��	���- �� 	��	����

��������� �� 	��� 
�������
 ��� ����� ��� ��
�
���	�� R.∑
i

Ei = I1R → E1 − L1
dI

dt
= I1R
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����� �� ���	
� �����	���	�
 ������ �� ��� ��	����� �� ����� ��� �� ������ ���

��	������� E1� � �� ������������ ��	 �� �	���� ��	����� �	��	��� ��� ����� ����

��	 ������� � ��	���� ���� ������ ��� �� ��	���� ��		����� ��	 �� �������	��� ��

!�� �� ��	��� �� ����� ��	 ������������

"��#���� � ���� ����� ����	����� ��� �� ���	
� �����	���	�
 �������� ��

�� ���� �	$����� E1(t) = (Eo)1 cos ωt� %��� � ������	 �� ������$� ����	���� �

�������� ��� ����� ��� �#������� ������ �� ��	� A(t) = Â ejωt �j =
√−1��

����� Â �� ��� �#����� �����&� ��� �� ������� ��� ����� ������ ������

��	� ������������� �� �� �	���������� '	�����	��� E1 � I1 �� ���� ��	� � ��

������$� ����	��	 ����� ��(�

Ê1 − jωL1Î1 = Î1R ������

)!�	� �������� ��� �� ��	��� 	�������� �� ��!� *� �����+� ��� �� ����������

��� ��� R � ωL1, ���� ����� ��	 ���� ���  ��� ��������� �	��������� ����� �� �� ���

�� *� ��-�� ��� �� ��	����� �	��	�� �� ��������������� �� �������� .��� ��

����� �����	 � �� �	*����� ��� �� #	�� �-�	� �� ������� �� �		���������� ��	�

���� �����	(� �� ��� �� 	���������� ��� ��	����� ��	 �� ��� �� *� �����������

�����	 �-����� ��		��#������� �� #	�� ��	�� ������ ��� �� �� !� ���!��

/�� ����� �������	������� �� ������ � �������

Î1 =
1

jωL1
Ê1 ������

%���� �!�	� ��� ���		� �� �� ��	����� �������	��� )�������� �� ������$�

����0� �� ���� ������ � �� ��� �� ����	�� �������

Ê2 = −jωM12Î1

1����������� �������

Ê2 = −jωM12
1

jωL1
Ê1 = −M12

L1
Ê1

) ��	��	 �� ����2� �������

Ê2 = −k

√
L1 L2

L1
Ê1 = −k

√
L2

L1
Ê1

�
��� �� �������	 
�� ��� ��� � � �� ��� � �	��� �� ����	�� �� ����������� �� ������	��	 ��

���	����
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� ��� ��
 ���	������ �� ������������� �� 
� ����	����� �������

�	� �� �	��
� 
� ��������� R � ωL1 ������� � ���� �������� 
� ���� ��
 ���������

� ���� ���� 
� ���� ��	���� ����������� ��
 ����� ��
 ���������� �� ����
��������

��� ����� ������� ������������� �� 
�� ���
��	����

|Ê2| = |k|
√

L2

L1
|Ê1| ��� !

"� ������
� 
�� �	�����	��������� ��
 �������� # ���	������ �� ����
 �	� ��$

��� �
 ����� �������������� �	� 
� �������� �� �
 �%������� �&� ��� ����� Li =
μN2

i Si/li '	�������� �	� 
�� �������(�� �� ������	����� ��
 �������� # ���	�$

����� ��� ����
����� 
� �	� ���
��� S1/l1 � S2/l2 #� ������� �
 ����
������� ��

������� |k| � 1 "� ���� �����

|Ê2| � N2

N1
|Ê1| ���)!

�	� �� 
� ��	����� ��
 ������������� ����
 # �	� �	����� �	� 
� ��
����� �� ��$

�
��	��� ����� 
�� ��� ��
 ���	������ # �������� �� ������������ �����������


�
 �������� ����� �
 �*���� �� �	�
��� �� ����� ����

��������

"
 ������������� �� 	�� ��������
����� ���� ���	��� 
� �
�� ������� ���
����

�� �
 ���������� �
������� � 
� ��%� ������� 	��
�+��� �� �
 ����	�� ���
 �����������

���������� ���	������! ,���� ��� �%	���� �
 �*���� �� �	�
��� �� ����� ���������

���� ������	�� 
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� �� ��� ������ 	
������ �� ��� L� �������� �� A� �� �
��� 	� ���	����
v = vuy 	������� ����� � ����� �� ����� �� ��
�� ����� �� �� ���� ���	��
	� ������ ⊗ ������ 
� 	��� �������	 
������  ��������	
��� �� ���� ��
�� !
� �� �
��� �� �������

"� �� ������ ����� 
�� ��������	�� R� 	��	
��� �� 	������� !
� 	��	
�� �� ����
�� �
�	�#� �� �� ���	���� v� �� 	��� �������	 B = −Bo ux  �� ���	�#�
�� �� ��	����� $��
%�� �� ��&�	� I = I(y)�

���	
��� �� �
��'� !
� �� ���� ����	�� � �� ������ � � ���� ��� ��	���� ��
���� �������� �
 ���	���� 	�������� $��
%�� �� ��&�	� F = F(y)�

"
����� ������	������ �� ���	�� ������ �� 	��� �������	 	���� ��
�� 	������� !
� 	��	
�� �� �� �������

(��
�� ����

� ��� �� �� ����#� ��� ����	� 	������������ � y > 0 ������ 
� 	��� �������	
	
  ��	�� B = B(y)uz� $��� B(y) ����� 	� �
����� �� ��
�� ����)�*� ���
������ 	
������ �� ��� L = 1 	�  
�� ��!
�+� ��
�� �� 
� ���� �� �
���
����� �� ����� ��	�� y > 0 	� �
����� �� ��
�� ����)�*� 	� 
�� ���	����
v = v uy� v = 1 	�,�� �� ���� �� �� ������ �� �������� ��������	
��� � B�

���	
��� �� ������ ���
	��� �� �� ������  ������������� ��&�	�������
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(a) (b)
������ ��	�

� ��� 
�� ����� ��������� �� ��� ��� �� ������� �� ��� �� ���� � ��� �����

�������� �� ������ ����������� �� ������� ������ �� ���������� ��� ������

�� �������� R(Ω/m�	 ����� ����� ��	�	  � ����� ���� �� ��� !������� �������
ω �� �������� �� �� ���� �������� B = −Bo uz	 "�������� ����������� ��

���������� �� �� ����� � ��� ����� ������� #$	 %������ ����������� ������&

����� �� ���� �������� ��� �� �������� ������� '����� � B	

(������ �� �������� )�� ����� ��� �� ����� ����� �� ���!� �� 0 � 360◦	

������ ��	� ������ ��	*

� ��� �� �� ���� �� �� ���� �������� B = Bo uz� ���������� �� ������

��� �� ������� ����� ��	*	  � ����� �������� ( ���� ����������� ��� ��

����� # � ��������� �� ��� � !����� �� +����� 0 − 90o ������� �� �� �������
������ $,	 �� ��!������� �� ��� � !����� �� �� ����� �� -�� �������� �� �����

� �� �� ������ .�������� T � (ω = 2π/T )	 �� +����� θ !��/� �� ������ �� ��

����0�1 θ = (π/2)ωt	

"�������� ������������ �� ���������� �� �� ����� � �� ������� ������	

%������ ����������� ����������� �� ���� �������� ��� �� �������� �������	

(������ �� �������� )�� ����� ��� �� ���������� R	

� ��� �� �� ����� ��	2 �� ������� �� ���������!� ���������� ��� ��� ����������

���������1 
� ������� ������ �� ����� a � ����� �� ������ #	 
�� �����
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 ��� ��� �� �� ��������� �� ��� ����� ��� �����
 �������� �� � �
��� �� ��� �� �� �� ����� �� ������� �������� �������� ��� �� ��������� ���������
������ ��� ����������� R ����� ��� �� ���� �� ������ �� �� ����� � ��� ���� ��
��������� ��������� �� �������� ���� �� ��������� �� �� ����� ��� ���� B =
Bo uz� !�������� ������������ �� ����� ������ ��� �� ��������� �������� "�����
�� ����� B� #���� � ��������� ������������ �� ����������� �� ��� ��������� � ���
��������� ���������

$������� �� ��������� �������� ��� ������� ��� �� ����������� R� %������ �� ���&
���� �� �� ��������� ����� �� �� ����������� ���� �� �� ������

'���� �(�) '���� �(�*

� ��� +� ����� ���������
 �� ����� a � ������� d
 ��� ��� ,�������� ������ ω
�� ����� �� ��� � �� ��������� �� �� ����� ��� ���� B = Bo uz� +�� ������
�������� �� ���� L � ����������� R ���� ������� �� �� ����� -� ���� ������ ��
.��� �(�*� 	� ������ ���� �� ����� ��� ���� ��������� ����������� /����������0�

!�������� ������������� �� ����������� �� ��� ��������� � ��� ������ #���� �
������������ ������������ �� ����� ��� ���� ��������� ��� �� ��������� ��������
�� �� ������ "����� � B�

$������� �� ��������� ��� ������� ��� �� �������

� ��� +� � ����� "������ ��� �� ���� �������� ���� ������� ��� �� ������� 1
� ����� � ��� ���� m ��� �� ���� ���� ������� �� .��� �(�2� �� � ����� ������
��� �� ������� T = 2π(l/g)1/2� 	� ���������� �� ���� ����� �� ����� �- � �����
�� ����� �� 10o� l = 10 �� � g ∼= 10 �3�2� 4��������� �� � ����� �� �� ���� ��
�� ����� ��� ���� B = Bo ux /B = 1 #0�

$������� �� "����� �������� ����� ��� �������� 1 � $�
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� ��� �� ���� �������� �������� �� ����� R� �� ����� ���� ����� �� ����� ��	�
� �������� �� � ����� �������� B = Bo uz	 �� ������ ���� �� ���������

������ ω � ���� �� ���  	

!������� �� �	�	�	 ������� ���� ��� �������� " # !	

(a) (b)
������ ��	$

� ��� %����� �� ������� �� �������� �������������� �� ������&������ μ 
μo� ������������ γ # ������������ ε � εo� ��#�� ������ # ������� �� ����������'
����� a� b # e (e < a < b)	 (�&�� �� ����� �� �� ������� ���������� N �������

��� ��� )�� ������� �� �������� I	 �� ������� �� ������� � �� ����� ��	$*�+	

(������� )��� ���� �� ��� ������&������ �������� �� �� �������� �� �����

������ ��� ��� ������� �� ������,� ����� �� �� ������ �� ������ � -�# �����	

�� ������ E� �� �������� �����,���� ���#���� ��&�� ��&�� ����� �� ��

�������� �� ����� ���������� �� ��������� v -���� �� �,)������	 .!����'

���� �������� ��� �� ������/

0������� ��� �� ������ E� ������� �� ������ �������� ������������
# ���� -���� �� �����-� �� ��������� v	 .!�������� �-��� �������� ��� ��
������ E/
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� ���� �� ��	��	����� � �� ��
�� ���#$ ���	��� 
�� ���� 	%&���� ��!���� ' �

����� a( � �
�� ������� ��� 
�� 	%�� 
��%������ ������� ���M = Mo uz(

�
 ����
� � � )����� 
� ����� ����&���� B ���� �
	��� �� ��
�� �%�����

*� ������ ����
���� +, - �
 � ����&	 � ��	 ��������	 �	������	 � 	 
� � ��

���� ' � ��	 ��	 �
���	 ��������	�  ���( 	%�� � ������ ����
���� �
�� �����

� %���� ��������� � ����� �� . /�

 
���� ����� ���� � 	%�� ��� �������� ���
��� ω ��������� �.� �

������( �����
�� ������� ��� ��	 �����	 +,( , � +- "

�0
 ��
����! 	� 	 ������� �.� ���� � 	%�� � 	 �
� � ������ ���1

�
����"

(a) (b)
2��
�� ���#$ 2��
�� ���##

� ���� 3��� 
� ��	�� ���&������ � ����� R � � 
�� ��	������ a �� ����� 	
	��4�� 	�	 	%����	( � ����� �	������� %��� � R, ��� 
�� ����� q. �� ������
� ������ �� ���.
��� 	 I� 5��� � 	�	��� 	�! � � 	�� � 
� ����� ����&����

��%��� �
�� �������6� ������� 	 �
	��� � �� ��
�� ���##����

 ���
��� �� �������� ���
��� �
 ���
�� � ��	�� ��� ��	 �����	 � t = to/2
	�
���	�

� ���� 5���	 
� ��	��	����� %������ ��� ��	 	����	 ����
���	 � ��������	(

�
��	 �����	 �	������	 	�� a � b� �� ������� 7 �������� ��
�� ���#� ������

�� ������� Ib = Io senωt � �� 	���� � ����� b� �� 	���� � ����� a ���
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 	���	����� � �������		��� L� ��������� ��� �� 	����

�������	� B �� �� 	��	��� � ���� a �� ���	��	������ �� ����� ��� �� 	����� �

�� �������

���	���� �� 	�������� ��� 	��	��� ��� �� ������ � ���� a�

������ ����� ������ �����

� ���� ��� ������� 	������ 	�
�� ���� �����	�� �� ��� L 
 2L! ����� 	���	"

���� 	��� ������� �� ����� ������ �� ������� ���� �� ������	�� � �� 	����

�������	� B = Bo ux� #�� ������� ����� ������������� 	��  ���	�� ������� ω
�� ����� �� �$� %�

���	���� �� &����� ���	�� ��� ������ �'��� �� ����� ��� ������ ()�

� ���� *������ �� ������� L1 
 L2 	��	������ � ���� a 
 ��������� 	���

���	� �� ����� ����+� ������� �� �� ������ 
 ��'�� �� ����� ��� &���� ��

������ � 45◦ 	�� �� �$� , �� ���-� ��� ������ 	����� � ��� 0, 1 a! 	�� ���

��� .������ �� ��� � ��� �����

/�� ��� ������� L1 
 L2 	��	��� ��� 	�������� I = Io senωt! 0	��� ���� ��

&����� ���	�� �� �� ������ 	�����1

�� ��� �� ������ L1 	��	��� ��� 	�������� I1 = Io cosωt 
 ��� �� L2 ����

I2 = Io senωt! 0	��� ���� �� &����� ���	�� �� �� ������ 	�����1

��������� ��� �� 	���� �������	� ��'�� ��� �� ������ 	����� �� �� �����

��� 	���� L1 
 L2 �� �� 	����� 2�
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� ���� �� �� ��������� ���������� � ��������� �� ����� a �������� �� �� �����

��	
� ������� ��� ��������� ���� �������� �� J = Jρ2uz	 �������� �� ����������

�� ��������� ����� ����� �� ��������� � �� ������ �������� �� ���� a� ������� �

��� ��������� 5a ��� ���	

� ���� �� ����� ��������� �� ����� R� ������� h (h << R) � �������� ���� γ�
�� ���!� �� ��������� �� �� ����� ����"���� ������� B = Bo senωtuz� ���#����

� �������� �� ��� ��� �����	

�������� �� �������� �� ��������� �������� �� #������ �� �� ��������� �� ��� ���

�����	 $������ �� ��������� � �������	

� ���� �������� �� ���������� �� ��������� ����� ����� �� ��������� ����������

� ��������� �� �� ��������� ��� ��� %� ���� ������� ����� ����� �� ������� �� ��

����� ��	
&� � ��� ������ ��������� �� ���� L = R, ������� ���� ������ �� �����	

'� ��������� ������� ��� �� (��� ���)������ �� ����� �� *���� �� ������� ��������

� ����� R/2.
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�� ���� �� ���� ���� �� ��������� �� ������ �� ������� ��������� �� ��
��� �� ��������� ������������������ ! �������� ��� "���#�� ����� �������� � ������
�� �� ������� ���������$

��	
���� 
��
������

������� ��������� ������ � �� ������� �� ���������$

������� ��������� �� "����%� �� �� &������ �� ���� ��������$

������� ��������� �� ����� � ��������$

�'���� ��� ��(������ �� ����������%� �������� �� ������� ���������$

)���#� ! ��� �� "���#�� �� �� ��� �� �������� �� �������� �������� �� ��
��������$

)���#� ! ��� �� "���#�� ����� �� �������� �� *�� �������� �� �� ��������$

+����%� ��������� �� �� �����(��� �� ��������%� ����� �� �����$

�
�������� ��
���

������� �� ������� ��,������ ���� �� ����� - ! . ��� �� �� �������
����� �� ���� ! ������� �� ������� �� ������� ! ������$
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	� ����� ����� ����� ��	 ������	 � ��	����� � ��	 ��������	 ���� ��	 ����������	

� ���������� ������ �	����� ��� ������ �������������� ��� ����� �����	 �������

�� ������ ���� �������� �� ������� ���� �� 	�	�����  ������ �����������	 ��	

���������	 ����� �����	 ! ���������	 ���� �"���	�� �� ������� ��������� �� �������

� ��	 �������	 � ������
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 ������ ���������

#� ������� ��������� ���� � �� �������� �������� ��� �� ��� ������� ���

��������� I� �	 ����� �� ������� ����	���� ���� �	�������� �� ��������� I �� ����
��������� �"����� �� ����� � ������� ��� ������ $�����

%������ �� �����	� � ����	����� ��	�� �������� �� ��������� ���� �� ���

�������� 	� ������� �����	 ���������	 ��������	 ��� �� ������ ! ��� ����� 	�
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&��� ��������� �� �"���	��� � �� ������� ��������� ����	 � 	������ ��� 	����
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����	� �	 ����� ���������	 ����������

��������	( ��� �� ���� ��	 ��������	 � �������� ! �����	� � ���	 ����������	
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���� ���� ���� 
� ����� dq ��� ��� ������ ���� ������ � Vi ����

Vi dq = Vi iidt

�� 
 ������
� � ����� dt 
� ����� ������������ ��� 
�� ������� ��

dWi = Vi ii dt

�� � ����� � �� �������� � ��������� R�

Vi + Ei = R ii

�� ����� 
� ����� � 
� ������ ��� 
� �������� Ei � ����
 � Rii� �������� Vi

� 

�����
� � 
� ����� � � 
� ����� �����

dWi = −Eiii dt+R i2i dt

�
 �!����� Ri2i dt ������� 
� ����� �������� ��� ���� "��
 � �� ����� ����

�
 ������� ������
� #�� ����� �� ����� � ����� 
� �
��� �� Ei = −dΦi/dt�

� ����� ����!���� 
����
 dWmi ����

dWmi = iidΦi $%�&'

�� �� ������ � N ����������

dWm =
N∑
i=1

iidΦi $%�('

�� �� ������ 
���
 
�� ��
��� � 
� ������� � )��� � ��� *����� �

����� � � ��� ��
��� 	��
� � ����!� � ��� �
��� � 
���
 � 
� ����� f(t) = αF �

+� ������� �����	
�� � ����� � � )���� � ��������� ��������� 
� ������� �

� ������� ii = αIi � ���� 
 )��� � �� ���� 
���
 dΦi = Φi dα ��

dWm =

N∑
i=1

IiΦiαdα

,�������� ��� 0 � 1 ��������

Wm =
1

2

N∑
i=1

IiΦi $%�%'
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�� ����� ���� �� ������ �� ��	 ���������	 �� ������� ����� � �����������

	����

Φi =
N∑
i=1

MijIj �����

��	�������� �� ������� ����� �� ����� �
������	 �� 	������ ������� ���� ��

����� � �� ������ �� ��	 ���������	 �� ��������

Wm =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

MijIiIj ���!�

"� �#���� i = j �����	����� � Mii = Li�

"� �� ��	� �� �� ������ �	���� ��� ��������� L� $�������� �%	�� ��

�#���� Mii = L � Ii · Ii = I2 � ��� ����� �� ����� � ����#��� 	��� �� �� ������

Wm =
1

2
LI2 ���&�

2� ������� �� �	�
��� � B � H

'�	 �����	� �%���	�� �� ����� � ����#��� �� ������ ��� ����� � ����	���

�� ����� ����#���� �� (�� �	�� ����� 	��� �� � ��� �� �%���	�� ��	 ����	 (��

��	��
�� ��	 ��������	 �����������#���	 ������� ��	 )������	 �� ������ "	��

��	 ������ ��������� �� ����� � �� �� ��	� �� �	��
�����	 �� �������� ��

�����*���	 �� ������	 �������	�

"� �� 		���� ��� �� (�� ������ ��� �������� ���	+�	�������� ���� ���	���

�	 J � (�� ���� ��� �������)��� γ� 	 	� �� ����� �� ��������� (�� ������� ��

����� �� ���	��)��)� E′�
J = γ(E′ +E) ���,�

-�	������� E′�

E′ =
1

γ
J−E

.���������� ��	 ��	 ���
��	 ��� Jdv � ��������� 	�
�� �� )������ ��� �� (��

������ �� �������� J ��������	�∫
V
E′ · Jdv =

1

γ

∫
V
J2dv −

∫
V
E · Jdv ���/�
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��� �	� �� ������	� 	 ������	��
 � �� 
�����	 ����� �	
 �	��	�����
�

�� ������	 �����
��� � �	����� ��
��� �	� �����	 �	��� �� �� 
�
���� � ��


�����	� �	�	 �����	
  �	���������� � ������� �	� �� �����	 �� � ������

������� ������ �� �� �	����� V � �� �	����� �� ���������� �
 �	�	 ��
�
���	� � ��� ���� �� �	
 �	�����	��
 J = 0�

�	���	
 ���
�	��� �� 
�����	 ������	 ��������	 � ������� ����� J � H
��� ��	�	���	� �� ��	��� ��  ��!��� ∇×H = J� "�
��������	 �������	
�

−
∫
V
E · Jdv = −

∫
V
(E · ∇ ×H)dv

#������	 �� ����� � ������� ����	��� 
���������

∇ · (E×H) = H · (∇×E)−E · (∇×H)

−
∫
V
E · Jdv = −

∫
V
H · (∇×E)dv +

∫
V
∇ · (E×H)dv

 ������	 �� ��	��� �� $�

 � 
�����	 ������	 ��� 
�����	 ������	 �� �

������� �����	� � ��������	 � ��� �� %��� �&���
� �	� ∇×E = −∂B/∂t�
� ������� ���� �� � �	�� 
���������

−
∫
V
E · Jdv =

∫
V
H · ∂B

∂ t
dv +

∫
S
(E×H) · ds

'	��� S �
 � 
����(��� ��� ����� �� �	����� V �

�� �� �
	 �� ���	
 ��
� �
�)���	
 �	
 ���	
 E �H ����� �	� � ��
����

�� �	�� ��	�	���	��  1/r2� �
 ������ E×H �	 *�)� � ���	
� ��	�	���	��+

�����  1/r4� ,	�	 ds ����� �� �	�� ��	�	���	��  r2� ����	 r → ∞ �

������� �� 
����(��� 
� ���� �
�	 �	 	����� ����	 �	
 ���	
 
� �����  ��+

�
 ������
� � ��� ����� ���� � ������� ������	������� ���	
  ���	


����� ��	�	���	�������  1/r� �
�	 �	 �����	
 �� �� ��� - ������	 � �
����	
�� � ������� ������	��������

#������	 �� ����� �
�
 �	�
������	��
 � ������� �.�-� ���� �� � �	��


��������/ ∫
V
E′ · Jdv =

1

γ

∫
V
J2dv +

∫
V
H · ∂B

∂ t
dv �.�0�

,	�	 ��1��	
 ���
� �� ������ ������	 ��� 
�����	 ������	 �����
��� �

�	����� ��
��� �� �� �	�����	� �	� �����	 �	���2 �
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������	���� �� ����� ����
���� �	�	���� ��� �� �����	��	

�� ����	�	��� 	� �� 	�	���� �	� ����� ����
���� 	� �� ���	����� �	 ��	���
δt �	���

δWm =

∫
V
H · δBdv �����

���� �������� �� ���	���� ���	���� �	�	��� �����	� �� �	���� � !�	 	"���	 	���	
B #H ���� �	���� � �	�	��	 �	� �	��� ����	 �	 ������	�� �� ������� � �	 	�	����$
� �	 ���� ������ �	 � �� �	 ���� �	� ����� �	�� �� ����� %��� �	� ����� &�
	����� ������ 	� ����� ���	���� �	 	"��	�� �	 �� �����	��	 �����'

Wm =

∫
V

(∫ B

0
H · dB

)
dv �����

�� 	� ���� �	 �� �	��� ���	�� B = μH� ��� μ ��������	� ��� ������

Wm =

∫
V

(∫ H

0
μH · dH

)
dv

Wm =
1

2

∫
V
μH2dv =

1

2

∫
V
H ·Bdv ���(�

)��!�	 �� 	����� � ���(� 	� ������ ������ �	 ���	��� ����	 ���� 	� 	�������
��	� �	��	�	��� 	� �����*� ����� �	���+��� ���� 	�����	�	� 	� ����� ����
���� %����
�	 ��	�	 ���������� 	� ����	��� �	 �	������ �	 	�	���� ����
���� wm �	�����	
�� 	����� � �	 �	%���� � �����	��	�

wm =
dWm

dv
=

∫ B

0
H · dB �����

�� �� �	��� ���	���

wm =
1

2
H ·B =

1

2
μH2 =

1

2
μ−1B2 ���,�

&� �	������ �	 	�	���� �	 ���	 	� -.�3

/����	� �� ���������� � �	����	 ������%��� ��� �������� �������	��� ��� +����
����	 	� ����� ����
���� 	� ���� )�	��� �� 0�# +���� ��� �	���� �	 ���������
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��� ��
����	 �� ������ ����� 	�� ��� ��
����� �� �	
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�����������

����
��� wm�

Wm =

∫
V
wmdv ������

���� ������ 	����	�� ������� �������� 	� �
�
��� ���� � �� ��
��� �� 	�


�������� ! �	 �����
��	 ��
��� ����"��
�� ���� �		� ������� �� 
���� �� B =
∇×A� ! ��	�
���� 	� ��	�
��� ��
�����	 ���#$�%

∇ · (H×A) = A · ∇ ×H−H · ∇ ×A

1

2

∫
V
H · (∇×A)dv =

1

2

∫
V
A · ∇ ×Hdv − 1

2

∫
V
∇ · (H×A)dv

&�	�
���� �	 ������� �� 	� ��������
�� ����� �� �	 ������ �"����� �� ��	��

1

2

∫
V
∇ · (H×A)dv =

1

2

∫
S
(H×A) · ds

���
��������� �	 �����
��	 ��
��� ������!� 
�� 	� ������
�� � 	�� ������ ��

����� ������
����	 � 1/r ! H ∝ 1/r2� ��� 	� �� �	 ����
�� ��
��
� �	 �����

������
����	����� � 1/r3� '�� ��(���� 	� ����)
�� 
��
� �� ����� ������
����	

� r2� �� 
����
��
�� 	� �������	 ������ � 
��� 
���� r → ∞�

���� ∇×H = J� 	� ����� �� ������ 	� �����*� �� ��
��� �� 	� 
��������

! �	 �����
��	 ��
��� ��%

Wm =
1

2

∫
V
(A · J)dv ����+�

,� ��������� �������� �� ��-	��� � 	� �����*� �(������ �� �	 
���� �	�
�����-��
�

�� ��
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���
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�����
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δWm =

∫
V
H · δB dv

�
 �	�����	�� �	 
� ��	����� �� �	����� �����

δwm = H · δB

�� �
 �������
 �������� 
� ����� �� ���	����	 �	������ �	 
� ����� ���� 
�

��������	 �� 
� ��	����� �� �	����� ���	�� �
 ���� ���	����� B ������ �� 0 �

Bo ���

wm =

∫ Bo

0
H · δB

B
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�� �	�����
 �	������ �� ����
 �
 ���� ��������� 
������� �� �
 ���� 
� �����

B(H) = B  
� ����� �� ���	����	 !����� 
� ����� ���"�

�� �
 ������� �������� �	 ���
� �� #��������� ���� �
 �	������ �	 
� ����� ��$� 
�

�	����� ������� �� �	���� �� ��
���	 �	 ���� ���
� ���	� ���� �� 
� �������	

������	���

wm =

∮
�����

H · dB !���%"

��	������	�� &�� B = μo(H+M)�

H dB = μoH dH + μoHdM
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1�� ��/ ��
��/��� �� ������
��� ���������	� �� ���������� �� 
��	 !����

#�� H = 00 �� ��
��� ����	� ����� �� ���	 + !���� �� �� 2!	�� �� 
��	

�������� ���� �� � �� (����� �� �� �		�
��� ����������� 	� �� ���� ���� #�� ��

���� 
��	 ���" ����������� 	� �� "��� �"� 	�
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��������� 3��	�
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�
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2Wm

I2
!"�()$
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 Wm �� 
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�
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������ % ����
 �� ����������

Wm = Wmi +Wme

+
�
 ���
 ��������
���
 ������� ���������
� L ���� ���
 �� ���������� ��


������������ ������� Li % �,����� Le�

L = Li + Le !"��-$

����

Li =
1

I2

∫
Vi

B ·H dvi !"��($

Le =
1

I2

∫
Ve

B ·H dve !"���$
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	� ������ �� ����� �������� �� �� ������ 	�� ���	
���� ���

Bi =
μ I

2πa2
ρ ���� ρ < a

���� ���� 
� �����
	 l �� ���
��� ��������� �� dvi = 2πρ ldρ� � ��� ������ 	�
��������� ���� ρ ��� 0 � a�∫

Vi

B ·Hdvi =

∫ a

0

μ I2

4π2a4
ρ 22πρ ldρ =

μ l

8π
I2
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Li

l
=

μo

8π

���� R1 ≤ ρ ≤ R2� �� ���������� �� ������� �� ������ ��������∮
C
H2 · dl = 2πρHϕ2 ;

∫
S
J · ds = I

H2 =
I

2πρ
uϕ

� ��� ����� �� ��� ������ �!������ Le� ��

Le =
Wm2

I2
=

1

I2

∫
V
H2 ·B2dv =

1

I2

∫ R2

R1

μ

(
I

2πρ

)2

l2πρ dρ

Le =
μl

2π
ln

R2

R1

"��������� ��� l �#�������

Le

l
=

μ

2π
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 ∮
C
H3 · dl = 0

H3 = 0

� ��� ���� L′e = 0� ��������� �� ���������� ���� ��� 	���� �� ������	�

�� ������� �	���� ��� ����������� ���������


L

l
=

μo

8π
+

μ

2π
ln

R2

R1
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� �������

�� ���� ����� ����  ���	��� 	� ������������� �� ������� � �	���

������� ���� �� �� ���������	�
�� 	����� ��� ����	��� � �������� ����� �� �	�

��� � �	���� ���� ������ 	����� �� ��������� �� ����������� �� � ������ � ��

�	��� �����  	� ������ ������ �  	� ����	��� �� ��������� �	� �� ��������

������� �� ���� ��� � �	���� �� ��	���� ��� ���� ���� �������������

������� ����� ���� ��������� �� �������� 	�������� ��� ����� ��������

�� ��� ������ ���	������ �	������� �	� �� ��� �� ������ �������! ���

���� �� "� ������� ��� ����������� ��� ������ ������  ��� ���������

�� ��������� �������� #����� ����������� � ��������� �� ������ ����� �

������ $�	���

% ����������� �� "� �� �� ��� �� ����	���� ���������! ���� ��� ���	�����

��� ��� ������ �� �� 	������ �� �&��������� �� � ������ �� �	����� �� ���

�������� �� �����

�� 	� ������������ ����	� � ������ �	�������� ��� �� �	�����! dWb! ��

��	� � ����� ��� ���� F ·dl � � � ������� �� ������ ������� ��� ������

dWm!

dWb = F · dl+ dWm '(�)*+

,� ��������� ��� ����
 -+ ,������ � ����	���� �� ��� �	� �� ������� ����.

���� � ���������� )+ ,������ �� ��� �	� �� ������� �������� �� /	���
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������� ���������� ������� �� ����� �� ������ �	 ����	��

�������� dl �� ��������� ���������� 	�� ���������� �� 	�� ��������� �� ���������

�� ��� �� �� ������ ������ �	 ����	���������� �������� �� ����� 	� ����

���� ��� ! " �� �� �������� ��������� 	� ���������� ����� ���� ����������� �	

�������� ������ �� ������� ��� 	�� 
��������

dWb =

N∑
1

IidΦi ��� #!

$�� ���� ����� �	 ���
��� ���%���� ���

dW = F · dl ��� &!

�� ��������� �� 	� ������� ����'����� ������������ 	� ������� ����! " �� 	�

��������� ��������� (��� ���%�

dWm =
1

2

N∑
1

IidΦi ��� )!

*����"���� ��� #!� ��� &! " ��� )! �� ��� +! ��������

F · dl = dWm ��� ,!

-��� 	� ��������� �� ������� 	� ������� �.������ �� ������ ��	 ����������

dWm = ∇Wm · dl�
F = (∇Wm)I ��� /!

�� ������ �� 	
��� �� 
���	��� �� �� ���
��� �	 �
������ I �����(�� �� �� �	

����	��������� �����	 �� �������� 	� ��������� ����������

*� �	 ������� ��	� ���� ����� �	������� �� � ���� �� �������� �������� ���

�	 ��� 0� �	 ��� �� ������� ���%�

Tz =

(
∂ Wm

∂ ϕ

)
I

����1!

����� ��	������� ����� ����� " ������� ������� �� 	� ����� �� ���2� ��
��
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�� �� ������ ��� �� ������ � �� �����#��� �������� ��� �� ��������� ��� �����


$� ����� ������������� �� ����� ������� � �������� ��� ��������� ����� % ��"

�����������! ��� � ��������� �	
& % �	
' ����� �� ����#���� ���� �����������

��������� �� ���������� � �� ������� �� ����()� ����������� �� ���������� �� ���
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5.2� �������� 	 
��
���	� 
	 ���	 
	�����

*+��� ������� �� �������������� ������� ��������� ��� ��� ���������� �� ��"

��#��� �� ������ ��� ��� ����� ����������� ����������
 ,��� ������������ ���

���� ���������� �� �
�
�
 �������� �� ����
 $�� -����)�� �� ������������� ���

����()� ��� �� �������� ��� ������ .����� �� ������ dWb = 0


$� �������� �	
�/ �+��� ����� �� �� ������

dW + dWm = 0

0� ������������ �� ���-��� �������� ��������� �� �� �������������� ������� ��

�(��� � �� ��������� �� �� ����()� ��(������ ��� ��(�� ������

F · dl = −dWm

,����������� �� (���������

F · dl = −∇Wm · dl
��� ������

F = − (∇Wm)Φ �	
	1

�� ������� �	
��
� 	� 	��	 
��� �	 ��
	 � 
���� �	 �� �����
�� �	 �� 	�	����
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D(r, t) · ds =

∫
V
ρ(r, t) dv → ∇ ·D(r, t) = ρ(r, t) &'�.)

∮
C
E(r, t) · dl = − ∂

∂ t

∫
S
B(r, t) · ds → ∇×E(r, t) = −∂B(r, t)
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4.1� ����������	 ��
����	

�� 
� �������� �%�*� �� ������ 	�� ��� ������	�
	� ������	� �	� 	�
�� D
������� �� 	���
	 ��� �	������ ���	������ �	 ����� ρs 	� �� ����
	��� � �� 	���	����

��
	��
��� 	� �� �����	�
	�

n · (D2 −D1) = ρs �%�+*�

,�
������ 
� �������� ����������-� D = εE� 
�� ����������� �����
�� �� E
����
�� 
� ��������� ��
������

n · (ε2E2 − ε1E1) = ρs �%�+%�

�� 
� �������� �%�.� �� ������ �� ����� ���
��� 	�� ��� ������	�
	� ������	�

�	� ����� �����
��� ��� ���
����� 	� �� ���	����	 �	 �	�������� 	�
�	 ��� �	����

��
	����	�� /� ����� ���������� �� ��������
� ���

n · (B2 −B1) = 0 �%�+.�

/� �������� B = μH ��� ������� ������� 
� ��������� ��
����� ����� 
�� ���0

�������� �����
�� �� 
� ���������� �� ����� ����������

n · (μ2H2 − μ1H1) = 0 �%�+1�
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n · (J2 − J1) = −∂ ρs
∂t
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���� ��� ���
����� � �����	� �� �����	�
	 �	�������

n× (E2 −E1) = 0 ����'�

(	�
�������	 $�� E = D/ε�

n× (
D2

ε2
− D1

ε1
) = 0 ���)*�

+ ������ �� � �������� ���,�� �	�
�������	 $�� (∂D/∂t) �
�% ��	���� �� �
&�	������ 
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.���/���	 � �������� B = μH�

n× (
B2

μ2
− B1

μ1
) = K ���))�
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������	���� �	� ���	�	� ���	������ �� ����� ��� 
����� ��� ���� �� �������� ���

�� �	�� �� �������������	 � 	�����������	� 	 �	 ������������ �� �������	���� ��

�������������	 �� ��������� �� �������	� ���	�	� V � �� 	�����������	 �� �������	�

������ A�

����	 ����� �	�	 �	��� �	��	���� ��� �� ������ �	 ���	���� �����	�	 �� �	 ���

�� �	�	�	� �����	 ��� �� �	�� E �� ���	����	�� � ��� �	��� �� ����� ��������

����	���� �� �� �������	� ���	�	�� ������ 	 �������	���� ��� �� ����������

��� �������	��� �� �� �	�� �� �	��� �	��	�����

 	 ���	���� ∇ ·B = 0 �� 	������� ��� �	��� �� �������	� ������ 	��!���� A
����� �	 ��	 ���	���� ��� �� �	�� 	��!���� ��� �������� �� 	�����������	�

�� �����"

B = ∇×A #$�%&'

(� ����	�� ���	 ���	���� 	� ���	���� �� )	*+��� �����	�	 	����������� ��������

����

∇×E = −∂B

∂ t
= − ∂

∂ t
∇×A

,�	��������� �!������

∇×
(
E+

∂A

∂ t

)
= 0 #$�%$'

 	 ���	���� 	������� �����	 ��� �� �!���� ����� �	�!������ �- �� �����	����	� �

��� �	��� �� ����� ����� �� 
������ �� �� �������	� ���	�	�� �� 
��	 	������	

���� �� �*����	 ���	��� �	 ��������� ���	����"

E+
∂A

∂ t
= −∇V #$�%.'

/����0	��� E ���� ��� �� �	�� ��!������ �� ����� ����� �� 
������ ��� �����1

��	� ���	�	� V � ��� �������	� ������ A

E =−
(
∇V +

∂A

∂ t

)
#$�%2'

 	 ������	� �� �	 ���	���� #$�%2' ����� ��� ������ �� �� �������� ��� ���

���� �� �	 ��������� ���	���� �� �������� �� �	 ��
������	 �� �������	� ����� ���

���� ������ ��	��� ∂A/∂t �= 0�∫ 2

1
E · dl = −

∫ 2

1
∇V · dl− ∂

∂t

∫ 2

1
A · dl
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���	�
 �� ����� �� 	������ �� ���
� ����� ∂A/∂t = 0�

���	� ���
� ����� �	������ �� � ��� ���������� � �������� �����	� ���

�	
�� �� ������ ��	���
 �� ���������� ��
� ��� ��	��������� �����
���� ��

���� ���������� �� �� ���� � ������ �� �� ������

 ������ �� ����	� !�� �� �� ����� D = εoE� " ������� �� �������� #$�%&' �
�� �������� ∇ ·D = ρ� 	��
�����

∇ ·
(
∇V +

∂A

∂ t

)
= − ρ

εo

(��� ∇ · ∇V = ∇2V �

∇2V +
∂

∂ t
∇ ·A = − ρ

εo
#$�%)'

*������� ��� ��	�������� �� �� �������� ∇×B = μoJ+ μoεo(∂E/∂t)�

∇× (∇×A) = μoJ− μoεo
∂

∂ t

(
∇V +

∂A

∂ t

)
+� �	�������� �� 
������� ���	�
����

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A


��������� ���
������� " 	
��������� 	,
������ 	��
���� !���(
∇2A− μoεo

∂2A

∂ t2

)
−∇

(
∇ ·A+ μoεo

∂V

∂ t

)
= −μoJ #$�%-'

.� �� �������� ��	�
��
 ���
��� �� �
���� ��/��� �� ��	������ ���	�
� !��

	���� �� �
�/�� �� �� ��

���	� � �����������	� ��	
����� ��
 �������� (���

��
���� �� 	���� ���	�
��
��� ��	� 	,
���� ����� � !�� ��� ���������� ��
� ���

��	�������� �����"�� �� 	,
���� � 
�	�
�� !�� � �� ��� ���� � ����0��	� !��

��� ��
	�
�������� �� ����� ����	
���/�,	��� �� �
���/�� ��� ��� �������

0��	�� ���� ������� �� �� � �� ��� �� �� ���� ������
���

5.1� ��������	�
����� � ���	�
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� ��

��
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 ��	�	�
� �
� ����	��
��� �� ��� ������	
��� A � V �

�� �� �
�� ��� ������	
� ����� A ������� 
�
�	� �� ����	�� ���	
�� ���

��
�	���� �� ��
 ����	�� ���
�
�� �
 ��� �� ���
�	��
� �� ���� ����	�� �� ���� �
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� 
��� ��� �
��� �
����	�� �����	�� ���	
��� B = ∇×A� ���� ���

A′ = A+∇φ � �!"#

$����%
��� A � ����	��������� �� �
 ���
�	�� � �!&# ��������� �
 �	��	���� ��'

�
�	���

E = −∇
(
V − ∂φ

∂t

)
− ∂A′

∂t

��� �
���� �
 �	��	���� ��
������
�	�� �
�
 �� ������	
� ���
�
�

V ′ = V − ∂φ

∂t
� �()#

��%
 	�
�	
��� �� �
��� ������	���

*
� ��
������
�	���� ���%���
� �� ��� ������	
��� �
�
� ��� � �!"# � � �()# ��

������� ���� ����������	
���� �� ����� � �� 	�������� ��
���# � ��%
�

	�
�	
���� ��� �
���� E � B�

���
� ��
������
�	���� �� ������ ��	�	�
� �
�
 �	���	��
� �
� ���
�	���� � �+#

� � �!,#� *
 ����
 ��� �� ��	�	�
 ������� �� �
� ����	�	���� ��� �
��� ��������
�'

���	�� �� �� �������
 ��� ����
��� 
����
�� *�� ��� �	��� �� ��
������
�	����

�-� �����	��� ��� �
 ����� ������ �� ������ � �� ����� ������ ��

�������� .��/ 
��� 
 ��
�
� ���� �
 ����� �� �������

5.2� ����� �� ������

*
 �	����
� ��� ��� ������� �
�
 ����	� ��� ������	
���� �	����� ��� �����
�

�
� ��
������
�	���� � �()# � ��� �
��� ��%�� 	�
�	
���� ��� �
����� �
 ��	�	�
���

�
�
 �	���	��
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� ���
�	���� � �!+# � � �!,#� *
 ����
 �� *����� ��	�	�
 ��
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���� �����	�
 ���� 	���
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� �� ������� ����	�� ��� ��	��� �	����� �� �
 ���
�	�� � �!,#� �	�0
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�	�� ���

∇ ·A+ μoεo
∂V

∂ t
= 0 � �(1#
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� ����� �� ��$���	� ��
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∇2A− μoεo
∂2A

∂ t2
= −μoJ ������

%����&��� ∇ ·A � �� ������� ����'� � ���(��� �� 
����	��� � �� ������� ����)�

����� �� ��$���	� 
������ ��
� �� ��	����� ������
 V �

∇2V − μoεo
∂2V

∂ t2
= − ρ

εo
������

����� ��� �	� �
�	
����� 	�	 ��� ����
�	��� ������ �	 ����	 ����	� ������

���	� �
�	
����� ��� ������������� ��� ������	 �� 
������	�	� �������� �� ��� ���

����	 	 ���	� �� �	 ������	� �� ���� ��� �� 
����
��� 
�	��� �� ��	�	� ��� 
	���

�� �	 �����	 �� �	 ���	�����	��

�� 	����� � ���	� �� ��#���� �� �� ���������	
���

�2 ≡ ∇2 − μoεo
∂2

∂ t2
������

*������ ���
�+�
 ��� ��������� �	�
��
�� �� �� ��$���	� ��
���

�2A =− μoJ ����,�

�2V=− ρ

εo
����-�

!� ������� �� !�
�" 
��	
�$� �� �
+�	
�
����� � �� 
������ �	
� ��	�.

������� *�
� �����	
�
�� +��	� �� +����
 ��� ��������� ��� �� ��+� ������
�

��
� ��� ��� ��	������� (��	�
 A′ � ������
 V ′� ��	����$� 	��+�/ �� �������
�� !�
�"� !��(��� ��� 
�������� ������ � �� ������� ����'� 	������

∇ ·A′ + μoεo
∂V ′

∂ t
= ∇ ·A+ μoεo

∂V

∂ t
+∇2φ− ∂2φ

∂ t2
= 0

*�
� ��� ��� ��(�� ��	������� ������ �� ������� �� !�
�" �� ����� φ
	��� ��� ������
 �� ��$���	� ��������

∇2φ− ∂2φ

∂ t2
= 0 ����)�
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 ��	��
 �� � �����
�� ����� � �
���	� ��� ∂A/∂t ���
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��� �� ������ ����

V2 = V1 ���� �

��� ����������� ���!���
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� �����	 A ��� ����
���� �� � �	��"
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�
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A2 = A1 ����$�
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	)� ���� ������ E � B� (
 ��	�
���� �� ����� ������ ��"

����� ��� ��	!� ������� dq = ρdv�� � �	���*� ������� 	��
���� �� ���
���

���
���� � ���	�� �� ��	�����

dW = F · dl = dq(E+ v ×B) · dl = (ρE+ ρv ×B) dv · dl

+��
���� �� ������ ��� J = ρv � dl = vdt�

dW = (ρE+ ρv ×B) · v dv dt

�
�� ���� ���	��
�� dv �� �� ������ ���������� ��	 ����� v �� 	���	� � ������ � �� � ����
���� �

�� ��	�� �� �� ����
�� v 	��	������ 
��
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���� ��	� �	����� ��� �� ��������
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dW = ρE · v dv dt = E · Jdv dt


	 ������	 P ��� �� ��� � ����� � � ������ V �����

P =
dW

dt
=

∫
V
E · Jdv ������

�� �� ����	�� � ����	��� 	�������� ����� ��� �	� �����	� �	�����	� �

��	���	 ��	 	�� ������ ������� �� ����������	��� 	� �	��� ����������
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��� � �	��� �� ������ % �� ����� �� �	��� 	 ��	��� �� �	 �����&��� S ��� �����	

�� ������ V � �� ��	������ � �	 ����"	 ��������	�����	 �	��	 �� �� ��

������ ����� ��� �������

'	�	 �$����	� �� ����	 �$��"���	 ��� �������� ��������� ��� �������� �
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���	��( ���� ���+�� ��������� ��� �� ����� ���� ������� �� ��	
��
��

������	�� �	 �����	� �� �������� �� �	 ���	��( �� )	$*��� ���,� % ����-

���� ��� ��� �	���� �� �������	 � �� �	�"��

J =
1

μo
∇×B− εo

∂E

∂t

.������%��� � �� �����	�� �� �	 ���	��( �������

E · J =
1

μo
E · (∇×B)− εoE · ∂E

∂t

!����	�� �	 ���	��( �������	� �������

∇ · (E×B) = B · (∇×E)−E · (∇×B)

������	��E·(∇×B) % ������	�� �	 ���	��( ����� �����	�	 �� �	 ��% �� /	�	�	%�

E · J =
1

μo

(
−∇ · (E×B)−B · ∂B

∂t

)
− εoE · ∂E

∂t
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1

μo
B · ∂B

∂t
=

1

2

∂

∂t
(B ·H)

εoE · ∂E
∂t

=
1

2

∂

∂t
(D ·E)

�	� ����	�

E · J = − 1

μo
∇ · (E×B)− ∂

∂t
(B ·H+D ·E)

������	� �� ��	���� �� �� ��������� �� ����� �����	 ��� ������	 �����	�

����	 S �� �������� ��� ���� �� �	����� V �	�������	� � ������	� ���� �����

��� � �� ������� ���� ! 
 �������	� H = B/μo� ������∫
V
E · J dv = −

∫
S
(E×H) · ds− ∂

∂t

∫
V

(
1

2
E ·D+

1

2
H ·B

)
dv ����"!

�� �� ������ ������� ��� ������	 �����	 ����� �� �����	 E×H� �	�	��	

�	�	 ������ �� ��	
��
�� ��
� ������� �� ������� �� �� ��������

S = E×H ����#!
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���	 
 ��	�������	 ����'!(

− ∂

∂t

∫
V

(
1

2
E ·D+

1

2
H ·B

)
dv =

∫
V
E · J dv +

∫
S
S · ds ����'!

���� ������� �� �	�	�� �	�	 ������ �� ��	
��
� 
 �� ��������� �� ��

������� )	���( � �� *������ �����	� �� ���� �� ������ �� �� ������� ������	�

�������� ��������� �� �� �	����� V & ���� �	����� ������	�������� ������ ��

������ �� �	����� ������ �	� �)���	 +	��� ������ �����	 �� �� �����,�! 
 ��

�� -�.	 ��� ����	� �� $	
���� � ������ �� �� ��������� S� ��� �	��� �� �	������

�� ����� ����� �� �� ������ �� ������� ������	�������� -�
� � ������ �� ��

)�	����� ��� �	����� �	�������	 
 �� �������	 ��� -�
� �� �� ����	� �� $	
����

�����	 �� ���#�

� �	�������	� ��� �	��� ��� ������ ���/� �� ����	 ����	 �	 �	��������	�

E′� �� 	���� ������	���%��	 	 �����	 ���������!� ���	���� �����	� �
������	

�� ������ ��� �	����� ���� � ∫
V
E′ · J dv
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I =
Vo

R
exp(− t

RC
) ; q =

∫ t

0
I dt
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D = σ =
q

π a2
=

1

π a2

∫ t

0
I dt =

1

π a2
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Vo
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exp(− t

RC
) dt
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���� ��

��������
�����
∂D

∂ t
= − Vo

π a2R
exp(− t

RC
)uz

���� 	��	���� ��  �!� ��� ��	��� �� �����
�� ��
��� ������ ������� E
� H ����� �� ������	
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����"

#
 �������� ��� �� ���
�
�
��� ��� ��
� ����� ��� ���	�� ��� 	������

����� �� ε� �� 	��� ����� ��� ���	�� � �� �� ����� ���$�

E =
D

ε
= − VoC

επ a2
(1− exp(− t

RC
))uz

#������ ������	
����� ��� �%�	��� �� ����� ����� 	���
�� ��� �� 	��� ��

������� �� �� 	��������� z"

&� 	��� H �� �� ������	
� 	
�����
	� �� ���
� a � ������ d �� ���
���

���
	���� �� �	��	
�� '(")* ����� �� 	�
�� CH 
��
	��� �� �� ����� ("+'�*,

	���
������� ���$� ��� J = 0 � ��� ����� �� 	���
���� �� ��������
����

�� �� -�
	� ��� �����
��� �� ������	
� S′ �

���� ��� CH" .��
�� ������

�� 	����� �� �
����� 	
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	� �� �� �
���
��	
�� �� 	���
����� �� 	��� ���
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�� � ��	� ������� �� ��
��� H = −Hϕuϕ� ��� ���� 
�������
������∮
CH

H · dl =
∫ 2π

0
−Hϕuϕ · (a dϕ uϕ) = −Hϕ 2π a

�� �	�� �� � 
�������� �� ������������  ��� � �� S′� ���∫
S′

∂D

∂ t
· ds′ =

∫
S′

−Vo

π a2R
exp(− t

RC
) (uz · ds′)


�� ds′ = ds′ uz,∫
S′

∂D

∂ t
· ds′ = − Vo

π a2R
exp(− t

RC
)

∫
S′
ds′

! ������� �� �	����
�� �� π a2� ��� �����∫
S′

∂D

∂ t
· ds′ = −Vo

R
exp(− t

RC
)

"�	���� � #���� �$������� 
�� � ������� �� � 
��
	�
��� �� H %

��������� Hϕ �	���

Hϕ =
Vo

2π aR
exp(− t

RC
) → H = − Vo

2π aR
exp(− t

RC
)uϕ

&� ��� �������� E % H �� ��
��� �� '�%����� ���(� uϕ

S = E×H = − VoC

επ a2
(1− exp(− t

RC
))(− Vo

2π aR
exp(− t

RC
) )uz × uϕ

S = − V 2
o C

2εRπ2 a3
(1− exp(− t

RC
)) exp(− t

RC
)uρ

�� �	�� �� S ����� � �	����
�� ����� �� ������ )
� �� �������� ���


��������� % �� �� � *��� ���	������

Φ =

∫
S
S · ds ; ds = h a dϕ uρ
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|S| a h dϕ = − |S| 2π ah

Φ = − V 2
o C h

επ a2R
(1− exp(− t

RC
)) exp(− t

RC
)

�� ��������� ��� �	
��
���	� ��� �������� �� πa2� �����	� h � ������

������� ε� ���

C = ε
πa2

h

�������
�	 �
 �� ��������
 �
����	� ��
��	� ���

Φ = −V 2
o

R
(1− exp(− t

RC
)) exp(− t

RC
)

�� ���
�����	 ��� ���
	 
������	� �������	 �� �� �� ����	� �� �	�
��
� S
�� ������ ����� �� �
����	� ��� �	
��
���	�� �� �� ��� 
 ��	 �� �
�����

����� �� �	
��
���	� ���	 �� �����	 �� ��� �� ������	� �� 
 �	
��
���	�

���������	� �� ������� 
� ��
���
 �
 ������
 �� ����� ����	 �	
��
���	� �

�	� ��
�	 �� ������
� �
 !� 
� �
����� 

���� ������� �� �
����� �
�� �� ������
� �� �	
��
���	� ��"��	� �
�

������ �� ��	 �
��� 0 � ∞�

WC =
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0

V 2
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R
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)dt

=
V 2
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R
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0
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)− exp(− 2t
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R
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2
exp(− 2t
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]∞
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E(r� t) = �(Ê(r)ejωt)

 �����	� �� ������ ��� ���������� !"�#$%� !"�#&% � !"�#'% �� ���	�� ����� ���

���� �� ���� ������� 	� �� ��(������ �������

E(r� t) = �(Ê(r)ejωt) =
1

2

(
Ê(r)ejωt + Ê∗(r)e−jωt

)
!)�)#%

*���	� ��� ����� ������ ����������� ��� �� ������ ��� ������� 	� ���

���������� 	� +�,-��� ��� ������� 	��������� ��� �������� �� ����� �� ��������.

�� �� �,��������� ��� �/���� ��������� 0��� �������� �� ������ 	� 0������(

�� �� ���� 	� ����� �������	���� ���	���� ��� �,������ 	����� ����� �	���.
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J ·E =
1

4

(
Ĵ(r)ejωt + Ĵ∗(r)e−jωt

)
·
(
Ê(r)ejωt + Ê∗(r)e−jωt

)
2� �����	� ��� �� �������� !"�#'% 	�� ����	����

J ·E =
1

2
�
(
Ĵ∗(r) · Ê(r) + Ĵ(r) · Ê(r)ej2ωt

)
!)�)3%
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〈F 〉 = 1

T

∫ T

0
Fdt

��
����� � 
�� �������� ���� � �������

〈cos2 ωt〉 = 〈���2ωt〉 = 1

2
; 〈cos 2ωt〉 = 〈���2ωt〉 = 0

�� ��
������ 
� ��������� �� ��
�	 ����� � 
� ������� ������ �����

〈J ·E〉 = 1

2
�
(
Ĵ∗(r) · Ê(r)

)
������

�� �� �
 ��
�	 ����� ��
 ������ � 	���� �� �
��

〈�
(
Ĵ(r) · Ê(r)ej2ωt

)
〉 = 0

!��	�"���� 
�� ��������� �� #�$%�

 �� �������� ����	��
&

∇ · D̂ = ρ ; ∇× Ê = −jωB̂ = −jωμĤ

����'�

∇ · B̂ = 0 ; ∇× Ĥ = Ĵ+ jωD̂

(���� ��
�
�	 
�� � 	����� ��
 ���	��� �� )������� �� ������� �� "���	*��

�$��	��� � �������	���� 
� ��������� �� ��
�	 ����� ������� �+� �		�"�, ��	�

�

� ����	���� �� 	��
�-�	 
�� �	�����	�������� ��		������������ � ��	��	 �� 
��

��������� �� #�$%�

 �� 
� ��	�� �������� ��	 ����'��

�� ������� �� ����� 
�� ��������� ����	��	�� � ��
������ 
� 	�
����� �����	��


�.��/�&

∇ ·
(
Ê× Ĥ∗

)
= Ĥ∗ · (∇× Ê)− Ê · (∇× Ĥ∗)

0����

∇ ·
(
Ê× Ĥ

∗)
= −jωB̂ · Ĥ∗ − Ê ·

(
Ĵ+ jωD̂

)∗
= jω(Ê · D̂∗ − B̂ · Ĥ∗

)− Ê · Ĵ∗

1��	���� �� ��	�� ��+
��� �
 ���� �� ������ �� ��������
���

1

2

∫
V
Ĵ∗(r) · Ê(r)dv =

1

2

∫
V

(
−∇ · (Ê× Ĥ

∗
) + jω(Ê · D̂∗ − B̂ · Ĥ∗

)
)
dv
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1

2

∫
V
Ĵ∗(r) · Ê(r)dv = −

∮
S
Ŝ · ds+ jω

1

2

∫
V
(Ê · D̂∗ − B̂ · Ĥ∗

)dv ������

�	��


Ŝ =
1

2
Ê× Ĥ∗ ������
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〈S〉 = �(Ŝ) ����&�

'� ��� �
������
� �
 
�
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�������� � �������� �	� �
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�����
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we =
1

2
E ·D � wm =

1

2
B ·H

$	� ���	�
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��	� �
 ��� �
������
� �
 
�
��#� 
�������� � �������� �
�(��

〈we〉 = 1

4
�(Ê · D̂∗

) ����)�

〈wm〉 = 1

4
�(B̂ · Ĥ∗

) ����*�
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��	 ��� ��
� +����� 
�����	�
� � �
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 �
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� �� 
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〈P 〉 = 1

2

∫
V
�(Ĵ∗ · Ê) dv = −

∮
S
〈S〉 · ds ������

�	��
 〈P 〉 
� 
� ���	� 
��	 �
 �� �
������ �
 �	�
���� �������� �	� 
,
��	 -	��
�

$� ����
 ���������

−
∮
S
�(Ŝ) · ds = 2ω (〈we〉 − 〈wm〉) = 0 ������

�� �������� ������ �	
������ �� �� ����� ����� �� �� ��
����� �� 	� ��
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�� ��� ������� V �	 ����� �� ����� ����� �� �� ��
����� 
���	������ �

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

������ �� 	� �
������ S �
� 	����� �	 ��	
��� V � �� 〈P 〉 �� ������	
 ����� ����

��� �� �
��� ���� ��������
��� �����
 
 �
�����
� � �� ���� �����
��� �����


����� �� V � �� �
��� �� ����� ��� ��������
 �����
 
 �
	�� �� �
 ��������

S ����
��� �� ���� �� �����
 ��� ������ �� 	���� �� �������� �
��
 �� �������

�
 ���
����  !�""# �����
 ��� �
 �
�� ��
���
�
 ��� 	
�� ����� �� �


�������
 ��� ���
 �� V �� ��������
� 
 �
 ��$�����
 ���� �� 	
�� ����� ��

�
� �����
� �������
 � �
������
 
��
���
�
 �� �� ���
�� 	������� �� �
 �
��

��
���
�
 ��� ���� ��� 	���� �� �������� $��
 ���
 ��� 	
���� ������ �� �


�����
 �������
 � �
������
 ���
� ���
��� ����� ��� 	������ �������
��� �


�
�� ��
���
�
 �� �
 �����
 ��� ���
��� �������
��� �� ��
�
 ������� �������

�� ����
 �� ��������� %� �� ������� ��� ���������
 �
�
���
� � 
������������

 ������� RLC# �
 �
�� �
� �������
 �
 �������
 ��� �� �����
 �� �
 ���������
 �

�
 �
�� ��
���
�
 �� �
 ��$�����
 ���� �
 �����
 
��
���
�
 �� �� �������
��

� �� �
 
������������� �� ����& ���� �
 �����
 �������
 � �
������
�

������ ��	�
����� �� ��
�����

'
��
 
��
 ����� �������
�� ��� �
���� �� �� 	
���� (�
��� �� 
����
 ��

�
��� �������� 
 �� ���������� ��������� � �������& ��� ������� � �
� �
�
� ��

�����
� �� �
 �������� ��� �
���� �� ����� �
��� �����
 �� $��
 ��������
� ���

������� �
�)��� �� �
���& ��� ��
��� �
 $�������
 �� �����
���� 
�����
& ��

�����
 � 
������
������ ��)��� 
 �
 $������& ��� ������� ��
�
� �� �����
����

��� ������� 
� �
��� 
����
��� ���� $������� �� ������ ���� ���������	 
���

�������� (��� �����������
 �� ���� ������ �� ������� �����
� �� �����
 ��

�� ���������� � ���� �� �
���� �� ��� �
 ������	��
� �� �� ����� �*���
 ���

��
 �����
��� �
�� �
 $��
 �� ���� �� �����
 ���� $������� �������� �� ����+

���� ��
 ������	��
� �� $��
 �������
& �� ����& �� �� ����� ��� �����
�

���������
�&

ε = ε′ − jε′′

,����� �� �� ����� ���������� �� ������ ������ �����
� ��)��
� 
 �
 ���+

�����	��
� ���	
�
 �� �
 �*�������
 �� �
�
� ��)��� ���� ���� �� �����
� �
�)���

�� �������� �� �
 �
�� ��
���
�
 �� �
 $��
 �������
 �� �
 ������	��
��

%� �� ����� �
������� �� ������ �� ������ 
������ 
� ��� ����� �����
+

�� �� �� �
�� �� �����������& �� �
��� �
� �����
� �� �*���
� ����
��� ��


����
)����
� �������
&

μ = μ′ − jμ′′

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



����� ����	
�����	���

�� ����� �	��� 
	 �� ���	 ��������� �	 ����
��	 �� ��	 ����
� ����������

	� ������	 
	 	�	���� �� ��	 �	 
����� 	� �� �����	� 
	 ���	��� 	� ��������� ��

������ �� ����� 
	�	 �	 	� ����� ��	 ��	����
	 � ��� ���
������
�
� � �� ����


	� �	��� 
	 �������� ��	 	��� 	� 	� �����	� �����
	�
��

�� 	���� ������������� ��� 
�������� ������� ����� ��� ����	� �����	��	��
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E(r, t) = Eo(r) cosωt

H(r, t) = Ho(r) cos (ωt+ ϕ)

������ �� �����	�� �� �	�
� �	������ ��	�� ����	�	�� ��� ���
��� 	� ���������

Eo � Ho ��� �	� 	�
������ �� �	�	 ��� �� ��� �	�
�� � ���� �� 
�����
���

��������� �� �	� �������	�	� ��
	��	��� r�

�� ���� �	���� �� ���������� ��
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��	� �� ����	 ��� ��� �	�
�� �������� � �	������ �� ��
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����	�� �	������� �	����	���� Ê � Ĥ ����
�������� ��� ���
��

E = Eo cosωt → Ê = Eo

H = Ho cos (ωt+ ϕ) → Ĥ = Hoe
jϕ

!� ��	 ����	� �	� �"
�������� �� ��� �	�
�� ���	������ �� ������� 	#	�

������ �	 ��
�������	 ��
��	� � �	����	��� �	 
	�� ��	�� �� �����

E(r, t) = �
{
Êejωt

}
H(r, t) = �

{
Ĥejωt

}
$	�	 �� ����� ����� �� �	��	� �	� ���	������ �� %	"&��� �� �� ������� �� �	

���������	 ������ �	�	� 
�� �	� ��������� �"
��������'

∇× Ĥ = Ĵ+ jωεÊ ()�*+

∇× Ê = −jωμĤ ()�,+

∇ · Ê = 0 ()�-.+

∇ · Ĥ = 0 ()�--+
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∇2Ê+
(
1− j

γ

εω

)
εμω2Ê ������

� ���� ��
���� ���� �� ��
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� ������ �� �� � ������� ������ ��!��
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εc = ε
(
1− j

γ

εω

)
����$�

%� 	������ �� ���� ����
����� �� �������� �� ����� ��
����� �������

∇2Ê+ εcμω
2Ê = 0

� 
������ �� ���
���"���� ��
���#� �� ������� �� 	������ �� ��� ����� ���� ε′ �
��� ����� �
������� ε′′

εc = ε′ − jε′′

���

ε′ = ε

ε′′ =
γ

ω

&��� �� 
���� ��� �������� ��� γ = 0 �� ��������� '�� ε′′ = 0 � εc = ε′ = ε�

&�� ���� ����� �� 	�����

kc = ω
√
εcμ = ω

√(
1− j

γ

ω

)
εμ ����(�

�� ����
��� �	
��� �� ����	�	
��� 
������ ��� ������� '�� ����� ��"���


�� ��������� %� 	������ ��� 	����� �� ���������� ��
���#�� �� �������� ��

����� ��
����� ���� �� 	���� ��� ��
�� ��������� '����

∇2Ê+ k2c Ê = 0 ������

� ���� ��
���� ���� �� 	���� ��� ��
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���������� ������������ 	�� ��	��� �� � ��	�� �� � ��	����� �γ = 0�� �� �	�
�� �����
��� � ������ 	�� ��	�� �� �������� � ������ 	������  �� �� ����� 	�

� ��	�� �� ���	�	�� � 	���������� ��������� ! ���� ����� �� ������ 	� �����
����

������"� �� ��	��� �

kc = k = ω
√
εμ

� �� ������� 	� �	�� #���
���  ��	�

∇2Ê+ k2Ê = 0 ����$�

 �� �� �� ������� 	� �	�� �%���� ���� ������� �� �� �	�  �� �� �����
� ��

�� �������	�	 v = 1/
√
εμ � ���� ����� 	� �	� �� k = ω

√
εμ� �� �&�������� ��

����� ��������� � ����	��	�� ����������� ��	� �������� 	�� ����� ����'����

�� ������� �������� (�%� ���� �� �������� x 	�� ����� ��������� ��	�����(
∂

∂x2
+

∂

∂y2
+

∂

∂z2

)
Êx + k2Êx = 0

� �&�������� ��������� ���� Êy � Êz

)��� �� ������ �� ����� 	�� ����� �� ����������� � ����	��� �� �����
����

	� �	�� ������ *� �	� ���� ������� �� ���������+� ��� �� �� �������	

���� �� ����� ����� � ��	�� ��� ����� 	� ���� ���� ���� ����� � �� 	�������

	� �����
���� 	� �� �	�� ! ����� ����,���� �� �������	 	� ��� ������ �� �����

�������� 	� �� 	������� 	��	� �� ���
� � ����� � � ���� 	�	�� �� ��������

 �� �� 	������� 	� �����
���� 	� �� �	� �� �� 	�� �"� -� ��� #�,�� ���� ��������

� ��� 	�������� ������ E � H � ���%� �� x � y � �� ������� 	� �	�� ����

�� �������� Êx  ��	� (
∂

∂z2
+ k2

)
Êx = 0 ����.�

� �&�������� ��������� ���� Êy� Ĥx � Ĥy�

(	����� ��� ��������� 	� ��� ������ � �� 	������� 	� �����
���� ��

����� !��� �� ��������� 	�������,�� �� ���  �� ����	���� �� �������� z 	��

������� 	� (��/�� 	�	� ��� ���0��(
∂Ĥy

∂x
− ∂Ĥx

∂y

)
= jμwÊz
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Ex(z, t) = �
{
Êx e

jωt
}
= E+

xo cos(ωt− kz) + E−xo cos(ωt+ kz)
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Ê(z) = E+
xoe

−jkzux ����+�

#���������� ���
 �,������ � �
 %�� �� -
�
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�
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∇× Ê(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ux uy uz

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

E+
xoe

−jkz 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −jωμĤ(z)

�� ���� �� ��������� ������ � 	���
 �
� �������
��� �� �
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� ��
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Ĥx = 0
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Ĥy =
j

μω

∂Êx

∂z
=

k

μω
E+

xoe
−jkz
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Ĥy = H+
yoe
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H+
yo =

k

μω
E+

xo
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Z =
E+

xo

H+
yo

=
μω

k
=

√
μ

ε
� �!"#

�	�	 �� �	��� �	 �����	��	 �������	 ����� �� �	��� ��

Zo = 120π Ω

$� 	����� �� ���	 ��%������ ��� 	���� �� ��	 ���	 ��	�	 ��� �� ����	�	 ��

�� ����� ��� ������	� ������ �	��� ���

Ê(z) = Ê+
x = E+

xoe
−jkzux

Ĥ(z) = Ĥ+
y =

E+
xo

Z
e−jkzuy

���� ��� ��� 	���� ������� � �	������ ��� ����������	��� ����� �� � 	 �	

������� �� ����	�	���� �� �� 	�� �����	�� �	 	������� ��� 	��� �������

E+
xo �� ��	 	����	� �����&	� �� ����

E+
xo =

∣∣E+
xo

∣∣ ejφ
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Ĥ ejωt

}
=

|E+
xo|
Z

cos (ωt− kz + φ)

� ��
� � ����
� �� ��� ������ �����	�� � ���
��	�� ���
 
 ���� � ��	��
�	

 �� �	��� ��
�
�	� ��
�	�
�� ��
 z � t� ���� 
 �
 ��
�� ����� �����
������ ����
 ���
 ��� ��!	��� � ��
	��� 
 � �	��� 	
���
�� "��� ����	���
� �
� ����������	�� � ��� �
��� �� � �������
 
 ��	�� �	
 ����	���� #
��� !���	�
� �
���� � �
� �
�� ��������
��	�� ���
	��� $���� ���� �
����
 ��� �	��	
�� ��������� �� �������	 �
 �� �
��%

&� ����
�	� � ���	���	'
� ���� ���

f =
ω

2π
�−1

&� ��
�	��� � �
�� �� �	
 ���� ���

( �� ����	��� � ��� � �� �
��

vph =
ω

k
=

1√
με

������

)	 � ��	� � � ������ �� ����	��� � ��� � �
� �
�� ��������
��	�� ���
�
�

vph =
1√
μoεo

= 3 · 108 �*�

�� � �� ����	��� � �� �� 

���� ����� ��	 
	 ������ 	� ��� ���	����� ����������

+�
�	����� �$��� �
� �	���	'
 � ��������	'
 ���	����	� ��� � ���� �
������ 
 �� ,���� ��� ��
� � � � ����� �
	���	� �� 	
�	�� �� �	���	'
 �

k
λ = 2π �

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

O

r

�

n

������ ��	� ��
��
 
 ��� ����������



� �� ��
����� 
� �
���� �

����������	
 �� ��	�������� �	�� ���	��� �	��	��� � �� �����	������ �� ���	��

� �	�� �� ������ ��� ������ ��������	 ���� �	 ���� �������	� �� ������� 	����

���� �� �����

∇ = n
∂

∂ξ

�� �������	 � �	�� ������	�� �� ����� �	��	��� �(
∂2

∂ξ2
+ k2

)
Ê = 0
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Ê = E+
o e
−jkξ +E−o e

jkξ ��
� !
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Ĥ = 0
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o e
−jkξ +H−

o e
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$����� �%	�� �� ������ � ����������	 k ���� �� ������ ���� ����� �� ��

	&���� � �	� � ���� �������	 �� �� �������	 � ����������	 n
 '	��	��� ��

����%��� ���� �� ���� �"�����	�� � �� %���� �
�� ��� k ·r = kξ � ��� �������	��
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k× Ê = μωĤ

k× Ĥ = −εωÊ

k · Ê = 0

k · Ĥ = 0
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%� ����������� �������� ��� ��� ���������� 	� &�'(��� �� ������� ���")� �*��+
�� � �� ���������� 	� ��� ��	�� ���������"�������� %� �������� �'���������������
�������"�	�� ,"��� ��-� �� �'����	� 	� ��	� �������� 	��	� ��� ��	�� ���"�� 	�
��	�� .���� ��� ��/�� "����� �0�����	�� �� �� ��	����!� �!������ ���� ��� ���+
������ ��� ����������� ��� 	�� ��	�� 	� ��4 12 / ��� ���"���	�� 	� ��	�� 	� ����
#·104 � / ���� ��� )������� ��� ������� ���������	������ ��� ��24 12 / #·10−16 ��
3��� ������ �� �������� ��0�� �� ��������� 	� ������ !�	���� 	� ��"����	�
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k = 2πf
√
εμ = 2π108

√
9εoμo =

2π108 × 3

3× 108
= 2π �−1
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λ =
2π

k
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E(y, t) = uzEo cos(ωt− ky + φ)
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β = ω

⎡⎣εμ
2

⎛⎝√1 +

(
ε′′

ε′

)2

+ 1

⎞⎠⎤⎦1/2 ������

α = ω

⎡⎣εμ
2

⎛⎝√1 +

(
ε′′

ε′

)2

− 1

⎞⎠⎤⎦1/2 ��� !�

����� β, �� �� �������� �� �
�������� � �������� �� ���� " α �� �� ��������
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Ê = E+
o e
−jkcξ = E+

o e
−αξ e−jβξ

"� ��
� �� ���� ����$��� ����
����

Ĥ = (β − jα)
n× Ê

μω

����� n �� �� ��
���� �� �
��������� %�
 ������ ��� ���������� ��� ����

��$�
�� " �� ����$��� ����� 
���������� ��
 �� �	�
�����

Ĥ =
Ê

Zc
��� &�

������ Zc �� ��������� ���
'���� ��� ����� #��� �� �� ��� �� ������ ������
��

�� ��� �������� �������

Zc =

√
μ

εc
��� ��
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α = β ∼=
√

ωμγ

2

� ���	���� �� ����	� �� �	������� �	����	 �����

kc = (1− j)

√
ωμγ

2

�� ���� �������� �� ������ ��� �� ������� ����� � � � �� �� ��o� �� ��������
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Ê = Eoe
−ξ/δ ej(ξ/δ) ����� 

Ĥ =
(1− j)√

2

√
γ

μω
n× Ê ����� 
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δ =

√
2

μωγ
����" 
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	�	 	� �������
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 ��#���� ��$ 	���� ��%	� ���	� �����&
��� �	� �� ���������� ������	 � '(� �� �� ���	� �����	 ξ = δ.
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 ����	 ��$����� �������������� ��������� *� ��%� ����� ��
������ ��� �� �������� ����" �	 ���� �����	����� � ����������� ��� �������
�	��� +�� ��� ���%���� �	� ��� ������	��� ��������� ��� β � α, �� ��� ��� �	 ��
+� +��+	 ������� ��	���������

�� �	� %���	� �	�����	���
 �� �	������� ����)������ �	����� � �� ���������
�	����� �� ������� �

εc = ε
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1− j

γ

εω
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� −j

γ

ω
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√
μ

εc
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√
j
μω

γ
= (1 + j)

√
ωμ

2γ

�	��� �� +� +��+	 ��	 �� �� ��������
√
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√
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√
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γ
ejπ/4

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

�� ����� ����� 	� 
��������� �� 
���������� �� �� 
������ ��� ����
	��


��� �	 ��� � 	� ��������� �� ���������� �� ���� δ = 1,6 · 10−6 �� ���� �����

�� �
������� �� 	� ����������� ��  !�� �� ����� �	 �������� �� 	�  !� �� ������

�� �� ��
� �� "�� �� ��� � 
	��� �� ����� �� 	�� ���
�� � ���������� ���#�

���"����� �� �� ��
� �� �������� �� 	� �
��"���� ���� �� �	 ���������� ������

�����

�� 	� ���	� $�% �� ������ �	 ������ �&�� ������ � 	� ���������� '� �������

��	��� ��� �� 	� ��������� � 	� ��	 	� ��������� �� ��������� �� � �	 � 	�

��������� �� ���
	���������� '�� ��	��� ���������� ������
����� � ��	���� ��

�� ��"������� 
��� δ �� �� � ����� ���������� ������ 	� ��������� �� ���
	���(

������ � 
�� ����� 	�� �
��)��������� ������ �� ��� �#	�����

�

E

H

O

������ ��	� 
��� ���������� �� �� ����� ����������

'� " �� $�* ������ 	� ��	����� ����� � � � 
��� �� ���� �� 
������ ���(

��	����� �� � ����	 �� � �������� �� ����
� ����� +� ������� �� 	�� ���
��

������ �)
�������	����� � �� �� ���#� �� ����� �� ���	����� 	� ��������� ��

���  ����� �� �� 
��� ��
���������� ���������������� � ����� �� ��	������

�� ����	� ��������

����� �� 	� ��������� �� 
��
� ����� ����� ���� 
�� β = 1/δ� 	� 	�� ���
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〈S〉 = n
1

2

√
γ

2ωμ
|Eo|2 e−2αξ 
����

����� � �� �	 ������ �������� ��� ������ 	� ��������� �� ������������ ���� �����
��������� �� 	� ��������� ��������� �������� ��� 	�� ������ �	������� � ���������
�� ������� ��� ξ ���� e−αξ� 	� �������� ����� �� �������� 	�  ��� ���� e−2αξ�

!� �����������  ���� �� ������ �������� � 	�� �������� �� ��� �� ���	� ����� 	�
����������� "���� ������� α �� 	�� ����������� �������		���� ����#�� ��� ��������
������������� �	 ����	 ��� 	�� �� β, � $	�������%−1� &� �#������� �� 	� ��'����� 	�
���� �� �������	
�� ��� ���������� 	� ���� �� ��������� �� 	� �������� ��������
����������� 〈P 〉 �� (������ �� 	� ��������� �� ������������ �� ����� ����

A = 10 log
〈P (ξ)〉
〈P (0)〉 
��)�

� �� ���� �� ����#�	���� *������� �� ������ 
��+�� � 	� ��������� ���� �	 ��������
��	 ������ �� ,�������

A = 10 log e−2αξ = −20αξ log e

��� ������ �	 ���������� �� ���������� α� ���	� ���������� �� �- ��� ������ ��
	��������

.���� �������� ��'������ ���� ����� 	� ���� �� ���������� ��� 	�� ���������
!� ���� ����� 	� ���� �� ���������� �� ����� ����

A = 10 ln

( 〈P (ξ)〉
〈P (0)〉

)
[&�] 
��/0�

��������

A = 10 ln
(
e−2αz

)
= −20αz [&�] 
��/1�

�� ���� ����� �	 ���������� �� ���������� α� �� ������� �� &� ��� ������ ��
	�������� 2� ��	����� ����� �	 ���������� �� ���������� ������ �� �-3� � �	
������ �� &�3� ��

α[�-3�] = 8,68α[&�3�]
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〈So〉 = 1

2
�
[
Êo × Ĥ∗

o

]

Z
X

Y
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o

E
o

������ ��	� 
��� ���� �� �������� �� �� ����������

�	
�� ��� �"�����	
�� ���� Êo � Ĥo �� 	#��
�
 �� ��� �"�����	
�� ��
������ $��%&'

� $��%�' ������������
�	 ���� ξ = 0� (�
��	� �
	
���

〈So〉 = H2
o

2

√
μω

γ

)� ���
��� (μω/γ)1/2 ��
� ����
��	
�� �� ������
��� �������� �	� �	 ��� ��

��
	��
� ����������� �	
������� � �� �����
� �	� RS . *	
 ��� ���
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+ ��
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�� ������������� γ � 	�
��������� μ� �� ��
������ �� 	
�	������� �� �� � �

!�

�" #������
 �� �����
 �� $������� �� �� 	���� y = 0 � �� ��
� 	�����

	�
����� �� ����
��
� ��� ���� � ��� ��������� ����� � �� 	
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	����
����� δ %y = δ)� &�����
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 �� ��	�
���� S � ��	���
 δ �� ����� � �� ����
����� ���
� ���
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���� a�
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�" #�������� �� ����
 ���� ��� �����
 �� $������� ������� �� ��������

%)�*+"� �� �� 	���� ��� � � y = 0�

〈So〉 = uy
1

2

√
γ

2ωμ
|Eo|2 e0 = uy

1

2

√
γ

2ωμ
E2

o

�� �� 	���� y = δ� ���� ����

δ =
1

α
=
(ωμγ

2

)−1/2
�� 	
����� ��� �����
 �� $������� ��
�

〈S1〉 = uy
1

2

(
γ

2ωμ

)1/2
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o exp
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− (2ωμγ)1/2
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〈Po〉 − 〈P1〉 = (〈So〉 − 〈S1〉) ·Auy =
1

2
AE2

o

(
γ

2ωμ

)1/2

(1− e−2)

�� �� ������� �������� �������� ��� ����� ���	� ����� ���� ����

〈Pdis〉 = 1

2
�
{∫

V
(Ĵ∗ · Ê)dv

}
 ��� �� �	 �������� J = γE � 	� ������������ �� �� �!���� ���	�

〈Pdis〉 = 1

2
γ�
{∫

V
(Ê · Ê∗)Ady

}
=

1

2
γA�

{∫ δ

0
(Ê · Ê∗)dy

}
"������� �� ����� 	� �#�����$� ���� �	 ����� �������� �	 ����� �	��%

���� � �� ����	��� ���������

Ê = Eoe
−jβye−αy

Ê∗ = Eoe
jβye−αy

������

〈Pdis〉 = 1

2
γA

∫ δ

0
E2

oe
−2αydy =

1

2
γAE2

o

[
− 1

2α
e−2αy

]δ
0

〈Pdis〉 = 1

2
γAE2

o

1

2α

(
1− e−2

)
 ����
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������� 
�� ����� 
� �������	 � �������� �� ������	�� 
� ε′′/ε′
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kc � ω
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με
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ε′′
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1
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(
ε′′

ε′
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√
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)2
]
≈ ω

√
με

���� ������ �� ��������� 
� �������	 � �� ���
� ���"	�� �� �� ���� �� ��
��
	� �	� ��
	
��� �� ��� ��
�� �� �����	
�
 
� ���� �	��� 
�
� ��

vph =
ω

β
=

1√
με

[
1− 1

8

( γ

ωε

)2]−1
�� ������� �� �� 
	�����	�� ��� �������� ��
	
��� ����� �� ����� �����	��

���� �� ������	�� �"��	������ ��� ������� �������	 � #α �� ��� �������
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-� �� �������� � 	���) �� ���
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�����
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������5 �& �� ������� �� ��
��	�� ���
��� ��� �� ��������
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������ ���� ��	
� ��	����
� �� �
����	� ε′′/ε′

ε′′

ε′
=

γ

ωε
= 3,55 · 105  1

�
� 	��	
� ���� ��	� ����������� �� ���� ��� �� �� �
�
�	� �

 �� ����

�
����	
� � �
��
� �	������ ��� �������
��� ���� �� ��
�������� �� ���


��� ����� �� �� ���
 �� �� ���
 �
����	
�� �
���
 �

 
����� ��

�

�������� �� ��	������ ��� �������
� 	���
�

Ê = Eoe
−αze−jβzux

�

Ĥ =
Eo

Zc
e−αze−jβzuy

�
���

α = β =
√
πfμγ ; Zc =

α

γ
(1 + j)

�� ���	
� �
����
 �� �
��	��� ����� ���
 �
�

Ŝ = Ê× Ĥ∗ =
E2

o

Z∗c
e−2αz

� �� �������� �� �
	����� ��
���
 ����� ���� �
�

〈S〉 = 1

2
�
{
Ê× Ĥ∗

}
= uz

E2
o

2
e−2αz �

{
1

Z∗c

}
���	�	�����
 ��	
� 	���
�

α =
√
π × 2,5 · 103 × 4π · 10−7 × 4 = 0,06π −1

Zc = 4,7 · 10−2(1 + j) = 6,65 · 10−2ejπ/4

�
{

1

Z∗c

}
= 10,63Ω
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�� �������� ����� �� 	
������ ������� 	
 �� �������
 ���

〈S〉z=0 =
E2

o

2
�
{

1

Z∗c

}
= 531,50 ���2

�� �������� ����� �� 	
������ ��� ����� � �� ��	����� ��� �� �� 
������
	�� z = 100 � �� ���
 ��

〈S〉z=100 = 531,5e−2·0,06π·100 = 2,25 · 10−14 ���2 = 2,25 · 10−8 μ���2

�� ������� �� ���� �������
� 	
���
� �
����� ��� �� �������
 �
 ���
��	�� �� �
�������� �
� ������ ���
 �� ��� �� ����� ��� �� ��	�� �� �����
����� ��������
 �������� � �� ��	����� �����
 � �� ���� �
����������� ���
���� ��� �� 

��� �!	���
��� ��� ���	
 ��"����
 � ��� ���	
 ����"���
 �� �������
��� ����	
 �� �������� 	���
 ���� �� �������
 � �� ��	����� ������ �����
	


E(z, t) = 10e−0,06πz cos(4,5π · 103 t− 0,06π z)ux #��

H(z, t) = 150,2e−0,06πz cos(4,5π · 103 t− 0,06π z − 0,25π)uy $��

%���"����
 %���"����
 &���
'���
 ���"��
 ��� 	"����� ��(�� 	"����� �
�����


)γ = 0* ε′′/ε′ � 1 ε′′/ε′ 
1

α ω

[
εμ
2

(√
1 +
(
ε′′
ε′
)2 − 1

)]1/2
+ γ

2

√
μ
ε

(ωμγ
2

)1/2
β ω

[
εμ
2

(√
1 +
(
ε′′
ε′
)2

+ 1

)]1/2
ω
√
με ω

√
με

(ωμγ
2

)1/2
Zc

√
μ
ε′

(
1− j ε

′′
ε′

)−1/2 √
μ
ε

√
μ
ε (1 + j)αγ

vph ω/β 1/
√
με 1/

√
με

(
2ω
μγ

)1/2
����� ���� �	
������ 
��� �� ������� 
�������� �� 
��
������� ���� �� �����
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� � ��� ���� ����� ������� ��� � ����� �������	� ��

��	��� �� ����� �� �	��� 	���� ��	���	�  � ���	�
� �� ������ � �� �����
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�� �� � 	��� ��� ����� ��
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�� ��� ���� � ����	� � ��	

�� �� ���� ��� ������������� ����������� �� 	����� 	���� �����	������ ��

���� ����� � �� 	��	��� � � ��� ���� �	�� � � ���� 	���� � ����� �

��������	��� � �������� � ������ ���	��������

���� �������� ��� ������ � ��������	�
� � ��� ���� ����� �������� � ��

 ����
� ����� � ��� ���� ����� �� � ������� � �� ���		�
� �������� ��

! "� � ����� �� � 	���� ��	���	� ���

Ê = Êxux + Êyuy

	��

Êx = Exoe
−jkz

�

Êy = Eyoe
−jkz

���� Exo � Eyo ��� ��� ��������� 	����!�� � ��� ������ Êx � Êy ���	����#

���� 	��� ��� 	���	������� ��� �� �
���� � ����

�� ��� � ��� ���� � ��� ����� 	�� ���	�� � ��� ����� � ����#

	�� �� ��� ��� ��� !����� z = 0� t = 0� �� ��������	�
� � �� ���� �� �

����� � �� �����	�� � ��� ��� ��� 	�������� �� 	���� ��	���	�� ���

	������	�� � 	������� Exo 	��� ����	�� � ���� $� �	��� � � ������ ���

	��% � � ������ 	�� ϕ �� �����	�� � ��� � Eyo 	�� ���	�� � Exo� &�'�

���� �������

Exo = |Exo|
�

Eyo = |Eyo|ejϕ

( ��� ������ � 	���� ��	���	� ����

Ê =
(|Exo|ux + |Eyo|ejϕuy

)
e−jkz

�� 	���� ��	���	� ���������� ���

(z, t) = �
(
Êejωt

)
= |Exo| cos(ωt− kz)ux + |Eyo| cos(ωt− kz + ϕ)uy
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Ex = A cos(ωt− kz)

Ey = B cos(ωt− kz + ϕ)

����	 �	��� �	������ ��� A � B ��� ����
��	� �	 ��� ������	�
	� Ex � Ey

�	��	�
���	�
	 ���� �������� �� ��
����� � 	�	����� �� �������� ����� 	��

��	���	� � �������� �������� �	������ �	�����	� 
�������
���� ��
	�	��� ��

���	�
	 	���	���

E2
x

A2
+

E2
y

B2
− 2ExEy

AB
cosϕ = sen2 ϕ ����� 

!�	 ��� ���� !�	 	� ����� �	���
��� �	 �� ���
� �	� �	�
�� ����� 	���
��� 	�

��� 	���	 	� 	� ����� "# 
�� ���� �	 ��	�
�� 	� �� ����� ��$�

Ex

Ey

X

Y

Z

E

�

������ ��	� 
��� ������������� ��������

%�� 
��
�� 	� �	�
�� ����� 	���
��� �& ������� ��� 	� 
	��� � �� 	�
�	��

�& �	����	��� �� 	���	 �	 �� ������ '� &����� !�	 (���� 	� �	�
�� ����� 	���
����

�� ��� �� ������	�
	 ����	 	� 	)	 "� 	� �� ��
��
	 ����� �	�	 ���� ���

φ = arctan

(
Ey

Ex

)
%��	��� �	
	����� �� �	������ ������� �	� �	�
�� � !�	 �	���& ���� ���

dφ

dt
= cos2 φ

E′yEx − EyE
′
x

E2
x

=
E′yEx − EyE

′
x

|E|2
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����� �� �� ���	�� �� 
����� ��� cosφ = Ex/|E| ���	���� �� 
����� ��� ������

�	���� ���� ��� 
���������� ��� 
���� � ������� �� ���
	���� 
��
���� ���������

����
	���� ��	��������	
��� ���������

dφ

dt
= −AB

|E|2ω senϕ


�� ϕ �� ������� ����� ��� 
���������� ��� 
���� ���
��	
� �� ���� �� ����
� ���

���� 0 ≤ ϕ ≤ π/2 ⇒ dφ
dt < 0 �� ����	�� �� ����
	 � �� �����	�

���� − π/2 ≤ ϕ ≤ 0 ⇒ dφ
dt > 0 �� ����	�� �� ����
	 � �� ���	�����	�

!	 �� ������� ����� ��� ��� 
���������� ��� 
���� �� �� �"��	��� 	���� �� π/2�
�����
�� �� �
��
	 � �� �� ��	��� #$%&' �� ����
� �

E2
x

A2
+

E2
y

B2
= 1

�� ��
	�� �� ���� 
��� �� ����� �� ��� ��	��� 
���� �(�� ����� �� ��� �	��

	���� ��

��� �(�� 
���������� ) � *

4.1� ��������	�
� 	��	����

+���	������� �� 
��� ����	
���� �� ��� ��� ����	����� �� ��� 
���������� ���


���� ���
��	
� ���� 	������ � �� ������� ����� ����� ��� ±π/2� ���� ��

Ex = A cos(ωt− kz)

Ey = A cos(ωt− kz ± π/2)

�� ���� 
��� �� �
��
	 � #$%&' �� ����
� �

E2
x + E2

y = A2

��� �� �� �
��
	 � �� ��� 
	�
�������
	� 
��� ���	� 
�	�
	�� 
�� �� � ���� ���


���� ���
��	
� �� ���� 
���� �� ������ ��� ����� �� ,�
��� 
���� ���
��	
� 
��

�� �(� ) ,	��� ���� ���

φ = arctan
Ey

Ex
= arctan

(
A cos(ωt− kz ± π/2)

A cos(ωt− kz)

)
= ∓(ωt− kz)
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dφ

dt
= ∓ω
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������ �� �������� ��� ������ ����� ��������� �
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���� �	������� ��


��� ������� ������� �� ������ �� �� ���� ������� ������ ����� �� ���������

�� �����������	 ��
 ����
 ������ ����
 
� ������� �� �� ��������� �� �������� ���
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+π/2 �� 
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 ��� ����� � ������
 ���


� ����� �� ��� ���� �����	��
���� �	������� �� 
��� ��������� � ���

������������ ���������  � �� !���� "�# 
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 ��
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Y

Z

E

�

A

�

(a) (b)
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4.2� ��	��������� 	����	

$��� ��
� ���������� ��� �
���� �� ������������ �� ��� ���� �
 ������ ��

��
�
� ����� ��
 ����������
 ��� ����� �
 ±π	 �
�� �


Ex = A cos(ωt− kz)

Ey = ±B cos(ωt− kz)

�
�� ��������	 �� 
��
������	 � �� �� 
�	�������	 �� �	 ���	���� ��� ���� �	 �� ���� �	���� ���
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��
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 ����� �� ���� �ϕ = 0� 
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�
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���� �ϕ = π�� � ���� �	�
 �	 ���	��� ������ �� ������ 	[
E2

x

A2
± E2

y

B2

]2
= 0

��� �� �	 ���	��� �� �	 ����	 ��� �	�	 �
� �� 
����� �����
�� ��
���� ��� �	

�	 ���� �
��������� 	����
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 ��� �
��	 ��  ���
� �	��
 ��!�����
 �
 �� �"� # �� �
��	�� � �� �����

$  ��� �	�
 �
�

tanφ =
Ey

Ex
= ±B

A

%�	������ �� A = B� �� �	��
 ��!�����
 �
��	�� � ����
 �� 45o �
 �� �"� #�
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X
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������ ��	
� ��� ����������� ����������

�����
�
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&	 
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 �� �	��

��!�����
 �� �()��  �	"	 � �	 �������� ��� �"� # � � ����
 
 �	�!���

$ �� �!����	�� *	 ��������	 �� �	 
�	 �� �� ���� +,' $ �	  ��
���	� ��
�	�� vph = c/3� -��
�	 ��� �	�	 x = 0; t = 0 �� �	��
 ��!�����
 ���

���� �
��
��� � �	 �������� ��� �"� .� �������� �	� �/�����
�� �	�	
�� �	��
 ��!�����
 $ �� �	��
 �	�!���
0 �	 �����	��	 �	�	����1����	 ���
����
 $ �	 �/������ �	�	 ��  ���
� �� 2
$��� � �� ��	
 x = 2 ���
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λ =
vph
f

=
c/3

109
= 0, 1 �

� �� ��������� 
� �����������

k =
2π

λ
= 20π
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� �� �	���� �� ��������� ���� �� ������
�
 
� ���� 
� 	�� ��
� �� 	�

��
�� 
� ���������
�
 ε � ����������
�
 μo� ��
���� ������� �� ����������


�
 �������� 
�� ��
�� �	� ���	���

vph =
1√
εμo

=
c√
εr

⇒ εr = 9

� ��� ������ �� ����
����� �������������� 
�� ��
�� ����

Z =

√
μo

ε
=

Zo√
εr

= 40π

��� ��� 
��������
�� ����� ����������� ��
���� �������� ��� �����������

���� �� ����� �� ������ � ���� ����! "	���� �	� �� ��
� �� ������� �� ��


�������� 
�� �#� $� �� ����� �� ������ ���
�� ���������� y � z� � ���� ��

��
� ���� ����	�������� ��������
�� ��� ������	
�� 
� ��� ����������� ��

��� 
�� �#�� ��� ��	���� � �� 
������ ����� ����� �� ��	�� � π/2! "�� ������

���� �� ����� �� ������ ���
�����

E(x) = 4
[
uy cos(2π(10

9t− 10x))− uz sen(2π(10
9t− 10x))

]
�	� ���� ��������
� � ���	���
�� �� �	� �� ���	�� 
�� ������ 
� ����� ��� ��

�#� % ����� 
�
� ���

tanφ =
Ez

Ey
=

− sen(2π(109t− 10x))

cos(2π(109t− 10x))
⇒ φ = −(109t− 10x)

� ��
���� �������� �	� ���� 	� �	��� 
�� �#� $ 
�
�� �� ���	�� φ 
�����	��

�� �	������ �� ������!
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����� ����	
�����	����� �
�������� ���
�

�� ����� ���	
���� ��	� ���� ���

H =
1

Z
ux ×E

�����	�� ��� ��������� ����������� ����	����

H(x) =
1

10π

[
uy sen(2π(10

9t− 10x)) + uz cos(2π(10
9t− 10x))

]
�� ����� �� ���	��	� ��	� ���� ���

S = E×H

���������	�� ��� ��������	�� ���� ��� ������

S =
4

10π
ux

[
cos2(2π(109t− 10x)) + sen2(2π(109t− 10x))

]
�	 �� ��	�� ��� ���	� x = 0,02 �� ��	������

S =
2

5π
ux

[
cos2(2π(109t− 0,2)) + sen2(2π(109t− 0,2))

]
� �� �������� �������� ��� ����� �� ���	��	� �	 ��������� ���	� �����	���

����� � �� ��������	 �� ����������	 ����

〈S〉 = 2

5π
ux

5� ������� �� 	
���� ��	����� �� ����	�

�	 ��� ������	�� �	�������� ����� �	��	����� �������	�� � ��� �������	�� ��

��� ��� �	 !���� �� �	��� ���	�� � ����� �	���"��� ��� �����������# �� ������

��	 ���� �	��� ��	������������ ��� ���	�	 �	� !�����	��� � �	 	$���� �� �	��

��%	����#

�	 �����	���	���� ������ ����� �������	�� ������"���� 	� �� �����	��	# ��� �	�

������ ������ �� �	�� ���	� 	� ������ �	 �� ��������# &	� �	�� ���	� �� �	 �������

����������	�� ��������� �	 �� ������� � �	 �� ������ �� ��� ��	��� �� ������� ��	�

��'� �	� ����	���	 �	%	�����	�� ���	�� �	 �� ������� � �	� �������	 �	%	�����	��

���	�� �	 �� ������# ��� ���� ������ ������ 	� ������	 �������� ����������	��
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��������	
������ ��

�������������	
 ��� ��� � ������ �� �� ��	 ������������� �� �	��� � �

����	��	�� � �������� �� ����� ����� 	����������� 	������ ��������	 �� ��������

�� ����������	 ����� ������� ��	�������� 	�� ��� ��������
 � ������ �� �����

�� �������� 	� ������� �� � ���	�!� �� ����������	 ���������	 �� � ����������

������ ωo �	� ���� ��!"���	 � #	���


�� ���	��������� ���� ������ �� ��	������ ��������������� �	 �����	�	 ���

��������	 ����	� ������ ! ��� �	������ � ��	����� �� � 	������	���!� � ������

�������� �� ���������	 ����	 �������������	
 $��� �	 ���������	 ��	���	 	��

�����	� �� ��������� ��	��� ��� ���	��!� ������� ���	����� ��� 	������	���!�

���� ��������� �� �� �������� �� ����	 ����	 ��� ���������	 ����������	
 %�

��	������ �� �	�� ������������ &�� ���� �	����� ��� ������	 ��� ���	������
 '�

� ����� �	 ��	���	�(�� �	�� �	� 	� � �������(���� �#������ �� ����� �	 �����!�

�� � ���������� �� � 	���� �������	 � (������� �� ��	� �� �	 � ��	�� ����

���� ��� �� �	 ����������	 �� ���������� �� � 	���
 $��� ���	��������� �	

���������	 ����������	 �� � 	��� (����� ��� (��������	 ��	�����	 � ������� �

������� �� ��	� ���	 ��� ��	����� � ����	
 �� �� ����� ��� ��	���	�(� � (��

������ �� )��� �� ���� *� ����� ������� ���&� �� � (������� �� ��	�� � �����

����	� ������� �� 	� ������� �����	�
 +�� �	�� ����(�� �� � �	����� ��� (���	 �

&���� � ����������!� ���������	 �����	 ���� ��	���	�(�	


,�� (�� �������� � ������� ���� ���	�������	 �� �����	� ���������� ����

���� ��� � 	������	���!� �� ��� �������� �� ����	 ����	 �������������	 ���

	� ����� �� �� � �������!� ��	���(� �� ��� - � ����	 ����������	 (��*�� �� ����

�������� �� �� �	����&� �����(��

[ωo −�ω ≤ ω ≤ ωo +�ω ≤]

����� ωo� ��� �	 � ���������� 	
����
��� 	���	���� � ��������!�

ωo  �ω

�	 ������ ���	�������	 �� �����(�� ��� ��!"��� � � ���������� ������


'�������	 �����#� ��� � ������� �� ����	 �	 ����	 �	 � ��
 .� �����	����

���� �� ����� �#������ (���� ���� ��� � 	��� �� �	 �����	�����	 ���� ����

��� �� �	 ����������	 �� �����(�� ����� �	�� �	

E(z, t) =

∫ ωo+�ω

ωo−�ω
Eoe

j(ωt−kz)dω �/
00�

+��	�� ��� ���	�������	 �����	 ���� ��	���	�(�	� ������ � ������ �� ����� ���!�

k �	 �����!� �� � ���������� �� ���(#	 �� ε�� (������ ���� ��� � ��	�� � ���
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����� ����	
�����	����� �
�������� ���
�

����� ������	 
���� � ��	������� �� 	���� �� ����� � �� ��������� ��������� �

�������	 ���������� ��� �� ������ ������� ��� ��	�������

k � ko +

∣∣∣∣ dkdω
∣∣∣∣
ωo

(ω − ωo) ������

�	�������� �� �� �����	��� ������� ������	

E(z, t) = Eo

∫ ωo+�ω

ωo−�ω
ej(ωot−koz)ej(ω−ωo)(t−|dk/dω|oz) dω

����� 	� 
� �������� ω = ωo + (ω − ωo) . ������� ���� �� ����������� �� ��

������� �� �� ��������� � 
������� �� ������ ��  ������� u = ω−ωo, ��������	

E(z, t) = Eoe
j(ωot−koz)

∫ +�ω

−�ω
eju(t−|dk/dω|oz))du

!�� ����"������ ��

E(z, t) = Eoe
j(ωot−koz)

[
ej�ω(t−|dk/dω|oz) − e−j�ω(t−|dk/dω|oz]

)
j (t− |dk/dω|o z)

� �� �� �	 �"��

E(z, t) = 2Eo

{
sen [�ω (t− |dk/dω|o z)]

(t− |dk/dω|o z)
}
ej(ωot−koz)

#	�� ��	����� 	� ���������� �� �� 	�"����� �����$ �� "��� �� ����	 �����%���

�������� �� �� �������	 ������� �� �	��
� �� �	�& ������� ��� � ��������

���������� �� ��������� ωo� ������ �� ���� ko �  �������� �� ��	� vph = ωo/ko,
���� ��� �� ������� �������

A = 2Eo
sen [(�ω/vg)(z − vgt)][

v−1g (z − vgt)
]

�� 	� �����"� � ��  �������� ������� �������� �� ����� � ��  ���� ����

��� �� �����	���

vg =
1∣∣ dk

dω

∣∣
o

����'�

(� ������� ������� ���	���� � �&���� ��������� �� ���������� �� ��

���� zmáx = vgt� ���  ���� �	 Amáx = 2�ωEo� ���� 	� ��	��� �� �� %"��

��))
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A

�		

������ ��		� 
������ �� �� ������� �� �����

� ��� � ���� �	
� 
�� ����� 
��
� � 	��	��	 �� ������� �� �	��� 
� �	 	������


��
��	
	 
������� � � 	���	 �� �� ����� �� �� ��	�� � ������	

�ω

vg
(z − vgt) = ±π

����� ��� �� ������ �������	�� �	 	������
 ��
��	
	 ������	 �� ������

������� 
� ������ ����
	��� ���	 �	�����
 � ��� ������	 ����	�	
	 ��� ��

�������	� � ��� 
������� ����
	����� 	� 	�����	� �� 	��������� �������	�����

� ���
� ����
��	� ��� �� �	��� ��������	������� ��� �����	
� �	� ��� ����	


�� ������ �������	�� ������	 ��� �� �� ���� 
�� ��	��� �	 ����������� 
� �	

��
	 � 
��������	�

 	 	������
 
�� �	����� 
� ��
	 � 
���	�	 �� �� ��	��� ��� ��	 ������
	



� ����� vg � �� �	����� ������	 ��	 �������� �����	
	 �� �� ��	��� ������

��� �� ��
�� �� �	 ��� 
�������� !�����	 �	 ������
	
 
� "	�

vph =
ωo

ko

� �	 ������
	
 ��� �	 ��� � 
���	�	 �	 �������� 
� "	� ����	��� 
�� ������

��
��	������ ����� ��� �	 �����#	 ��	�����
	 ��� ��	 ��
	 ��������	������	


����
� 
� �	 	������
 
� �	 ���	� � ���
���� ��� �	 �����#	 
� �� �	����� 
�

��
	 � ��	����� 	 �	 ������
	
 
� ������ vg.

 	 
�������� 
� �� �	����� 
� ��
	 �� �	�� ��� � ������ �	 ���	����

�ω

[
t− z

(
dk

dω

)
ω=ωo

]
≈ 2π $%�&'(
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����� ����	
�����	����� �
�������� ���
�

���� ����� ��	����� �� 
�� ����� �� ��	
�	��� �� ���������� �� ��	� ��
�����

����� � ��	������� ��� ����������� ���������� ��� ���
�	�� �� 
� ���	��	� ����

to� �� ����� �� ��
�� �� ��� �
�	�� z1 � z2 �
� ��������

sen [(�ω/vg)(z − vgt)] = 0

�
� ��
����� �

(�ω/vg)(z1 − vgto) = −π � (�ω/vg)(z2 − vgto) = π

��� 	��	�� �� ����� �� �������	� �� ���� �� �� ��	������ ������� ��� ��	�� �
�	���

��	� ��

�z = z2 − z1 =
2π

�ω |dk/dω|o
����� ����� �� ����� 	������

�ω

∣∣∣∣ dkdω
∣∣∣∣
ωo

= �k

��� 	��	�

�z =
2π

�k

!
���� �
��� �� ��	� ������ �� ����� 	���� 
� ����� ���"��� � �����

#�� ����� ����� �� ����� �$���� 
�� ��	�������� ��������� ��� �$�����

z = zo� �� ��	������ �� 	����� �
���	� �� �
�� �� �����	
� ��� ���
�	� �� �����

������ �� ���� �� ��
�� �

�t ≈ 2π

�ω

%�& �
��� 
� ���
�	� �� ����� 	���� 
��� ����������� ����	���� �� �� ������� �

�� �� 	����� �
� ��	������� ��� ���
���	�� �����������'

�t�ω ≈ 2π ; �z�k ≈ 2π

������� ����� �������� �� ����	������	� ��� ��������� (
�������� �
� ��

	��	� �� ��	���� 
� ����� ����	������)	��� �������	� �� ���� �� ��	�������� ��*

���� ��� ������� �z� ���� ����	�
�� ��	� ����� � ���	�� �� ����� ��������	����

�� ��������� ������ 
� ���
�	� �� ������

(� ��� ����������� ��� ���
�	� ��� ��� ����� ��� �� ��������� ����+ ��� �
�

����	
�� �� �
����������� �� ����� ��������	���� ��� �,����� �� ���� �
�
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������ ��

���������� � �� 	����
��� �k. ����� ��� �������� �� �� �������� �� ���	�� ������

������� ��� ��� �	����	���� �����	����� ����� ����� ������ ��� ��� �k, �� ���	��

����� ����� ������ ��� �� 	����
��� �� ����	����� �� ���� ��� ���� ����	�	��� ��

�� ������	�� ��� ��������

�� ������ �������� �	 �������� ��� ��	��� ��� ����� �������������	�� ���

��� �����	�� �t �� �� �	����� 	���	���� �� �������� �� ����� ����������	��� ��

�� 	����
��� �ω� ����� ����� �� �� �����	�� ��� �� 	����� � �� ����� �������� �

����� ����� �� �� 	����
��� �� ��������	�� �ω �� ��� ����� ����������	��� ���

��� �� ���������

!���� ���������� ������ �� ���� 
���� ����������� � �����	��� "�� ���� ��#
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Z1
= −uy

Er
o

Z1
ejk1z ������
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〈Si〉 = 1

2Z1

∣∣Ei
o

∣∣2 uz = 13, 26uz %&�2

〈Sr〉 = 1

2Z1
|Γ|2 ∣∣Ei

o

∣∣2 uz = 4, 77uz %&�2

〈St〉 = 1

2Z2
|τ |2 ∣∣Ei

o

∣∣2 uz = 8, 49uz %&�2
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���� �� ���� 	�� 
���� �
	���� � �� ������	�� ������ ��� Γ = −3/5 =
3/5ejπ� �� 
���� �� �� ��� ����

E1 = uzE
i
o

(
e−jk1z +

3

5
ej(k1z+π)

)
� �� ������	 	�� 
���� ���
��
� �� �� ��� ����

E2
1 = E1 ·E∗1 =

(
Ei

o

)2(
e−jk1z +

3

5
ej(k1z+π)

)(
ejk1z +

3

5
e−j(k1z+π)

)
������	�

E1 =
∣∣Ei

o

∣∣√1 +
9

25
+

6

5
cos (2k1z + π)

��� ���� ����� 
���	� �� 
����� ��� ���� � −1� ���� ��

2k1zmı́n + π = −(2m+ 1)π


�� m �� ������ ������� ���� m = 1 ���������

zmı́n = − π

k1

�� 
�������� 	� �������
�� 
���	� �� ��	� �� ��� ��

k1 =
ω

c
=

2πf

c
=

π

3
�−1

�����

zmı́n = − π

k1
= −3 �
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��� �� 	���� ��� �� ������ � ��������� ���� �������� �� �� 	���� � ���������
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1
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2
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 �� ��� ���!����" ��� ��������� 	�����#����� ����	�� �� 	����� �����	�$

��� �� ���� � �� ���� 	�����#��� ��������������" ��� ��� �� %����� ���	�

��!������ 	������� �� 	���� � ���������" ������ ����������	
 ��������" � ����

��� �� %����� ���	� ��!������ 	��	�������� �� 	���� � ���������" ������ ���

��������	
 �����
������� ����� �� ���
���������� �� �������� �� �� 
����

���&�

'� 	�����#����� ��� �� %����� �� ���	� ��!������ 	��	�������� �� 	���� �

��������� �����!� �� ������� 	�����#����� �����%���� ��!������ � ������� �� ��

��� �� %����� � ���	� ��!������ �� 	������� �� 	���� � ��������� �� �������

�����!� �����%����� ����!���� �� ��� �� ���� ����" �� %����� �� ���	� ����!����
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Êi
⊥ = uyE

i
o,⊥ e−jki·ri

Êr
⊥ = uyE

r
o,⊥ e−jkr·rr ������

Êt
⊥ = uyE

t
o,⊥ e−jkt·rt

�� ���������� �� �������� ���� �� ����� ��������� �� �� �������� �� ���������

�� �� ����� ��� ����� !�� �� ���������� ����������� �� ���"� ����� ��

��������� ��� �����

Ei
o,⊥ e−jki·ri + Er

o,⊥ e−jkr·rr = Et
o,⊥ e−jkt·rt

�� ������� �� ���� ���������� ��	�
��� � ����������� �# ���� �� ������� ��

������� ������ ���� ���

ki = k1 sen θiux + k1 cos θiuz

kr = k1 sen θrux − k1 cos θruz

kt = k2 sen θtux + k2 cos θtuz

ri = xux + zuz

rr = xux − zuz

rt = xux + zuz

�� $���� !�� �� �������� ��

ki · ri = k1(x sen θi + z cos θi)

kr · rr = k1(x sen θr − z cos θr)

ki · rt = k2(x sen θt + z cos θt)

%���������� ��� ��������� �� �� ��������� �� ����������� �� �� ����������

����������� ��� ����� ��������� ���� z = 0� � ������

Ei
o,⊥ e−jk1x sen θi + Er

o,⊥ e−jk1x sen θr = Et
o,⊥ e−jk2x sen θt

�������� !�� ����� !�� ��������� ���� ����!���� ����� �� x� &�� ��� � ������
� �� ������������ �� ������� � �����

k1 sen θi = k1 sen θr = k2 sen θt
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sen θi = sen θr → θi = θr

�
� ������
�� �� ��� �� �������� �� ������ �� �� ��	
��� �	
������ �������� ��


���� �
� �� ������ �� ���� k = nω/c �� n �� ����� �� �������� ��� ������

�� ���
� �
�

n1 sen θi = n2 sen θr

��������� �
� ������
�� �� ��� �� �������� �� ������

� �����
���� ����� � ���
���� ��� ��������� ����� ��� ������
��� �� ���

���������� ������ �������� �� 
���� ��� ���
������ �� ������� ���� �� ����

�� ���� �� ����!� �� ��	
����� �������

Ei
o,⊥ + Er

o,⊥ = Et
o,⊥ "#�$%&

'�� ���� ����� ��� ������� �������� �� ���� ��	� ��� �� ��� ����� ���������

����(��� � ����������� �� �� �
��� z = 0 ������ ����� ���

Ĥi
⊥ = H i

o,⊥ (− cos θiux + sen θiuz) e
−jk1x sen θi

Ĥr
⊥ = Hr

o,⊥ (cos θiux − sen θiuz) e
−jk1x sen θi "#�$)&

Ĥt
⊥ = Ht

o,⊥ (− cos θtux + sen θtuz) e
−jk2x sen θt

�������� �� �����
���� �� ��� ���������� ���	������� ��� ���� ��	� ���

"�� �
����� �� ��������� �
���!�����&� �� ���� ��� ��� ���������� ��	�� �� �(�

*� � �������� �� 
���� ��� ����� �� ����� ���
���� �������������� �������

H i
o,⊥ cos θi −Hr

o,⊥ cos θi = +Ht
o,⊥ cos θt

�+��� ����� ��� ������
��� �� ��� ����� �� ���� � ��	� ��� ���,� �����������

��� �� ��������� ��������� ��� ������ ��� �����

Ei
o,⊥
Z1

cos θi −
Er

o,⊥
Z1

cos θi = +
Et

o,⊥
Z2

cos θt "#�-.&

/���������� �� ������� ������� ��� ��� �
������ "#�$%& � "#�-.& ���� ��� �����0

�
��� ����(��� � ����������� �� �
���� �� �� ��������� ���������

Γ⊥ =
Er

o,⊥
Ei

o,⊥
=

Z2 cos θi − Z1 cos θt
Z2 cos θi + Z1 cos θt

"#�-1&
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τ⊥ =
Et

o,⊥
Ei

o,⊥
=

2Z2 cos θi
Z2 cos θi + Z1 cos θt
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� ���� �
 ����

�
��� �����

τ⊥ = 1 + Γ⊥

� �	
 �� ����
�
! �� 
� " 	�� �
 ����
��� θi 
� 	��! 
���� 
���
���
� �
 �
�	�

� ��� ���
���� ���� �� ����
��� ������

���� �
���� � �� ������ �

��� �	


Z2

Z1
=

vph,2
vph,1

=
n1

n2

# 
 ����	� �
 �� �
� �
 �� �
$������

Z2

Z1
=

sen θi
sen θt

%���
�! ��� ��
���
�
� �
 �
�
��� � �
 ��������� �
 �	
�
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��� �
�

����
 ��� �� 	�
�
� 
���
���
�

Γ⊥ =
sen (θt − θi)

sen (θt + θi)
����&�

�

τ⊥ =
2 sen θt cos θi
sen (θt + θi)

����'�
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H i
o,‖ −Hr

o,‖ = Ht
o,‖
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1

Z1

(
Ei

o,‖ − Er
o,‖
)
=

Et
o,‖
Z2

�����

��
 ��
� ����� ��� ����
�� ���	����� �� 	���� ���	�
�	� �� ��� ����� ��	�������


������� � �
��������� �� �� ����� z = 0 ������ ����� ��


Êi
‖ = Ei

o,‖ (cos θiux − sen θiuz) e
−jk1x sen θi

Êr
‖ = Er

o,‖ (cos θiux + sen θiuz) e
−jk1x sen θi �����

Êt
‖ = Et

o,‖ (cos θtux − sen θtuz) e
−jk2x sen θt

����	���� �� 	���������� �� ��� 	���������� ��� ��	����� ��� 	���� ���	�
�	��

	���������� �� !� �� ��� "� � �������� �� 	����� �� ����� ��� ����� �� #����

����	���� ����
��
������ ���������

Ei
o,‖ cos θi + Er

o,‖ cosθi = Et
o,‖ cos θt �����

$����������� 	��� %���� %�	%� �� �� ���
���� ����
��
� �� ������� ��
���� ��


��� �	��	����� ����� � ����� ���������

Γ‖ =
Er

o,‖
Ei

o,‖
=

Z2 cos θt − Z1 cos θi
Z2 cos θt + Z1 cos θi

���&�

�

τ‖ =
Et

o,‖
Ei

o,‖
=

2Z2 cos θi
Z2 cos θt + Z1 cos θi

���'�

��� ��� 
����	���������� �� 	��(	����� �� 
���)�*� � �� �
������*� ��
� �� 	���

�� ��	����	�� ����	�� 	�� �� ��	��
 	���� ���	�
�	� ��
����� �� ����� �� ��	����	��

	�������� �� �� ����� �� ��	����	����

+� �� 	��� �� ����
�,�	�*� ��
������ �� 
���	�*� ���
� �� 	��(	����� �� �
�����-

��*� � �� �� 
���)�*� ����� ���� ��


τ‖ =
(
1 + Γ‖

) cos θi
cos θt

��
� ������ �� �� ����	�� ��� 	��(	������ �� 
���)�*� � �� �
�������*� ��

����� �)�
���
 	���

Γ‖ =
tan (θt − θi)

tan (θt + θi)
��&.�
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�

�

τ‖ =
2 sen θt cos θi

sen (θt + θi) cos (θt − θi)
������

7.3� �������	�
 �� ��
�� 	���� �� ����
���

� 	
��� �� �
� ��	������� ������
� 	
�
 ��� ���������� �� ������� � ��
���

���� �
��� 
 
�
��
� �
� ���
����� �� �
�� ����� �
� ���
� �������� ���� 
�


� ��
�����
�

���� ������	�	��

!"���� #"� θi � θt ���$� ���	������� ����� % � π/2 �� ���&'� � ������ ��

���	����� #"� �
� 
�	��"��� �� ��� �
�	�� ��
������� ����� �� ���� �(��

#"� �
� 
�	��"��� �� ��� �
�	�� ��������� !�� �
���� �� �
�	� ��
������ ���$

�� �
�� ��� �� �
�	� ��������

���� �
�
����

)���������� #"� n1 < n2� *������� ���	�� �� �����
�$ #"� θi > θt� +
���


 
�
��
� 	�� ��	
�
�� ��� �
��� �� 	��
��
��� 	
�
���
 � 	��	����"�
�

!��
��
��� 	
�
���
�

• , θi + θt = π/2� �� �
 ��	����� ��� ��������� �������

Γ‖ =
Er

o,‖
Ei

o,‖
=

tan (θt − θi)

tan (θt + θi)

����� #"� tan(θi+θt) → ∞ � 	�� �
���� Γ‖ = 0� �� ����� �� -
� ���


���� 
�
� *� $�("�� �� ������
 	
�
 �� �"
� �"���� ���� �� ������


�	���� �� ����
���� θB� ,� �����
 #"�

θB + θt,B = π/2 ; cos θB = sen θt,B

	�� �� #"�

tan θB =
n2

n1
y θB = arctan

n2

n1
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• �� �� �����	 
� ����
����� � ���	� ��� �� �����	 
� �������� θi+θt <
π/2� ���	��� tan(θt−θi) < 0 � tan(θt+θi) > 0 �	 ���� ������� ��� ���
�� �����	 
� ��� 
� π ��
���� ����� �� 	�
� ����
���� � �� ������
��

• ���������� � �� �����	 
� ����
����� � ���	� ��� �� �����	 
� �����

���� θi > θB� ���	��� θi + θt > π/2 � ����	 �� ������
	� �	�	 ��


��	����
	� 
� � �!"# 	� ������$	� %	� �	 ��� Γ‖ > 0� � 
����� �	

��� �����	 
� ����

&	����'���(� %��%��
������� )� �� �*%���(� %��� �� �	�������� ����*�(�

Γ⊥ =
Er

o,⊥
Ei

o,⊥
=

sen (θt − θi)

sen (θt + θi)

� 
�%���
� ��� ���%�� ��� �� �����	 
� ��� 
� π ��
���� ����� �� 	�
�

����
���� � �� ������
��

+	��
����	 ��	�� 
	 ��	 �,����- ����
����� �	���� � ����
����� �������

&��� ����
����� �	���� �θi → 0# %	
��	 �%�	*���� �� �������� � �	 ��	 %	�

� ��������	 � ���	��� ���
���	

Er
o,⊥

Ei
o,⊥

=
Er

o,‖
Ei

o,‖
=

θt − θi
θt + θi

=
n1 − n2

n1 + n2

&��� �� ��	 
� ����
����� ������ �θi → π/2# �����	

Er
o,‖

Ei
o,‖

= 1 ;
Er

o,⊥
Ei

o,⊥
= −1

.�	 ������
	 � ������ �� �� �����  �/0�

&��� �� ��	 �� ��� n1 > n2 � $�������� ��� θt > θi� .� �����	 
� ����
�����

%��� �� ���� �� �����	 
� ��������(� � ����� � θt = π/2� � 
��	���� ������

��	
���� .� ��� ��	 �� 	�
� ��������
� ���� � �	 ����	 
� �� �%������ 
�

�%�����(� 
� �	 
	 ��
�	 � �	 � �������� �����,� �� ��
�	 1� .� �����	

��,���	 � 
���$� 
� �� ��� 
� �� ��������(� � $���� 
�
	 %	�

sen θc =
n2

n1
sen θt|θt=π/2 =

n2

n1
� �!1#

�� �� �����	 
� ����
����� � ���	� ��� �� �����	 ��,���	� �� 	�
� ����
���� �

������ �� � �	����
�
� 2	 ��� 	�
� ��������
�� .�� ���(���	 � �	�	�� �	�	

������� ��
���� 
�
�� �
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��� ����� �� ������������ ���� n1 > n2

7.4� ���������	
	 � ��
�������	
	

 �	 ����������	 �� ����!��� " ����	��	�#� �����	����� �	 ��������	 ����� �	

�����
��	 �� ����� �$������ �������� " ����	������ ��� � ����� �$������

���������� %��� ��	 ������	� �	�
���� �	 ��������	 ����� �	 ��������	 ��������
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 �� �
� �� ����������	 �����	������� �� ����� �� ���	��	�
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����� � ��� �	� �� ��
 �	��
 ���	� ���� ��� ��
 
�����	��
 ������


��	�


< Si
⊥ >=

∣∣∣Ei
o,⊥
∣∣∣2

2Z1
ui

< Sr
⊥ >=

∣∣∣Er
o,⊥
∣∣∣2

2Z1
ur

�

< St
⊥ >=

∣∣∣Et
o,⊥
∣∣∣2

2Z2
ut

��	�� ui� ur � ut 
�	 ��
��������	�� ��
 ������
 �	������
 ��� �	���	 �� �����

��	 �� ���������	 �� ��
 �	��
 �	���	��� �������� � ���	
������� �� ����	��

�������� � �����
 �� �	  ��� A = Auz ��!	��� �	 �� 
����!�� �� 
�������	 ��

��
 �����
 ��	�� ���� ���

< P i
⊥ >=

∫
< Si

⊥ > ·dA =< Si
⊥ > A cos θi =

∣∣∣Ei
o,⊥
∣∣∣2

2Z1
A cos θi

< P r
⊥ >=

∫
< Sr

⊥ > ·dA =< Sr
⊥ > A cos θr =

∣∣∣Er
o,⊥
∣∣∣2

2Z1
A cos θr

�

< P t
⊥ >=

∫
< St

⊥ > ·dA =< St
⊥ > A cos θt =

∣∣∣Et
o,⊥
∣∣∣2

2Z2
A cos θt

"	� ��� �#��	���
 ��
 �����
��	�
 ���� ��
 ����	��
 ��������� ��!	���
 �� ���

�������	
	 R ��� �� ���	�� �	��� �� ����	�� �������� � �� ����	�� �	���	���

�
�� �


R⊥ =
< P r

⊥ >

< P i
⊥ >

=

∣∣∣∣∣Er
o,⊥

Ei
o,⊥

∣∣∣∣∣
2

$%�&'(

���
�� ��� �� ����	 �	��� ��
 ���������
 ��� ���� ������� �������� � �	���	��

�
 ����
���	�� �� ��!��	�� �� �������	� ��	���


R⊥ = |Γ⊥|2
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R‖ =
< P r

‖ >

< P i
‖ >

=
∣∣Γ‖∣∣2 ������

������������ �� 	���� �� �����������	�	 T ���� �� ���� ����� �� 
�������

���������	� � �� 
������� ����	����

T⊥ =
< P t

⊥ >

< P i
⊥ >

=
|Er

o,⊥|2Z1 cos θt

|Ei
o,⊥|2Z2 cos θi

� �� ��� �� �� �����

T⊥ =
< P t

⊥ >

< P i
⊥ >

= |τ⊥|2
(
Z1 cos θt
Z2 cos θi

)
������

� 
��� 
���������� 
�������

T‖ =
< P t

‖ >

< P i
‖ >

=
∣∣τ‖∣∣2(Z1 cos θt

Z2 cos θi

)
���� �

!� ������"����� 	� �� ������� �������� ��� �� "������� ��� �� 
������� ����	����

	�#� ��� ����� � �� ���� 	� �� 
������� ��$�%�	� ��� �� 
������� ���������	�� ����

��

< P i >=< P r > + < P t >

&�����	� �� ������ ��� �'
�������� 
��� �� 
������� 
����	�� ����� �� �� ���� 	�


���������� 
��
��	������ ���� 
�������� �#�������

R⊥ + T⊥ = 1

�

R‖ + T‖ = 1

��#�� �'
�������� ��� ��� ������������ 	�� 
�����
�� 	� ������"����� 	� �� ����(

����


������ 	� ������������� ���

)� *� 	� �� 	� +, - ��� ������� �����"����� �������� "��%� � ���".� 	�� ����

� ����	� �� �� ��
������ 
���� 	� �� 	���.������ ��� �� ������ 	� ����	�����

	� 60o� /� 	���.������ �� �� ����.���� � �� 
������"�	�	 ��.������ �� ε = 9εo�
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��������

�� ����	 �	 �	������ �	� �	��� ��	������ ��	�	 ���� 
��

n2 =
c

vph,2

��

vph,2 =
1√
εμ

=
1

3
√
εoμo

=
c

3

� �	�� n2 = 3� �	 ��	��� �� �� �	� �	 ��	�� �	 �� �	������

sen θt =
n1

n2
sen θi =

sen 60o

3
= 0,29

�  �	�

θt = 16,78o

�� �	!�	��	 �	 �	�	"��� 
��� 
���������� 
����	�� ��	�	 ����� 
�� #$�%&'

�� (�	 	� �	��� 	� �� ��������

Γ‖ =
tan (θt − θi)

tan (θt + θi)
=

tan(−43,22o)

tan(76,78o)
= −0,22

)� 
��	��� �	�	���� �	��

< P r
‖ >=< P i

‖ >
∣∣Γ‖∣∣2 = 0,48 *

+ �� 
��	��� ����������� �	��

< P t
‖ >=< P i

‖ > − < P r
‖ >= 9,52 *
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� �� ��� ���� ����	
�����	��� ����� ����
����� ���������	� �� �
����� �� ��
��
������ z > 0� �� ����� ���	
��� �� �� �� ��
��

E(z, t) = E(z, t)ux

��� ����	��	�� ��� ����� ���� ε = 16εo� μ = μo � γ = 0� �� ���� �� ���������� �
�� �
�������� �� f = 108 ��� �� �� ���	��	� t = (1/12)10−8 �� �� ����
�� ��� ����	�
�� � ���� �� 10!"� �� z = 0, 25 �� #�	���
 ��� ���
������� ���	��	 ���� ��
�
�� ����� ���	
��� � �� ����	����

� ��� ��� ���� ����	
�����	��� ������ ����
����� ���������	�� �� �
����� ��
�� ���$� �� �� ��
������ ��� �%� &� '���� y > 0� (��������� �� ������ 
��	������

�� ����� a � b� (b = 2a)� ��	���� ���� ������ �� )��
� �*�+� �� ����� ���	
���
�� �� ���� ����� ���� ��
�

E = Eo cos(ωt− ky)uz

,������
 �� ������ �������� �� �� ������ ��
� ��� 	
�� ����� �������	��� �- λ >> a.
�- λ = 2a. �- λ = 4a�

a

a/2
b

3a Y

X

Z

H

E

/���
� �*�+

� ��� �� �� ������� ����	� �� ����� ����	��� ���� ��
 �� ��������

B = Bo sen(2πy/L) senωtuz

0��
� �� ����� 1& � � ��� ���	����� L ��� �
���� �� ��	2� ��� ����
� ����
	� ��
���� L/2� ���� ������ �� )��
� �*�3� ,������
 �� ������ �������� �� �� ����
��
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H = Ho cos 2π(
t

T
− y

λ
)uz

 � ���������� �� �� ��� �� f = 108 !"� ����� T �� ����� # λ �� ������� ��
���	 �� ���� �� ���� �� ������ ��������� �� ��� L = (3/2)λ� �� ������ �
��� ��������� ��� ����� λ �� ������� �� $���� ��	%	 &������� �� �	�	�	 ��������
�� �� ������	

O

Z

X

YL

L

H

(5/2) ��

������ ��	%

� ��� �� �� ���� �� ������'������ μo # ������������ ε = 4εo �� ������ ���
��� ���������������� ��# ���� �������� �� �� �� �����

E = 10−2 cos(108 π t− k y + π/2)uz ()�

&������� �� �������� k� �� ������� �� ��� λ # �� ���������� �� ���� ��������
H	 �������� �� ������ ���� �'�� �� ��� �� ������� ��� ����� �� ����������
���� �� ����� H� ���� t = 10−6 �	
� ��� �� �� ���� �� ������'������ μo # ������������ ε = 9εo �� ������ ���
��� ���������������� ��#� ���������� �� ���� �������� ���

H = uz10
−2 cos(108πt− ky + π/2)
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�� k � λ � �� ���� ����
���� E� �	��	
��� �� ����� ��	
�

����� �� ��� �� ���
�	
� ��� �����	 �� ������	����� ��	�� �� �	��� �� ���� ����
����

E ���� t = 5× 10−7��
� ��� �	� �	�� ����
����	�
��� ���	� �� ������	��� 108�� �� ������� �	 ��

��������	 ��� ��� � �	 �� ��	� �� �	 ������
���� ������
�� �� ����� �������� ��

���� ����
���� ���	� ���� ���

Ê = 10e−6zux

�������� �� ��	��
�� �� �	�� λ� �� ����
������ ε� �� ����� �������� �� ����

��	�
��� Ĥ � �� ���
�� �� ���	
�	� Ŝ�

� ��� �� ���� ����
���� �� �	� �	�� ����
����	�
��� ���������� ��	����	
�

�	 ���� ������� �� 

Ê = uxEoe
−jkz + ux2Eoe

−j(kz−ϕ)

�������� �� �	
�	����� �� ���� ��	�
��� Ĥ� �������� �� ���
�� �� ���	
�	� Ŝ
� �� ����� ���� < S >�

� ��� �� ���� ����
���� �� �	� �	�� ����
����	�
��� !�� �� ������� �	 ��

���"� ���	� ���� ���

Ê = uxEoe
−jkz + uy2Eoe

−j(kz−ϕ)

#	����� �� 
��� �� ����������$	 �� �� �	��� �������� �� �	
�	����� �� ���� ��%

	�
��� Ĥ � ��
���	�� �� ���
�� �� ���	
�	� Ŝ � �� ����� ���� 〈S〉�
� ���� & ������	���� �� ��
�� �� ������	
� �� ���
� � �	� ����$	 ��$'�� � ��

�����(��� ��� ��	���
�� � ��� ����� ����
���� � ��	�
��� ��	 	���� �	 �� �	
������

)� Ex � By ��	 ��� ����	�	
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�	��	������ ��� ���� ����
���� � ��	�
���

�������	
���� �	 �� (���� �*�+,� -���
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� ���� ��� ���� ����	
�����	��� ����� �� 100 ��� �� �
����� �� �� ��
������
��� ��� �� ������	� ��� ����� ��	�
������� �� ������ ��� ����� ���	
��� ��
�� ���	�� �������
��� ���� 
���
������ � �� ����
 �� Eo = 10 � �� !�� �� �����
����� ������� �� ����
 ������ ��� ����� �� �� ���	� ��"
� �� ��� � ���	��	�
��� ��	�
��
 3 � 
����	���� �� ����
 �� #�#$� �� %� ��
��	������ ��� ����� ��
εo � �� ��
���"������ μo�

&� ��� ��	�� �"	������� '�� ����� ������
 (�� �� ���� �� �
����� �� �� �����
������	�
) *� ���� �+
��	��� �������
 �� ����	��	� �� �	�������� � �� ������	�,
����� ��� ������

� ���� ��� ���� ����	
�����	��� ����
����� ���������	� �� �� ��
������ ux� ��
�
����� �� �� ��
������ ����	��� ��� ��� �� -� �����	�� �� $# � �� �� �
��������
f = 300 ���� %�� ����	��	�� ��� ����� ��� ε = 4εo� μ = μo � γ = 100 (Ω�)−1�
&�	�
����
 ��� ����	��	�� �� �	�������� � ���� (α � β)� �� ���������� ��	
.�����
� �� �
��������� �� ����	
������

� ���� ��� ���� ����� ��
����
���	� ����
����� � ��(���
��� ��� ������ ��
����� ���	
��� �� /� �� ����� �� �� ��
������ ��� ��� 0 �� �� ����� �� ����,
	��� � ��� �
������ %� �
�������� �� �� ���� �� �� $### ��� � �� ��������� ��
���� vph = c/3� -������ (�� ��
� x = 0; t = 0 �� ����� ���	
��� ���� 	���� ���,
�����	� �� �� ��
������ ��� ��� 1� &�	�
����2 a3 %�� ���
������� ��
� �� �����
���	
��� � �� ����� ����	���4 b3 %� ���������� ��
��	�
.�	��� ��� �����4 � c3
%� ���
����� ��
� �� ���	�
 �� 5���	��� �� �� ����� x = 2 ���

� ���� *� ����� ���	
��� �� ��� ���� ����� (�� �� �
����� �� �� ����� ��
����	��� ��

E = 25 e−17x cos(2π · 1010t− 400x)uz

&�	�
����2 a3 *� 	��� �� ����� �� (�� �� 	
�	� 6�����	
���� ������	�
� �����	
���
��� ��(��7�� �
��������34 b3 %� ���������� ��	
.����� ��� �����4 � c3 %� ���
�����
��

���������	� �� ����� ����	��� �

� ���� ��� ���� ����� �����
�� �� 8#9�� � ��� ��� �����	�� �� $## :� �
������ ��"
� ��� ����� �� �������� 6γ = 3,53 · 107 - �3 (�� �� ��
���������
 �
�� ��
������ �� �
���������� %� ����
 ��
	� �� �� ��	����� �� 
�;������ ��
� ��
���� �� �
����� <���� �� ����� �� ��������� &�	�
���� �� �����	�� �� �� ����
	
�����	��� � �� ���	����� (�� 
���

�
� �� �� ����� �� �������� ��	�� �� (�� ��
90% �� �� ��	����� �� �������

� ���	 &�� ����� ������ �����
��� �� �
������ �� �� ����� 
����� ��� �������
��"
� � ��� ����
�� ��� ����� ���	
��� ���

Ê+
1 = 120e−j4πzux
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Ê−2 = 30ej4πzux

���������	 a
 �� ��������� �� ��� ������ b
 �� ���������� ���������� �� �� ������

z > 0 ��� �� ������� �� �������� �� �� ����� � c
 �� ����� � ������� �� z �� ��

��������� [−0,5; 0] �� ��� �� ������ �� �������� ��� ����� �� ������!

� ���� "�� ���� ����� ������� �� �� ������ # ��� ������� ������ ��$�� �� �������

����� ��� ������ ��� �������� # � %! &� ��$�� �������� ��� ���� ������� ��� � ������

� �� ���� �����' ��������� �� ��(�� ε2/ε1 �� �� 10% �� �� ������� �� �� ����

��������� ��	 a
 ����)���� � b
 ����������� � �� ������ %!
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���"�#���!" ��" ��#����� ���������"��

����� �� ���"�#���!"� ���� ���"�(����� �������#� "$����

�"�� �� ���"�#���!"* ��"����� & �������"�� �� �� ��"���

����� ���!" �� �"��� �" �"� ��"�� �� ���"�#���!"* �#����"��� �� �"� ��"���
���+���"�� �� ��,�-�!"� �"��� ��" �$�������

���������'���!" �� �"� �"�� �������"���� �" �"� ��"�� �� ���"�#���!"�

����"��� ���"�#����� �" �"� ��"�� ��" �$�������

� ����� �� �#��.� ���������"���

��������!" �� �#����"���� #����"�� ��"��"�'������ ��#���� & ��/����

�����#��"�� �� ��� ��"��� ��" �$�������
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�	�	 ��
���	��	 
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������� ,#-.� 0�� ����� 	��/�

 ��
���� ��� �� ���� ��������� ��	�� ���� ��	��� ��	�	 	���� ������� ��� ��

�	������� � ��� ��	� 0� ���� ����� 	��/ ��������� ��� ��� ������ �	�������

	� �� ��	 �� ��� 	��/ �������� � ����� 
	����	 �	1	!��	� ��	���� �����	��

0� 	�	���� �	� ���	
� �	 ���������� �	�	 �	�	�
���� 	� ���� ���� ���

�����	�����	� ���	� ��
� ��� 	� 
��� �	 ����������� ��	������� ����� �	

 �	��	����� �������� �	 �����
��� �	 ���	���� ����	 �	 ���������� 	���
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

������ ��	� 
��� � ������������ �� ���� ������� �� ���� �������� �� ���� �����������
�� ���� � ����� ����������� �� ���� � ����� ���������� � �� ���� ������

1� �������	�
 ��	�����
 �	��� �  �

�� �������	� 
� ��	� ����� �� 
�
��� ����������� ��������� ���� ��� �����

���	��� � �����	�� ��� �� �������� � �� ����� 
� �� ���	��� 
� 	����������

����
���� ���	���� 
� ������� �������� ��� �� ��� �� 
����
���� 	������� ����


� �� ����� ejωt� ����
� f = ω/2π �� �������� 
� ������	����� ��� ����	����
� ��
��� ��������� ���������� � ���	����� �� ��� ��� �� ����	�� ����	��� �� ��	��

��
������ ��� �������� 
� ��� ��� 	���� �� �����

∇ · Ê = 0

∇ · Ĥ = 0

∇× Ê = −jωμĤ

∇× Ĥ = jωεÊ
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�� ��	����� � μ �� ���	���
�
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�� � ���
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���� �� ��� �� ������� �� ��������
���

��	��� �� ��
�����
� � ��� �������
�� ���������� ��� �����
����� �� �
����

	� � �����	
�
�� ��
�� ��� ��� ��	��� ���
����� ��� �
��
����� ���
�
���� �

�������� 

!� ��	�� ������
�� ��� ��� ���	�� � ��� �������
�� 	����
����

un × Ê = 0

��� un �� ������ ��
���
� � �� �������
� 	����
�� ����
����

!� ��	�� 	�����
�� ��� ��� �������
�� � 
�"�� �������
��� ���� ��

un · Ĥ = 0

#��� ������ �� ������	� � ��������
�� �������� � �� ��� "�	�� ����

�
���� ��	� ��� � �
	���$� �� �
���	� � �����	
�
�� � ��	� 
����
�� �

��������
�� �� ��� %� ���	�� ����	����� ��� �������� �� ��	�� � �� �������

∇ �� ��� ��	�������� ����������� � ����
��
���

Ê = Êt + Êz = Êt + Êzuz

∇ = ∇t +∇z = ∇t +
∂

∂z
uz

&��
��� �� ������ ���� ����	���
�
��� ��� �����
���� � '��(��� �����

∇t · Êt +
∂Êz

∂z
= 0

)*�+,

∇t · Ĥt +
∂Ĥz

∂z
= 0

∇t × Êt − uz ×∇tÊz + uz × ∂Êt

∂z
= −jωμ

(
Ĥt + Ĥzuz

)
)*�-,

∇t × Ĥt − uz ×∇tĤz + uz × ∂Ĥt

∂z
= jωε

(
Êt + Êzun

)
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����� ����� ���	
	���� ∇t × uz �� (−uz ×∇t) .

��� ��� ��	
��� �����
���� ��� ��� ��� �����
���� �	��
������ �� ������� ��

������ ����� �
��	����	� ��	��
���� ��� �
��
��	�� ������	�� �� �����
����

∇t × Ĥt = jωεÊzuz

�����

∇t × Êt = −jωμĤzuz

�

uz ×∇tĤz − uz × ∂Ĥt

∂z
= −jωεÊt

��� �

uz ×∇tÊz − uz × ∂Êt

∂z
= jωμĤt

!������ �����������	� �� ��� ��� ��	
��� �����
����" �� ���
��� ��
�
��

Êt � Ĥt � ��	��� ��� ��������	�� 	���#������ �� 	$�
��� �� ��� ����
	��
������

%��" �
 ������� �� �� �
��� ��� uz×∂/∂z � ���	
��
����� �� ������� �� jωε
��	������

jωεuz ×∇tÊz − jωεuz × ∂Êt

∂z
= −ω2μεĤt

− ∂

∂z
∇tĤz +

∂2Ĥt

∂z2
= −jωεuz × ∂Êt

∂z

&������ ��� ��� �����
����"

−
(
k2 +

∂2

∂z2

)
Ĥt = jωεuz ×∇tÊz − ∂

∂z
∇tĤz ���'�

����� k = ω2με �� �� ����� �� ���� � ����	��	� �� �������
(� ��� 	����� ��

���� �� �� ���
� �
���

&
 ���
)���� �����
���� �
�
���� � ��
�
����� Ĥt �� ��� ����
���� ��� �"

��	������ �� �
��
��	� �����
(� ��� Êt �� 	$�
��� �� Êz � Ĥz :

(
k2 +

∂2

∂z2

)
Êt = jωμuz ×∇tĤz − ∂

∂z
∇tÊz �����
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��� �
� ����	��� ���	� �
� ����
� ������������� �	 �
�
���
� ���

�
��
������ �
��	��	����� � �
� �	��
�� ������ � ����	� � ����� �
��
�


������ ��� �����	�� � 
��� ���� Êz � Ĥz �������	�������� ���� ���
� ���	�

���
� �� 
����
� ∇t× � ��� �����	
��� ����� � ����� � ���	��
 �� ������ ���

������	
��� ��� �� �����
� !��������(
∇2

t +
∂2

∂z2
+ k2

)
Êz = 0 ���"�

���� Êz� � (
∇2

t +
∂2

∂z2
+ k2

)
Ĥz = 0 ���#�

���� Ĥz

����� �����	
���� $���
 �
� ����� � ����� �
� �� ����
 � ����	� ���� ���
����

�� 	���	���	�� �� ����
 ������
����%�	�
 �� ����������� �	�&��	���� '
��	���

������� (�� �� 
�����	�� �
 ����� �� �������� � �
� ��������
� ��������� ε
� μ� (�� ����� ��� �
����$
��

� �
��	����	�� ���	���
� �� �%�

 � �������	�� � ���	����� � �� �����	��

���"�� '
��	����
� (�� �� �
��
����� z �� ����
 ��%���	�
 �� � �� )
���

Êz(x, y, z) = êz(x, y)Ẑ(z)

���
����� ���� �� )���	�� (�� ����� �� �������	� �� z� �����
�

1

Ẑ

∂2

∂z2
Ẑ = −κ2

����� �
���	
��� �
� �� �	�


Ẑ = e±jκz

� ���� )
���� �� �
��
����� Êz �� ����
 ��%���	�
 �	��� �� �
�

Êz(x, y, z) = êz(x, y)e
±jκz


�� κ �� �� �
������� � ��
�����	�� �� �� �&����

*	 �+�	�
� �� �������	� ����
���� ���
� (�� �� �
��
����� z �� ����


��%���	�
� 	�����	��������� � �� �������	� �
� ��� �

������ �����������

���� ���	��� ���,�
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Ez(x, y, z, t) = �
{
Êze

jωt
}

= �
{
êz(x, y)e

j(ωt∓κz)
}

����� �� ����� 	���� 
����������  �� ��� ��� �� ����� ����� �� � 
��
������

� �� ����� 	��  �� ��� ��� �� ����� ����� �� � ��
��
������� � 
�������

�� �����
��� ����� �� ������� 
�	�����

κ = β − jα

������ β � 
������� �� ��� � α � 
������� �� ����
���� �� ��� �����	� ��

����	����� ������� ��� �������� � 
������� �� ����
��� ���� ��� �� ��� �����

� 
������� �� �����
��� �� ���� �� ������� 	������ �� ����
�����	�� ��


�������� 
�������	�� ����� ��� �������� �� ��
��� κ = β�

 �� ������ �� ���������� �� ������ 
���������	�� ���
	���� �� ����!


����� 
���������������  �� ���� ��������"� �� � ����

��� �� �� z 
��
�������
#� "�� �����	��� � ��������
� 
�� z �� � 
�	������� ����������� ���


	��� � �
�
��� �� ���� $%�&' �� ����
�  ���	

[∇2
t +
(
k2 − β2

)]
êz(x, y) = 0 $%�('

��� 	��	�� ����	������ ���
���  � 
�	������� z ��� 
	�� 	�����
�

��	������� � ��������� �
�
��� �� ���� �� ��
)� 
	��[∇2
t +
(
k2 − β2

)]
ĥz(x, y) = 0 $%�*+'

,�� � ������
��� �� ���� �
�
������ �������� �� 
���� �� 
����
����� ��


������� ��� ���-��	� ������	�� ����	���� �������� �� ���-��	 �� �����
���

�� � ���� �� ����	����� � ��� �� 
�	�������� ����"������ "����� ���

�� ���
��� �� �� �������������� �� ���
��� �� 
�������	�� � ����
��� �� ���

�������� ����� �� z 
��
������ � �������� �� 
���� � ��������
� �� Êz 
��

z� �� ���
�� �� ∂/∂z �� ����"�����  	�������
� ��� �� �
��� −jβ � �� �
�
�����

$%�%' � $%�.' �� �������	� ��

Êt =
1

k2 − β2

(
jωμuz ×∇tĤz − jβ∇tÊz

)
$%�**'
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Ĥt =
1

k2 − β2

(
−jωεuz ×∇tÊz − jβ∇tĤz

)
������
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������
� ���� ���

�� 	
 �	� ��	���� ����� ��	 
� ��
�����	� ����
	� �	 
 	������ �	 ����

�������	 �� 	
 ���� 	
	������������ 	� �� �	��� �������� 	 ���	������ 	�

�	���� 	� ��	��� �	 ���������� ��� 
� ���� �
��� ������ �	��� ���	����

��	 ��
���	� �	 
 	
	����������� ��	�	 	!��	���	 	� �������� �	 ��� �	

���� �
�� �	����	 	
 �	���� �	����
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����$��� �	��
�	� 
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 ���� 	
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���������� ��
$������� �	����	 ���	��������� �	 ���� �
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 ��&����� �	��
� �����	 ��'$��
 ( 	��������� )� ����	����	��� �&� �	���

�

�������	 	� 	������� ������������	� 	��	�$��� �	
 ���� 	
	������������ ��	

��������(� ��
�����	� ����
	�  ��	���� ����
	�� *���� ������������	��  
�

��	 �	������	��� ������ �	��
�� �	� �&����	��	 �	 ��	� �����+
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 ������	��	 
���������
 �	
 ���� 	
������� ���� 
 �	
 ���� ����-

���� ��� ��
�� Ez = Hz = 0�

�� ����������� �������� ���� ����	��,�� �����	 
 ������	��	 
��-

�������
 �	
 ���� 	
������� 	� ��
� Ez = 0�

�� ����������� �������� ���� ����	��,�� �����	 
 ������	��	 
��-

�������
 �	
 ���� �������� 	� ��
� Hz = 0�

�
 ���� ��. ���		 �� 	��	��
 ��������� ��� ��'	�	��	� �,��	� ��&����� (

����	���
	�� #�� �� 
�� ��������(	 	
 ���� �������
 �	 ��������� 	� 
$�	�

�	 ���������� '����� ��� ��� ���������	�  ��(� 	������ �	����	��� 	
 �	���

�	
 �	� (� ��� ���� 
��� �� ��	�	 �������	 	� 	��������� ��������������

���� 
 ��$ �	 ����� �
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���
��� �� �����
�
�� ��� ����� ��
������
��� �Ez = 0;Hz = 0�� ����
���

uz × ∂Ĥt

∂z
= −jωεÊt

−uz × ∂Êt

∂z
= jωμĤt

��� ������ ��������� ����
��
�� �
� �������
 �� �
�� ���� Êt � Ĥt

∂2Êt
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+ k2Êt = 0

� ������ �
 ��� ��� �  ������ �� ��������

β2 = k2

��� �� �
 ���� ��� �
 �
 ����� �� ���
����
 ��
������
�� ���� �� ��!

�� ��
��
�� �� ����������
 ��� ��
��"� �� �
�� �
 �
 ����� ��������� ��
 ��

���� ��������"���� ��#�������
#�����

$���%� �� &��&� �� ��� 
� �'���
 �����
�
�� ��
������
��� ��� �����

����������
#���� ��
����� ��
��
�� �
 ���
�� �� �������
� ���(� � ���)� � ��

�����
�� �'�����
� ���� Êt
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uz × Ĥt = −

(μ
ε

)1/2
uz × Ĥt
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����������	 �� ������� � Î(z) ���� �	� �� ������� ����$� � �	������	 �'��


��	�� 	#��
	�

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



���������	
 ������ ��
��� �� ���
�����	


d2V̂ (z)

dz2
+ κ2V̂ (z) = 0 ������

��	
κ2 = − (R+ jωL) (G+ jωC) ����
�

�� �������� �� ����� ������ ��� �	��������	�� ��� �������	��� ����	����
��� Î(z)
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���� �����	���
	� �� � ���� ���� ���
����
��� ��� ��	�� 	!� ����
��

4.1� �������	� �� ��� ����� �� �
���	�	��

�� ���������� �� �� ���
�� � � �������
� ���
����� ��� ���� �� �������
��

(V +
o , I+o ) � (V −o , I−o ) �������������
��  �� ���� ��� �� ������ �� 	���

���
���� ��� ��� �� �"�� ����� �� 	���
���� �� �������
� ��
!� ��������� ���

�� �������������
�� 	���
���� �� ���
��� ����
��	��
�� �� �� � ������� #$�%$&

���
�
��	�� � �'������� �� �� ���
�� � ������	�� Î(z) ��
���	��

Î(z) = − jκ

R+ jωL

[
V +
o e−jκz − V −o e+jκz

]
� 
������� �� ����
 � �'������� �� κ� ��
���	��

Î(z) =

√
G+ jωC

R+ jωL

[
V +
o e−jκz − V −o e+jκz

]
���� ��(��	�� � 	������	� �� ��� ����� �� �
���	�	�� �� �� ���
� z

��	� �� ������
� ��
�� �� ���
�� � � �������
� �� ��� ���
�� ��
� ��

Z(z) =
V̂ (z)

Î(z)
#$�)*&

+��������	�� "�� �� ��� ��
����� �� �� ���� ������	�� ��	��
� ���

�� �'
��	� � ��	�����(��� �� � ��������� ����
�� ��� ��� �� �� ��
 ���� ����

�� ������! � ��� ��������� � ��� �� "� ����,� ���	��
� ��� ����� � ��
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� �� ��������� ���
� �� �� ����� �������

���� ��� �� ������
� ���������

V̂ (z) = V +
o e−jκz

�

Î(z) = I+o e−jκz =

√
G+ jωC

R+ jωL
V +
o e−jκz

� �� ���������� �� �� ����� ���

Zo =
V (z)

I(z)
=

V +
o

I+o

���� ����� �

Zo =

√
R+ jωL

G+ jωC
������

	
� ���
���� � �������� ���������� ��	��
�	��
��� �� � �����  ��� ��!

��" � �����������
� �� z � #�������
� ������� �� �� ������
�� ��� �����!

���$�� �� ������ %� �
� &����" � ���
��� �� ����� �� �� ���
� ���������� �

�����
��� ��� ���������� ����� � Zo" �� ����� � ������
��� ���� � &���� ��!

��'����� ( ���)� �� �
�� ����" � ���������� ��	��
�	��
��� �� ��� ����� �

������� ��� �������� �� �� ��
���� �� �� ���� �*��*� 
��� �� ������� �������
�

� �� �� ����� � ����������

+�������� �� ��$�������
� ������� �� �� ����*� ���� ���� ��� ���� ��� �

������� �� ��� ����� �������'���� �� �� ��������� ����
��� ��� ��� , ������� �

�� ��������

Zo =
V −o
I−o

=

√
R+ jωL

G+ jωC

��� 
��
�" ������� ������� �� �������
� �� ��������� ���
� �� ��� ����� ��!

����
� �� ��������

Î(z) =
V +
o

Zo
e−jκz − V −o

Zo
e+jκz ����-�

�� �����

I+o =
V +
o

Zo
y I−o =

V −o
Zo

� �����" ��� ��$ ��
�������� �� �����
��� �� ���
��� V +
o � V −o " �� �� �������
�

I+o � I−o � ������� � ���
�� �� �� ������� � �� �� ���������� �����
���
��� ��

�� �����" Zo�
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Z
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��� � ����������� � �������� lo �������� ���

�� ����� � �� ������� � ��� � ���� � ��� ����� ZL

�� �� ����	
�� ��� ���
�
���� � ��������
�� ����� �	���
���� ��� ��


������
� � ������ ���
� � ��	�� �� ����� ����
�� � ���
���� �	
�
���� l = −z
� �����
��� �� ��
��� ���	����	� �� �� ������ 	�� ���� �� �� ��������	�� �� ��

����� ���� �  ���� ��� ��� l ����
��	�� ��� ���
� �� ���������

4.2� ��������	� 
� �������

!��� �����	��
��� �� ��������
�� � �� ����� � �� �"��� ����� 
�	����
��� ��

��������	� 
� �������� ���
� ���� �� ���
��	� ��	�� �� ��#�� ��$���� �


��
��	�

ρ̂(z) =
V̂ −(z)
V̂ +(z)

%��&�'

��	� �����
��	� ���� �� ������� �������� � �� ���
��
�� ��� �� ���
�
��� 	�(

�
��� �� ����	� �� �)����
�� %��&*' ���� ��� ���� 
��
��	� � ��$����� ��	�

�	���
��� ���

ρ̂(z) =
V −o
V +
o

ej2κz %��&+'

�� 	,��
��� � �� ���
���� l ��� �
� �� 
�	���
� ��� �� �����

ρ̂(l) =
V −o
V +
o

e−j2κl
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�������� �� ����	
 �
 �������� �����
� 
�
 κ = β − jα� 	������

ρ̂(l) =
V −o
V +
o

e−2αle−j2βl

�� ������ �� ������ ��� ��������	� �� �������� ��������� ��� �
 ���	
���
 
 �


�
��
 ����� e−2αl� �� �� ��	� ����� �� �����	
 �
 �
��
� l = 0 	��������

ρ̂L(z) =
V −o
V +
o

� �� 	
�	�� 	
����� ������ �����
� �� ��������	� �� �������� �� ��
������

��	� l �� �
 ����
 ����

ρ̂(l) = ρ̂Le
−j2κl ��� !"

������ ρ̂L, �� #
��� �� ρ̂ �� l = 0, �� ������ �� ��������	� �� �������� �� �
 �
��
�

$
��� 
 ��	���� ��
 �������� ��� ��������	� �� �������� �� %������ �� �
�

����
���
� ��� �
�
�	���&
� �
 ����
� �������� �� ����	
 �
� ���������� ��� '"

� ��� ("� � �
 ��������� �� ����
���
 �� �
 ����
 �� �� ��	�� 	������

Z(z) = Zo
V +
o e−jκz + V −o e+jκz

V +
o e−jκz − V −o e+jκz

�� ��#������ �����
��� � �������
��� �� V +
o e−jκz � 	������ �� ����	
 �
 ��)

������ 
�
 �� ��������	� �� ��������� ��	������

Z(z) = Zo
1 + ρ̂

1− ρ̂
��� *"

�� �
 �+�	��
� ��
��� �� 	�
�
,
 ��� ����
� �� 	�
�������� �� ���
� ������ ��


���������� �	
�������� ��� #���� �
�
 ��

ZN =
Z

Zo

������ Zo �
 ����
���
 �
�
�	����	��
 �� �
 ����
� -���� ��	�� �
 �������� 
�	�����

����


ZN (z) =
1 + ρ̂

1− ρ̂
���./"

0���,
��� ρ̂ ��	������ ��
 �������� 
�
 �� ��������	� �� �������� �� %������

�� �
� ����
���
� �� �
 ����


ρ̂ =
ZN − 1

ZN + 1
���.'"
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��������	
������ ��

�� �������	���
��� ���� �	 ����� ����� � ���� 	� ������

ZLN =
1 + ρ̂L
1− ρ̂L

������

� �	 ���������� �� �������� ����� ���� ���

ρ̂L =
ZLN − 1

ZLN + 1
������

�� ���� ��� ��� ����� �� ����	��� � 	� 	!��� �� ��������� � � ������� ���

ZL = Zo ����� ��� �� ��� ��� �� "�#� ��������� ρL = 0� $��� ��������� ��

�����% �� 	� ��������&

'������� �#������ (�� ������� ��� ���������� �� ����� �������� ZL = ∞
) ��� ����� ρ = 1� "�) �������� ����	 ) 	� �*�	 ����+��� �� �� ,�� ��� 	�

�*�	 ����������

'������������� (�� ������� ��� ���������� �� ����� ��	�� ZL = 0 ) ���

����� ρ = −1� "�) �������� ����	 ���� 	� �*�	 ����+��� �� �� ��������

�� ,�� ��� 	� �*�	 ����������

4.3� ������ �� 	
�������� ��� ��
�����

'��� "��� ���� "��� ���!� ��� 	!��� �� ��������� � ���������
� ���

�� ��� ����� ,���������	�� � �������� �� ����������� κ ) � ����������

��������!���� Zo� -�#� ��������� �������� �� 	� ,��������� �� 	� �*�	 ) ��

	� ��� ����� �	%������ �� 	� 	!��� �R, L, G ) C�� (� �	 ��� �� ��� 	!��� ��

�%����� �� 	� ��� ������ ��������� R = 0 ) G = 0� ��#� ��� ����� ��

���	� ) ����� 	� �������� ��	���

κ = β = w
√
LC

)

Zo =

√
L

C
≡ Ro ����.�

/� ��	������ �� ,�� ���� ��� 	!��� �� ��� ���� ����� ���� ���

vph =
β

ω
=

1√
LC
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�� ���� �� �	���� � �� �	����
� �� 	���
�
 �����������
� �� ������

� ������ � ������


V̂ (z) = V +
o e−jβz + V −o e+jβz

������

� �� �	�����
� �� ������ 
 ���� �
� �!
�� ��
 �"������ ���
� ���	 �	�

ρ̂(l) =
V −o
V +
o

e−j2βl

#� �
�����	 �	���	��� $��% �
 ��� ���	% �� �	�����
� �� ������ 
 ���!� �


&��� ���	 �� � ���	 �����
��� �	
��
� � �	 ���'	 �� �� �!
��� #
 �	� ������	�

��'���
�� �	
���������	� �!
��� �� ��
����� 
 ��
 �"������ � �� �
�� ��� ��� ��

������( � ���	 �� ������
	 �� ��� �!
��� �	
 �"�������

��������� �� �	
�����	���� ���

)
� �!
�� �� ������� 
 �� ������
��� �������!���� Zo = 100Ω ��( �	*


����� � �
� ���'� �	������ �	� �
� ������
��� �
 ����� �� 30Ω �	
 �


�	
��
���	� �� �+�,� -�����
�� �� �	�����
� �� ������ 
 �
 �� ���'� ����

�
� ��.�� �� � /01�

���	���

�� ������
��� �� �� ���'� ���(

ZL = R− j

ωC
= 30− j

2π109 × 10 · 10−12 = 30− j15,9Ω

� �� ������
��� �� ���'� 
	�����1��� ��

�� �	�����
� �� ������ 
 ���(

ρ̂L =
ZLN − 1

ZLN + 1
=

−0,7− j0,16

1,3− j0,16
= − 0,72 ej0,23

1,31 ej0,123
= −0,55 ej0,11

Î(z) =
Vo

+

Zo
e−jβz +

Vo
−

Zo
e+jβz

ZLN =
Z − L

Zo
= 0,3− j0,16
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�������� �� ����	
 ��� �� ���� ���� �����
�� 
 e−jπ� 	����� ��
����	�

ρ̂L = 0,55 e−j3,03

� ������ �� ������ � �
 �
� ��� ��������	� �� �������� �� �
 �
��
 ��

ρL = |ρ̂L| = 0,55 y θL = −3,03 �
� = −173,8o

5� �������������	
 �� �� 
�� ������
���� �


�
� ��
�� �� ���
�����	


���� �
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��� �
 ��������� �
�
 ��� ��� !" ���	�	���� ��#

�
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 �
� ���
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�� 
 �
 ���#

�
���� �� ��
 ���
 �	
����
��
� �� �	� 
�
�	
�� �
�� �
�
�	���$
� �	
 ���


�	
����
��
 � �
�
 ���� �%	������� �� ��
��
�
 �� ���	
&� � ��	����
� �����#

�������	� 
 ��
 ���
 �	
����
��
 �� �����
��

'
�	����� �� �
 ��������� ��� !" � 	������� �� ����	
 �
 ��������� ��� ���#

�����	� �� �������� �� �� ���	� �� �
 �(��
 �� ������� ��� ��������	� �� ��������

�� �
 �
��
� ������ ����%��

V̂ (z) = V +
o e−jβz

[
1 + ρ̂Le

j2βz
]

��� �"

Î(z) =
V +
o

Zo
e−jβz

[
1− ρ̂Le

j2βz
]

����� Zo � ��
� � ρ̂L � �� �)���� ������&�� �� ������ ���	
�	� � �
� �
�


��� θL� *
�� 
 �
����
� �� ������ �� �	� �
���� '
�
 �� ���	
&� 	�����

V 2(z) =
∣∣∣V̂ (z)

∣∣∣2 = V̂ (z)V̂ ∗(z)

= V +
o e−jβz

[
1 + ρ̂Le

j2βz
] (

V +
o

)∗
ejβz

[
1 + ρ̂∗Le

−j2βz
]

=
∣∣V +

o

∣∣2 {1 + ρ2 + 2ρ cos (2βz + θL)
}

����� � �
 	����� �� ����	
 ��� |ρ̂L| = ρ � ���	
�	� �
�
 ��
 �(��
 �� �+����
�

'�� 	
�	� 	�����
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2βz + θL = 2nπ
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|Vmáx|
|Vmı́n| ������
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V (z) =
∣∣V +

o

∣∣√1 + ρ2 + 2ρ cos (−2βl + θL)
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(ZLN + 1) + (ZLN − 1)e−j2βl

(ZLN + 1)− (ZLN − 1)e−j2βl

=
ZL cosβl + jZo senβl

Zo cosβl + jZL senβl

=
ZL + jZo tanβl

Zo + jZL tanβl
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ZL + jZo tanβlo
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V̂in = ÎinZin
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Îin =
V̂g

Zg + Zin
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V̂in = V̂g
Zin

Zg + Zin
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l = lo

V̂in = V +
o ejβlo [1 + ρ̂(lo)] = V +

o

[
ejβlo + ρ̂Le

−jβlo
]
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�
��� 
�#
� �$	������� ! ���	��
��� V +
o � �#������� ��
������

V +
o = V̂g

Zin

Zg + Zin

(
1

ejβlo + ρ̂Le−jβlo

)
����%�

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

���� �������	
 �
����� �� �
������ 	� ��� ������
��� 	� 
�	� 	� �� ����� 	�

����������� ��� ��	�	��� �
�
 ���
�	����
�� ������
� 	� �����
 ���
�������

V +
o � V −o � I+o � I−o � ����
 ���
�����
� ��� ��� ������	�� 	� �� �
������� �� �����

��
����� �
� ��� 	� �
����� � ������ 	� �� ���	����� �������������� 	� �� ������

Zo = V +
o /I+o = V −o /I−o � ��� �	������� �� ������ �� �
�	����� 	� ��� �� �����

������� �� ��� ������ ���
� ������
��	
 ��� ������	�� 	� �
����� ����� �� ���

	����� �� �
� ������ 	� ��!�"���� # 
� $����
� �� �"�������� 	� �� ������	
� ��

�� �"����
 ����
� 	� �� ������ �
� ������ 
������ V +
o �

6� �������	 �
	������	 �� ��	 ����	 ��� ��
�	�

%���� ���� ���
� ����	��	
 �� �
����� # �� �
������� � �
 ����
 	� ��� ����� 	�

������������ & �
���������� �"��������
� �� 
������ ���������	� 
� �� ������

�
�
 ����� ����	
 ������ �� ������� ��������
� ��'���� ��������� �
� �� ����


# 
� ����
 �
� ��������� ��� ��� �� 
������ ������������ �� 
������ �
��	�


�����
���	�� ���
 ��
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V̂ · Î∗

}
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1− ρ2
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ρ̂L =
ZL − Zo

ZL + Zo
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ρ̂L =
50 + j100− 100

50 + j100 + 100
=

5 + j40
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ρ2 = 0,80
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〈P r〉 = ρ2
〈
P i
〉
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 ����	 〈P r〉
〈P i〉 = ρ2 = 0,80
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RN + jXN =
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�� ��	������ �� �
 ����� �� ������� ��
 �����

������ ������� ��� ��	����� ����
 ���� ���

Yo = Y1 + Y2 = (1 + jb)− jb = 1

� ���

Yo = Y ′1 + Y ′2 = (1− jb) + jb = 1

�� ����� ��� ��	����� ���	�
���� ���
 � 
� ������ ��� 
� ���
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�� �� ��
������ ��
 ����������  
� 
������ �� ����� (d, l)  (d′, l′), 	������
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�� �� ������� ������� 
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�� ��� ���� �� 
���������� �� ��	������� �����
���
��� Zo =
100Ω ��� 
������ �� ��� ��	������� �� ����� ZL = 50− j100 ������
� ��

���
�������� �� ���
�������
�� ��
������ �� 	������� �� ��� ��� ��� �������

�� ���
�������� � �� �����
�� ��� ������
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�� 	����� ����� ��
��������� �� ��	������� �� ����� �����������

ZLN = 0,5− j

� �� ����������� ����� �� ���
�� ����� �� ����� �� !� �� 	��
� ����
���� ���"

	��
� ��� ������ �������
�� �� ����
����� �� ������ ��� ��

YLN = 0,4 + j0,8

� � �� ��� ������	���� �� �����
 θL = 0,112λ� # ���
�������� ��� ���	��"

����� ����� �� ��������� ���
� ��
�����
�� �� ������$������� g = 1 �� ��� ���

	��
�� 	�������

Y1 = 1 + j1,6 ��� θ1 = 0,178λ

�

Y ′1 = 1− j1,6 ��� θ′1 = 0,322λ

�� ��
� ������� ��
��������� ��� ��� 	������� 	��������� ��� ���
��������

d = θ1 − θL = 0,178λ− 0,112λ = 0,066λ

�

d′ = θ′1 − θL = 0,321λ− 0,112λ = 0,209λ

%��� �������� �� �����
�� �� ��� ���
���������� 	��������� �� �� �������
�

$����& ����� �� 	��
� C ������	������
� � ����
����� �����
�� ��� ���	����"

��� ����� �� ��������� ���
� �� 	��
� �� ����
����� Y2 = −j1,6� �� �����


������	������
� � ��
� ����
����� 	��	������� �� �����
�� l ��� ���
��������
��� ��� ��� ������� � �� ���
����� d �� �� ������ �� ����
�� ����

l = 0,089λ
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����� �� ��� ��������� �� 	���� ������������� �������� � ��� ��������� d � d+D
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��� ����������� �� 	�� ������������� �� �	 ����� �� �������� ��� 	� 	����

�� �

Y1 = jb1 � Y2 = jb2

!	 ���� ���� �� ��	���� 	� ���������� �� 	� ����� YLN � 	� ��������� d "����

�	 ������� ���������� 	� ���������� #�� ���������� �� Y3 = g3 + jb3�

�� ������� ��	 ���� ����������� ����$��� ���� ���������� �� ���

Y4 = Y3 + Y1 = g4 + jb4 = g3 + jb3 + jb1

#�� �� ������� �� 	� �����$������ GN = g4� %������� #�� �	��� ��� ����&

������ Y4 ��	 #�� �	 ��� 	� ��������� D ����� ���� 	� �����$������ GN = 1�
�������� �������� �� �	 ����� 2 �� 	� 	���� ��� ���������� �� 	� $���

Y5 = 1 + jb5

�� 	������� ��	 ������� ����������� �� ���������� Y2 ���� �� ��	 #�� 	� ����

������� 	� ���������� Yo = 1 	������ ��� 	� �����������

!	 ���	��� ����� �� ������� 	� ���������� Y4 ��������� !	 ������������

#�� �� ������ �������� �� 	� 
��� ���'� �������� �� ��� 	� �����$������ GN = 1
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��
�����
����� ��
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�����
����� GN = g4 ��� �
���
����� �� ������ �

� � ��� ��� ������� ��������� ��
� Y4. ���	������� � ��
� ��������� �� ������

A′ � B′ ��� ��� �� ��������� ��

������������ � Y5. ���� ��� ��
���� ������


�� ����������� �� �� �����������
�� jb1 � jb2 � 	��
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��������� �� �	
�����	���� ���

�� ������� �� 	� ��
�� ����������� ��� D = λ/8 �� ���������	���� �������

���� ������� 	�� ����� ZL = 50+j100 Ω� ���	��� � 	�� ��������� d = λ/8 ��
	�� ����� �� ����������� �� ���������� �������������� Zo = 100 Ω. ���������
��� ������	��� ��� ������ l1 � l2 �� ��� ������������� ���� ������ ������

���������

���	���

��� ����������� �� �� ����� �� ����� �� �	������ �� �� ��	�� �� �� �� ������

�	���� ������� ����� �� ����� !������� �����������" �� ����	�� GN = 1 	��

��������� ��	�� � �� ���������� ����� ��� �������������� D� # ������	������

������������� �� ���������� ���������� �� �� ����� �� �����

ZLN = 0,5 + j

� ������������ �� ���������� ��������������� !$	� �� �� �	��� ���%�����

�������� ��� ������"

YLN = 0,4− j0,8 ��� θL = 0,385λ

&���	%� ����������� ����� �� ��������� !������� �������" YLN 	�� ���������

d = 0,125λ � �
������� �� ���������� Y3

Y3 = 0,23 + j0,06 ��� θ3 = 0,010λ

'	���� $	� �� ����	������� �� Y3 �� g = 0,23� �� ������������ �� �� ����	�(

�������� �� ����	������� ��������� GN = 0,23 ��� �� ����	�� �����������

������� G′N = 1� ��� ����������� ��� ����
��� ������� �� Y4

Y ′4 = 0,23 + j0,36

Y ′′4 = 0,23 + j1,62
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 ��	������ ��� �������� ������� ���� ����� ������	���

Y ′4 = Y3 + jb′1 ⇒ jb′1 = Y ′4 − Y3 = j0,30

Y ′′4 = Y3 + jb′′1 ⇒ jb′′1 = Y ′′4 − Y3 = j1,56

����	�� ����� ������	���� �	 �� ����� �� ����� ������� ����	�� ��� �����

���� ��	����� ���� �� ������ ��	��	������ ��������	��	�� ����� �� ��	������

����� �� �	�� C �� ������	��� �	�	��� ����� �� �	�� ��	�� �� �����	 �����

��������

l′1 = 0,296λ

l′′1 = 0,409λ

��������	��
 �������� � ��������� ����� �� ��	������ ��� ������	���� Y ′4
� Y ′′4 	� �����	��� ���� � �� ���������	 D �	��� ��� ��	��	�������� �
 ��

����� ���� �������� ����� �� ����	����	��� GN = 1�  �� ��� �	��� ��
�	���������	 	�� ���������	�	 ��� �������� ������� ���� Y5 � ��� ��	��
 ���
�������� ������� ���� �� ������	��� ��� ���	�� ��	��	������

Y ′5 = 1 + j1,8 ⇒ jb′2 = −j1,8

Y ′′5 = 1− j3,6 ⇒ jb′′2 = j3,6

! ��� ��	������ ����������� ��	

l′2 = 0,081λ

l′′2 = 0,457λ

"	 �����	
 ��� ��� ������������� �� ������� �� ����� ���� ��	 �� �����
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κ = β − jα
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β ≈ ω
√
LC

α ≈ 1

2

√
LC

(
R

L
+

G

C

)
� �� �
 ��
��� 	� �� ��
���
�� 	� ���
�����
 α ���	� !���� �
 �� ��������
 	��

!������ � �� ����� 	� �� �
��

V̂ (z) = V +
o e−αze−jβz + V −o eαzejβz

"��� �� !����� �� ��������
 	�� �������
�� 	� �� ����
 �
 �� ���� ��
���� �������

���

ρ̂ =
V −o
V +
o
e−2αle−2jβl

�� 	����� � 	�����
��� 	�� ���� ��
 ���	�	��� �� ��	��� 	�� �������
�� 	� �� ����
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$
 �� ����� %�&' �� ������� �
 ������� ����� 	� �
	� �������
���� �
 �
�

�
�� 	� ���	�	�� ��	���� �� �����!� ��� � ��	�	� ��� 
�� �������� 	� �� �����
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��� 	����
���
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�� �������� ������
����
�� 	� �� ������ 	���	� � ���
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V(l)

l
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��� ���
������ ��� �
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	� ��	
	 �� ���

〈P 〉 =
1

2
�
(
V̂ · Î∗

)
=

1

2
�
{[

V +
o e−jβze−αz + V −o ejβ

′zeαz
]

[(
V +
o

)∗
ejβze−αz − (V −o )∗ e−jβ′zeαz

]
Y ∗o
}

��	��
�� ���	
	��� �� �����	
�	 	���	���


〈P 〉 =
1

2
�
{
Y ∗o
∣∣V +

o

∣∣2 e−2αz − Y ∗o
∣∣V −o ∣∣2 e2αz}

+
1

2
�
{
Y ∗o
[
V +
o

(
V −o
)
e−j2βz − (V +

o

)
V −o ej2βz

]}
�� ��� � ���� ��
 ��! �	��	"�� ��	��� ��
��	��� ��	 �� �����
��� ������
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� ����
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��� 	 ��� ���	
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�� �
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! �	$	����

〈P 〉 = 1

2
Yo
∣∣V +

o

∣∣2 e−2αz [1− ρ2
]
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〈P 〉 = 1

2
Go

∣∣V +
o

∣∣2 e−2αz [1− ρ2 + 2
Bo

Go
� (ρ̂∗)

]
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"� 	���� �� ����# ���� ��
�� ���� �
 �� 	�� �� ��
�� 	�
 �������� ����

���� � ��� �
 ��$��%�� ��
 �������� �� ������
��	��
 �� ρ̂ �� 
� ��& �
�

	��	�
'���
	��� �
� $�� ��	��	��& �����
�� �
� ������� � ������ $�� 
� ��� ���

�� �� 	����� (��	����
�� ��� ��	����
�� ����� �����)��� �
 �� ������ �� α
�����
�� �� �������
�	��
 �� �� ��)�
 �� �
�� ���	��
���� S �
 ��
�� ����
��

�� �� ��
���

*��	��
����
�� �� ��
�� ���
�
 �������� ���� ��� �
 ��$��%� �� ��
���

$�� � �� '��	��
	�� �� �����	��
 �� 	�
������ (R/ωL) � (G/ωC) �
 ���

�
'������ � �� �
����� +
 ��� ����	��
� �� ������
	�� 	���	������	� �� �� ��
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� ����� ������� �
 �� '����

Zo ≈
√

L

C

[1− jR/(2ωL)]1/2

[1− jG/(2ωC)]1/2

�� ����������� �� 
�������� � �� ��
���
���� �� ��� �������
� 
� $������
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 �� �� ������� �����
� �� 	��� ��������� � ��	��
���)���� ����
���

Zo ≈ Ro

([
1 +

RG

4ω2LC

]
+ j

[
G

2ωC
− R

2ωL

])
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�� $�� �� �������� 	��
�� �
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 �����

� �
 �����
� ���	��
�� �� ���
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 �
 �� ����� ���� �� Zo � ����
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���

�� �����	��
 �� �
� 	����
�
�� �����
���� �� ������ ����
� *��	��
����
���

�
 ���
����
� � ����� ����
	��� ��� 	���� ������
�� ��	�� �� 	����
�
��

�� ������� ��	���� � �� 	�
��	��!���� -
��� ��� 	����� R/ωL, � ������� �
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�
�� �� ������� ������ � �� 	�
��	��
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	�� � �
 �
 �����
 ���	���� �� '��	��
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	���	��
 ��� �����
� �����
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G

C
=

R

L
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κ2 = − (R+ jωL) (G+ jωC) = ω2LC

(
1− j

R

ωL

)(
1− j

G

ωC

)
� �
������ � ��������� ��
������ ������� ������� �� �������� 
�� ����� ��� �

��� �������

κ = ω
√
LC

(
1− j

R

ωL

)
!��������� κ �� ��� ���
������� ��� � ����������

κ = β − jα

�� �������� �� ���������� 	����� 
��� ����� ���
�������

β = ω
√
LC

α =
√
RG
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��
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vph =
ω

β
=

1√
LC
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 ���������� �������� � ��� "��� ��� � ���� ��� 
������������ ����	����� � ���
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" �� ������ �� �� ����� ��
� ��� ��
�� �L = 100Ω� #�$��� %�� ��� ������� ��

��� �!�� �� ���
������� � ��&�� �� 
�'�� �� ���� ��	�����
� ��

��������	��

S� ���	� �� ���� ��
� ��� ��� ��
��� �����	��( ��
	��
��	�� �
��	� �%�
	��

200Ω� 50Ω� j100Ω � (80 + j60)Ω

%� )��� ���
�� ��
 �� 
���'���� �
��	�� �� ��� ��� ��	���� �	�'���� ��


�!������ 	
�'�� ��%
��	�� �� �� ���� �����*

�� +�
&�� �� �� ��
	� �� #�	, ��� ���	�� ����	�� &�� ��

�������� � ��� ���

��
��� ��	�
�
��� ������� �� �������	� �� 
������ -������ � .����

� ��� #� ����� ����	�
 ��� ��
�� ZL = (800+j300)Ω �� ��� ����� �� 	
�������

�� Zo = 400Ω &�� 	
����	� ��� ��$�� �� ����	�� �� ���� λ = 1, 5 � ��� ��

��	��'���
 �� ��
	��
��	�� /�	�
���
 ��� ����	���� l ��� ��	��'���
 � ���

��

��������	�� ����
������ d �� �� ��
�� &�� ,���� ���%�� �� �������

� ��� 0�� ����� �� 	
������� �� �������� ��
��	�
��	�� Zo = 50Ω �� ��
��

��� ��� �������� ���������� ZL� +����	� �� ��%�� ��	��'���
 �� ��
	�1

�
��	�� �� ��� �� ���
� ��� ����	���� ��
.��	� ������ ��� ����	���� �� ���

��	��'���
�� ��� l1 = 0, 114λ � l2 = 0, 414λ� 2� ����
���� ��	
� ��� ����� ��

D = 0, 375λ � �� ��
�� �� ������	
� � ��� ��	���� d = 0, 2λ ��� ��%�� ��	��1
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 ��  ���
 �� �� �������� �� ��
��� %�/�	�
���
 � ���	�
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� ��
 ��  ���
�� ��
� l1 � l2 ��� �� &�� �� ���
� �� �������

� ��� #� ����� ����	�
 ��� ��
�� ZL = (300 + j200) Ω � ��� ����� �� 	
����1
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��	�
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	��
��	��� �� �������� ��
��	�1
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�
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� ��� &� �� ������ A �� �� ����� �� 	
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���� �� ��������
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��	�� �o = 100Ω '�� �� ����	
� �� �� "��
� &(�) �� ����� ��� ���"���	�
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�#���� �� ���	�$� �� ρ = 1/3∠−90o. � �� ��
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λ/8 �� �� � ��	
��� ��� �������� �L ��

� �� ������ �� �	�!���� *������	�
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b = 1,02 �


�� ����	���� �� �������� �� �� ����� �� �� ����	���� �� ������ ���� ��

f = 2fc = 32,2 ��� ⇒ ω = 2πf = 202,32 · 109 �����

� �� ��������� �� ����������

β =
ω

c

√
1−
(
fc
f

)2

�	���	����� ��� ������ ������
�� ���� �� ��������� �� ���������� �� �����

β = 584,03 
−1

� �� �����	� �� ���� ������� ����

λ′ =
2π

β
= 1,08 �


�� �������� �� ���� ��

vph =
ω

β
= 3,46 · 108 
��

� �� 
������� ���������

ZTM11 = Zo

√
1−
(
fc
f

)2

��� Zo �� 
������� ��������� ��� ����� Zo = 120πΩ�  � ����� ������� ��

ZTM11 = 103,9πΩ
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��	����� ���������(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r

∂2

∂ϕ2
+ k2c

)
êz = 0

� 
��� 	��� � ����
�� ���� ĥz�

��
	�	�
� �	 !
��� 
���	���	��	 ����
�� � 
�
 �
 "���
� ���� �� ����

�	��������� #�����
� 	� ���
�
 �	 �	����� � �	 �������	�� $
����	����


êz(r, ϕ) = R̂(r)F̂ (ϕ)


��	�	�
� ��� �����	��	� 	���
�	� �	 ��� %��� �������	

1

F̂

d2F̂

dϕ2
= −n2
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dρ2
+

1

ρ

dR̂

dρ
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ρ2

)
R̂ = 0
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 �	��� �	��� 	� �����	
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ρ = kcr
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	 �
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�����

F̂ = Ane
±jnϕ
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� n ��	
	 ��	 �	� �
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 ��	 �	�
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 ϕ � ϕ+ 2π�
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�� 	
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�� �� �
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 ��� ��
���
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	��	��	� Jn(ρ) � Nn(ρ)�  	 	���� ��� ��
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êzn = EoJn (kcr) e
jnϕ $%�&'(

� ���� ������� ���� ĥz
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	� ��� �����	� �	 kc,n �	
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�����
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��
���
� ���� � ���� �
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���

êz|r=a = 0 ⇒ Jn (kc,na) = 0

����� ��	
� ��� ��
���
	� Jn ���		
 ������������� �	 �	��� � 	��� �	����	 ����
���� �� ��
����
 �	 ��
���
� 	
 r = a� ,� �������� pnm �� ��+���� �	�� �	 ��
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ênmz = Eo Jn

(
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r

a

)
ejnϕ ������
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Ênm
z = ênmz (r, ϕ) e−jβz = Eo Jn

(
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r

a

)
ejnϕe−jβz
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Ênm
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Jne

jnϕe−jβz

Ĥnm
ϕ =

Ênm
r
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Ĥnm
r = − Ênm

ϕ
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J ′n =
∂Jn
∂r

�

ZTM =
β

k

√
μ

ε
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jnϕ

� ��������	 �� ���
����� 
� �������� �� ��	 ����
�	 
� �� ���� ��� ����� �	

∂ĥz
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HoJ
′
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m\n � � � �
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n(x)

3.1� ���� �����	
���� 
� ��� ��� ����������

� ��� ������ ��� � ��� �� �������� ��� �������� ����� pnm � p′nm �� �� �����

��  ����� Jn � �� ����!��� J ′n� "������ �����!�� #�� �� !���� �� x ���� �� #�� ��
������ �� ������ ���� �� p′11 = 1, 84118 ��� �� #�� �� ���� ��������� � ��
$�%� ���%����� �� �� &�11�

TE01

TM11

TE

0 1 2

TETM

� ���c c 11)

0111 21

������ ���� ��	
�	�
��� 	 
���	 �����������

�� ��� �����	���� ���� ��� ���� 
��
����

'� ��������� �� ����� ��� ���� ��������� !��� ���� ���

(ωc)TE11
= vphok

11
c = vpho

1, 841

a
(����)

����� ����� ����*��������� �� !���� �� p′11. �� ���� ��$����� �� �� ������� ��
��� &+� �� ������ �� &+01� ���� ��������� �� ����� ��

(ωc)TM01
= vphok

01
c = vpho

2, 405

a
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�������� � ���� ���������� �� ������� ��������� ��� �� ����������� �� ���� ����
������ � �� �����������


� ���� ��� ������������� ����������� ��� �����  �0m ������ �� ���� �����!�
����� ������� �� ��������� Hϕ � ���� �� ����� � ��� ��� ���������� �����"
��� �� ��� ������ �� �� ���� ���� ����������
 ���� ��� ������� ������������ ��
���� ���� ���������� �� ���� ���#����� ��� � ������������ �� ����� ��� ���"
����� ��!����������� � ���� ���������� �� ���� ���� ��� $!���� ���#����� ������
��� ��������� ��� ��������� ����� �� ��� ��� ���������� �������������� �� ������
� �� ����� ��������
 ����#�� �� �������� �� ��������� Hϕ �� ����� %��"
�� ������� �#� ��������& � ��� ��� !������ ��������� � �� ������������� �����
�� ��� ������ ���������� ��� �� ���������� � ���� �� �� ���� ���������� ���
�������������� � ����� ���������


��������� �� �	
�����	���� ���

'�� ���� ���������� ����� �� ���� ����� �� ��#����� �� () ��
 ��������� ���
�����  � �  * ��� �� ����������#� �� �� ���� �� ���� � ��� ���������� +
,
����� �� ���������� �� ����� ��� ���� �����������
 -��������� �� ��������
�� ���� � �� ��������� �� ���� �� ���� ����


���	���

�� ���� ����������� �� ��� ���� ���������� �� �� ����  �11 ���� ����������
�� ����� ��

ωTE11 = vpho
1,841

a

����� vpho = c ����� ��� �� ���� ���# ������� �� ���� � a �� �� ����� �� ��
����� a = 0,045 �
 .����������� ������� �������

ωTE11 = 1,23 · 1010 ���/�

��������� �� ���������� �� �������� ���#

ω = 1,4ωTE11 = 1,72 · 1010 ���/�
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ωTM01 = vpho
2,405

a

����������� ������� �������� ��� �� ���������� �� ����� 
��� ��� ����
�

ωTM01 = 1,6 · 1010 ��� 

��� ��� 
�� ����!� �� �� ���������� �� �
�������� 
�� ������ ��� ����
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#� �������� ���� � �� �#21 ���� ���������� �� ����� �

ωTM01 = vpho
3,054

a
= 2,03 · 1010 ��� 

��� � ����� ��� �� ���������� �� �
�������� 
�� ������ ��� ���� �� �

��
������

#� ������� ���� ��� �� �� ��	� � 
��
������ �� ���� �#11 � ��01�
$ ������������� � 
����� �� �� �������� �� ��
������ 
����� ������� ��
�������� �� 
��
������� �� ���� ��� �� ��� ����

β11 =
ω

c

√
1−
(ωc

ω

)2
= 18,55 �−1

�
β01 = 28,78 �−1

%� ��������� �� ���� �� ���� ���� �� �� ��	� ��

λ′11 =
2π

β11
= 33,87 · 10−2 �

λ′01 =
2π

β01
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v11ph =
ω

β11
= 7,23 · 108 ���
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v01ph =
ω

β11
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〈P 〉 = 1

2
�
{∫

ST

(
Ê× Ĥ∗

)
· ds
}

=
1

2
�
{∫

ST

(
Êt × Ĥ∗

t

)
· ds
}

 +�,-#

)� �
�����
��!
��� �
�
 ��� ����� �$	 �
 ���
�"� 
������� ����� ������
��� ��
�
 ����
.

〈P 〉 = 1

2
�
{∫

ST

ZTE

[(
Ĥt × uz

)
×
(
Ĥt

)∗] · uzds

}
/���
��� �
 ���
�"� ������
� A×B×C = B(A ·C)−C(A×B) ������


〈P 〉 = 1

2

∫
ST

ZTE

[
Ĥt ·

(
Ĥt

)∗]
ds
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 ��
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�� �� �������� �� ����

����
 �� Hz�

〈P 〉 = 1

2
ZTE

β2

k4c

∫
ST

[∇tHz · ∇t (Hz)
∗] ds

���� 
��������� �
�� �����
���� ��������
 �� ������� �� ����� �	� ����� ����

��� ∫
ST

(
Ψ∇2

tΦ−∇tΨ · ∇tΦ
)
ds=

∫
L
Ψ
∂Φ

∂n
dl �� !�

"������ Ψ = Φ = Hz �#������


〈P 〉 = 1

2
ZTE

β2

k4c

{∫
L
Hz

∂H∗
z

∂n
dl −

∫
ST

Hz∇2
tH

∗
zds

}
$� ������
 �� �	���� �� ��������� �� �������� ���� Ĥz� �� ������ ������� �� �
��

�����
��� 
� ��	��� %���������� ���
�������� �� ��	����� �� ����
 ��!�� �#�����

��
 ���� �� �������� �������� ����
������ ��� �� &	'� �� 
�&	����� �����
���

〈P 〉 = 1

2
ZTE

β2

k2c

∫
HzH

∗
zds �� ��

(� ������������� ��)��&� ����	��� �� �� ��
� �� ��
 ����
 "*� �

〈P 〉 = 1

2ZTM

β2

k2c

∫
EzE

∗
zds �� ��

+� ,���� ���������� �������� 
� �	���� ��������� ��
 �����
����
 �����
����

������
 � �� ����&'� ��������� - ��&������ �������� ���������� �� �� &	'� ���

	����� �� ���&��	�� 〈
W ′

H

〉
=

1

4

∫
ST

μ
(
Ĥ · Ĥ∗

)
ds �� .�

〈
W ′

E

〉
=

1

4

∫
ST

ε
(
Ê · Ê∗

)
ds �� /�

�	� ��
	���� 
�� �&	���
 �� �� ��
� �� ����
 �����&����
� +� �
�� ,����� 
� ���

��������
 〈W ′〉 � �� ����&'� �������� ����� ����������� ��������
 �	� 〈W ′〉 =
2 〈W ′

E〉 = 2 〈W ′
H〉�

$� �	��� ������#��� - 
� ��0� ���� �0�������� �	� �� �������� �������� ����
�

������ - �� ����&'� �������� ���������� ��� 	����� �� ���&��	�� �
�)� ��������

����
 ����� 
' � �����
 �� �� ��������� �� &�	��

〈P 〉 = 〈W ′〉 vg ��12�
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��� ��	 ����	 �� � �� �������� 
��� ��	 ����	 ���

��������� �� �	
�����	���� ���

�������� �� 
������ 
������ ����	���� 
�� ��	 ����	 �� �� ��� ���� ��

����	 ����������� �� ����	���	 a× b�

���	���

������� �	� �� �� � 
��	�� 
��� �� ���
������ ���������� ��� ��	�� ���!


� �������� � 	�	�������� �� �� � 
��	�� 
��� �� 
������ 
������ ����


�� "#�$%&� ������	

〈P 〉 = 1

2

√
μ

ε

kβ

k2c

∫ a

0
dx

∫ b

0
dyH2

o cos
2
(mπ

a
x
)
cos2

(nπ
b
y
)

	���� Ho �� ��
���� �� �� ���
������ ���������� 
��� �� ���� �� ���	!

���� '
������� 
��� m,n �= 0 	� �(����

〈PTE〉 = ωμβab

8k2c
H2

o "#�)*&

���� ��	 ��	�	 
���������	 ��10 � ��01 �(������	〈
P 10
TE

〉
=

ωμβab

4k2c
H2

o "#�)+&

� 〈
P 01
TE

〉
=

ωμβab

4k2c
H2

o "#�)$&

��������� �� �	
�����	���� ���

,�� ���� �� ����	 ������������ ��� ��������� ���� ���� ����	���	 a =
2, 29 �� � b = 1, 02 ��� � ����	��� ��� ���� 
�����	�� ��10 ��� ���
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��� �� �� ����� ������ 	�� ����� ��������� �� Eo = 104

���� ����� �� �������� ���������	� ��� �� ���� 	� ��	� �� ���� ��	��

��������

 � �������� �����	�� ���������	� ��� ��� ��	�� !" �� ��� ���� �����������
����# 〈

P 10
TE

〉
=

ωμβab

4k2c
H2

o

	��	�

k10c =
π

a
= 43,67π �−1 ; β =

√
ω2

v2pho
−
(π
a

)2
= 41,14π �−1

$ Ho �� �� ����� ������ %�������	& 	� �� ���������� Hz 	�� ����� �����'
����� (� ��� ����������� 	� ��� ������ ���� �� ��	� ���	�������� 	�	������
��� ��������� ������)� ����� �� �������	 	�� ����� ��������� $ �� �������	 	�
�� ���������� �������	���� 	�� ����� ���������

Eo =
μωa

π
Ho

��� �� ����#

< PTE10 >=
ωμβab

4(k10c )2

(
π

μωa
Eo

)2

=
bβπ2

4(k10c )2μωa
E2

0 = 1,5 *

4.1	 
������ � �� ��������� � �����

+���� ,�� �� ��� ����� 	� ���������)�� �� ��� ���� 	� ��	�� �� ���	����
���	�	�� 	�-�	� � �� ���	�������� 	�� �������� 	���������� ,�� ����� �� ���� $
� �� ���	������	�	 .���� 	� ��� ����	�� ����������  �� ���	�	�� ������	�� � ��
	�������)� �� ��� ����	�� 	�� ����� � �� �������)� 	� �� ������ 	� ��������)� ����
��� 	�����-������� ������������� 	�� ����� ��� ��� ������ ,�� ����� �-����	�
���� ��� ����� �	������ ��� ��-����� ��� ���	�	�� 	�-�	�� � �� ���	�������� 	��
	���������� ,�� ����� �� ���� ���������� �	���� 	� �� �������)� 	� �� ������ 	�
��������)�� �� ���-�� �� ��� ���	������� 	� �������� ��$� ������������ �� ,�� ���
��	�� �� �� ��������� �� ����� ����� ���� ,�� �� ����-���� �� ������������ �����
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�� 〈P 〉 �� �	 ����
��	 ��	
������	 ��� �	 ���	 � ��
���
	��� 〈P ′D〉 �	 ����
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��	� �� ��
����� �
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 �� ����	�	���
 ��
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P ′D
〉
= −d 〈P 〉

dz
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 e−αz �	 ����
��	 ��	
������	 < P > �� !	�� ��� 
 e−2αz ��

�� ��	� �� �����
�

α = −1

2

(
d 〈P 〉
dz

)
1

〈P 〉 =
1

2

〈P ′D〉
〈P 〉 "#�$$%
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=

1
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{∫

L

(
Ê× Ĥ∗
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}
"#�$/%
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∫
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Ĥ · Ĥ∗dl

}
〈
P ′D
〉
=

1

2γδ

∫
L
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Ĥ · Ĥ∗dl = 2

{∫ a

0

(∣∣∣Ĥx
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1− (ωc/ω)

2
]1/2 [1 + 2b

a

(ωc

ω
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� �!"#

$����%���� �� &���
 �� �� ��������&���� ��� ���
� 5, 8 × 107 �Ω�#−1' ��
�
��� 	��� ������
� �� �� ����� ( �� ������� �� ����
 �� ���������� ���
�
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α ∼ β
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(
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α ∼ ω3/2

β
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ω
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√
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���� ��� ����� 	� �� �� ������ �� ����� �� ����������� �� Hz� �� ��

�������� ��� ���� � Ht ��� Hz ���� ���� ������ �������� ���
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ε = ε′ − jε′′

� ���� �� ε′r = ε′/εo � �� �������� �� ������� ���� ��

tan ζ =
ε′′

ε′

�� �������� ��� ���� �������������� ����� 	�� ���� ��������
 �� ����	��� ��
��������� ���� �� ����� �� ��������

ω2μoε = κ2 + k2c

���� �������
 �� 	���	��� 	������ �� ε ����	� ��� �� 	�������� �� �����	���
κ ��� ������� �� ������ 	������ 	�� �� 	�������� ���������� ����� �� ��	���
�� ������	���

κ = β − jα

�� ��	��
ω2μo

(
ε′ − jε′′

)
= (β − jα)2 + k2c

 � �����	����� �� ��� α ��� ����!� ������ �����	��� �� ������� �� α2 � ��
����	��� �������� 	����	� � ��� ���������� �"��������

ω2μoε
′ = β2 + k2c

�

α =
ω2μoε

′′

2β
=

β2 + k2c
2β

tan δ

 � ��	��
 �� ��	��� �� ������	��� �� ����	����� � �� �������� �� �������
 �� �����
��� �� 	�������� �� ���� �
 �� �����
 �� �������� �� ����
 �� ����� ��	��	������
����	�� �� ����� 	������������� � ���� ��� �������# $� �����	��� ��� ��	��� ��
������	��� 	�� �� ���	���	��
 	����������� �� ����� �� ���	���	��� �� ��� ���
��������� ��� �������� �� ������
 �� ����	� ����	������� �� ���� �"������% α
�� ��� ������� � ���	���	��� ��"���� � �� �� 	����
 �� �������� �� ���	���	��

��������� ����� ��	����� �� ����� ������ � ����� 	��	� ����	���������� � ��
�����#

��������� �� �	
�����	���� ���

&�� ���� �� ����� ��	�������� �� ����������� a = 5 	� � b = 2,5 	�
 �����
�� ����
 ����� '( 	� �� �������� � ���������� )#* +, � ��� 	���� ������� �
-#. /0�# ������ ��� �� 	�������� �� ������	��� �� α = 5,75×10−3����1�#
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���� ��� �� ���� �	� � �������� �� �� �	�� ������ �	� ����	��� ��
����	����� �� ����� �� �� ������� ����

	�
� ��10

fTE10
c =

c

2π
k10c =

c

2π

π

a
=

3 · 108
2× 0,5

= 3 � !

	�
� ��01

fTE01
c =

c

2π
k01c =

c

2π

π

b
=

3 · 108
2× 0,25

= 6 � !

�	��� �	� �� ����	����� �� �� �"�� � f = 4,5 � !# � ������� 	�����
����� �� ���� �	����������

$� �������� ����� �� ����� � �� ����%���� �

&dB = 8,69 &neper

��� �����# �� �������� �� ����	����� �������� �� ����%���� �

α = 0,05 ����

$� �������� ����� �� �������� �� ������� �� �� �	��# �� �������� ������� ��
�� ����� � �� �������� ������� �� �� �	�� �

〈Pen〉 = 〈PD〉+ 〈PL〉

$� �������� �� �� ����� � ��� �����

〈PL〉 = 〈Pen〉 −
〈
P ′D
〉
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α =
1

2

〈P ′D〉
〈Pen〉

���	�� �� ��
����� �������� ��� ������ �� ���	�
�� ��〈
P ′D
〉
= 5,75 · 10−3 × 1,2 · 103 × 2 = 13,8 ���

� �� ��
����� �������� �� ��� ������� �� �� 	���

〈PD〉 =
〈
P ′D
〉
L = 11,04 �
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�� ����
�
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���� ��� ������� �� ������ 
��� ���������� �������� �� ����	�� ����
����	�!
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� ����� ��������� ����	�� ���� 

����	�!
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Ĥz = H i
o cos

πx

a
e−jβz +Hr

o cos
πx

a
ejβz

"��� �
��� /
 �� ��� ��	� �� z = 0, L� �� ����� �� ������ ���

H i
o = −Hr

o � βL = pπ ��� p = 1, 2, ...

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

��� ������ �� 	�
������� ����������� ��� 	�
�� ���������� �� �� 	������ ��
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������� #�� Ĥx ��	��%� ���

�
������ 
�&�
� �� ��	'�� ����	������ 	�
� 	���������� � 
�&�
� ����������

	��	������ ��� ��� 	����	��	������ ��� ���� ����� �� �
�������� �������� �� �������

�� 90o ����� �� 	�
�� ��(	���	� $ ��� 	�
�������� 
��(��	��� #�� 	���������� �
�� '��)����� �� �(������ ����� �� �� #�� '�
�� ��������

5.1� ������ �	 ��
����

*�
� '�
�� ������ �� 	������ ������� ���� �� 	��+���� ,���� �� ���	���	����

*����� ��� 	������ ����� �� �� 
��� �����
����� ���� �� ����-� ��
�	�����

	������������ � ��� ���� ����	������� � �� ���	���	�� �� �������	�� �� �� 	������

�� ������ ��� �(������� "�� �
���� �� �� ���	��	�� ��� 	������ �� ���� ����������

� ��.���� 	��������������� � �� ���	���	�� �� �������	�� ���� ��
��(� � ��.���� ��

�� �����	'� 
���� �� ���	���	��� �� ����� � �� �� �������	��� /� �� ,��� ���� ��


������ �� 	���� �� �������	�� �� ��� 	������ #�� ��� �� �� ����-� ��
�	�����

��� ������ �� ���
�� �� ���	�)� �� �� ���	���	��� "� ��,�� �� ��	'��� �� �����

�ω �� �� 	������ 	�
� �� ��������� �� ���	���	��� 	�
�������� ����� ��� �������

�� ��
������	���

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



���������	
 ������ ����� �� �
���� ��������� ����
�
���

�� ����� �� �	
� �����
����
�� ��� �� 	� �� ����
���� �	 �� �������

�� ������� ��� 
���� ����� �� �� �������� �� ������
������ ���
� �� ��	 ������	

����
� ��� �� ���� ����
�� �� ����	 �� �	��	�� �����
������� ��� �� �������

����� �� ����
������� �� ��������� ����
� 	���� �����������	� ��	������� ���

����
� ������  
�� ����
� �� �������	 �	 �� �	������ � ��	 �
������	 ������
����	

��� ������ �� �������� !��"	� 
�#��� �$�	
��"� �������	 ��� ��������� ������

���������
� 	�� �� �����%�	� &� ��� ������� ����� �� ���� ����
�������


��� �	
" �������� � �� ��� ��������� ����� �� �� �������� '�� �#����� �� ��	

��������	 �����	 �� ���������
� �� �	 
�
�� �� ��� �� ����	 	� ����
���� �������	

��� ����� ����� �$��
�� � �$
���� ��������

�
���o

P

P
o

P
o

1

2

������ ��		� 
������� �� ����������� ��� ��� ������� ���������

(��� �����
������ ��	 �������	 �� ��� ������� ��	����
�� � �� ��� �	 �� �	�

	� ������� �� ��	���	
� �� ����������	� 	� ��
������� �� ����� ��� �� #�)� ��������

���� �� ������ �� ��	
��� � ���
�� *� ������� ��� �� �������� ��
�� �� �������

������� ��������� � �� ������� ��	�����

Q = 2π

[
������� ��	
� ��������	�

������� 	

��	� ��� �
���

]
ω=ωo

+,�-./

= ωo

[
������� ��	
� ��������	�

������� 	

��	� ��� ����	�

]
	����� ωo �� ���������� �� ��� ��	���� �� ��������

&	 ��	�#�� �#
���� �� 	������
� �$���	��� ���� �� ����� �� ��	������� �� ���

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

�������

〈P (ω)〉 = 〈P (ωo)〉
1 +
[
2Qω−ωo

ωo

]2 ���	
�

�� ����������� �� �������� �������� ���������� �� �� ������� �� ������ �� ��

��������� � ��� ������ �� �������� �������� �� ����� �� ��������� ��� ����� ��

������ �� ������ �� ������� Q �� ���� �������� ����� � ���� �� �������� ����� ��

��������� �� ���������� ωo � �� ����� �� ����� �ω �� �� �������

Q =
ωo

�ω
���		�

!� ����� �� ����� �ω �� �� ������� �� ����� � �� ��������� �� ���������� ��

���� ���������� ����������������� ����������� �� ������� ��� �� ��"�� �����#

����� �� � ��������� �� ������� ����"�� �������� �� ��������� �� ����� � ��

���������� �� �� ����� �����$��� %� �������� �� �� �������� �� ������������

��������� ��������� �� �� ���&�� �� ���������� �������� �� �������� �� ������

���������' �� ��������� ���� �� ������������ �� �� �&�� ��((� )� ���� ����� ��

������� ���������� ����������������� �� ������ �� ������� �� �� ��������

��������� �� �	
�����	���� ���

*�� ������� ���������+���� �� ����������� a = L = 2b� ����� �� ����

�!101 � �������� ����� ,���� �� ��������� �� ���������� �� a = 4 ��� -����#

������ �� ����� �������� a = L = 2b � �� ����� ��������� �� ����������� ��

����� �� ������� ����� �� ��.�� ��� ������������ �� ������ �� ε = 2,1εo.
,���� ��� ����������� �� �� ��������

���	���

!� ���� �!10 ��������������� � �� &+� ������&��� ����� �� ���&��� ��

���� �� �����

λc = 2a = 8 ��

� �� ��������� �� �����&�����

k10c =
2π

λc
=

π

4 · 10−2 �−1
CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



���������	
 ������ ����� �� �
���� ��������� ����
�
���

�� �������	 
� 
��������	 ���� �� ���
�
 �����	����� ��������	
��	�� ��

ω2 = v2pho

[(
k10c
)2

+
(pπ
L

)2]

�	
� L = a = 4 �� � vpho �� �� �����
�
 
� �� ��� �	 �� ����� ���� ��
c = 3 · 108 ���� ������ ��� �� ���
�
 ����� �	 �� ��
� ��101� ���	���� ���
p = 1� ��� ��	��� ���������	
� ������ ��
���� 
������	�� �� ������	��� 
�
����	�	���

ω2
101 =

π2 · 104c2
8

4π2f2
101 =

π2 · 104c2
8

f2
101 =

104c2

32
⇒ f =

102c√
32

= 5,3 · 109 �−1

�	����	��
f101 = 5,3 ���

���� 
������	�� ��� 
���	���	�� 
� �� ���
�
� �	 �� ���� �	 ��� ��� ���	� 
�
��!�	� � ��	����	
� �� ������	��� � ��� �������	�� 
���	���	����� ���������

� 	��� �� �������	 
� 
��������	

ω2
101 = v2pho

[(
k10c
)2

+
(pπ
L

)2]

�	
� �"���

vpho =
1√
μoε

=
c√
2,1

��	���� �	��	���

ω2
101 =

(
c√
2,1

)2 [(π
a

)2
+
(π
a

)2]
#$��	���� ���� �� 
���	���	 a 
� �� ���
�
 �� ����

a = 2,76 ��
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� �� �� ��� ���� ��	
������� �� ����	
�	� ��� � ��������� a = 10 	� �
b = 5 	�� �� 
�����
� ��� ���� ��mn� �� ������� ��� �� ��
��	� ��
�� ���
	���� 	����	�
��� �� �� 	�� ��
������ �� ���� ��� �� 
�����
� �� �� ����
	����� �� ���	���	� �� 
������ �� f = 4, 5 · 109  !�

� �� ��"�
�� �� �� 	��"����
� ����
����� ��� 	��"� ���	
�	� �� �� #�
$%� ��
���� ��� �&"������� "��� ��� 	��"����
�� ��� 	��"� ��� �� "��"��� ��
�� �����

� ��� �� ��� ���� 	������� �� ����	
�	� ��� � ��������� 5 × 5 	�� ��

�����
� �� ���� � �� ���	���	� �� '( !� �� ������� ��� �� )��� �� 	�����
� ��
��� 	���� �� �������
� ����
����� � ��� �� ��
��	� ��
�� ��� ������ ��	�����
��� 	��"� ���	
�	� 
���������� �� �� �
�� �� �� ����
�� �� ���� �� 	��
� �� ��
���� �� �	*� �����  ����� �� ���� ��� �� "��"��� "�� �� ����� �� �	*� ����
�� ���� ���

Êz = Eo sen(kxx) sen(kyy)e
−jβz

 ���� ��� 	��"����
�� 
������������ �� ��� 	��"���  ���� �� �&"���+� �� �� "�,

��	� 
�����
�� < P > �� �� �����

� ��� -��� 
�����
� ��� ��.�� �� ����
�� �� ���� �� �� ��	�� ���� "�� λ =
0, 1 � �� ����� �
�!�� ��� ���� ��	
������� ������� /����	
�	� ���0 �� ������
��� �� ���� ��10 �� "��"���� 	�� �� ��	
�� �� �������� ��� 1�2 /f = 1, 3fc). 3�
���� 
��"� �� ���	���	� �� 	��
� ��� ���� ��"���� �����
����
� "�+&��
���� ��� �� 1�2 ����� ��� �� �� �� ����� �� "�� *����� ��� ��������� a � b ��
�� ���� 	�� ��
�� 	���	�����

� �� ������� 
�����
� �� ���� ��.�� �����
� ��� ���� ����� 	��"��
�,
���
� 	�� �� ��
���� ����	
�	� �� ε = 4εo �� ��! �� ��� � ���
������ ���
����� 	���	����45�6��� ������ ��� ��������� a′ � b′ 45�6� ����� �� 	���
��
�
�� "��"���	+�7

� ��� �� ��"��� �� ��� ���� �� ����� ��	
�������� ����� �� ���� �� ���������
a = 2, 29 	� � b = 1, 02 	�� 8� ���	���	� �� �&	
�	+� �� �� 9( !� ��
�����
�� ���� ��� �� 
�����
�� �� ����
�� �� ���� �� 	��
� � �� ����
�� �� ���� ��
�� ����� ��	��� ��� �&"������� �� ��� 	��"�� "��� �� ���� ������
� ��"���
�
	���	�� �� ��"�
�� �� �� 	��"����
� ����
������

� ��� :�� ���� �� ����� ��	
�������� 	�� ����	
�	� ���� 
��� ���������
a = 10,16 	� � b = 5,08 	�� ��
����� �� ���	���	� �� 	��
� ��� ���� ��11� ��
��
� ���� �� "��"���	+� 	��	��� �� ����
�� �� ���� �� �� ���� � �� �"����	�
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�������������� ZTM11 �	
������ �	� ���� �
����� �� 	�� ����	����� ��� �����
�	
����� � �� ����	����� � ������ ��� �� ����� � �� ��
���	 Eo � �� ���
������
������	���� Êz �� ���
� ���������� ����� ��� ������� � ��� ��
���	�� � ���
���
�� ��������������

� ��� ��� �	�� �������	��� ��� ���������� ���� � ���������� 7,62×3,81�� �
���
�� �� ��� � 10� !� ��� �� �������� ����� ������� �	������� �� 
��"� � ���
������������ � �	 ����� �� � ��# ��

$���� �� ����	����� � �� �	� ���� ���%�&��� �� �	�� � ����� ��������� ��
��
������ � ��� �� ��� � �� 
������� 
������ �	� ��������� �� �	�� �� ��
��
���	 ��'��� �� ���
� ��������� �� #��� ()��

� ��� *������� 	�� �	�� �������	��� ��� ���������� ���� � ���������� 7,62 ×
3,81 ��� ��������� �� ��������� � ����	������ �� �� �	� �� �	�� ��������� +��,
������� �� ��� � 10� !� �� �	�� �
��� ��� 	�� ����	����� � -�./ 0$1� 23	�
��� �� 
��
���423	� �������� ��
��� �� ������� ������	����� � ��� ����
������������� �	� �� 
��	��� �� �� �	��4 2*	�� �� �� ��
������ �� ���4

 � ���� ���	���5�� �� ���
������ ���+� �� ������5� � 
��
�����5� ��

Ĥz = Ho cos(41, 23x)e
−30,5z

6	���"�	� ��� ������� �	������� �	� �� ���� "�	����  ����%� ��� �'
�������� 
���
��� ����� ���
������� �� ���
� ���������������� �	� �� 
��
��� �� �� �	���

� ��� ��� �	�� � ���� �������	���� ��� ���������� ����� ����� ����������
a = 2,29 �� � b = 1,02 ��� ��������� �� ����	����� � ����� �� ��� �7 �
���� ��� %�&�� $���� �� ��������� � 
��
�����5� β, �� ������	 � ��� �� ��
�	��� �� ������� � ���� � �� ��
������ � ��� �������������� ������
�������
� ���� ��� �	��� �� �	�� �
��� � 	�� ����	����� �%�� � �� ����	����� �
������

� ��� ��� �	�� � ���� �������	���� ��� ���������� ����� ����� ����������
a = 2,29 �� � b = 1,02 ��� � ��������� 	�� ��� 
��������� � 10 ��� 	��
����	����� � 80$1�

��������� �� ��������� � ���� β, �� ������	 � ��� �� �� �	��� �� �������
� ���� � �� ��
������ � ��� �������������� ������� � ���� ����

!� �� ����� ��'��� �� ���
� ��������� �� Eo = 104 ()�� ����� ��� �������
��'���� � ��� ���
������� �� ���
� ��������� � �������� �� 
������� �����,
����� 
�� �� �	�� �� ���� ����

� ���� ��� �	�� � ���� �������	��� � ���������� a = 5 �� � b = 2,5 ���
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� � �� �����	�� � ������	�� ����� � ��� ����� ����	���
� ��� ���� ������� ��� �� ����	��	� �� �	������ � �� α = 5,75× 10−3 �����!�

"#�$ ���� �� �������� �� �� ��%�&"'�(�	� �� α �� �)!& '������ �� ��*
	����� �������� �� ��� ������� �� �� ��%��

+� �� ��� ,+10 �� 	����

Ĥz = Ho cos(πx/a)e
−βz

����� Êy � Ĥx

-����	�� ���

〈Pt〉 = E2
o

ab

4Zo

√
1−
(
fc
f

)2

������ Eo �� ����	�� (.�� ��� ���� ��$�	����� fc �� /��������� �� ���	� �
Zo =

√
μo/εo = 120π �� ��������� �����	��%�	��� ��� 0��%��
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)����������&�� ��� ����������� ���������� �� ������� �� �� ��������� �� ��
������ ����� � ������ ���������'

�*����� ��� ������ ��������� $ ��������� �� �� ������ ��������� $ ��������
��� ��������!������ �� ��� �������� �� �������'

�*����� �� �������� ������� ��� �� ������ ���������'

����*����� �� ������ ���� ���������%� ����+��� ������������� ���� ������ $
��(��� ��� ���,������ -�� �� ���������&��'
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������ �� ������'
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∇2Â− k2Â = −μoĴ(r)

���	 k = ω/c� $ 	��	 ����% ��� 	#��	���	� ��������	� ���� ��� ���	����	� �	���&

����� 	������ � �	���� �� �	��	������	�	

V̂ (r) =
1

4πεo

∫
V ′

ρ̂(r′)e−jk|r−r′|

|r− r′| dv′ �'���

�
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∇×Ĥ =

1

jωεo

[
ur

1

r sen θ

(
∂

∂θ
Hϕ sen θ

)
− uθ

1

r

(
∂

∂r
(rHϕ)

)]
%�
��������	 �� �����
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Êθ =

k3

ωεo

l Io
4π

e−jkr sen θ
(

j

kr
+

1

(kr)2
− j

(kr)3

)
���& 
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�(Ê×Ĥ∗)

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

�� ���� ���� ���	�
�
� ����	���	 �� �� ��	�� 	��� ��� �����	 �������� ��

�����
�� �� ���
�� � ��� ��	�
��� ��		������
����� � �� ���� �� 	��
��
��� ��

���
	� ������� �� ��	��� ����� 1/r. ��	 ������ ������ �� �� ��� ������ ��

	��
��
�� ��� ��� ��
��� �� �
���� ����	�� ��	��
����� � �	����� �
�����
�� ��

�� ������� ����� �� ����� �� �
��� ��� ���� �� ���	��� ��	 ��
��� �� �
���� ��

��	��
��� ��� ����	� ����	��� �� �� �
����� ���� ��� ��	�
��� ��		������
����� � ���

������ �� ��	��� ���� 1/r ����	
��
	�� � �� ���� ���
� �� ������
� 	��
���

�� ���� 

!��� �������
��� � �� �� "���� ������� ����� �� ����� �� �
��� ������
��� ��

�� �#����
�� ��� ���� ��	�
����	 ��� �
���� ���
������ ���� �� ����� ����	���	 ���

�� �
��
���� 	������
����$ �
 ����
��	���� ��� ����	%�
�� �������	
��� �� 	��
��

R1 � R2, �� ���
�		�� � �� ������� ��
���������� �� �����
��� ��� ���� ���
� ��

���	��� � �	���� �� �� ����	%�
� �� 	��
� R1 ���� ��	 �� �
��� �� ��	� �� �� 	��
�

R2 &�������� �� ���
� �� �
�
���
��'� ���� �� �� ����	�	
� "��	�� ��������
�� &�

�
�
���
��' �� �� ���	��� 	��
��� �� �� �����
� ���	� ��� ��� ����	%�
�� ����
��(

	���� !� ����������
� �� 	��
�	� �� �� ���� �	����
� �� ������
� �
��
����

���� 1/r2� �� �� �� �	�� �� �� ����	%�
� �	��� ����� r2 ��	 ������ ��� ��	�
���

�� E � H �� ����	
����� � �� ����
��� �	����
� �� ������
� 	��
��� �����

��	 �	���	�
������ � 1/r� 
�������
��������� �� �� �	������
� � �� �� ������	��

�� �� �
��	
���
�� �� ��		
����� �� �	
�
��	�� �� ����� �����	�������
�� �� ��

�	����� )�� ����������� �� E � H �� ���� �	���	�
������ � 1/r2 � 1/r3 ���

������ �� �� ���	��� ���������� �� �� ������ �� ���
	� �� �� ���	��� �� ���� ��

�� ������ � ������ � �� �
��� ��	
��
�������� �
� �� ����� �� �
�	�� ��	� ��

�
����� 

*��
���� �� ������ �� 	������
���� ����	
�	 � ����
������� ��� �#�	��
����

��	� ��� ������ �� 	��
��
�� �� �� �����
�� ��	� �� ����	 �	����
� ��� �����	 ��

�����
��� �������

〈S〉 =
1

2
�
{
uθ × uϕ

(
Zo

l Io
4π

ejkr sen θ
jk

r

)
(
l Io
4π

sen θejkr
−jk

r

)}
���	���� 	������

〈S〉 = 1

2
ur Zo

(
l Io
4π

)2 k2

r2
sen2 θ &+ ,-'

!�������� �� ������
� �	����
� 	��
��� � �	���� �� ��� ����	� �� 	��
� r ����	���

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

�� �� ������ ��	


〈P 〉 =
∫

〈S〉 · ds

����� ds = r2 sen θ dθ dϕ �� �� �������� ���	������ �� ����	����� ������������ ��

���	����� ��	� 〈S〉 � �����	����� ���������

〈P 〉 =
1

2

∫
(ur · ur)Zo

(
l Io
4π

)2 k2

r2
sen3 θ r2 dθ dϕ

=
1

2
Zok

2

(
l Io
4π

)2 ∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sen3 θ dθ

=
1

2
2πZok

2

(
l Io
4π

)2 [
−1

3
sen2 θ cos θ − 2

3
cos θ

]π
0

���������� �������

〈P 〉 = 1

12π
Zok

2 (l Io)
2 ������

 ��� 	�������� ��� �����	� !�� �� �������� 	������ �� ������� �� �� ����������

�����	� !�� �� ������� ��� ��	����������� !�� "���� �����#��� � !�� �� 	��������

�� �	������ �� �� $��%� � �� �� ����� �� ��������$�� &����'� ������� ����	���	

!�� ������� ��� ����	��� �� �� 	�������� � �	�$�� �� k = ω/c � ��� ����	��� ��
�� �������� �� �� ��		����� !�� �������� �� �������

(��������� �� $���� �� ���� ���	����� �� ������ ����	� ��� ���� !�� �� �	���)

�� �	�����	����� ���	�%�� *� ���� �� �� ������	
 ���$� !�� �� �	���#�� �	����)

	����� �� ���	�%� �������� ����	������ ��� ��	�%����� ��	����� � !�� �� �	������

�� �� ����� ����	��� ��� �'	������ *�� ������ !�� ����������� ���� ���� � !��

�� ��������� ������ �� 	�������� ��� +��������� �!������ �	���	�������� � 1/r
�� !�� ��� ��� +����� !�� ������ �	�������	 ���	�%� �� ��	 ������ ���	������� �

������ ���,���� ��� �������

 � ����������� ����� �� ����� �� $���� ��
����� �� ����	����� � �	���������

�� ����� �� ������ �������	 �������� �� ���������� �� ��� ���������� �� -��.����

�� ����	������� ����	������� ��	 /�	�# ������ �� ����	������ ��� ������ ��

�����	�������� ��� ����� �����	�����'���� �	������� ��	 -��.����

 � �� ���	� ��� �� �����	� �� ��!���� �� ��� �%���� �� ����� ��'��	��� �������

� �� ������ ��	�� ���� �� �����#��� �� ���� ���	�����

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

������ ��	� 
���� � ����� �������� �� �����

� �� ������ �������� � �� ������� ����

3� �������

���� �� �� ����	
��� �	 �� 	
�������	� �	� �	
�	� �� �	 �����
�� ����

���� ���� ����� �� ������ �	����� ��	 �� ����� ����
���� ������� �� �	
�	�

��
�� ���� �	 
��	����
�� �	
�� �	 ����� ����
�����	 
�� ����� � �	 ����

�� !�� �� ������� �	 �� ������ ����� �� �	
�	� ����� ��� ��	������� �	 ��

����� ����
�� ���� ��
��� ����	
� � ���� �����	
� �� ����
� �� �	 ��	�����	�

��� ��� ���"��
��� �����
����
��� !�� ����� � ��#	� � ��	
	����	� ���"	 ���

��
���	���� ��� ��
� ����� ��	��	�

�������� �� �����	�
�

$� ������� �� ������	 �� �	� �	
�	� �� �	� �������	
���	 ��"#��� �	 
���

���	��	��� !�� ����
�� �� ��	���� �� ��
�	�� �	 ��	��	 �� �	� ������	

�����#���� ��� �� "	���� ����� θ � �� "	���� �%��
�� ϕ� $	 ��
�� ��� 
������

�� ������������ �	� �	
�	� 
�	� �� ���� ������� �� ������	 ���	�� �����

���� ������ � ���� �����
���� $	 ��
� ��
�� ����� �� ������� �� ������	

	�� 	����� �� �� ��	���� �� ��
�	�� !�� ����� �� �	
�	� �� ���� ������	 ���

�������

$	 �� #���� &�' �� ����
��	 ��� �������� �� ������	 �� ����	�� �	
�	���

$	 ���
������ �� #���� &�'��� ����
�� �� ������� �� ������	 ��������	��	
�

�
��� �����	
� �

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

(b)(a)

(d)(c)

������ ��	� 
�������� � �������� ���� �������� �������� �� �����������
�� ��������������� �� � �������� ��� � � ���� ���������

� ��� �����	��
� ������ �����	
���� ��� ����� � ���� 
���
������
�� �� �

�������� � �� ���
��
�� ��� � � ����	� �� �������
��� 
��� ����
��� ���

������ ��������������� ����� ������� � ��  � ��� ������ ��������� �

����� ��� ���

���� � �� �����  � 
���� � �� ������ !� ����� �������

�����

� �������� � ���������� ���� ��� ������� � 
�����
�
���� ��� ����� �

������	� ���� ����� ����
�� � � ���� 
�"� �������� � �����
��� 
����� � ��

������ ����
���� �����#���� ���
��� 
�� �

��� �����#���� 
��
����� $�� %���&

��� '���� ������� ������  � �� ���� �� ( � �������� ��� 
��� �� �����

��
� ��������� �������� � �� ����� ������� � ��  � � �������� ����� ��

����� � ������� " � �� ����� ��
�� �������� #���� ��%� �� ���
��� ���
�����

!� ������ ��� ��������� � �����
��� � �� ��"���� � ��� ������ 
������

�� ������ ����
���� " #����� ������� � ���� ��������� �������� ������� �������

� �
���������

�� �������� 
������ � �����
���� ���� ���� ������ θ " ϕ � ��� ��� �&

������
��� �������������  � � ����
�� #��������� ����
����� $�� �� ����#�

�������� � �������� �

���� �� �������� ��� ������ � ����	��  �

��
������ ��� ��� ��������� ���������� �θ = 90◦� " #���
�� �ϕ 
���������

)��������� ��� ����� ������� � � ����� � 
��������� " ��� ����

� ����� r ��
�� ��"��  � ��� ��������� � �� ����� ��� " 
��� ������

�� ����� ��*� +� ����
�� ������� ������� ��� �� ����� � ���#	� � �� ���

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

rd�

r

rd�

r dsen� �

�

�

dA=r sen d d
2

� � �

������ ��	� 
������ �� ����� ������

��������� dA �� ��	
� ����� ���

dPrad =< S > ·dA =< S > ·urdA

�� �� ����� �� 	���� ������� ��� �� �� ��� ��� �������� �� ��	�� �� �������� ��

	������� ������ ������ ����� ���		��� ������ �� �����

dPrad = SdA = Sr2 sen θdθdϕ

�� ���� ����������� ����� Prad 	��� S 
�	�� �����	�� � ��� ������ ���������

�� �������� ��������� ������ ���� ���	��	��� ��� �������	� �� ����	���� ��

������ ������ ������	��� ���	���� �� ��� ��������� dA �� ����� 	��� �� 	�	�����

���� ��	
� ��� � �� 	������ �� �� ������	�� �� ������ ���� ��

dΩ =
dA

r2

� �� ���� �� �������������� �������� �� 	����� �� ������� �� ����� �� ���

�������� �� 	����
��� 	��� �� �����	�� ������� ������ �� ��� ������ ��

������ �� ������ ������� ���� ��

I =
dPrad

dΩ
= Sr2 � �!"#

$�%� �� ������� �� ����	��� �� 	������� ������ �� ���	�&� �� ���	��� ��

�� ���������� �� 	����
��� ��	������� F (θ, ϕ) ��� �� ����� 	��� �� �'��

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

����� �� �������	�	 	� ��	��
��� �� ��� 	���

��� 
�������� � �� �������	�	 	�

��	��
��� ������� Imax�

F (θ, ϕ) =
I(θ, ϕ)

Imax
=

S(θ, ϕ)

Smax
������

� 
���
�	� 
�� �� 
�
����� ����� �� 	����	�	 	� �����
�� S(r, θ, ϕ) � �� 	����	�	

	� �����
�� ������ Smax ���� �� ����� 	� r 	��������	��

0 30�30 60�60

���grados)

(a) (b)

Lóbulo
principal

�o=HPBW

�o=BWFN

Lóbulos
secundarios

�
F( )�

F( )�

´

������ ��	� 
������� � ��������� ����������� � ��� ����� �
�� ����� ����� � �� ����� ����������

�� �� ����� ������ �� ������� �� 	������� 	� ��	��
��� ������� �	� �� 
���!

	���	�� ������� ���� ��� ������ 
�� �� ��"��� ����
���� � ������ ��"���� ���������

� ������������ �� �� ����� ����"� �� ������� �� ����� 	������� �� 
���	���	��

��
�����������

��������� �� �	
�����	���� ���

#"����� �� �����
�� ��	��	� ��� ���	�	 	� ������ ����	� � �� �������	�	 	�

��	��
��� ������� �	� ���� �� 	����� 
���� ����	��	� �� ������	�� ����������

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

��������

���� �� ���	�	 
������	� �� ������� �� �	����� ���� ���� �	�

S =
1

2
Zo

(
l Io
4π

)2 k2

r2
sen2 θ

� �� �	����� ������� �	� ����� �� ����	 �����	 	 �������� �� ��������

����

I = Sr2 =
1

2
Zo

(
l Io
4π

)2

k2 sen2 θ

�� ���	� �����	 �� �� �������� �� �������� �� ���� ���� sen θ = 1� � �	�

���	� �� �������� �� �������� 	��������� ���� �� ���	�	 �	��	 ��

F (θ) = sen2 θ

������ ���	
� �����

�� ����	 �����	 ����� ΩP �� �� ���� �	 � ���	 �����	 �������� ��

���� �	�	 �� ������� �� �� �������� �� �������� 	��������� �	��� �� ������

ΩP =

∫
F (θ, ϕ)dΩ � !"#$

�� ����	 �����	 ��� 
�� ���� � �		 �%�������� �	��� �� ���� �	�� �� ��������

�� �� ���� �� �	����� �	 �������� ����� � �� ������ ��� �������� �����

�&��� �� �����  !'!

���� ��������	 ����������� �� �������� �� �������� ���������	��

������� 
�� ������ ��	��	���

(��	 ��������	 ���� ���� ������������ �� �������� �� �������� �� �� ����

�� �� ��
��� ��� �����	 �������� %�� ����� ������� �� �	� �	����)

�) *	�	 �� ��
��� ��� 
�� ���� �	� �	� ������	� ��	� �+��� ,���
 -����

.����� +,-.$ %�� �� �� ����	 α′o %�� �������� ��� �������	�� �� �	� ��	�

��������� �� �����	 �������� �/&��� �� �����  !#��$$!

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

F( )�

�
P

F=1

1

������ ��	� 
���� ����� ������

�) � ����� �� 	
� ��������� ��	� �� ������ ��� ��� � 	���� �������� �����

���� ���	 ������ ����� ��� �� �� 
����� ����	����� �� ��� ��������

��� ��� 	���� �� �	��� � �� �� 	���� �� �� �������� 	
!�	�� �� ����� � "

�� ��� 	
!�	�#

$� ������ ��� � ���� �������� �� �� ��
	��� ��� ��� ����	� �� �� ������� �

�� ��� ������� �� ����� �� �� 	%��	� ������� � ������ ��� ����� ��� ����

���� ��� ������� ��� ��� ������ �� ������������ �� ��� ������ ������ ���&�

��	� �������#

����� �����	
 
�������	


'�	� (� ��	�� ������ �� �
�����	���� �	������� ���� �� �����	� �� ���

���� ��� � ����� ����������# )� ������������� � ������� �� �*��� ���� �� ���

�������� � �� ��� 	������ ���������� ������ �� �	�������� �� �� �	������

	
!�	� �� ����� � ����� ����������� �� 	���� ��� ��	�� ��� ��� �� ������� ��

	
� �	�������#

��� ���� �� ��+�� �� ��*�� �� �� � ���� ������ �� ���������� ��	� �� ��

� �� �!������ �� ����������� ���� �� �	������ 	
!�	� ��� � ���� �������� ( ��

�	������ 	
!�	� ��� � ���� ��������� �� ������ �# )� �������� ������� ��*��

�� ����,� �� ������� �� �������
� �� �� 	����� �� �� �������� ���	���� �� 	
�

������� ��� � ����� ����������#

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

����������	�

�� �������	���� �� 
�� ������ �� 
�� ����� �� ��� ����������� �������������

� �� �� ������������� ������	� �� �������� ������� �� ���������� ����������� � ��

����� ��� �� �������� ����� �� ���������� �� ��������� ���� �����������

Fmax ��
� ��� ��������� �� ��
�� � �� 
������ � �� 	���� ��������� � ���� ��

������ �� �� ���������� �� ��������� �����������

D =
1

1
4π

∫
4π F (θ.ϕ)dΩ

=
4π

ΩP
���� �

����� ΩP �� �� ���
�� ������ ������ ������� ��� �� ��
����� ����!�� "�� ������

�
���� �� ������#� ��� ΩP ���� ���� �� �������	���� �� �� ������� "��� 
��

������ ���������� ΩP = 1 �� ��� ������ �� �������	���� �� �� 
����� �D��� = 1�

$������� �� �
���� �� ��������� ����%� �� �������	���� �� ������� ���

D =
Smax

1
4π

∫
4π S(θ, ϕ)dΩ

=
Smax

Sprom

����� Sprom �� �� 	���� ��������� � ���� �� ������ �� �� �������� �� ��������

������� � �� ��
�� � �� �������� ����� ������� ��� �� ������ ��	����� ����� �� ����

�� 
�� ������ �� ����� r� &� ������
������ ������ �����'��

D =
4πr2Smax

Prad
������


	�	���	 �� ��	 	����	

(� �� �������� ����� �
��������� � �� ������ �
� ����������� ��� Pt� 
��

����� �� ������� #���� �� �������� Prad� � ���� ������ Pper� �� ������ ��� ����� ��

�� ����
��
�� �� �� ������� �� ��������� �� �������	� ξ �� ����� ��� �� �����

����� �� �������� ������� � �� �������� ����� �
��������� � �� �������

ξ =
Prad

Pt
����)�

�� 
������� �� ��� ������ �� ����� ��� �� ����� ����� �� ���� ��������

�� �������� ������� Smax � �� �������� �� �������� �
� ������*� 
�� ������

���������� ����� ���� �+������� �
� �������� ��� St� ���� ��

G =
Smax

St
=

4πr2Smax

Pt
���,-�

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

������� ��� 	
� ���� �������� �� ��������� � ������ ��� �� ���������� �� 	
� ��

������ � �� �������� �� ������� � �� ������� Pt� �� ��
���� ��� �� ��������� ��

���������� ������� �������� �� ���
����� �������� ����� �������� � ������������

G = ξD ��� ��

����������� 	� 
�	������

���� 
�� �!��� �� ����������� ��������� � 
�� ������� "��� �� �����������


�� ����������� ������� ���������� 	
� �� ����� ���� �� ���� ���������� ���#

����
���� ��� 
�� ����������� 	
� �������� ����������� 	� ��	����
� Rrad �#�


�� ����������� �� �"������ Rper� $� ����������� �� ��������� �� ����� ���� ��

����������� �	
�������� 	
� �������!� 
�� �������� �� �������� ��
�� � �� ��������

����� �������� ��� �����

Rrad = 2
Prad

I2o
���  �

�������� 	
�

Rper =
Pper

I2o
��� %�

����� Io �� �� ������
� �� �� ��������� ���
������ 	
� ����� �� ������� &� �"������

�� �� ��������� ����'� ���������

Rrad =
Prad

I2e
�

Rper =
Pper

I2e
(��������� 	
� �� ����� ���������� Prad � Pper ��� ��������� ����������� ���)

���������� �
���� 	
� ������� �������� ��*���� ���
��������� $� ��������� ��

���������� �� ��
���� ��� �
 ��������� �� ����+� �� �
��� ������� �� �
����� ��

�� ����������� �� �"������ � �� �� ����������� �� ��������� ���� ���
�

ξ =
Prad

Pt
=

Prad

Prad + Pper
=

Rrad

Rrad +Rper
��� ,�

3.1� ������ ����

-��� .���� ����� �� �� ������� �� �� ������������� �� ��� ������ � � �

��/���� � 
� ������� �������� ��	
���� ������� �� ������/
���� �� ���������� ���

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������� �	
������������

������� �����	 
�� ���� �	������� �� ����� �� �	� ����	�� � �� ���� ����� ���

����������	�� �� �	������ �	� � ������� ��� �	������� � �� ���	����� ��������

	 �� �	������ � ���� �������	 ���	� � �������� �� ���	 ����������	 �� �� ����

����� ��������� � �� ����	�

r

R

P' ', ' '(r )� ��

z'

P(r ),���

(a)

z

z

I(z)

z

(b)

������ ���� 	
��
� �
�� ������� ��� �
� �
�� �� ���
������
 �������

�	� ������	� ������������� ������� 
�� ��� ����������	�� �� �	������ �

�� ���� ����� �	 ���	���������� 	��� ����	������ ������	������ �������


�� �� ���� ��� ��� �������� ���������������� �� ���� ����� ������� �	�	

�� �	������ � �� �����  � !�" ����� �	��������� �	�	 �� ���� �� ���������

������� !�����  � !�""� ������� 
�� �� ���� �������� !	 �� ��#	" �	������ �

�� �����  �$ ����� �	��������� �	�	 �� ���� �� ��������� �	��	�����������

z

I(z)

I
max

I
max

������ ���� 	
��
� �� ��� ������� ���

�
� �
�� �� ���
������
 ���������������

%��� �� ����������� �� �	� ����	� &����	� ��	 �� �	� ��������	� 	�����	�

���� �� ���	�	 �	��	 � �	���������	� �� ���� ����� �	�	 � �	���	 �� ���	�	�

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

��������	
 �������	
 �� 	��� ��� �� ����	 ������	 �	� �� ������ ������ ���	

�	� �� 
��� �� ��
 �	��������	��
 ������
 � �
�	
 ���	�	
� �	
 ��
�����	
 ��� 
�

	������� �	� �
�� �	���	 
���������	 ���� �� ������	 �� �	
 ����	
 �� ���������


	� �	�
�
�����
 �	� �	
 �������������
� � ��
�� �� ��
 ��
�����	��
 ����	������


�	� ���	��
 �	�	 �� ��
������� �����	 �� ����	 �	���� �� ��������� �� �� �������

�� ��������� �������������� ����

(a) (b)

�l
2

l
1

I
o

I
o

I
o1

I
o2

l

�l

M

������ ��	
� ������� � ������ ������ � ���������

�� �� �����  �!"#�$ 
� ���
���� �%����	
 �� ������
 �������
 ����������


�	� ��� ����� 
���
	���� & ��
 �	���
�	�������
 	���
 �
����	�����
 �� �	��������

�
��
 	���
 �
����	�����
 
� 	������� ��������	 ��
 
��������
 �����
'

�) �� (�%	 �� �	������� � ����)
 �� �� ����� �� ������������ ���� 
�� �	�����	�

�
�	 
� ������ ��� ����	 �� ��� �	�� �� �	������� ��� 
��� �� �� ����� �	�

�� �������� ���� ������ �	� �� 	��	�

�) *� �	
 ������	
 �� �� ������ �
��� ������	
� �� �	������� �� �	
 ������	
 ����

������
�� �
�	 �
 �	�
�������� �� �� �	�
�������� �� �� ������

�) ��
 ��
�������	��
 �� �	������� � ���	
 ���	
 ��� �������	� ����� 
�� 	���



���
	�����
 �
����	�����
 �	� �� ���	� �� �
� �	�
����� k = ω
√
μoεo� +	�

����	� �� �
	� �� �	������� ���� 
�� �� �� 	���
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����������&� �� ���� ��#������ ����� �� �� ���� ���� ) ������ � �� ��������

�� ��������� I(z′)dz′ ����� ���� ��

dÊθ = jZo
kÎ(z′)dz′ sen θ′

4π

e−jkR

R

����� R� �� ������� ��� �� ����� 	
��� ����� ���� ��

R = r − z′ cos θ

*� ������ ��� �� ���� ��#������ ����� �� ������� ���������� �� ���� �� ��������

�� �� ������

Êθ =
jkZo

4π
e−jkr

∫ h

−h
sen θ′Î(z′)dz′

[r − z′ cos θ]
ejkz

′ cos θ �	
'+�

,-��� ����� ����� ��� ������� ������������ .��������� �� /��� �� ����

��0���� � /��� �� �������&�� �� ��������� R ����� �� �������� �� ��������� " ��

���� �� ���������&� �� ��" ������ �������� ��� �� �������� �� �� �������

R  l " �� ������ ������ �������� �� ����������� �� �	
'+� �� r� " ��

�� ����� ��/&�� ������ ���������� ��� θ′ � θ
 1�� �������� �� ���������� ��

���� ������&� ������� �������� ��� � � �������
 �� ������ ejkz
′ cos θ �� ������

�� ��� �������������� � �� ���� �� ���� �������� �� ���� dEθ �� �� ���� )� "

�� ������ �� �������� �� ��" �������� � ����2�� ������� �� �� ���������� ��

�� ��� �� ������ -���� ������� ���������&�
 3������� �� ������ �� ���������

����� �� ��������� ������&� ��� �� ���� ��#������

Êθ =
jkZoIo sen θ e−jkr

4πr

[∫ 0

−h
ejkz

′ cos θ sen k(h+ z′)dz′+

+

∫ h

0
ejkz

′ cos θ sen k(h− z′)dz′
]
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��������� �	
������������

���������	 
	� 
����� � 	
�����	 	�����	�

Êθ =
jZoIo
2πr

e−jkr
[
cos (kh cos θ)− cos kh

sen θ

]
������

�������� ��� �� ���
	 ��������	 ����� ���	 
	�

Ĥϕ =
Êθ

Zo

�� ����� ��
����	��� �� ������� ��� ���������� 
�	
������� �� �	� ���
	� �� ���

�������

 � ���
	 ������	��������	 �� �� !	�� �� ���
	 ��"��	 �� ��� 	��� ��#�����

$ %� &� �������� ����� ��� ��
������� �� �	� ���
	� ����� ���� 
	� ��

��
������� ����'����� ��� ����	 � ��� ��
������� �� � � � ���������� �	�

1/r

&	� ���
	� �	� ������������ 
�	
	���	����� � �� ��
����� �� �� �	�������

�� ���������� �� �� ������( Io.

� � � �	� ����
��������� ��� )����	 �!������ ϕ( �� �����( �� ���
	 ��
��������� ����� ������'� ����� � �� ��
�������� �	� �� )����	 
	��� θ, �����
���	���� �� �� ��������� #���	�*

f(θ) =
cos (kh cos θ)− cos kh

sen θ
������

��� �� ���	���� ������ 	
 ���
�� � ��
���+�� ���	 ���'�� �	� ���
	�

�	� �� )����	 
	��� θ, �� �� !	�� ��"����

&� 
	������ 
�	����	 �	��� ������� 
	� ��� ������ ������ �����) ���� 
	�

P =
ZoI

2
o

4π

∫ π

0
[f(θ)]2 sen θdθ ����,�

 ��� ��
������ �	 �� ��������� ����'��������� � ��� ��� �������� 
	� ���	�	�

�������	��

%����� ������	 ��
����� �������� ������� �������� ���� �	������ �� �� �-���
�	


�� 	 ��
�� �� �����	�������� �� 	���( �� �����( l = mλ/2�  � ���� ���	( ��
	������ ��� ���������� ��
����	��� 
��� �	� ���
	�

Êθ =
jZoIo
2πr

e−jkr
[
cos
(
mπ

2 cos θ
)

sen θ

]

��� m ��
��
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��������	
������ ��

Êθ =
jZoIo
2πr

e−jkr
[
sen
(
mπ

2 cos θ
)

sen θ

]
���� m ���

�� �� ��	�� 
�� �� �	������ ���	��� ��������� �� ��������� ���� ������� ��������

��� ��������� ������� �� m.

Z

m=1

Z

m=3

Z

m=2

������ ��	
� �������� �� ��������� ���� ������ ������ �� �

������ �� ����� 	
������ �� 
���

��� �� ��� ������� �������� ��� 	�	���� �� ��	���� �	�� ������	� �� ��	�� �

����� ������	� �� ����� ���� ���� ����� h = λ/4, ������� �� ���	����� ����� ����

�� ���������� �� ����� ���������

Êθ =
j60Io
r

e−jkr
[
cos
(
π
2 cos θ

)
sen θ

]
�
� !"

����� �� #� ������ �� ����� �� Zo ���� �� ���$�� Zo = 120π. �� ����� ����� ���

������ �� �������� ����� ���� ���

〈S〉 = 15I2o
πr2

[
cos
(
π
2 cos θ

)
sen θ

]2
ur �
� �"

� �� �������� ����� �������

Prad =

∫
〈S〉 · ds = 60I2o

∫ π

0

[
cos
(
π
2 cos θ

)]2
sen θ

dθ �
� "

�	�� ����	�� �� ����	�� �� �������� ��������� �� ���� ���	�����

Prad = 36,56I2o
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�� �����������	
 �	 ���������	 �� �	��	����

Rrad =
2Prad

I2o
= 73,1 Ω ������

� �	 ���������	�


D1/2 = 1,64 ������

��� 	��
 �	 	���	 �� ����	 ������� �� ���	 �	 �� ��	��	�	 ������	���� ���

�������	� � �� �����	 ��	��� �� �	��	���� ���� 	�������	��� ��� ���	� �� ��	� �	�

����������� �� �� ��	��� �� �����	�
 � ���� ������� � � 	���	��
 �	�	 �����	�

���������
 ��	 	���	 �� ��	� 	����	�	 ��� ��	� �����	����

3.2� ������ �� �	��
�

��� ��� �� 	���	 ������� �� �� �������� !�� �� �����	 �� �	�� ���� ��

����� �� �	 "���	 ��#� $	 	����	���� � � %������� �� ��	 	���	 �� �� ��� ����

�������	 � �� �����	 ������	����� ���� ����	 �	�	 ����� �� �	��� �	��&����

��� ��� �����
 �����	����� ��� ����������� ��� ��!��'	�� (� ��������	���

!�� �	� ����������� ��� ��!��'	� ����	�	�	� ��� �	 ������� �� ���	
 �������

������� !�� �	 �������� �� ���%���� �� ��� �� �	���

�	�	 ��	��	� ��� �	���� �� �	 ���	 �� �	��	���� ���������� �����	���� ��

�	��� ��� ������	� ����� �	�� ��� ����� �	�����	���	�� 	 ��	 �������� "�	���	�


��� ��

Â(r) =
μo

4πr
e−jkr

∮
espira

Iouϕ′ ejkur·r′dl′

r

R�

b

dH
�

dE
�

P(r, )���

�’

������ ��	
� ����� �� ������
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���� ������� �� ����	�
�� � �� ����
�
���� � ���� ��������
 ��
�	�� �


���
�� ��� ��������
�� ���� �r � �
′ �
 �����
��� ��������
��

ur = sen θ cosϕux + sen θ senϕuy + cos θuz

r′ = b
(
cosϕ′ux + senϕ′

)
uy

� �������	�� �� ������� �������

ur · r′ = b
(
sen θ cosϕ cosϕ′ + sen θ senϕ senϕ′

)
= b sen θ cos(ϕ− ϕ′)

�
��
���� �� ����
���� ������ ����

Â(r) =
μob

4π
Io
e−jkr

r

∫ 2π

0
senϕ′ ejkb sen θ cos(ϕ−ϕ′)uϕ′dϕ′

=
μob

4π
Io
e−jkr

r

∫ 2π

0

[
cos
(
kb sen θ cos(ϕ− ϕ′)

)
+ j sen

(
kb sen θ cos(ϕ− ϕ′)

)]
uϕ′dϕ′

�� �� ������� ��� �� ��
���� � �
� � �� ����� �� 	���� 	���� ��� �� ���� �

�� �
��
� λ  b� �
��
��� �� ����	�
�� � ��� ��
���
�� ����
� � ��
� �� 	����
	�
�� ��� �� �
�� � ���	�� ������	�� �� ����
� ��� �� �
�� � �� ��
� ���

�� ����	�
��

cos
(
kb sen θ cos(ϕ− ϕ′)

) � 1

sen
(
kb sen θ cos(ϕ− ϕ′)

) � kb sen θ cos(ϕ− ϕ′)

��
 �� ����

Â(r) � μob

4π
Io
e−jkr

r

∫ 2π

0

[
1 + jx cos(ϕ− ϕ′)

]
uϕ′dϕ′

�
� x = kb sen θ�  �
��
� �
 ���
�� ��� �� ������ �
������ �ϕ′ �
 �����
���

��������
�� ���
� �� ���

uϕ′ = − senϕ′ux + cosϕ′uy
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�� ����� ��	
���� ��� � ���������� ��� 
��	�� ���	��� �� ���� � ����������

��� ������� ���	��� �� ������	���� ����� �������� �� ����� � ��
������ 
�

�� ������ �� �� ��������� � ������	��

Â(r) � μob
2k sen θ

4
Io
e−jkr

r
[− senϕux + cosϕuy]

����� �� 
������� ������ �� � ��� �� �	
� ����� 
� ��� ���� �� �����

�� 
������ ��	�������� ����� ��� 
�� � ��������� ��
������

Â(r) � μob
2k sen θ

4
Io
e−jkr

r
uϕ � �!"#

$� ��� ������� � ��
������ 
� �� 
������� ������% 
���	�� ������ �� ��&


�������� 
� ��� �	
��

Ĥ =
1

μo
∇× Â � k2b2Ioe

−jkr sen θ
4r

uθ � �!'#

Ê =
−j

ωεo
∇× Ĥ � Zok

2b2Ioe
−jkr sen θ

4r
uϕ � �!(#

�� ���� 
��	���� ��� ������ �� )������� 
� ��� �	
�� ������ 
�� �

���� �� ��� ��� � *�
������ �� ��������� �������� ��

〈S〉 = 1

2
�
{
Ê× Ĥ∗

}
=

Zo(kb)
4 sen2 θI2o
32r2

ur � �! #

+ � 
������ ���� ���� ������ �� 
��

Prad =

∫
〈S〉 r2 sen θdθdϕ

=
πZo (kb)

4 I2o
16

∫ π

0
sen3 θdθ

=
πZo (kb)

4 I2o
12

� �!,#

)� �� ��
��� �����% Zo = 120π, ������	��

Prad = 10π2 (kb)4 I2o
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� ��
��	���� �� ���� �������	���� ����

Rrad =
2Prad

I2o
= 20π2 (kb)4

� �� 
���	����
�
 ��� ���� ������ ���
��

Dlazo =
4πr2 〈S〉máx

Prad
= 1,5

�� ��������� �������� ��� ��� ���� ������ ��� 	���� ���� �� �� 	�������	����


����� 
� ��� 
� �� 
���� 	���	�
� ����� �� ��� �� ��
���� 	������� ��� ��

	��� �� 	���	� ! �� 	��� ���� ��	� ��� �� ������ 
� ��"� ������ ��� 
���		�����

	�����
�� 	�� ����	�� � ��� 	���� 
�� 
���� 	�����

3.3� ������� ���	�
�� ������ � ������

�� �� ��	��	�� ��� ������� �� ��	������� � ����
� �� �����	�� 
� ��� ��#

���	�� 	��
�	���� �������
������ ���� ��� ��� �� �������� �� �����	�� 
� ��

�������

�� 	��� ���	������� ��	� ������
� �� �� ������ ��
�	� 	����� ! 	���������

�� ���� �����	�� 	��
�	����� ��� ������ �� 	��� ����� ��
��
� �� �� ������� ��

�� 
���
� � ��
�� ��� 	����� ! 	���������$ ��� �������� �� �� ������ ! ��� ��
�	�
��

�� �� �����	�� 	��
�	����� �� �� 	��� ��� �������� �� 
��������	��� 
�� 	���

����������� ��� ��� ������ �����
� %����� � ��� �����	�� 	��
�	���� ����� �� ��!

	����	�
�� &'��� ����� �� '�	���� �� �������	��� 
� 	����
���� �� ������ 	���

	��
�	��� ��%�	��� �� 	�������	��� �� 	��� 
���
� � ��� 	����� ! 	���������

��
�	�
�� �� �� �����	�� 	��
�	���� �� ��
� 	��	���� %�	������� ���	��
� ��

� ��
� 
� ��� ��������� ��� 	���� ������
�� 	�� ���� �������	��� 	��	���
��

�������� ���� 	�� ��� �������

(��� �� ������� �� �� ����� )�*+ �� ������� 
�� 	������������ 
� ���

������ �����
� %����� � ������� 	����
���
�  ��� 	��� 	��
�	��� ���� ��%�	���

�� �������� 	����
����
� ��� �� ������� %����
� �� ��� 
�������	��� 
� 	�����

! 	��������� ������ ! �� ���� 	��
�	��� �� ��
� ��������� �� ���� ������� ����#

������� 	��������
� �� �� ����� 
�������	��� 
� 	����� ! 	��������� ������ ! ���

�������� 	�������
������� �%�	���������� 	��� �� ������� ���������	������ ��

�� ����� )�*,-�.� �� ������� ��� 
�������	��� ���� 
� 	���� ρo� 	����
�������� ����
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V̂ (r) = V̂o + V̂i =
1

4πεo

∫
V
ρ̂o

e−jkr

r
dv′ +

1

4πεo

∫
Vi

ρ̂i
e−jkr

r
dv′

Â(r) = Âo + Âi =
μo

4π

∫
Va

Ĵo
e−jkr

r
dv′ +

μo

4π

∫
Vi

Ĵi
e−jkr

r
dv′

!�������� Â � V̂ � �� ����� ��������� �� �� ��������� z ≥ 0 ����� ���� ���

Ê = −∇V̂ − jωÂ
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(
∇V̂
)
n
− jωÂn
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+

∂V̂i

∂n
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P =
ZoI

2
o

4π

∫ π/2

0
[F (θ)]2 sen θ dθ
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� ���

r′m = r′ + rm

�

Ĵm(r′m) = CmĴref (r
′)

����� Ĵm � Ĵref 
��� ��
��	�!����	�� ��
 ��
	���������
 �� �������	� ����	�!�
 ��

������	� �"#
��� � � �� ��	��� �� �����������

%� ����
��� ��� �	������ !��	�� ����#	��� ��� �� �������� �"#
��� �� ��

&��� �� ��������� !���� ���� ��

Âm(r) =
μo

4π

e−jkr

r

∫
V ′
m

Ĵm(r′m) ejkur·r′mdv′m

'�
	�	������ ��
 !�����
 ��� !��	�� �� �
����� � �� �� ��
	�������� �� �������	�

��� �"#
��� �������� �� ������� ��� �� ���������� � 
������ ��
 ���	���������


�� ��
 N ������	�
 �� �� ���������� �� �	������ !��	�� ����#	��� 	�	�� �� ��

��������� 
��$

Â(r) = Âref (r) f(θ, ϕ) (��)*+
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��������� �	
������������

�����

Âref (r) =
μo

4π

e−jkr

r

∫
V ′

Ĵref (r
′) ejkur·r′dv′

�� �� �����	
�� ��	�� ���
�� � �� ������ �� �����	
� �

f(θ, ϕ) =

N∑
m=1

Cm ejkur·rm ������

�� ��� ����
��� 	������� ��
����
����� 	���	
�� 	��� ������ �� 	� �
����

����� ��� ������� ���� �� ��� 	���	
����� �� ��	
��	
�� Cm � �� �� ���
	
��

����
�� �� ��� ��������� �rm� � ��� �� 
�������
���� ��� �
�� �� ��
����� ��
��� �� �����

 ���
 �� ��� �	��	
����

Ĥ=
1

μo
∇×Â

Ê =
−j

ωεo
∇×Ĥ

��� ������� ��� 	����� ��!	�
	� � ����!�
	� �� ���	
�� ��� �����	
�� ��	�� Â�
������� 	��	��
 ��� ��� 	����� ��� �� �����	
�� �� ������ ������ ����
!�

�� �� �
��
���� ����

Ê(r) = Êref (r) f(θ, ϕ) ����"�

�

Ĥ(r) = Ĥref (r) f(θ, ϕ) ����#�

����� Êref � Ĥref ��� ��� 	����� ��!	�
	� � ����!�
	� 	�������
����� � ��

������ �� �����	
� � f(θ, ϕ) �� �� ��	�� �� �� �����	
���

$�� �	��	
���� ����"� � ����#� ������� ����%�
	������ �� 	���
	
�� �� ��	��&


'�	
�� �� ��� �����	
��( �� �
����� �� ��
�	
�� �� ��� �����	
�� �� �����

	���
��� 	��� �� ����	�� �� ���� ���� �� �
����� �� �� �������� ��� �
�����

�
����� �� �� �
��� �� 	���������� � �� ��	�� �� �� �����	
�� ��� ��������%�

�� �
����� �� ��
�	
�� �� ��� �����	
�� �� ��������� 
��������

)� �
�	
�
� �� ��	��
'�	
�� ������ ��� *�
� ��� �� �����
� �� ��� 	��	��%�&

�
	�� �� ��
�	
�� �� ��� �����	
���� �� ������� ��� �� ������� ���
�� ����

�� �� �+	�
	�� �� ��
�
'�	
�� ���� ,�	��� 	�� ��	��	
�� �� ���� ������ �����

��� ��
����� �� �� �����	
�� ���� 
�!��
	��� �� ������� �����
'� ��� ���

�
������ �� ��
�	
�� �� 	��� ��� �� ����� �� ����� ������ ��� �� �
����� ��
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��������	
������ ��

��������� �������	�
 �� 	� �������� 	��� ���������� �	���� ���� �� ��������

�� ����� �
��������

���� �
 ���	��� ����� 
�� ���	������� ���� ������ �� 
� ��������� � ���
��

��� ��
 ������ �� 
� ���	����� ���� �� ������� �� �� ���� � ������ 	��
�!����

����������� �������	
����" �������

rm = xmux + ymuy + zmuz

ur = sen θ cosϕ ux + sen θ senϕ uy + cos θ uz

� �
 ������ �� ���	����� ������ ���� ��

f(θ, ϕ) =

N∑
m=1

Cm ejk(xm sen θ cosϕ +ym sen θ senϕ+zm cos θ)

#	� ��� �� ��������� #	�" ���
	�� �� ���	������� �� ���� �
�������" ����������

	� �$���� ��
���������� �
����� �� ���������� %� 
� �����&� �� 
�� ���������

�
 ���	��� �� 
� ���	����� �� ���
�!� �������� �
 ���
���� �� 
� ������	�

S(θ, ϕ) = |f(θ, ϕ)|2 ������

#	� ��������� 
� �������� �� ������� �� 	�� ���	����� �� �
������� ���������

%� 
� ������� �
 �������� ����� 
�� ������� #	� �������	��� 	�� ���	�����

�� ���	
�� � ��� ����	����� ����� ��
������ � 
� 
���� �� 	�� 
&���� '���� � (����

�
 ���	��� �� ����� ���	������� �������� ��
 ���� ������
 �� 	�� �����	������

�������������
 �� ������� ���
���� ���� 
� #	� �� �	����� �� 
� ��	�� �����

)����������� 
�� �
������� �� 
� ���	����� ��������� �� ����� �� ��� ����

����������
 ��� �������� d1,�2,�3, ���$� 
�� �*�� +" , � -� )�� ���� ����	��	��

�
 ������ �� ������� rm, 
� ���� βm � 
� ��������� �� � �������� Cm �� 
� ������

m ������ ����� ��

rm =
3∑

i=1

midi

βm =

3∑
i=1

miδi

�

Cm = ejβm
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d1

d3

r

d2

r
m

������ ��	�� 
�������� �������������� �� ������� ��������� ��� ��������� �������

������ δi �� 	��� 
�������� �� 
������� �������� 
�� �����
�� �� ��
��� ��� ����

���� ����� �� ��� ������� ��� �� ��
��� ���� di� �� �� �����
��� �� 	�
��� ��

������
��� ��������� ��

Ê = Êref

∑
m

ej(krm·ur+βm)

��������� �� ������ � �� 
������� �� ���������� �� �� ������� ����� ���������

� 
��� 
������� 	���� �� �����
��� �������� ����� ����� �� �� ������
��� �����

��

rm · ur = m1d1 sen θ cosϕ+m2d2 sen θ senϕ+m3d3 cos θ

�����
��� �� 
���� �� 
���
� �� �� ������
��� ����

Ê = Êref

3∏
i=1

fi 
�� fi =

Ni−1∑
mi=0

ejmiψi


��

ψ1 = kd1 sen θ cosϕ+ δ1

ψ2 = kd2 sen θ senϕ+ δ2

ψ3 = kd3 cos θ + δ3

! ����� Ni �� �� �"���� �� ������� �� 
��� ������ �������� �� ��� i� �� 	�
��


�������� �� 
��� 	��
��� fi �� �� ���� �� ��� Ni �������� � ������ �� ���

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

���������	 ���
����� �� ����	 ejψi � �� ������
�� ��� �� ��
� �� ��� n ���
����

���
�	�� �� �	� ���������	 ���
����� ���	� ���� ���

Σ = a1
rn − 1

r − 1

��	�� a1 �� �� ���
�� ���
�	� � r �� �� ����	� ����	�
��

fi = ej(Ni−1)ψi/2
sen (Niψi/2)

sen (ψi/2)
�	 i = 1, 2, 3

��� �� ��� �� 
����� ��� �
�� ������� ��	��� ���� ���

|Ê| = |Êref |
3∏

i=1

|fi|

�	

|fi| =
∣∣∣∣sen (Niψi/2)

sen (ψi/2)

∣∣∣∣
������������	�� ���� �� ��� �	 ��� ��� ���
�	��� �� �� ��������	 ���	 �������

�� 
���� ��	����� �� �	�� �	��� ��	���
�� ���� �� �
�� �������

|Êref | = 60Io
r

|fo(θ)|

�	 fo(θ) �� ����� �� �� �	��	�� ��� ��	�� �� 
����� ��� �
�� ����� ����

|Ê| = 60Io
r

|fo(θ)||f1||f2||f3| ���� !

�� �	������
�� ��� ��� ���
�	��� ��� ��������	 ��	 �	��	�� ���������� fo(θ) = 1,
���	��� �� ����
�� ��� 	� �"����	! �	��	�� �� ������	������ �� �� �������	

����	�� #	�� � �"������
�	�� ��� ����� �� ��������	� �� ����

|Ê| = |Êref ||f1||f2||f3|

��� ��	��� ����
�� �	���� ��� ��� 
������ �� ��� ��	��	��

fi =
sen (Niψi/2)

sen (ψ/2)

��	 � �����
�	�� ��� ����������� �� �������	 �� �� ��������	�
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����� ����	
��� �� ��������	�� �
���� ��������� ���
� ���� Niψ/2 = ±pπ,
�
� p �����
 �����
� ������
 ���� p = 0 �� ��� ��������� �� ���	�
 �� ���
�
� 	���� � Ni� �
�
 ����� �
���
����� ���	����
 �� ����� �� ���
�	���� �����

���� �
� ���
� ��	��� �� ���	�
 �� ����	��� ����	�������� 	����	
� �� ���	�


��	��	��� � �� ���
� ������	���� � ���	� ��� ������� ψ�  	�	�	���
 fi(ψ) �
�
Ni 
������
� ��� ����� �
����	���� �� �� !���� "�#$ �� ����������� ��� ������

�
����	���� ���� ���	
� ���
��� �� N � %
���
� �
���
��� ��� ����� ������ �
�
�	�&��	��� �������
 � ψ = 180o�

|Fi| = |fi|
N

=
1

N

sen (Niψi/2)

sen (ψ/2)
'"�()*

4.2� �������	
� ���	��� � �	�����

�� �������	+� ����	��� ��� �� ������� �� �� !���� "�,-� �
�����
��� � ��

���
 ����	����� �� �� �	���	���	+� ��	�	����	
��� �
� N1 = N2 = 0. �������

d = d3, N = N3 � δ = δ3, �������
�

ψ = δ + kd cos θ

�

f(θ) =
sen (Nψ/2)

sen (ψ/2)
'"�(.*
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|Ê| = |Êref |
∣∣∣∣∣sen

(
N
2 (δ + kd cos θ)

)
sen
(
δ+kd cos θ

2

) ∣∣∣∣∣ �	
�	�

��� ���� ���������� ��� �� �� ����� ���������� �� ��� ��������� ���� ��

��������� �������� ����� �������� � ����������


Z

X

Y

�

r

������ ��	
� ��������� ������� �� �������

4.3� �������	
� ��	����� �� �	���

�� ��������� �� �� ����� ���������� ���� ��������� ��� ��� ���������� �

������� �������� ������������� ����� �� ���  ���� ������� �� !���� 	
"#
 $���

���������� �� ���� ���� ���������� � �� ����������� ������� ��� N1 = N3 = 0. $�
����� �� ����� ��%������ ����& �� �� ���� ���� ���

|Ê| = |Êref |
∣∣∣∣∣∣sen

(
N
2 (δ + kd cos γ)

)
sen
(
δ+kd cos γ

2

)
∣∣∣∣∣∣ �	
�'�

��� d = d2, n = n2 � δ = δ2
 $� &����� γ �� �� (����� ��� �� ������ � ��������
r ��� �� ��� � �� ����������) �� ���� ����) �� ���  
 $�������

cos γ = sen θ senϕ

*� ���� (����) ������� ��� ��������� ��� �� &����� �+������ �� �� (����� �

����������) � ��� �����) ��� ������������ �� ������� � �������� �� �� �����
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���� ��������� �� ���������� �� ��� ������ � ���
����� �����

�������� �� �� ������������ ��� �������� �� ���������� �� ���� ���� 
� ���
���

����� ������ �� �� ��� � ����� ��
�������� � 
� ���
������� ������ �� �� ��� ��

�� �
� �� ���
� γ ����� �� ���
� �����

4.4� �������� �	� ��
��

 �	 �
��
���� �	 ��
 
����
����

 �������� ���� ���! ���
�� �� �� �"������� ��� 	���� �� ���
������� ��
��

���� #$�%&'� (������ ���� 
� ���
������ �������� �������

f(θ) =
sen (Nψ/2)

sen (ψ/2)

)� �
�� ��� �������� �� ��������� �� �� ���
������ �� ��
���� ���� �� �
� ��

�
������ �� ���� 	���� �� ��
��� � �"������� ��� ��� ψ = 0 �
� ��������� ��
��"�� �(��
�� �� ������ �� N − 1 ���� �� f(ψ) ����� 0 � 2π �� (������ ��

N
ψ

2
= pπ �� p = 1, 2, ..., N − 1

����� ���� �� �
�� �� ���
����� 
� ��"�� ���
����� �
�� ������
� ��� ���

�������� � ������ �
� ψ �� ���"��� � �� 180o� * ������ �� ���� ���� �� �
���

�� ���+����� !���� �� 360o�

,� ��� �� ������
��� �����+� �� ��� ���
������� �������� �
� ������ ���
�

����� � ������
��� ��
���� �� �� �
� �� ������������ �� 
��	��� � ��+�����

���� ��� �� ��������� �� ����� �
��� �� ���	��� ����� ��������� �� �
�� δ = 0�
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���� ��� ��������

|f(θ)| =
∣∣∣∣∣sen

(
N πd

λ cos θ
)

sen
(
πd
λ cos θ

) ∣∣∣∣∣
� �� ������ 
������� �� ���
 �
������ ��������� 


ψ = 0 ⇒ πd

λ
cos θmáx = 0 ⇒ θmáx =

π

2

�� ����� �
 �������� �� �����
 
��
���� �� ����������
 
� ��� ��� 
���
�

���� � ������������� ��� ���
��
�� d� ���� ���� �� 
���
���� �� ������ ����
���������	 
� ��
�����	 ���	����� � ����������

��� N − 2 ������� ������
��� �� ���
 
���
���� ��� ���������� �����
������ �
 ��������� �� ������ 
� ����
�� ��� �
�� 
������� ��� 	
��� ��


���
����

sen

(
N

πd

λ
cos θ

)
= ±1 ⇒ N

πd

λ
cos θ = (2k + 1)

π

2
(k = 1, 2, . . .)

��������� �������

cos θ =
λ

2Nd
(2k + 1) (k = 1, 2, . . .)

�� ���� ������ ������
�� ����� ���
 �

 k = 1

cos θ1 =
3λ

2Nd

����� d� ��������� �� �
 ���

���� ���� ��� 
��
���� ��������
���� �� �


�������� 
����� �� ����� ������� ��� ��
���

d <
3λ

2N

�� �
�� ������� ������
����  � �
���� �� �
 
���
���� �� �����!
 �

 �	�!


�
 ���������
� �
��� ������ ����� �� ���
��
�� �� 	��
 ��� �� ���"��� ���


��������� ���� 
�# �� ����
� ������� ������
����

$�� ���� �� 
���
���� �� ����%� �� 
�����
 �� ��� �
 �������� �� 
��
����

�����
 �������� ��� �� ��� ��� 
���
����� �� ����� �� ������ ���� �

 θmáx =
0, π� ���
 
���
���� �� ������ ���� ���������	 ��	����
�	�� � ���	��� &�
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��������� �� �	� �������� �� �
 �	� �	��


ψ = 0 ��� θmáx = 0, π� �� ������ ��������� �� ψ

ψ = 0 ⇒ δ ± kd = 0

�� �����

δ = ±2π

λ
d

��� 0º

������ ��		� 
������� � ��������� � ���

���������� � ����� ��������� ���� ���������

�� ��	�� ���� � ��� ������������  
�� ������ �� ������� �� 	�

��	����� !�����
 �� ����� �
������� ������� 	� ������� d = λ/2, �� ����

����!���
 � ��������� � �� ���� 
�����	���
 � ���	��� "� ���� ���� �� �����!

	� �������!��� ��
 ����� �� ��	����� �� �
 �
�� #$� "� ����%� �!������ ��


� ��	�� �	� 
 �������!��� �� ����� �� 
 �����	����� ���	�� �	� �� 



���������

&���� �� 
 ��	� ����� �	� �� 
 �����	����� ���� '���(���
 � 
���������

�
 �)���� �� ���	���� �� θ = π/2, 
� �	� �� �� �� ����*� � �	� ������

�	�������� �	� ���� 
� ���������� �� 
 ��	����� �� 
+�� ���� ������ �


����� ���	
� � ��� �� ��� ����� �	� �������	������  
 ������� �� �	��)�

�� ��� �� �
 �
�� ���������	
� 
 �,� �� 
 ��	������

4.5� �������	��
 �������	
 �� 	����	�����
 ��������


-��� � �� ������� ���������� �	� �
 ��*� ��
 '( ����� 
�� �������� �	
���

���������� ��� �	� ���
� �� ���
%� ./01 ����2���' ���2��� ���� �	

��� !����

��� ��� �
 )��	
� �α ������ ��� 
� ����������� �� 
�� �	
�� �������� 



��	
� �������
� �� ���� �	� �� !�����

θ1 = θo − α ; θ2 = θo + α ; ./01 = 2α
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��� 0º

������ ��	
� �������� � �������� � ���

���������� � ����� �������� ���� ������

����� θo ���������	 
	 �������� �� �����	 �	��	��� � ��
 
��
� �������	
 � ���

���� ��������	�� ��� 
	 �������� ψ = 0, ���� ��

δ + kd cos θ0 = 0

��	� θ1 � θ2 
	� ����������� ���������������� 	 
�� ��� ��
�� 	��	������ ��������

��� Nψ/2 = ±pπ� ���� ��

δ + kd cos θ2 = −2π

n
�

δ + kd cos θ1 =
2π

n

�������� �� �����	 ���	� ������������ ������� ��������

cos θ2 − cos θo = − 2π

nkd

�� ��������� ��� �
 ��	��	�	 �� �	��	��� �� ��� ���������� �� ������ ��� α � 1
������� �	��� 
	 	������	���

cos θ2 = cos(θo + α) � cos θo − α sen θo − α2

2
cos θo
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��� ������� �

α2 cos θo + 2α sen θo =
2λ

Nd

	 
���� �� ���� ������� 
���� ����������� �� ������� ��� ������ 
���
�� ��

�� ����
����� ���� ��� ����� 
���������� ��������� ��������

	���
���� �� �
� ����������� � ���������� ���� ���� �
� θo = π/2 � ���

������

2α sen
π

2
=

2λ

Nd
⇒ ���� = 2α =

2λ

Nd

	���
���� �� �
� ���������� � ���	��� ���� ���� �
� θo = 0 � ��������

α2 =
2λ

Nd
⇒ ���� = 2α = 2

√
2λ

Nd

����� 
��� ��� �� ��! �� ����� �"� �������� ������ ����� �� �� ������� λ/d�

	���"� ������ �"� �� ���#� �� ������ 
���
�� �� �� ������� π/2 �"� �� ���

������ $��� 
������� ���������� %� ������� �� ��� �������� �� �������

�
� ���&�� �� ������� ��� ������ 
���
�� ������� ��� ������� � �� ����
����

�� �
� ����������� '��������( 
��� �� �)���� �� ������� ���������� �� ����

)���� �� ��
���� �� ��� 
����� � � �� ������� �� ����� ������� *���� �
�����

��� ��
����+� ��� ��� 
���� ����������� �� �� �����+� ������ �� ��
�����+� ��

��������� �� ��������� ,� ���+ ��� ��� �
������� ����!�� �� ������ 
����

����� ����� ��������� ����� ��� ������ 
���
�� � ���� ��� ������ ��������� 
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� �� ���� ��� ������ �	���� �� �
��	��� L = λ� 
� ��� �	���	��	�� �� 
��	����


�
 �� ��������� �
� �� ���	�� ������� ������� �� �	������ �� ���	�	�� �

������ �� ���	����	� �� ���	�	�� � �� �	���	�	�����

� ��� ���� ��� ������ �	���� �� �
��	��� L = 3λ/2� 
� ��� �	���	��	�� ��


��	���� 
�
 �� ��������� �
� �� ���	�� ������� ������� �� �	������ �� ���

�	�	��� ������ �� ���	����	� �� ���	�	�� � �� �	���	�	����

� ��� ���� ��� ������ �	���� �� �
��	��� L = λ/2� 
� ��� �	���	��	�� ��


��	���� �� ��  
���� I(z′, t) = Io cos(ωt)� ������� �� �	������ �� ���	�	���

!������ �� ���	����	� �� ���	�	�� � �� �	���	�	����

� ��� "
��� �� �#� $ �� ����� ��� ���� q� %� �
�	�	���
 �� �� ���� 
����� �

�� ���	�� z = zo cosωt� &"� ���	� ���
 �����
����'�	
(

� ��� )����
� �� ��	��
 	����� �� ���	
 a � ��	�� ������	����  ����� ��

���	
� %��* �	����
 �� �� ����
 +, 
� ����
 �� �� 
�	���� �	-
 ��	��
 ����


������
 �
� �� �	��'��	
 	���� ��	������ ��� ��
�� "
��� �� ��	��
 -�� ���

�	���	��	�� �	���� �� ���� λ = λo sen(ϕ/2)� %� ��	��
 �	�� 
� ��� ���
	���

������� ω 
������� �������
� ��� �#� $� ������	'��
�� �� �� ����
 +,�

!������ �
� ���
� ���	��
� � �� ���
� ���	
 ��� ���
� �� .
���	�� �� ��

/
�� �� ���	�	��� &0�' 
���� �	 λ = λo(

� ��� 1� �	����� ���* 
������
 �
� �
� �	�
�
� ����������� �	����
� ������

�	������� �
��� �� �#� + �� �#� ,� �	-
� �	�
�
� 
�	��� �� ��  
��� �	��	����2

p1 = po cosωtux � p2 = po cosωtuy�

������� �
� ���
� ��'��	
 � ����'�	
 �� �� /
�� �� ���	�	��� !������ ��

�
���	� ���	����

� ��� %� �� 
�	��� � �� �� ����
 A(0, 0, d) �� -����� �	������ �
� ������� 	�'��	��

�� ����	��� �  ���� ���
����� 3�� ��  ��
� �� ������	�� �	��� ���
 �
�

|f(θ)| =
∣∣∣∣cos(1

2
kd cos θ

)∣∣∣∣
4���������� ���� d = λ/2 �
� �	������� �� ���	�	�� �� �
� ����
� X = 0 �

Y = 0� ���
�	���
 ��� �
� ������� 	����
���� 5��� �
 �	��
 ����
 �
� �
�

�	�
�
� �������
� �� ����6
 	���� � ���	� �
��	��� �� 
��� � 
�	�����
� �� ��

�	��	�� OX �
�	�	���

�
���� �� ��������	�
���  
��
��� ���������� �� �	����� �� �������� 
��� ����� � �	�� ��������
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� ��� ��� ��������� ������ �� ����� ������� �������� �������� ����� �� �� ��

��������� d �� ������� �� �� ��� OY � �� ��� ��������� (0,md, 0) ���m = 0, 1, 2, 3, 4�
��� ���� �� ������ �� �� �����	 ��� ���������� ����� �� ���� � ������ �������

���������� I1, I2, ....I5 ����� �� �� ��������

Im+1 = Io

(
4
m

)
��� m = 0, 1, 2, 3, 4	  �������� !�� �� ������ �������"��� �� �� ��������� ��

|f(θ)| = [cos(kd/2 cos θ)]4

#��������� �� �������� �� ��������� �� �� ���� z = 0 ��� d = λ/2 � $����� ��
���$��� ��� ��%��� �������	

Z

X

Y

r

�

1 2 3
4 5

������ ��	�

� ���  �� ������� �������� �� ������ �� ��������� �������"���

F (θ) = cos [(1 + cos θ)π/4]

&'��� �� �� ��������� �� ��� �������( &'��� �� �� ���������� �� ����(

 �%��� �� �������� �� ��������� �� �� ���� �� !�� ���� ��� ������� ��������

� �� �� ���� �� !�� ���� ������� ����� λ/2
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θ = 0� �� ���	�	���� ��
�	 �� d = mλ � ������ ���
�� ��� ��	 ���������	 �� �	��

δ ��
�� ��� ���
���	� �������	���
�� � �	�
�� ��� ��	��	�	 �� �	��	���� 	����
��

��
������ N � m � δ�

� = 0º

� = 48,2º

� = 70,53º

� = 90º

�����	 ���� 

� ���� �� ��	��	�	 �� �	��	���� �� ��� 	�
��	� ���
���	� ���
��	� �� �� �����!

���
	�� �� �	 "���	 ����#	$� �� �	 �����
�� �� ���	 �� �� �  �� %	��� �	 ���	�	����

��
�� �	� 	�
��	� � �	 ���������	 �� �	�� ��� &�� ���
���

'�%� 	�
��	� ���
���	� ���
��	� &�� ���
�� �� �	�� �� �����	� �� �	 ����	

&�� �����	 �	 "���	 ����#�$� �� ��	� �&���	�� 	 
���� ��	
�� 	�
��	� �� ��
�����	�

���	
��	 �()()(�� �� ��	��	�	 �� �	��	���� &�� �� ��
���� �� �	 ���	�	���� ��
��

	�
��	� ���
��*	� �� λ/2, �� �� ��������
	�� �� �	 "���	� +	��� �	 �,������� ���

�	�
�� �� 	����	����
� � ��� ���� ���
�"&�� �	 ����	 � �	�	�
��-�
��	� �����-"�	�

��� ��	��	�	� .���/���� ��� �� &�� ��������-	� �	� ��%� 	�
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� ���� �� ������ ������� ��������� �������� ���� �� ����� θ = 0 � �������
��� ��� �������� d = mλ � ������ ��� ��� ���������� �� ��� δ	 �� �������� ��
��������� ������� ���� �� ������ ���������� ���� �� ����� sen θ ���� 3/4 �
−1/4

��������� m � δ	 ������� �� �������� ����� �� ��������� ��� �����	

� ���� �� ������ �������� ���������� ������ �� �� ����� � � ������

���� ���������������� ��� ��� ���������� �� f = 300!"#� ��� ���������� ��
��� δ� � ��������� $1 = 1 � $2 = A. %� ������� ������ � &���� �� �� ������ ��
���������� '(�()	 *+�,� ���� �� �� ������� '-2, �2) �� �� ������ � �� ������
�� $ � δ ���� ������� �� �������� �������� �� ��������� �� �� ���������
���������.
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������� �� �� ������ ��������� ��������� �� �� �������� ��� �� ������ ! �� ��������

������� "�� �� ���#�� ��� ����������� ��� ������� �� �� ���������� �� �������$�%

���� ������� �� �����&� ����������� ���� �������� ����� ��������� ��'������� ��(

�� �������% )���� � ����������� �� �� ���� ������ ��������� ��� ���������� ��

��*+���%
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Z
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������ ��	

,� ��� �� ������� ���� ��� ��������� �� �� -��� �%.� ��� �� ����� ��������

���� ������ ������� ! �� ���� ���� ������ ��������� ��� ������/� ���� -���

����� �� �� �������$� ��� �'����� �� ����������% 0�� ����������� ! �� ����� ��

��������$� �� ������� ��$������% 0� ������ ���������� � �� ������ �� �� �&"������

�� ������� V � �������� �� ��������� ��������� � �� ������ �� �� �����1�� ���� ���
��������� I% �� ������� �� ������������ ���� ���� "�� �� ��&$� I/V �� �� ����-��

��� ���� �� ������ �� �� -��� �%2 �� �������� ��� �� ������ ! �� ��������%


��� ��������� �� ��������� ��������� ������������� ��� �� #����� 1 ��� ���(
����� �� ����� "�� �� � ������ ������ ��� ������� �� ������� �� �� ���-�����$�

. �� �� -��� �%2� ! ��� �� #����� 2 ������ ��� ������ ��� �� ���-�����$� 2

�� ���1� -���% 0� ���������� ! ��� ����������� �� ������� ������ �� �� ��

���-���������%

�� ����"���� ����� ��� ������� �����!���� ��� ������� ! ��� �������� �� �����3
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∇ · (E1 ×H2 −E2 ×H1) = �����

= H2 · ∇ ×E1 −E1 · ∇ ×H2 −H1 · ∇ ×E2 +E2 · ∇ ×H1

� ��	
���� 
�� ���������� � �����



∇ · (E1 ×H2 −E2 ×H1) = −H2 · ∂B1

∂t
−E1 ·

(
J2 +

∂D2

∂t

)

+ H1 · ∂B2

∂t
+E2 ·

(
J1 +

∂D1

∂t

)

��� 	���� � ������
��� ��	������ ���	�� ������������� ������
�� ���

�
 ����	�� ��������� 
� ��	������ �������� �� ��������  ������
 �� ����� �

∇ ·
(
Ê1 × Ĥ2 − Ê2 × Ĥ1

)
= Ê2 · Ĵ1 − Ê1 · Ĵ2 ���!�
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�� Ĵ 	 	��
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��� γÊ� �
� ������� ����� � ���� ������� �
	�
�� �� ����� ����������
Ê′� ��� ����� �� ���	
�� ����� ���� �� ��	
��� � ����
�� 	��

Ĵ1 = γ
(
Ê1 + Ê′A

)
Ĵ2 = γ

(
Ê2 + Ê′B

)
���� Ê′A � Ê′B 	�� �	���
����� ��	 
���	
���	 �� ����� �����
�� ������
����� � � 
���
�� � ��	 �������	 � �� 	�
�� A � � �� 	�
�� B ������ �

	
	��� 	�� ����
������ � �� ���������
�� � � � �� ��  	�!���� Ê1 � Ê2 �

	��	 ���	
��	 � 	�	�
������ � "#��$� �	����

∇ ·
(
Ê1 × Ĥ2 − Ê2 × Ĥ1

)
= Ê′A · Ĵ2 − Ê′B · Ĵ1 "#�%$

���	
�� &�� � ������ �
� �� ����� �� ���� � &� 	 ���
�� ���� ����&�
� ���

� �����	 �����������
��	 � ����&�
� ����� �� 	���
�� 
����	� � � 
���
��

� ��	 ����	� # ����
����
�� 
�������	 	�� ���	
�� 	��� �� ������ V ′∫
V ′

∇ ·
(
Ê1 × Ĥ2 − Ê2 × Ĥ1

)
dv′ =

∫
V ′

(
Ê′A · Ĵ2 − Ê′B · Ĵ1

)
dv′

� ��
��� � ����� � ����� � �� �
�����
�� 	 �
�∫
S′

(
Ê1 × Ĥ2 − Ê2 × Ĥ1

)
· ds′ =

∫
V ′

(
Ê′A · Ĵ2 − Ê′B · Ĵ1

)
dv′ "#�'$

�
 ������	 � ������ V ′ � ���� � 	���
�� ��	�� &� ��	 ����	 ������ ��
������ ��
��� �� 	�����
 � 
������
�� 	���� 
���
����� ��!��� � ���	

� �����	 	����� &� ��	 �����	 ����	����� � ����	 �����	 ���� ��	 &� 	
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Ĥ1 =
n× Ê1

Zo
"#�($

���� � 	 � ����� ��
���
� � �� �
���
�� � ��������
�� � Zo 	 �� 
������
�

�������)	�
�� �� ���)�� * ���������� ���� Ĥ2 � Ê2�
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Ê1 × Ĥ2 − Ê2 × Ĥ1 =
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���

��� 	
��� ����� �
���

∫
V ′

(
Ê′A · Ĵ2 − Ê′B · Ĵ1

)
dv′ = 0

����� �� ����������� �� ����� ��������� � ���� �� ��	����� ����� ����� ���� ���� 
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������ � �
� �
��� �� �����
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∫
A
Ê′A · Ĵ2 dv =

∫
B
Ê′B · Ĵ1 dV ���#�

$	������ ����� �� �������� ��� 	����� ������� �� ����� �∫
A
Ê′A · J2 dv′ =

∫
A
Ê′A · dl′ Ĵ2 · ds′ = V A

1 IA2 ���%�

����� V A
1 �� �� !����&� �
���������� 	�� �� ��	��� A �� �� ���'�
������ ( � IA2 ��

�� ��������� �
� ����
�� 	�� ���� ��	��� �� �� ���'�
������ ) ��
���� �� ������ ��

��	��� B��

*� �������� ��� ���
��� ������� �� ���#� 	
��� ��	������� �� ����� ��������

���������� '��������

V A
1 IA2 = V B

2 IB1

� �� �
� �� ��
��
IA2
V B
2

=
IB1
V A
1

���+�

�
� �����'�� �
� �� �������� ����� �� ��������� �
� ����
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������������� ���������� �� ����� a� b� c

���� �� �� ��������� = 2(a b+ a c+ b c)  !"#$

%���&�� = a b c  !"'$

��(��� �� ����� r

���� = 4π r2  !")$

%���&�� =
4

3
π r3  !"*$

�������� ����� �� ����� r + ������ h

���� ��������� ������� = 2π r h  !",$

%���&�� = π r2 h  !"-$

���� ����� �� ����� r + ������ h

���� �� �� ��������� ������� = π r(r2 + h2)1/2  !".$

%���&�� =
1

3
π r2 h  !"/$

���0���� ��(1���� �� ����� r + ������ h

���� �� �� ��������� = 2 r h  !"2$

%���&�� =
1

3
π h2(3 r − h)  !"#3$
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������ �� ���� ����� �� �	�
�� a� b  	����	 h

���	 �� �	 �������
� �	���	� = π(a+ b)(h2 + (b− a)2)1/2 ������

������� =
1

3
π h (a2 + a b+ b2) ������

����
�� �� �	�
� 
����
�� a  �����
�� b

���	 �� �	 �������
� = π2(b2 − a2) ������

������� =
1

4
π2(a+ b)(b− a)2 ������

��
���
�� �� ���
���� a� b  c

������� =
4

3
π a b c ���� �

������� ���	
����

z = a+ jb = Mejα = M(cosα+ j senα) ����!�

M = (a2 + b2)1/2 ; j =
√−1 ; j2 = −1

"����#	�� �� z �� z∗ =
�

z = a− jb ����$�

z1 ± z2 = (a1 ± a2) + j(b1 ± b2) ����%�

z1 · z2 = (a1 + jb1)(a2 + jb2) = a1a2 − b1b2 + j(a1b2 + b1a2) ����&�

z1 · z2 = M1e
jα1M2e

jα2 = M1M2 e
j(α1+α2) = M1M2 exp j(α1 + α2) ����'�

z · z∗ = (a+ jb) (a− jb) = a2 + b2 = M2 ������

z1
z2

=
a1 + jb1
a2 + jb2

=
(a1 + jb1)(a2 − jb2)

a22 + b22
=

M1

M2
exp j(α1 − α2) ������
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sen(α± β) = senα cosβ ± cosα senβ ������

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ senα senβ ������

sen(α+ β) + sen(α− β) = 2 senα cosβ ������

cos(α+ β) + cos(α− β) = 2 cosα cosβ ����	�

sen(α+ β)− sen(α− β) = 2 cosα senβ ����
�

cos(α+ β)− cos(α− β) = −2 senα senβ ������

senα+ senβ = 2 sen
α+ β

2
cos

α− β

2
������

senα− senβ = 2 cos
α+ β

2
sen

α− β

2
�����

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2
������

cosα− cosβ = −2 sen
α+ β

2
sen

α− β

2
������

sen 2α = 2 senα cosα ������

cos 2α = cos2 α− sen 2α ������

sen 2α+ cos2 α = 1 ������

e±jα = cosα± j senα ����	�

���������	 �����������	

e±x = coshx± senhx ����
�

senhx± y) = senhx cosh y ± coshx senh y ������

cosh(x± y) = coshx cosh y ± senhx senh y ������
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��������	
������ ��

���������	 ��
�������	

log10 x = log x ; loge x = lnx ������

log x = 0, 4343 lnx ; ln x = 2, 3026 log x ������

�	
��	�� �� = 10 log
P1

P2
= 20 log

V1

V2
������

P1

P2
= �	�
��� 	���	 ���	�
����

V1

V2
= �	�
��� 	���	 �	�����	�

ln(rejϕ) = ln r + jϕ+ j2kπ (k = 	��	��) ������

��	�������	 �� 	����

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f”(a)
1

2!
(x− a)2 + . . . ������

+f (n−1)(a)
(x(n−1) − a)

(n− 1)!

(1 + x)1/2 = 1 +
1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 . . . ������

(1 + x)−1/2 = 1− 1

2
x+

3

8
x2 − 5

16
x3 . . . ������

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

2
x3 − 1

2
x4 . . . (−1 < x ≤ 1) ������

1

2
ln

1 + x

1− x
= x+

1

3
x3 +

1

5
x5 . . . (−1 < x < 1) ������

ex = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + . . . . ������

senx = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 . . . ������

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6 . . . ������

tan x = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 +

17

315
x7 . . . ������
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���������	 
���
�����	 

senh x = x+
1

3!
x3 +

1

5!
x5 + . . . ������

coshx = x+
1

2!
x2 +

1

4!
x3 + · · · ������

�������� �� 	��
� ��
����

�	
�� 
�	 A′(r, t) �� �� �����
 �� ��
�	 ������	

A′(r� t) = �[A(r� t)ejωt] ������

A(r� t) = Ar(r� t) + jAi(r� t) ������

�(A) =
1

2
(A+A∗) ������

�(Aejωt)�(Bejωt) =
1

2
(Aejωt + (Aejωt)∗) ((Bejωt + (Bejωt)∗) ������

�(Aejωt)�(Bejωt) =
1

2
�(A ·B∗ +A ·Be2jωt) ������

�	�
 ����� �� �� �
������ �� �����
�� �� ��
�	 ������	

< �(Aejωt)�(Bejωt) >=
1

2
�(A ·B∗) ���� �
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�������� 	

���������	 
���
�����	 ��

���������	 
���������	

A+B = C ����

A+B = B+A; m (A+B) = mA+mB ����

������ ��	� �
��
����� �� ����
���

����������� 	� 
� �����

�������� ��������� u1� u2� u3

A = A1u1 +A2u2 +A3u3 ����

��	
��� ������

A ·B = AB cosα (α = �� �!� "�� #��$�� A % B) ��&�

	� A = A1u1 +A2u2 +A3u3 % B = B1u1 +B2u2 +B3u3

A ·B = A1B1 +A2B2 +A3B3 ��'�

A ·B = B ·A; A · (B+C) = A ·B+A ·C ��(�
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��������	
������ ��

�������� �	����
��

������ ��	� 
������ ���������

A×B = nAB senα �����

| A×B |= ���	 
�� �	�	�����	�� ���� �	
� �� A � B � � α �� ����� ���

���	��

A×B =

∣∣∣∣∣∣
u 1 u 2 u 3

A 1 A 2 A 3

B 1 B 2 B 3

∣∣∣∣∣∣ �����

A×B = −B×A ; A× (B+C) = A×B+A×C �����

A · (B×C) =

∣∣∣∣∣∣
A 1 A 2 A 3

B 1 B 2 B 3

C 1 C 2 C 3

∣∣∣∣∣∣ ������

A · (B×C) = 	� ������ 
�� �	�	��������
 
� �	
� A� B � C�

A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B) ������

��������� �� ���	
��� � ������

����	����� ����	�
���� � �	���������	�

dl = (dx2 + dy2 + dz2)1/2 ������
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���������	 
���
�����	 

dv = dx dy dz ������

������ ��	� �

������� �����������

������
 �� �
������

������ ���� �

������� �����������

������
 �� �
�����

����������� 	
�����
	��

dl = (dρ2 + (ρ dϕ)2 + dz2)1/2 ������

dv = dρ ρdϕ dz ������

������ ���� �

������� �����������

������
 �� �
������

������ ���� �

������� �����������

������
 �� �
�����
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��������	
������ ��

����������� ��	
�����

dl =
(
dr2 + (r dθ)2 + (r sen θdϕ)2

)1/2
������

dv = r2 sen θ dr dθ dϕ ������

������ ��	� �

������� ���������� ������


�� �
������

������ ���� �

������� ���������� ������


�� �
�����

����������	
� � ���������

ρ = (x2 + y2)1/2; r = (x2 + y2 + z2)1/2

���������� � �����������

Aρ = Ax cosϕ+Ay senϕ
Aϕ = −Ax senϕ+Ay cosϕ
Az = Az

������
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���������	 
���
�����	 

����������� � ��	
�����

Ar = Ax sen θ cosϕ+Ay sen θ senϕ+Az cos θ
Aθ = Ax cos θ cosϕ+Ay cos θ senϕ−Az sen θ
Aϕ = −Ax senϕ+Ay cosϕ

������

���������� � �����������

Ax = Aρ cosϕ−Aϕ senϕ
Ay = Aρ senϕ+Aϕ cosϕ
Az = A z

������

�		
������ ��� ����	
 �� �	����� (x, y, z)

x = ρ cosϕ; y = ρ senϕ; z = z ������

��	
����� � �����������

A x = Ar sen θ cosϕ+Aθ cos θ cosϕ−Aϕ senϕ
A y = Ar sen θ senϕ+Aθ cos θ senϕ+Aϕ cosϕ
A z = Ar cos θ −Aθ sen θ

������

�		
������ ��� ����	
 �� �	����� (x, y, z)

x = r sen θ cosϕ; y = r sen θ senϕ; z = r cos θ ������

���������	 �� ���
����

�������� �� �� ������ � ��� �����������

dA

d x
= ĺım

Δx→0

A(x+Δx)−A(x)

Δx
������
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��������	
������ ��

d(A+B)

dx
=

dA

dx
+

dB

dx
������

dΦA

dx
= A

dΦ

dx
+Φ

dA

dx
������

d(A ·B)

dx
=

dA

dx
·B+A · dB

dx
������

d(A×B)

dx
=

dA

dx
×B+A× dB

dx
����	�


� A(x) = A(x)n(x); n(x) = A
A

dA(x)

dx
= n(x)

dA(x)

dx
+A(x)

dn(x)

dx
������

� ����������� ����������� A(x) = Ax(x)ux +Ay(x)uy +Az(x)uz

dA(x)

dx
= ux

dAx(x)

dx
+ uy

dAy(x)

dx
+ uz

dAz(x)

dx
������

�������� �� �	
 ����	��
 �����	


����������� 	
�����
	��

uρ = ux cosϕ+ uy senϕ
uϕ = −ux senϕ+ uy cosϕ
uz = uz

������

∂ uρ

∂ ρ
= 0 ;

∂ uρ

∂ ϕ
= uϕ

∂ uϕ

∂ ρ
= 0 ;

∂ uϕ

∂ ϕ
= −uρ ������

∂ uz

∂ ρ
= 0 ;

∂ uz

∂ ϕ
= 0 ;

∂ uz

∂ z
= 0
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���������	 
���
�����	 

����������� ��	
�����

ur = ux sen θ cosϕ+ uy sen θ senϕ+ uz cos θ
uθ = ux cos θ cosϕ+ uy cos θ senϕ− uz sen θ
uϕ = −ux senϕ+ uy cosϕ

������

∂ ur

∂ r
= 0 ;

∂ ur

∂ θ
= uθ ;

∂ ur

∂ ϕ
= uϕ sen θ

∂ uθ

∂ r
= 0 ;

∂ uθ

∂ θ
= −ur ;

∂ uθ

∂ ϕ
= uϕ cos θ ������

∂ uϕ

∂ r
= 0 ;

∂ uϕ

∂ θ
= 0 ;

∂ uϕ

∂ ϕ
= −(ux cosϕ+ uy senϕ)

�������� 	
 ������ �
������

∇(f + φ) = ∇f +∇φ ������

∇(f φ) = φ∇f + f ∇φ ������

∇(A ·B) = (A · ∇)B+(B · ∇)A+A× (∇×B) +B× (∇×A) ����	�

∇ · (A+B) = ∇ ·A+∇ ·B ����
�

∇ · (φA) = A · ∇φ+ φ∇ ·A ������

∇ · (A×B) = B · ∇ ×A−A · ∇ ×B ������

∇× (A+B) = ∇×A+∇×B �����

∇× (φA) = ∇φ×A+ φ∇×A ������

∇× (A×B) = A∇ ·B−B∇ ·A+ (B · ∇)A− (A · ∇)B ������

∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A ������

∇ · ∇φ = ∇2φ ������

∇×∇φ = 0 ������∫
V
∇φ dv =

∮
S
φds ����	�
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��������	
������ ��

∫
V
∇ ·A dv =

∮
S
A · ds (������� �� �� �	
�����	�� ������∫

V
∇×A dv =

∮
S
n×A ds ������∫

V
n×∇φ dv =

∮
C
φdl ������∫

S
(∇×A) · ds =

∮
C
A · dl �������� �� ������� ������

����������� 	��
�������

∇φ =
∂ φ

∂ x
ux +

∂ φ

∂ y
uy +

∂ φ

∂ z
uz ������

∇ ·A =
∂ Ax

∂ x
+

∂ Ay

∂ y
+

∂ Az

∂ z
������

∇× A =

(
∂Az

∂ y
− ∂Ay

∂ z

)
ux +

(
∂Ax

∂ z
− ∂Az

∂ x

)
uy

+

(
∂Ax

∂ z
− ∂Az

∂ x

)
uz ������

∇2φ =
∂2φ

∂ x2
+

∂2φ

∂ y2
+

∂2φ

∂ z2
������

����������� 	������	��

∇φ =
∂ φ

∂ρ
uρ +

∂ φ

ρ ∂ ϕ
uϕ +

∂ φ

∂z
uz ������

∇ ·A =
1

ρ

∂

∂ ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂

∂ ϕ
Aϕ +

∂

∂ z
Az ������

∇×A = uρ

(
1

ρ

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
+ uϕ

(
∂Aρ

∂z
− ∂Az

∂ρ

)
+

+ uz
1

ρ

(
∂(ρAϕ)

∂ρ
− ∂Aρ

∂ϕ

)
������
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���������	 
���
�����	 

∇2φ =
1

ρ

∂

∂ ρ

(
ρ
∂ φ

∂ ρ

)
+

1

ρ2

(
∂2φ

∂ ϕ2

)
+

∂2φ

∂ z2
������

����������� ��	
�����

∇φ =
∂ φ

∂r
ur +

∂ φ

r ∂θ
uθ +

∂ φ

r sen θ∂ ϕ
uϕ ������

∇ ·A =

(
1

r2
∂

∂ r
(r2Ar) +

1

r sen θ

∂

∂ θ
(Aθ sen θ) +

1

r sen θ

∂

∂ ϕ
Aϕ

)
����	�

∇×A =
ur

r sen θ

(
∂

∂θ
(Aϕ sen θ)− ∂Aθ

∂ϕ

)
+

uθ

r

(
1

sen θ

∂Ar

∂ϕ
− ∂(rAϕ)

∂r

)
+

uϕ

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
����
�

∇2φ =
1

r2
∂

∂ r

(
r2

∂φ

∂ r

)
+

1

r2 sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂φ

∂θ

)
+

1

r2��2θ

∂2φ

∂ϕ2
������

����� �� �����

�� ���� δ(r) �� �� ����� ���������

δ(r) = 0 ���� r �= 0� �

∫
δ(r′)dv′ = 1 ���� �

!� ������� �� �"����� � ���� �� ����#���

���������� �� �� ����� �� �����

$��� �� ��#�% f(r)� ∫
f(r′)δ(r′)dv′ = f(0) ������∫

f(r′)δ(r′ − ro)dv
′ = f(ro) ������
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��������	
������ ��

����������	


����� ������	 ��������	 
� �	� ���� ��	���� �����
� �	 �� ��	�� ro�

ρ(r) = qδ(r− ro) ������


�������� �	 ����� 	�������

∇·
(

q

4πεo

r− r′

|r− r′|3
)

=
q

εo
δ(r− r′) ������

���	������

∇2

(
1

|r− r′|
)

= −4πδ(r− r′) ������



CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



�������� 	

������

����������

���������� �	�
���

����� ������

��������� �� �� �	
 c ���×��8 ���

����� ��� �������� e �����×��−19 �

���� ��� �������� me m ���×��−31 ��

��
�� ���������� �e/me� e/me �� �×��11 ����

���� ��� ��	���� mn ��� !×��−27 ��

���� ��� "����� mp ��� �×��−27 ��

��������� �� #���� h �����×��−34 $·�
#������%���� ��� %��&� εo ���!'×��−12 (��

#�����)������ ��� %��&� μo 'π×��−7 *��

��������� �� +���
���� k ��,��×��−23 $�-

��������� �� ��� ����� R ��,�' $���� -

��������� �� .%������ No ����,×��−23 ���−1

/0	�%������ ���1���� ����� J '���� $������&�

��������� �� ���%������� G ��� ×��−11 2 · �2�-�2

/����&� �� ��"��� ��� e mec
2 ��!��� ���

/����&� �� ��"��� ��� p mpc
2 ,��, ���

/����&� �0	�%������ � � 	�� ��� ����×��−27 �� 3 ,��! ���

������� ����4���� ��� e μe �� ,×��−24 $ · 5−1
����� �� +�6� a ��!��×��−10 �

����� )1���� ��� e re �����×��−15 �



CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

��������

�	
���� �����	 ����	� � � ����	� �� �	���

���

�������� 	l
 ���� 	�
 �� = ��−2 �
���� 	m
 �������� 	��
 ���� 	�
���−3 ��
������ 	t
 ������� 	�
 �������

��������� 	f 
 ��� 	��
 � ��� �������� 	���


������ 	 T 
 1/� = s
����� 	F
 ������	 
���·���2 ���� � ��−5  
!���"� 	W 
 #���� 	$
 �  · � ���� � ��−7 $
�������� 	P 
 %���� 	&
 � $�� ������ � ��−7 &
'��� ��(����� 	 Q, q
 �����)�� 	'
 ���������)��� 1

3��
−9 '

������� ������ 	p
 '·� 	*·�

���������+� 	P
 ��%�� � '��2

��������� ��(�����	�
 %����� 	,
 � $�' ����%��� � -../0 ,

�1�1�1 	E
 � 	V
 %����� 	,
 � $�'

2��1 ����� ��(����� 	E
 ,��3  �'

4������������� ��(�1(D) 5��2 � '��2

'�������� 	C
 6����� 	�
 � '�, .×��11 ��
������%���� 	ε
 �����1�� � ���

'������ ��(�����	I, i
 ������ 	7
 � '�� �)������ � �� 7

4������� �� ������� 	J
 7��2

8���������� ����1 	R
 ,�2 � ,�7 � Ω
'�������%���� 	γ, σ
 ����� � ��	Ω �


2������+� ����(���� 	B
 �����	�
 � &)��2 �����	9
 � ��−4 �
2��1 �� ����1 ����1 	H
 7�� 4π × 10−3 :�����	:�

���#� ����(���� 	Φ
 &�)� 	&;
 ��8 ��<����� 	�<


������� ����1 ���1	m
 7�2

2������+� 	M
 ���3 � 7��

2���������� 	L
 ����� � 	�


�1�1�1 	 F
 7�����=%����� �/->? 9��)��	9)


�����)������ 	μ
 2����1�� � ���

8���������� 	R
 61�1�1�&) � �−1

��������� %���� 	A
 Φ�� � &)��

,���� �� ��@����� 	S
 ��A�� � &��2

�������� �� ���� 	λ
 �

2��������� 	Z
 ,�2 � Ω
7��������� 	Y 
 ��Z � Ω−1�B�����	B


CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



������

���������	��


�������� 	
���
 ��� � � = 1,602× 10−19�
�������� � � = 10−10 �
������� � ����� = 2,5401 ��
���
��� � ���� = 4,184 �
����
� θ o� = (273,15 + θ) 
 ��
	���
 !
�� � "#! = 3,6× 106 �

����������� ������������ � �������������

�������� ��
�������� ������������ �������������

(ρ)(η)(Ω�) �������� (εr) �������� (μr)

���� �$%%%&
������
 �� �����
�� '
��������������� 104 (�
����� ���� )$*
�������
 2,83× 10−8 �$%%%%+ ������
��,�� 5× 1014 )
�-�.�� 1015 *
/�0������ 1014 1
/�����
 %$2222()�3���
�
,���
 +1% �4���
��
�
,�� 1,69× 10−8 %$22222� �3����
�
�������� 44,0× 10−8

��� &%$ 5� *%�
����-
�.����� 7,5× 1017 1
�,
���� 1013 � 1016

�������
 ����
� %$*1
��������� 1%
6����
 (0o�) 8,85× 10−8 1%%% �4���
��
7����� 108 � 1011 +$�
7������
 95,8× 10−8

7��� 1011 � 1015 &
7������ �%%�%%% �4���
��
5���
�
 100× 10−8

5�0��� 7,24× 10−8 &%% �4���
��

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

�������� ��	���
���� ������
���� ������������

(ρ)(η)(Ω�) ������
� (εr) ������
� (μr)

������� �� 	�
�
��� 

��� 2,44× 10−8

������� 1015 ���

�����
�� 1014 ���

�
��� ��o�� 1,47× 10−8 ������� ������

��
����
��� 1015 ���

��
�����
� 1015 ���

������ � �!� 105 ��"

#�
�	��� ���� $%���

#�
�	�#��� ���
 ���%%

#� ��&�

�' ������� �(������

)�*�� 1015 ���

)��+������,�
-��&��� 5,51× 10−8

.����� 1010 � 1014 $

��������� �� ����

�������� ������ ����
������

1012 ���� �

109 ���� �

106 	��� 	

103 
��� 


10−2 ���� 

10−3 ���� �

10−6 ���� μ
10−9 ���� �

10−12 ��� �

10−15 ����� �



CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



����������	�


�� ���� ���������� �� ���������	
������  ��������� � �!� "�#
���� $%&�%'�


%� ()�*�� +�!� ��
����
��� �� ���������	
������ ���� �
	�
������
����,�*#-�,��. �/����0���1�*�� ���*�, ����, $�223'�


4� ()�*�� +�!� ����� �
� ���� ���������	
����� %a ��� ����,�*#
-�,��.� �����*�� "�,,�1)�,���, $�252'�


6� !��*�.� (�7� �*� 8�)*,�*� (� (� "�1���9 7����  �9 :��; $�2<2'�


=� ��.*0�*� �� >�� ����)��*� �� �� . ?�*�,� "� ������ ���� ��� ��*��
���1���@� �*����0���1�*�� ������ $�23%'�


<� ���A�),� !�8� 
���������
 �� ���������
������ >��*��1� 7����  �9
8��,�. $�252'�


3� 7����� 7� �� ��� �
��� ���������	
������� ��� �*�@� ���� ���1���#
*�� ���1���*� $�22&'�


5� 8�1;,�*� 8� !� ��������� ���������
������ 4a ��� 8�)* -���. B
?�*,� �*1�  �9 :��; $�222'�


2� +���,� 8� !� ���������	
������� 4� ��� "1���9#7��� $�25<'�


�&� ���� ���������� �� ��������� ��������� �� ���������	
�������
(���� "����� $�225'�


��� ������*� >� . (��,�*� !��� ���������	
������ -� 7� ����0�* B
(��  �9 :��; $�232'�


�%� ������*� >� . (��,�*� !��� ������ � �
��� ���������	
������� ?�#
��1��*�, (��*��C1�,� %a ��� "����� $�233'�


�4� ��*���� �� !� �*� ��D,)���� �� "� �� 5� ���������
���� �� ��
���

���  ����� %a ��� >����0�* >��,,� �ED��� $�256'�



CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



��������	
������ ��

���� ����	

� � � � �������� 	
 ��������� �
� ���
������ ���	�
��� ��� �	� ���� ������

���� ����� ! "#$	%	
  & '�	

���( �������� � ������ �� �������

��� ������� �� )��� *$

 ������

��+� �� ,	-� . * ��/ 0��((	
� � 1 ��������� �
� ���
������ ��-�
2$
	 3 "�� �	� ���� ���4��

��5� ����,(� � 2 * * ��/ �-$

$#(� � �������� ��������� �
� ����


������ 6a 7/ '//$(�� 2	(
	 ��� �� &��/�� ���55�

��4� �
��(	 � ! ��/ ��

$�� 7 ���
����� �
� ��������	
� 	� �����	�

���
�� ������� ���)��� *$
 0��� �� �	� ���� ���+��

���� ��#��$�� 0� �
�	���	�� �
��
����
� �����	���
���� '//$(��
82	(
	 ��� �� &��/�� ���5��

�69� ���:$(� ' � ����	� �����	���
���	�� 7/ !	�	�:; " ' 0���	8

��� ���4��

�6�� ����	

� 7 � ���������� � ���
�����	� 6a 7/ !	�	�:; " '
0���	
��� ����6�

�66� !�((	�� 2)< �������� �����	���
������ 0�::	����:-( &��/��
���+4�

�6=� !	$:>� � !� �$
,��/� ? �  �-�$(: � ! 2 ��
����
�	� �� ��	� �

�����	���
���� �� 7/ '//$(��82	(
	 ��	���.	�$���� 77 @@
����+�

�6�� "���-	> A�	(�/�� ?� "���-	> "�:�� &� "���-� !�$>� �  "��:�8
.��B� "���-	>80���$%�� � ��
����
�	� �� �����	���
�����	� 7/
"B�:	($( ��/�$/ �6999�

�6�� C$��	�� ! ' ! �!� �	
�������	
� 	� ������� �
� ��"#��� �	

�������� $��
�� �	�%�.�� ��	((� &��/�� ���++�

�6+� 2��%(�	((� ! 1 ����	� �����	���
���	�� &$.�(�  �	�$��
���45�

�65� 2-$::��	�� 7 � %���	�� 	� �!� ��	���� 	� ���!�� �
� ����������

C-�.�( �	
(�� ��/ "�� &:/ &��/�� ���+6�



CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Juan del Rosal, 14
28040 MADRID

Tel. Dirección Editorial: 913 987 521

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.

www.uned.es/publicaciones

	PORTADA
	ÍNDICE
	PREFACIO
	CONTENIDOS
	1 - Campo magnético en materiales
	2 - Inducción electromagnética
	3 - Energía magnética
	4 - Campo Electromagnético
	5 - Ondas electromagnéticas: propagación libre
	6 - Propagación guiada. Líneas de transmisión
	7 - Propagación guiada: guías de ondas. Cavidades resonantes
	8 - Radiación Electromagnética
	Apéndices
	A - Teorema de reciprocidad
	B - Relaciones matemáticas I
	C - Relaciones matemáticas II
	D - Tablas

	Bibliografía

	CONTRAPORTADA


 
 
    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Dónde: detrás de la última página
     Número de páginas: 3
     igual a la actual
      

        
     3
     1
     1
     1042
     611
    
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AtEnd
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.1c
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base





