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PREFACIO

En este libro se abordan las cuestiones relacionadas con el campo electromag-
nético que forman parte del programa de la asignatura Electromagnetismo II del
Grado en Fisica que se imparte en la UNED a fecha de hoy.

Esta obra tiene su génesis en las Unidades Didécticas de la asignatura Elec-
tricidad y Magnetismo, de la Licenciatura en CC. Fisicas de la UNED, tituladas
Electromagnetismo, del Prof. Victoriano Lépez Rodriguez.

Hemos adoptado la misma notacién y los mismos puntos de partida que la
obra que antecede a esta publicacion, Electromagnetismo I [1], también del Prof.
V. Lépez, a la cual este libro pretende dar continuidad; es una segunda parte
necesaria para abordar la materia del Electromagnetismo de segundo curso del
Grado en Fisica en la UNED de forma completa y autocontenida. Por tanto, todas
las cuestiones que no sean explicadas ni evidentes por si mismas deben buscarse
en la obra anterior.

A lo largo del texto se proponen una serie de ejercicios de autoevaluacion
con sus soluciones que ejemplifican el contenido teérico explicado en la seccién
correspondiente. Recomendamos a los estudiantes que intenten realizar por ellos
mismos estos ejercicios antes de ver la solucion.

Esperamos que este libro, con sus ejercicios de autoevaluacién, problemas pro-
puestos, figuras, resimenes, etc. sea una herramienta Gtil al estudiante que le
permita entender sin trabas los conceptos relacionados con el campo electromag-
nético.

Por tltimo queremos agradecer al Prof. Carlos Fernandez Gonzélez por su
ayuda en la confecciéon de algunas figuras.
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TEMA 1

CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

RESUMEN
Objetivos generales

Estudiar el comportamiento del campo magnético cuando existen medios ma-
teriales e introducir los vectores de campo y pardmetros que caracterizan los
citados medios.

Objetivos especificos

= Efecto Hall y magnetorresistencia.

= Potencial vector magnético debido a una distribucién de corriente: Desarro-
llo multipolar.

= Términos monopolar y dipolar del potencial vector magnético.

= Momento dipolar magnético de una distribucién de corriente y de un circuito
filiforme.

= Campo magnético debido a un dipolo magnético.
= Par de fuerzas sobre un dipolo magnético.
= Energia de un dipolo en el seno de un campo magnético uniforme.

= Fuerza sobre un dipolo magnético en un campo no uniforme.
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= Potencial escalar magnético.

s Teorema de Ampeére cuando intervienen medios imanados. Definicion del
vector intensidad de campo magnético H.

= Relacién entre los vectores B, H y M.

= Teorema del flujo de B a través de una superficie cerrada cuando intervienen
medios imanados: Fuentes de la intensidad de campo magnético H.

= Definiciéon de susceptibilidad y permeabilidad magnética. Distincion entre
medios lineales y no lineales.

= Tipos de materiales magnéticos y su caracterizacién mediante la susceptibi-
lidad o permeabilidad. Medios diamagnéticos, paramagnéticos y ferromag-
néticos.

= Curva de primera imanacién en medios ferromagnéticos.

= Ciclo de histéresis de materiales ferromagnéticos: Conceptos de campo coer-
citivo y remanencia.

= Condiciones en los limites para los vectores B, H y M en la frontera de dos
medios materiales.

Requisitos previos
Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, campo
magnético, potencial vector magnético, densidad de corriente eléctrica, Ley de

Ohm, fuerza de Lorentz, dipolo eléctrico y dieléctrico. Dominar el calculo vectorial
integral y diferencial.

<
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

INTRODUCCION

En este tema vamos a estudiar la interacciéon de un campo magnético con los
materiales.

En primer lugar, vamos a describir el efecto Hall, que es la aparicién de un
campo eléctrico transversal en un medio conductor sometido a un campo magné-
tico y por el que, ademads, circula una corriente. Asociado a este efecto, y también
a la geometria del conductor, tenemos el fenémeno de la magnetorresistencia co-
mo un incremento de la resistividad natural del medio en presencia de un campo
magnético.

Por otro lado, al igual que en el caso electrostatico se define el momento dipolar
eléctrico (y sus correspondientes momentos multipolares), la polarizacion y su
relacién con el campo eléctrico a través del vector desplazamiento, en este tema
veremos los momentos multipolares magnéticos, la magnetizacién de los materiales
y su relacién con el campo magnético. En este sentido, la interacciéon del campo
magnético y la materia tiene notables coincidencias con el caso electrostéatico.

Para ello, primero veremos que el potencial vector magnético debido a una dis-
tribucién de corrientes se puede expresar en funcién de sus momentos multipolares
v que el principal componente en este caso es el momento dipolar.

Posteriormente veremos que un medio material, desde el punto de vista mag-
nético, se puede considerar como un agregado de atomos y moléculas en los que
un campo magnético externo induce un momento magnético. Ademés, en mate-
riales como los paramagnéticos vy ferromagnéticos el campo exterior orienta los
dipolos magnéticos intrinsecos que poseen. Por otra parte el diamagnetismo tiene
su origen en las corrientes atémicas y el paramagnetismo se debe a la orientacion
de los momentos magnéticos intrinsecos de 4&tomos y moléculas en la direccién del
campo aplicado. Los materiales ferromagnéticos se caracterizan porque la interac-
cion de los dtomos proximos provoca la alineaciéon de sus momentos dipolares en
una direccién; el conjunto de dipolos alineados se agrupan en dominios, zonas del
material con los dipolos orientados en una direccién. Un campo externo provoca
que los dominios se orienten en la direccion del campo aplicado.
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1. EFECTO HALL
1.1. Modelo 6hmico de conduccion

En el modelo més simple de conduccién, la corriente eléctrica no es mas que
el desplazamiento de cargas libres en un medio bajo la accién combinada de un
campo eléctrico externo y el efecto de frenado que producen las colisiones de estas
cargas con las particulas materiales que componen el medio. El resultado es que,
al igual que un objeto material sometido a una fuerza constante que se desplaza
en un fluido, un portador de carga sometido a un campo eléctrico externo en un
medio alcanza una velocidad limite promedio que viene dada por:

(v) =vE (1.1)

donde v es un parametro llamado mowvilidad' que depende del detalle de la inter-
accién de ese portador concreto con el medio. En un conductor con varias especies
actuando como portadoras de carga libre, cada una tiene una movilidad en prin-
cipio distinta a la de los demés. Adviértase que en esta ecuacion v lleva implicito
el signo del portador, es decir, si éste es negativo, v es negativo. Por tanto (v)
toma el sentido que se espera segtin la carga del portador.

La densidad de corriente se define como J = ng(v) = p(v), donde n es la
densidad de portadores, g su carga y p = nq la densidad de carga libre disponible
para la conduccién. Entonces:

J=pvE (1.2)

Obsérvese que la densidad de corriente, J, y el campo eléctrico tienen la
misma direccion y sentido independientemente del signo del portador consi-
derado, puesto que tanto p como v toman el signo del portador® y su producto es
siempre positivo.

En el caso de que en el medio haya varias especies portadoras, cada una
contribuira con su propia densidad de carga y movilidad y entonces la densidad
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

de corriente serd la suma de todas las contribuciones:

J= <Z pﬂ/i> E (1.3)

El factor ), p;v; no es mas que la conductividad, 7. Asi pues, la ecuacion anterior
la podemos poner como:

que es la forma puntual de la ley de Ohm.

1.2. Campo eléctrico transversal

Supongamos que en un conductor se mantiene una corriente que es debida a un
solo tipo de portador, como por ejemplo la corriente electronica en un metal (ver
figura 1.1), y que ese conductor estd en el seno de un campo magnético. Entonces,
sobre las cargas que se desplazan se ejerce la fuerza de Lorentz magnética, F =
qv X B; esta fuerza es perpendicular a la trayectoria de la carga en el interior
del conductor, con lo que las cargas tienden a desviarse, generando un exceso de
carga en la pared externa del conductor, y un defecto de carga en la pared opuesta
(recordemos que el conductor es neutro). Este desequilibrio de carga produce un
campo eléctrico transversal (F;) a la corriente; el proceso de acumulacion de
carga se detiene cuando la fuerza eléctrica compensa la fuerza magnética:

0=qE;+q (v) xB

E,=—(v)xB (1.5)

Expresamos la ecuacion (1.5) en funcion de la densidad corriente (J = p (v),
suponiendo un solo portador):

JxB
p

E,=— (1.6)
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

tipo de portadores conducen la corriente en un medio desconocido, se establece
una corriente y un campo magnético perpendicular y se mide la diferencia de
potencial en sentido transversal a la corriente, en un plano perpendicular al campo
aplicado. El signo de esta diferencia de potencial establece cuél es el signo de la
carga del portador mayoritario del medio. Es el método que se usa, por ejemplo,
en la determinacion del portador dominante en un semiconductor (positivo en los
semiconductores tipo-p y negativo en los tipo-n).

Matematicamente, la expresion (1.5) se generaliza de la siguiente forma cuando
hay dos tipos de portadores (positivos y negativos):

E = ((v')+(v)) xB (1.7)

cuando se establece una corriente de conduccién cada portador se mueve en sen-
tidos opuestos; si sus movilidades son parecidas en términos absolutos, entonces
(vf) ~ —(v7) y por tanto E; ~ 0, como habiamos dicho antes.

Se define el coeficiente Hall, Ry con la siguiente expresion:
E;

~ JB

donde queda sobreentendido que J y B son perpendiculares y E; se mide en la

direccién perpendicular a ambos; en el caso de un tinico portador toma el valor

Ry (1.8)

Ry = ——
0
como se comprueba facilmente con la ecuacion (1.6); es decir, el coeficiente Hall
es la inversa de la densidad de carga libre de ese portador cambiada de signo.

Pero también se puede producir una situacion en que el medio tenga portadores
de ambos signos que son arrastrados en el mismo sentido. Una situacion tipica
es el flujo de una disolucion i6nica en una tuberia (como por ejemplo, la sangre en
los vasos sanguineos). En este caso (v) = (v™) y por tanto la corriente total es
nula. Pero, atn siendo la corriente total nula, se puede dar efecto Hall, como se
puede ver en la expresion anterior (1.7). Todas las situaciones descritas se reflejan
en la figura 1.2: en la izquierda tenemos el caso de un conductor metalico, donde
solo se desplazan los portadores de carga negativos (electrones); esta situacion se
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ELECTROMAGNETISMO 11
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Figura 1.2. Efecto Hall en tres tipos de arrastre de cargas.

Ejercicio de autoevaluaciéon 1.1

Encontrar la expresion de Ry para una disolucién iénica con una tnica
especie monovalente que se disocia en un portador positivo y otro negativo,
de movilidades respectivas v+ y v~. La concentracion del soluto es n.

Solucién

Las densidades de carga de cada especie vienen dadas por

pt = +en

p- = —en

La densidad de corriente en un medio de este tipo, con dos portadores
de distinto signo, es:

J=pt (v +p (vi)=en({(vV) = (v7))

Sustituimos la expresion anterior y la ecuacion (1.7) en la definicion del
coeficiente Hall (1.8); asumimos que los campos implicados son perpendicu-
lares entre si y eliminamos el cardcter vectorial, pero conservando implicita-
mente los signos en las magnitudes que evidencian el sentido de los campos
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

Puesto que estamos en un medio 6hmico, las velocidades promedio de cada
portador son proporcionales al campo electromotriz segin la expresion (1.1);
sustituyendo y simplificando:

1 vt +v-
en vt — v

Ry = —

Hay que recordar que las movilidades tienen el mismo signo que la carga de
su portador; por tanto, v+ >0y v~ < 0.

1.3. Magnetorresistencia

Ya hemos visto que la presencia de un campo magnético desvia parte de la
carga que fluye en forma de corriente eléctrica. Es de esperar que este desvio de
cargas tenga su repercusion en la facilidad con que la carga es transportada por
el campo electromotriz. Efectivamente, los conductores en el seno de un cam-
po magnético experimentan una disminucién de su conductividad efectiva y este
fenémeno se conoce por el nombre de magnetorresistencia.

Vamos a estudiar el proceso considerando inicialmente un tnico portador.
Aplicamos la ecuacion (1.1) pero considerando ahora que el campo electromotiz
tiene la componente magnética dada por la fuerza de Lorentz, E <— E + (v) x B.
Sustituyendo en (1.1):

(v) =v(E+ (v) x B)

que nos da una ecuacion en (v). Vamos a resolverla en términos de la densidad
de corriente, que viene dada por J = p(v) y donde la conductividad parcial del
portador es v = puv:

J=7E+vJxB (1.9)

Para despejar J de la ecuacion (1.9) tenemos que hacer algunas manipula-
ciones algebraicas. Empezamos multiplicando ambos miembros de la ecuacion
vectorialmente por B, por la derecha:

n D L1 D) D (1 1ﬂ\
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ELECTROMAGNETISMO 11

Ahora, en la densidad de corriente que aparece en el paréntesis de la derecha
sustituimos la propia expresiéon 1.9 y nos aprovechamos del hecho que el producto
B - (J x B) es nulo:

(JxB)xB=-B*J+7yB(B-E)
por lo que (1.10) queda:
JxB=1ExB-vBXJ+1v7B(B-E)
Volvemos a aplicar (1.9) para quitar el término J x B:
J—4E=11E xB - 1?B%J +1*yB(B-E)

reorganizando los términos despejamos finalmente J:

v

J—__ T
1+ v2B2

(E+vExB+1°B(B-E)) (1.11)

La ecuacién anterior nos da la densidad de corriente total, tanto en la compo-
nente paralela al campo electromotriz original como en otras direcciones. Vemos
que incluso la componente paralela al campo, que corresponderia al primer tér-
mino de la derecha de (1.11), esta afectada por una conductividad efectiva:

Yo =7 (1+12B%) "

que es inferior a la conductividad original, justamente por la intervencion del
campo magnético.

En realidad, esta conductividad efectiva depende de la direccién que adopte el
campo magnético. Si éste es paralelo a E, entonces B (B - E) = B2E y la ecuacion

(1.11) queda:
i

1+ v2B2
y recuperamos la ley de Ohm original, sin ningin tipo de modificacién de la
conductividad por influencia del campo magnético externo. Es decir los campos
magnéticos paralelos al campo electromotriz no producen efecto Hall ni magneto-
rresistencia.

J= (E+0+v°B*E) =~E
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

Disipacion de potencia

Como ya sabemos, la densidad potencia disipada en un medio resistivo es:
P=J-E

Aplicando esta relacion a la ecuacion (1.12):

Z i 2 2 2
- 1+ 1/1.2B2 Yi ( ) ( )

Como siempre es util analizar los casos extremos:

B y E paralelos Entonces:

-
P = Z 5 VZZB? (E* + v} B’E?) = Z v E? = yE?

1

que es la ley de Joule habitual en un conductor en ausencia de campo
magnético.

B y E perpendiculares
Vi 2 2
P=) ——=FE =sb
zi: 1+ v2B?

donde v < v v el conductor disipa menos potencia por efecto de la mag-
netorresistencia.

2. DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL VECTOR

Analizamos ahora el potencial vector magnético originado por una distribucion
de corriente limitada a un volumen préximo al origen del sistema de coordenadas
que tomamos de referencia. El potencial se calcula a partir de la ecuacion (1.14)
que lo define en funcién de la densidad de corriente. La figura 1.3 muestra la
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Z
P
r-r'
419 r
J p
Y
X
Figura 1.3
La ecuacién de partida es,
o J(r'
A(r) =t &) (1.14)

A Jyr v — 1|
En la relaciéon anterior se mezclan coordenadas con y sin prima. Interesa desarro-
llar la ecuacién anterior en funcién de términos multipolares, y de forma que en
cada término sea el producto de dos elementos uno en el que sélo figura la variable

con prima y en el otro la variable r.

Con la condicion |r'| < |r|, podemos desarrollar en serie 1/ |r — r'| y tomar
los dos primeros términos,

1 1 1 1

~ —

r—r| (7“2+7”’2—2r-r’)1/2 B (7"2—2I'~r’)1/2 B 7"(1—2r-r’/1“2)1/2

. . . ~1/2
Si ponemos z = 2r - r’/r?, desarrollamos el binomio (1 — z) /2y tomamos
los dos primeros términos, tenemos que,

11 r-r
r—r/| 7 73

de modo que,
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

desarrollo en términos multipolares es mas complejo que en electrostatica. El tér-
mino dipolar es el que predomina en medios magnéticos, por esta razén sélo vamos
a estudiar los dos términos indicados. Dada la complejidad de calculo y su menor
influencia en los fendémenos observados en medios magnéticos no analizaremos el
momento cuadripolar.

Para el analisis de los citados términos, vamos a demostrar el comportamiento
de dos relaciones muy ttiles. La primera es el producto de una funcién escalar
por el vector densidad de corriente f(r’)J, donde f(r’) es una funcién escalar,
que depende de las coordenadas donde se sitia la distribuciéon de corriente. Con-
siderando el volumen V'’ donde se sittia la corriente y la superficie S’ que encierra
por completo la distribucién de corriente, se puede comprobar que se verifica:

V' (f() )d = f (f(r')3) - ds' =0 (1.16)

V/

Se anula la integral de superficie porque sobre S’ el flujo de la corriente es nulo
ya que, por construccion, S’ engloba toda la corriente.

Dado que V' actiia sobre las coordenadas de r’, y considerando que se trata
de corrientes estacionarias donde V - J = 0, la siguiente relacion vectorial seré,

VA (f@)I) = (Vi) T+ )V -T = (VI)) I

Llevando este resultado a la ecuacion (1.16) queda,

// (V) -Jdv'" =0 (1.17)

2.1. Término monopolar

Vamos a utilizar las ecuaciones (1.16) y (1.17) para analizar el comportamiento
de los términos de la ecuacion (1.15).

Si suponemos que f(r') =z’
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ELECTROMAGNETISMO 11

Lo mismo ocurriréd si hacemos f(r') =/, y f(r') = 2/,

/Jydv’:() ; /szv’:()

Podemos expresar las relaciones anteriores de forma genérica como sigue:

/ _ / /o / /! / /! / / _ /I .
f(x') = 2}, donde (2] = 2/, 25 =4y yay = 2) V() = Va, = u;. J;
representard a J,, Jo a Jy, y J3 a J,. Con esta notacion,

/ Jid'l)/ =0

De las relaciones anteriores se deriva que,
/ Jdv' = ux/ dev’+uy/ Jydvl+uz/ J.dv' =0
/ V/ ! V/

/ Jdv' =0 (1.18)

Es decir,

Con esto se demuestra que el término monopolar en el desarrollo de po-
tencial vector debido a una distribucion de corrientes es nulo. Si recordamos que
el primer término en caso de electrostatica es la suma de todas las cargas eléc-
tricas, que dicho término monopolar para corrientes sea nulo es una consecuencia
del teorema de la divergencia, es decir, que en magnetismo no hay monopolos o
cargas magnéticas.

2.2. Término dipolar

Ahora vamos a trasformar el segundo término de la ecuacion (1.15) para se-
parar los elementos que dependen de las coordenadas con prima de los que no la
tienen. Si desarrollamos el producto escalar r - 1/,
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variables con prima, la ecuacion anterior se puede expresar de la siguiente manera,

La componente ¢ del vector Ap seré,
o 1
o
Ap(r), = ET—BZJU] /V/ :E;'Jidv/
j=1

Para trasformar esta ecuaciéon sumamos y restamos términos x}.J; dentro del
integrado de la forma siguiente,

Ap(r), = 47rr3z /< (2 J; + x3.J5) + (x;-Ji—:c;Jj)>dv'

Vamos a demostrar que el primer término dentro de la integral es nulo. Para
ello utilizamos la relacion (1.17), pero ahora ponemos f = z’y/,

/ N
Vi=yu;+2" u,
De forma genérica, si f = z{x’,
Vf = zju; + zju;

Llevando esta relacion a la ecuacion (1.17),
//(x;ui + zju;)- Jdv' = //(a:;Ji + 2 J;)dv' =0

Con este resultado el primer término del segundo miembro de Ap(r); se anula
y por tanto,

Ap(r); = 4M32 / (@ J; — 2} ) do
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ELECTROMAGNETISMO 11

Teniendo en cuenta la relacion vectorial (C.11),

'xJ)xr=Jr-r)—1r'(J r)

3
> aj(ald; — apdy) = [(x' x ) x r];
j=1

Con esta igualdad,

to 11 , ,
— o~ ~ ] d
1 r32/,[(r>< ) X r];dv

Todas las componentes son similares, por tanto,

Ap(r),

Lo 1 1
Ap(r) = 3 )2 ((r'xJ)xr) dv' (1.19)

En la ecuaciéon anterior podemos agrupar los términos que dependen de las coor-
denadas con prima de la siguiente manera,

1

m = 2//(1" x J)dv' (1.20)

La ecuacion (1.20) define el momento dipolar magnético debido a una
distribucién arbitraria de corriente.

El término dipolarqueda definido por la siguiente ecuacion,

Lo M X T

Ap(r) = A 13

(1.21)

Vemos que el término dipolar del potencial vector magnético es perpendicular al
momento dipolar magnético y al vector que indica la posicién donde se considera
el potencial.
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

indican dénde se toman los elementos de corriente se relacionan con los anteriores
mediante la siguiente ecuacioén,

VAN
r,=r —a

Sustituyendo en la ecuacion (1.20),

1 1
m0:2/ r;dev’:2/ (r' —a) x Jdv'

:1/ r’dev’—lax/ Jdv'
2 / 2 /

Pero como vimos en el apartado anterior dedicado al término monopolar,

/ Jdv' =0

m, = m

Por tanto,

El momento dipolar magnético debido a una distribuciéon de corriente no de-
pende del origen de coordenadas elegido, por tanto es un elemento que caracteriza
la distribucién y se puede calcular eligiendo el sistema de coordenadas més apro-
piado a la distribucién de corriente que consideremos.

2.3. Corrientes filiformes

Cuando se trata de un circuito cerrado por el que circula una corriente I,
la forma que adopta la expresion (1.20) cambia. Se sustituye Jdv' por Idl' y la
integral de volumen se convierte en una integral sobre el camino cerrado que
coincide con el hilo que soporta la corriente. E1 momento dipolar queda de la
forma siguiente,

1
m = 2[% v’ x dl (1.22)
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ds

] dr
X

(@ (b)

Figura 1.4

elemental dentro de la espira. Dicha area es,
1 / / / /
oM x dl' =ds" =nds

La integral sobre todo el contorno C’ serd el area de la espira,

1
2f/r’xdl’:ns

En un circuito plano su momento dipolar magnético es,
m=17/Sn (1.23)

El momento dipolar magnético tiene dimensiones de intensidad de corriente por
superficie, [A-m?] en el SI.

La orientacion del momento estd relacionada con el sentido de recorrido del
circuito y obedece a la regla del tornillo. En la figura 1.4(b) se muestran dos
espiras con sentidos de corriente opuesto; en la primera el vector n sale del plano
hacia el observador y en la segunda entra en el plano. Se han dibujado una N y
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2.4. Dipolo magnético puntual

El dipolo magnético puntual es una abstracciéon que consiste en una particula
puntual que porta un cierto momento dipolar magnético m. Se puede visualizar
como un circuito plano donde S — 0 y a la vez I — oo mientras que su producto
es constante, m = I5.

3. CAMPO MAGNETICO DE UN DIPOLO

Es interesante conocer la forma que adoptan las lineas de campo en el caso
de un dipolo magnético puntual situado en el origen de coordenadas. El potencial
vector magnético que corresponde a este dipolo ideal viene dado por la ecuaciéon
(1.21). Calculamos el campo magnético en un punto definido por el vector de
posicién r, aplicando la relacién entre B y A,

B:VXA:Z—OVX (m”>

T r3

En primer lugar aplicamos la relacion vectorial (C.42),
Vx(¢G)= (Vo) x G+ ¢V xG

En este caso ¢ = 1/ y G =m x r.
1\  d /1Y _ 3 3
Vi) = v \3)= ™=

Lo 3r 1
B:4ﬂ_<—r5><(m><r)—|-7ﬂgv><(m><r)>

Por tanto,

Aplicando la relacién del producto vectorial doble,

rx(mxr)=m(r-r)—r(r- m)=rm—-r(m-r)
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ELECTROMAGNETISMO 11

El operador V ahora representa derivar con respecto a las coordenadas del pun-
to donde se calcula el campo, es decir, las indicadas por r. El momento m es
constante. Teniendo esto en cuenta,

Vir=3,; Vm=0,; (r-Vm=0

(m-V)rz(m-(ura—i—ugla—i—u ! a))rur
T

or 90 " Prsenf dp
1 0
(m'V)I‘:m~urarur—km-ue;%rur+m-u¢m%rur
Como,
8ur:0' auT:ug' %:u sen 6
or T 00 T Oy s

Desarrollando la derivada del producto ru,, la relaciéon anterior se trasforma
en,
(m-V)r=(m-u,)u,+(m-uy)uy+ (m-u,)u, = m

va que los productos escalares son las proyecciones de m sobre los respectivos ejes
de coordenadas; es decir, las componentes de m.

De todo lo anterior se deduce que,
Vx(mxr)=3m—- m=2m

Llevando las operaciones realizadas a la expresion del campo,

Mo (3 9 2m

Simplificando queda,
to 1 2
B="—0@Br(m:r)— rm 1.24
P~ @r(m x) — > m) (124)
La ecuacion (1.24) expresa el campo debido a un dipolo puntual situado en
el origen de coordenadas y a una distancia » muy grande comparada con las
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

E]e de rotacion

y4 Polp Norte (D

(a) (b)

Figura 1.5

lineas de campo tienen su origen en la carga positiva y mueren en la negativa, sin
embargo las lineas del dipolo magnético no tienen origen ni final como muestra la

figura 1.5(b).

La demostracion anterior es de caricter general y sirve para cualquier orien-
tacién del dipolo en el origen de coordenadas. Si suponemos el momento dipolar
magnético orientado en la direccion del eje Z, como muestra la figura 1.5(a), po-
demos obtener las componentes del campo magnético de forma més sencilla. En
este caso el potencial vector definido por la ecuacion (1.21) se puede poner de la

siguiente forma,
oM XT L, msenf

Adr 3 4w 2

Ap(r) = u,
Dado que s6lo hay componente AD(r)W y ésta depende de las variables r y 6,
el rotacional en coordenadas esféricas se reduce a la siguiente expresion,

u. 0 ug 0

Vv Anle) = (A con A T (o A (y) )
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ELECTROMAGNETISMO 11

La figura 1.5(b) muestra la lineas de campo correspondientes a un dipolo
magnético ideal que proporciona una idea aproximada de cémo se distribuyen
las lineas de campo en la tierra, considerada ésta como un dipolo magnético
situado en su centro. El eje de rotacién no coincide con el eje del dipolo. El
momento de este dipolo estd orientado de tal manera que forma un angulo de
168,5° aproximadamente con el eje de rotacién. En el polo norte las lineas de
campo entran verticalmente y en el sur salen. Esta asignacién es opuesta, como
hemos visto antes en el circuito plano, a la que utilizamos para una espira, que
es la utilizada para un imén o un solenoide, y se debe a que el polo norte de una
brajula, aguja magnética, se orienta en hacia el sur. Con la definiciéon dada para
una espira el polo norte de la tierra serfa el sur magnético.

Las lineas de campo magnético terrestre se deben a un momento dipolar
m ~ 82 x 10%? [A mQ] ), v el campo varia desde 3 x 107> Wh/m? en el ecua-
dor hasta 6 x 107> Wb/m? en los polos. El campo magnético terrestre flucttia con
el tiempo, ademas depende de las zonas geograficas y de las tormentas magnéticas
provocadas por el Sol. En los estudios de paleontologia se han observado fluctua-
ciones del campo y también periodos en los que se ha invertido la orientacién de
los polos. Durante los ultimos cien millones de anios el campo ha permanecido en
el entorno de los valores actuales.

4. DIPOLO EN UN CAMPO MAGNETICO
4.1. Par de fuerzas sobre un dipolo

Vamos demostrar como se puede poner el par de fuerzas que ejerce un campo
magnético sobre una corriente en funcién del momento dipolar. Suponemos que el
campo donde se situa la distribucién de corriente es uniforme y que dicha corriente
estd dentro de un volumen V’. El par de fuerzas viene dado por,

T:/ r' x (J x B)dv'

Desarrollando el nroducto vectorial doble a nartir de (C'11)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

El segundo término de la ecuacion anterior es nulo. Para demostrarlo tenemos
en cuenta que para cada una de las componentes de la integral se verifica que,

1
/ (' - J)dv' :/ (V§TI2) - Jdo'

Donde hemos sustituido 1’ por V(37%). Aplicando la ecuacion (1.17), la ecuacion
anterior serd,

/ (v%rﬂ) Jdv' =0

Como habiamos enunciado al principio.

El par de fuerzas se reduce a la siguiente expresion,

T= [ J&' B)d/ (1.26)
V/
Ahora observamos que el calculo realizado en el apartado 2.2, que lleva desde el
término dipolar del desarrollo del potencial vector en la ecuacion (1.15) hasta el
resultado (1.21), nos permite escribir,

/ Jr' r)dv =mxr

Comprobamos que es de la misma forma que (1.26), y se trasforma una en otra
sin mas que cambiar r por B, por tanto,

T=mxB (1.27)

La ecuacion anterior expresa el par de fuerzas sobre un dipolo, cuyo momento
dipolar es m, debido a un campo magnético externo B.

4.2. Energia de un dipolo puntual

Para obtener la energia de un dipolo en funcién del campo aplicado y del

Aurnmiila mern LAavenan Al Al 1
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ELECTROMAGNETISMO 11

El trabajo elemental es,
dW =T - (dfu,)
Donde
T=mxB=—-mBsenlu,

Llevando estas relaciones a la ecuacién anterior queda,

dW = —m Bsen0df

El trabajo realizado para pasar del dngulo de referencia 6, a 0 serd,

0

W =— [ mBsenfdd =m B(cos — cosb,)
bo

Si tomamos como cero de energia potencial 8, = 7/2,

W =m Bcos6

Como la energia potencial es el trabajo realizado contra el campo,

Up=Vp=-mBcosd=—m-B (1.28)

La ecuacién anterior muestra que la energia del dipolo es igual a —m B para 6 =
0, nula para @ = 7/2 e igual a mB para 6 = 7. La variacion entre distintos angulos
es de forma cosenoidal. Vemos que la posicién méas estable es la correspondiente
a la energia minima y en ella el dipolo tiene la misma direccién y sentido que el
campo.

4.3. Fuerza sobre un dipolo puntual

La fuerza sobre un dipolo se puede obtener a partir de la energia. Se puede
demostrar® que en un campo magnético B(r) la relacion entre fuerza y energia es
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

En el caso de que V x B =0, que presupone que J =0 en el punto donde se
considera m, y teniendo en cuenta la relacién vectorial,

Vim-B(r))=Bx (Vxm)+mx (VxB)+ (m-V)B+ (B-V)m
Como m es constante y V x B = 0, la ecuaciéon anterior se reduce a la siguiente,
F=(m-V)B (1.30)

Dicha fuerza es nula en el caso de un campo magnético uniforme, ya que m y B
serfan independientes de las coordenadas, y en los demés casos F depende de la
variacion de B(r) con las coordenadas.

5. IMANACION

Los medios materiales estan compuestos por atomos y moléculas, que a su vez
se componen de particulas como los protones, neutrones y electrones. Los protones
y neutrones se concentran en el ntcleo y los electrones estan dispuestos alrededor
del nicleo.

Clasicamente, el movimiento de los electrones alrededor del nticleo se asimila
a una corriente sobre una espira que produce un momento conocido como mo-
mento magnético orbital. Ademas los electrones se caracterizan por tener un
momento magnético intrinseco relacionado con una propiedad mecano-cuintica
llamada espin. Las particulas del ntcleo también tienen un momento magnético
intrinseco pero es mucho menor que los momentos orbital y de espin de los elec-
trones, ya que ambos momentos son inversamente proporcionales a sus masas, y
tanto la masa del protén como la del neutrén es aproximadamente mil ochocientas
veces mayor que la del electron.

Los distintos atomos que componen un material pueden tener un momento
magnético total distinto de cero o nulo, dependiendo de que los momentos orbi-
tales y de espin se anulen o0 no entre si. Cuando los dtomos tienen un momento
magnético distinto de cero, puede ocurrir que su orientacién sea al azar, lo que

rranda A Tan vmatanial 11 |
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ELECTROMAGNETISMO 11

cada dipolo magnético. Ademés el campo perturba el momento orbital e induce
un cambio en los momentos magnéticos orbitales.

La descripcién anterior es de naturaleza clasica y es un modelo aproximado
de lo que ocurre con las propiedades magnéticas de los materiales, pero debemos
tener presente que dichos fenémenos son de naturaleza cuantica y para un anélisis
correcto se debe utilizar la mecénica cuéntica.

En resumen, un material puede ser considerado como una agrupacién de di-
polos distribuidos en el volumen que ocupa dicho material. Es decir, el material
se comporta como un conjunto de pequenas espiras recorridas por corrientes de-
nominadas corrientes amperianas.

5.1. Vector imanacion

Desde un punto de vista macroscopico se tienen en cuenta los momentos di-
polares magnéticos mediante la definicién de un vector, llamado imanacién o
magnetizacion M, que es funcién de los momentos magnéticos atémicos. Si to-
mamos m; como el momento dipolar magnético de cada 4tomo y consideramos
un volumen elemental Awv, la suma vectorial de los momentos magnéticos en Av
serd Xm,; la imanaciéon M se define mediante la siguiente ecuacién:

(1.31)

M es el momento dipolar magnético por unidad de volumen, conocido con el
nombre de imanaciéon. En la definicién, el limite de Av se considera de forma
que Av sea muy pequeno desde un punto de vista macroscépico, pero al mismo
tiempo el ntimero de momentos dipolares m; en su interior debe ser grande. De

esta forma la funcién vectorial M es una funcion continua que depende del punto
nanncidanada T an Adian Ao NA Ao 1 LA 21 ban T A
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

5.2. Corriente de imanacion

En los materiales no ferromagnéticos, los momentos magnéticos de los atomos
o bien son nulos o bien su orientacién es aleatoria de forma que la suma es nula.
Cuando se aplica un campo externo se orientan los dipolos o se inducen momentos
magnéticos en los &tomos y en consecuencia se produce una imanacién M.

La imanacién nos permite describir, desde un punto de vista macroscépico, las
caracteristicas de materiales magnéticos y obtener el campo magnético producido
por un material imanado.

La interpretacién macroscdpica que se hace de los momentos magnéticos de
los atomos, es asimilar dichos momentos a pequenas espiras recorridas por unas
corrientes conocidas como corrientes amperianas. A una agrupacién de dtomos
caracterizada por una imanaciéon M se puede atribuir una corriente, llamada co-
rriente de imanacidn, que permite describir las caracteristicas del grupo de &tomos
y calcular el campo magnético debido a ellos. La corriente de imanacién no repre-
senta un movimiento de cargas a través del material, simplemente es un modelo
para expresar el campo debido a los momentos magnéticos de los atomos.

Densidad de corriente en el interior del material

Es interesante encontrar la relacion entre la imanacion M y la corriente de
imanacion. Para ello vamos a estudiar un material cuya imanacién no es unifor-
me, y dentro de dicho material consideramos dos volumenes elementales Av =
Az Ay Az contiguos como muestra la figura 1.6(a). En primer lugar analizamos
la imanacién en dos volimenes contiguos dispuestos en la direccién de eje Y, v
consideramos la componente en la direccién del eje X.

Al primer volumen elemental del conjunto de atomos corresponde una imana-
cion —M u, en la direccién del eje X, y la relacién entre imanacion y la corriente
de imanacién asociada a dicho volumen es,

M, Ax Ay Az =1LAS =11 Ay Az
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ELECTROMAGNETISMO 11

(a) (b)

Figura 1.6

rrollo en serie, es decir, por la siguiente relacién,
oM . .
M(z, y, z) + 8—Ay + términos de orden superior (T.0.S)
Yy

Si despreciamos los T.0.S, la relacion entre corriente e imanacion en el segundo
volumen elemental serd,

88M1; Ay) Ax Ay Az = I, Ay Az
Y

(11

La corriente sobre el plano Q de separacién entre los dos volamenes es,

1 0 M,
I — 1, = - Ay | Ax Ay A
11— 12 AyAz< dy y> T oY Az
0 M,
11—12:— GU' A.I‘Ay
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

MyAz Ay Az = [[Az Az

<My + aaMy Aw) Az AyAz =T, Az Az

1 [(OM
I -r=— YAz ) Ax Ay A
17 %2 AxAz<:ax x) roves
M
I{Iézaa YAz Ay
X

Ahora la corriente neta tiene el sentido de z positivo, dado que en el primer
volumen la imanaciéon es mayor. La figura 1.6(b) muestra las corrientes en las
caras de contacto.

Dividiendo las corrientes por la superficie tenemos la densidad de corriente
superficial en la direccién del eje Z sobre el plano de separacién entre los dos
volimenes elementales,

L -1 -1
1 2+2 1

(Jm)= = Ax Ay  AxAy
oM, OM,
(Jm)= = ox Oy

La relacion anterior es la componente del rotacional del vector imanacién en la
direccion del eje Z. Podemos repetir la demostracion para las otras componentes
v el resultado seria,

Jn=VxM (1.32)

En forma verbal, la densidad de corrlente de imanacién Jm en el interior
AAl s atnnial Sriial Al wnd M 1 1.1
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ELECTROMAGNETISMO 11

Densidad de corriente superficial

Analizaremos lo que ocurre en la superficie que separa un medio imanado con
el vacio u otro material no imanado.

Tomando como referencia la figura 1.6(a), y considerando el plano P, la co-
rriente en la direccién del eje Z debido a la componente x cumple la siguiente
relacion,

M, Ax Ay Az = 1Ay Az

La corriente por unidad de longitud que circula por el plano de separaciéon entre
medio y vacio debido a la componente x es,

I

De forma andloga procederiamos con la componente M,. Dicha densidad de
corriente superficial (corriente por unidad de longitud) se expresa de forma vec-
torial considerando el vector unitario n dirigido hacia el exterior del material. La
densidad de corriente superficial es maxima cuando la imanacién es paralela a la
superficie y nula en el caso de que sea perpendicular. Observando las direcciones
de K, (densidad de corriente superficial), M y n tenemos que,

K,, =M x n (1.33)

La densidad de corriente de imanacién K, sobre la superficie de sepa-
racion entre un material imanado y el vacio es igual al producto vectorial de la
tmanacion en la superficie por el vector unitario normal a dicha superficie.

K,, tiene dimensiones de amperio partido por metro [A/m]|. Esta corriente se
conoce como densidad de corriente superficial para indicar que se concentra sobre
la superficie que limita un material imanado. Pero debemos tener presente que no
es una corriente por unidad de superficie.
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

5.3. Campo magnético debido a la imanacién

En este apartado vamos a calcular el campo magnético debido a un material
imanado que ocupa un volumen V, limitado por la superficie S,.

La figura 1.7 muestra la situaciéon del material, el punto P donde se calcula
el campo y los vectores de posiciéon r y r’ que indican respectivamente dénde se
sitia P y el volumen elemental de material imanado.

Z
0O
0000
0 G~0gq 0
Q Q Q r-r'
r P
0 r
Y
X
Figura 1.7

Potencial vector magnético

Antes de calcular el campo magnético vamos a obtener el potencial vector
A. La ecuacion (1.21) nos indica el potencial debido a un momento dipolar m.
El potencial vector debido a un momento elemental dm situado en el origen de

coordenadas seré,
Lo dm X T

A7 73

Si en lugar del origen se sitiia en el punto determinado por el vector de posicion
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dv’ le corresponde un momento,

dm = M(r') dv’ (1.34)

El potencial vector debido al material que ocupa el volumen V,, se obtiene sus-
tituyendo la ecuacion anterior en la correspondiente al potencial vector elemental
e integrando sobre el volumen V,, por tanto,

A(r) :Zﬂ/ M(rr)x(:;‘;r)dv’ (1.35)

Esta ecuaciéon se puede transformar teniendo en cuenta que,

/
V/ 1 _ (r —r )
=) TP
r—r |r —r |
El operador V' significa que se deriva con respecto a las variables con prima que
corresponden al vector r’.

1 1
Ar) =t [ M xV ' =-Lo [ v x M dv'
4 v, lr —r/| 4 Jy, Ir —r/|

Utilizando las relacién vectorial siguiente,
M 1 "x M
AV =V x M + V. xM
Ir — r/| Ir — r/| |r — 1’|

Tendremos que,
M
dv’
v —r'|

o V' x M o
A(r) = o [ Y X g K vx<
El segundo término podemos transformarlo si aplicamos el teorema de la di-

Ay, e 4w Vo
vergencia:
M M
/V'x< ,>dv':7{nx<>ds
V. [r —r'| g [r —r']
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

Permutando el producto vectorial en la integral de superficie el potencial vector
queda de la forma siguiente,
Lo VixM  , o M xn

A(r) = o
T T I T A

(1.36)

En el apartado anterior obtuvimos las densidades de corriente de imanacion,
ecuaciones (1.32) y (1.33), si las sustituimos en la ecuacion anterior queda,

o) Jm 0 Km
A(r) = “/ _dv' + “7{ _m s (1.37)

4 Jy, v — 1/ 4 Jg, [r — 1|

Vemos que las densidades de corriente J,,, y K,,, se comportan como si fueran
equivalentes a las densidades de corriente J y K producidas por el movimiento
de cargas®. La densidad de corriente K,, se introduce cuando debemos tener
en cuenta una transiciéon muy brusca de un medio a otro; es decir, cuando hay
una variaciéon brusca de la imanacién. La variaciones suaves de la imanacion se
representan mediante J,,

Campo magnético

Un vez obtenido el potencial vector se puede calcular B mediante la relacion
entre ambos vectores B =V x A. Dado que la densidades de corriente de imana-
cién se comportan de forma similar a la corrientes libres, el campo magnético se
puede expresar de manera anédloga a como se obtiene a partir de éstas; con estas
consideraciones el campo magnético en funcién de las corrientes de imanacion

B(r):“"/ Im X (r=1) 7{ K r_r)ds (1.38)

47 |r ’|

sera,

Los calculos se han realizado para un punto exterior al material imanado; se
puede demostrar® que la ecuacion (1.37) expresa también el potencial vector en
un punto del interior.
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ELECTROMAGNETISMO 11

de imanacion J,, y K, que estardn localizas en puntos del interior o sobre la
superficie del material. El campo en un punto se obtiene aplicando la ecuacion
(1.38) con los valores de J,, y K, obtenidos.

En el caso de que ademés del material imanado exista una densidad de co-
rriente de conduccion J(r'), al campo anterior se debe afiadir el debido a ésta,

B(r) = %/‘/de’ (1.39)

r—r

C Arx

X )

A
\ s

(@

Figura 1.8. Cilindro magnetizado del ejercicio 1.2

Ejercicio de autoevaluaciéon 1.2

Dado un cilindro de radio a cuya imanacion M = — M,u, es uniforme. Cal-
cular las densidades de corriente de imanacién y el vector B.

Solucién

Calculamos el campo magnético debido a la barra imanada utilizando la

ecnacion (1 3R8) nhtenida anteriarmente
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

yva que M es constante y cualquier derivada es nula.
K,,=Mxn
El vector normal a la superficie lateral del cilindro, en coordenadas cilin-

dricas, es n = u,. En las caras circulares n = —u, en la base de la izquierda
v n = u, en la de la derecha.

Sobre las caras circulares,
K, =Mxu,=Mu, xu, =0
Sobre la superficie lateral,

K,, = —Myu, x u, = —M,u,

Con los resultados obtenidos para las corrientes, la ecuacion (1.39) queda
de la siguiente forma,

7{ —Mou, X (r —1') s’

o'’

Los vectores de posicién en un punto genérico del eje Z y para un area
elemental sobre el cilindro como la indicada en la figura 1.8 son:

/ / / /
r=zu; ; r =au,+zu, ; ds =adpdz

r—r' =—au,+ (z—2)u, ; |[r—r|= (a2+(z—z’)2)1/2

Los limites de integracion para la superficie S, del cilindro son: —L y L para
la variable z, y 0 y 27 en el caso de ¢. Sustituyendo en la integral tendremos,

o L 2w Mo _ _ ! -
B(Z):—M/ / uwx( aup+(23/;)u )ad(pdzl
(2 + (=~ #)?)

Ranlizandan laa nendss dovialoc cag
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ELECTROMAGNETISMO 11

Para cada sector ady la componente u, tiene un elemento simétrico del
mismo modulo pero en el que u, tiene sentido opuesto; al sumar los elementos
opuestos se anulan. Esto significa que la integracién de la parte correspon-
diente al vector unitario u, es cero. Por tanto,

B(z) = - 12 / ’ / T Mddpds
v 2 _.n2)3/2°7
-LJo (a4 (z—2')?)

o x| 1 —(z—4 -
B(z) = — 22 Moa® [¢]f LLQ @ ((Z - Z,))Q)m} L
Mo (Z+L) (Z—L)
B(Z) = _?Mo <(CL2 + (Z + L)2)1/2 - (CL2 + (Z _ L)Z)l/?) u,

Se puede comprobar que el término entre paréntesis de la ecuaciéon ante-
rior es siempre positivo para cualquier valor de z. Es decir, el campo mag-
nético tiene la direccion de —u, tanto a la izquierda de la barra como en el
interior o a su derecha; lo que esta de acuerdo con la propiedad fundamental
del campo magnético, V - B = 0, que corresponde a un campo cuyas lineas
no tienen manantiales ni sumideros.

La expresién anterior para una barra muy larga, es decir, para L — oo
se reduce a la siguiente,
B(z) = —poMoyu,

Que es similar al campo debido a un solenoide indefinido. Tendriamos la
expresion del solenoide sin mas que sustituir M, por nl.

6. ECUACIONES DEL CAMPO EN MEDIOS MATERIALES

En esta seccion introduciremos dos nuevos conceptos. El primero es el potencial
escalar magnético y el segundo la intensidad de campo magnético o también campo
H o campo magnetizante, que es de gran importancia en electromagnetismo.
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

6.1. Potencial escalar magnético

En electrostatica [1] hemos aprendido que en un campo cuyo rotacional es nulo
se puede introducir una funcién potencial que permite resolver muchos problemas
electrostaticos utilizando magnitudes escalares con las que se opera mejor. El cam-
po magnético no es irrotacional, salvo que estudiemos una zona donde no existan
corrientes. En el apartado anterior hemos obtenido el campo magnético debido a
un material imanado a través de las densidades de corriente de imanacion. Ahora
vamos a demostrar que fuera de dicho material el campo se puede expresar en
términos de una funcién potencial escalar que depende de la imanacién, siempre,
claro esta, que la corriente de conducciéon J sea nula.

Para ello calculamos B = V x A con el potencial vector dado por la ecuacién

(1.36).
/ /
B:”"/ v ME) X —x)
47’(‘ Ve ‘r

—r’\3

Ahora el operador V se aplica en el punto donde se calcula el campo, es
decir, V deriva con respecto a las coordenadas de r. Desarrollamos el integrando
mediante la relacion vectorial (C.43),

Vx(FxG)=(V-GF—-(V-F)IG+ (G-V)F - (F-V)G
donde

F=M('") vy G_(r_r/)—v< ! )

r—r|? B v —r'|

Como V implica derivadas con respecto a las coordenadas del punto deter-
minado por r, y la imanacién depende de 1/, el segundo y tercer término de la
relacion vectorial se anulan, por tanto,

Ho (I‘—I‘/)> N g ILLO/ (r—r/) /
B="— V.—= | M(r)dv — — M.V)——=dv
47T/v0< v —r' = VU( )\r—r’\5

El primer término de la relacién anterior se calcula a partir de

(I‘—I‘/) /
V-ill?):47r(5(r—r)
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ELECTROMAGNETISMO 11

Por tanto el campo magnético se trasforma de la manera siguiente,

/
Ho r—r
B = puoM(r) — /V (M-V) |(r_r/%dv’

Para simplificar el segundo término utilizamos relacion vectorial (C.37),

>:(M~V) Ll SIEVINEN <(r_r,)>

e — x|’ e — x|

(r—r)

-1

v(m

donde los términos que no aparecen son nulos puesto que implican derivadas
respecto a coordenadas r de la imanacion, la cual depende de las coordenadas r’.
De esta expresion se deduce que,

Mov) ET) —v<M. (r—r'>> MV x ((r—r’)>

e e — x| o — x|’

Como el rotacional del gradiente de una funcién escalar es nulo,

o (oh) - (1 52a) -

El campo magnético seré,

B:,qu(r)—MO/OV<M- (r_r/)>dv’

47T |r—r/|3

Dado que la integracién se hace con respecto a las variables indicadas por
el punto v’ y V se aplica a las variables determinadas por r, podemos sacar el
operador del signo integral y la expresion queda de la forma,

B = ;1,M(r) — “Ovﬁ s <M (r=r) ) ' (1.40)

r—r’

Se define el potencial escalar magnético mediante la siguiente ecuacion,
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

La ecuacion del potencial escalar magnético se puede expresar de otra for-
ma que permita su calculo de forma mas facil. Si tenemos en cuenta la relacion

vectorial,
— 1
M. er =M.V </>
Ir —r/| v — 1|

1 M 1
M-V ([— | =V. — "M
V(r—r’) v <|r—r'|> I

Aplicando el teorema de la divergencia,

/V’. l dv/:f Mds
A Ir — r/| e —1r/|

n es el vector unitario normal a la superficie S,,.

El potencial escalar magnético queda de la forma siguiente,

1 M- n 1 V'-M
= ds — — dv’ 1.42
bm 47r7i0 r —r/| T /Vo Ir — /| ! (1.42)

Todo lo anterior nos lleva a que podemos expresar el campo magnético de la
manera siguiente,

B = uoM(r) — 1oV, (1.43)
Si ademés del material imanado tenemos una distribucion de corriente J(r'), el

campo magnético se expresara mediante la ecuacion,

o J —r
B = 'LL/ L;')dv’ — 1oV O + 1oM(r) (1.44)
ar Jy, |r—r/|

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ELECTROMAGNETISMO 11

6.2. Intensidad de campo magnético

Nos interesa establecer las ecuaciones que rigen el comportamiento del cam-
po B en presencia de medios materiales. Para ello veremos como se expresan el
teorema de la circulacion, el teorema de Ampére, y el flujo de dicho campo.

Teorema de Ampére

Si aplicamos el rotacional a la ecuacion (1.44), teniendo en cuenta los resulta-
dos obtenidos en el apartado 12.2 de Lopez Rodriguez [1], y que el rotacional del
gradiente es nulo, el teorema de Ampére en forma diferencial sera,

V X B = pod + 1,V xM

Agrupando los términos con rotacional,

V x E—M =J 1.45
(=) 14

Aplicando el teorema de Stokes podemos trasformar la ecuacién anterior en

su forma integral,
B
7{(—M>~dl:/J-ds (1.46)
C \ Mo S

La ecuacién anterior muestra que la agrupacion de los vectores B y M produce
una circulacion que sélo depende de la corriente J. Esta particularidad induce a
introducir un nuevo vector, conocido como intensidad del campo magnético®,
que se define mediante la siguiente ecuacion,

B
H=—-M (1.47)

Mo
Esta permite posteriormente establecer la ecuacion constitutiva que representa
una dependencia funcional entre los dos vectores a través de un parametro carac-

teristico del medio material considerado.

M W, AN 140N
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

La forma que adopta el teorema de Ampeére con el nuevo vector es,

fiH.dl:/SJ.ds (1.49)

La ecuacién muestra que la integral de linea de H sobre un circuito cerrado, a
diferencia de B, s6lo es funcién de la corriente libre J. Es decir, la circulaciéon de
H sobre un camino cerrado C' sélo depende de la corriente libre neta, corriente
originada por el movimiento de cargas libres que atraviesa la superficie cerrada
por el camino C.

En el caso de corrientes filiformes sobre N conductores que atraviesan la su-
perficie limitada por el contorno C,

N
y{Hdl:ZIi (1.50)
¢ i=1

La forma diferencial para corrientes de conducciéon sera,

VxH=1J (1.51)

Las ecuaciones (1.49) y (1.50) muestran que la definicion del vector H nos
permite calcular dicho campo, en determinadas circunstancias, en funcién de las
corrientes libres sin tener en cuenta la presencia del medio material. Esta es la
utilidad que aporta la introduccién del vector H.

Si llevamos la definicion del vector H a la ecuacion (1.44), tendremos,

1 Ix((®-1) ,
= — —————dv' — V¢, 1.52
r Jv, fo—rf ’ 92

Esta ecuacion y la (1.44) ponen de manifiesto que tanto B como H dependen de
la corriente J y de la imanacion M. Aparentemente no hemos ganado nada con
introducir un nuevo vector. Pero ademés de lo indicado sobre la circulacién de H,
la ecuacion (1.52) muestra que en un material imanado y con J = 0, la intensidad
de campo magnético se puede obtener mediante un potencial escalar dependiente
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ELECTROMAGNETISMO 11

comprobamos que siendo la circulacion nula, ya que J = 0, la intensidad de campo
magnético es distinta de cero y depende de la imanacién, es decir, las fuentes de
H dependen de M cuando la corriente debida al transporte de cargas es nula. Si
J no es nula H depende de ambas fuentes como muestra la ecuacion (1.52).

De la ecuacion (1.47) se deduce que las dimensiones de H son idénticas a las
de M, es decir, la unidad de H es el A/m.

6.3. Teorema del flujo de B

Hemos visto en la seccién 5 que el campo B tiene su origen tanto en las
corrientes debidas a cargas libres como en las localizadas o de imanacién. La di-
vergencia de la parte correspondiente a las corrientes de imanacién se expresa a
través del potencial vector A obtenido a partir de la imanacion, ecuacion (1.37).
Como V -V x A =0, también se cumple que el flujo de B a través de una super-
ficie cerrada es nulo. Desde el punto de vista del flujo las corrientes localizadas,
pequenias espiras, se comportan como las libres, es decir, el campo B no tiene
manantiales ni sumideros y en consecuencia el flujo a través de una superficie
cerrada es nulo; por tanto,

?{B-dS:O (1.54)
S

Que en forma diferencial equivale a una divergencia nula, es decir,

V-B=0 (1.55)

Teniendo en cuenta la definicién del vector H, despejando B de la ecuacion
(1.47) y sustituyendo en la relacion anterior queda,

/NO(H+M)-ds:0
S

De ella se deduce que,

/SH-ds:—/SM.ds (1.56)
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

general no es nulo. Dicha ecuacién muestra que las fuentes escalares de H tienen
su origen en zonas donde la imanacion M presenta una discontinuidad, o de otra
forma, donde el flujo de M a través de una superficie cerrada es distinto de cero.
En esos casos se puede definir una densidad de carga de imanacién como

om =M -n

donde n es el vector unitario de define la superficie de discontinuidad. Esto es lo
que ocurre, por ejemplo, en los extremos de una barra cilindrica uniformemente
imanada.

(a) (b)

Figura 1.9. Esfera magnetizada del ejercicio 1.3

Ejercicio de autoevaluaciéon 1.3

Dada una esfera de radio a, cuya imanacion es uniforme e igual a M = M,u,
(ver figura 1.9), calcular el potencial escalar magnético ¢, sobre el eje Z y
los vectores B y H.

Solucién

1 1

Tt '[CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAE

ar [3 ena LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

g ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ELECTROMAGNETISMO 11

(1.42) se anula. Queda por tanto que,
1 M-n

'

Pm

T 4r s, [r—r

Sobre la superficie de la esfera de radio a indicada en la figura 1.9(a),
M-n=M-u,=M,u, -u. = M,cosf
Los vectores de posicién que intervienen en la integral son:

/
r=zu, ; r =au,

Dado que la relacién entre los vectores unitarios en coordenadas esféricas
y cartesianas para u, es,

u, = senf cospu, +senfsenpu, + cosfu,

r' = a(senf cos p u, + senfsen pu, + cosfu,)
r—r = —a(senfcospu, +senfsenpuy) + (2 — acosf)u,

Zsen 26 (cos® o +sen %) + 22 + a® cos® 6 — 2az cos f

)1/2

‘r—r”z =a
‘r—r’} = (a2+z2 — 2azcos b

La superficie elemental sobre la esfera es ds = a? sen 6 df dy. Los limites
de integracién para 0 son 0 y 7; para ¢ 0 y 27. La integral queda de la forma,

s _1/”/27r a® M, cos O sen 6 df dy
" dn o Jo (a2 + 22 — 2az cos 0) /2

La integracion con respecto a @ es igual a 27.

Si se hace el cambio de variable v = cosf, du = —senfdf. La integral

ahora sera,
n2 A f_l 20 da
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

El cambio de variable ha supuesto un cambio en los limites de integracién.
Para =7 — u=cosm= —1.Para =0 — u = cos0 = 1, en consecuencia,

b = aQ]WO/_1 u du
" 2 i (@24 22— 2azu)"?

Integrando por partes,

om = azéW ) [2(2@2 ;(;2; 2020) (42 4 22 20z u)lm]ll
4 = CLQéMo [(cﬂ +(i));r U2y 2 oy u)1/2] 11
P = g;j\j)(; (((a2 +22) —az) (a®+ 22+ Qaz)l/Q)
7 (;L(Zf\gz (((a2 +22) +az) (a2 + 22 — Qaz)l/z)
o= 661(2]\24)02 <((z * a)2)1/2 (% + 2° —az) — ((Z - 0)2) v (a® + 22 + az)>

Dado que se trata de ntiimeros reales, el radicando debe ser siempre po-
sitivo, por tanto distinguiremos dos zonas, una para |z| < a, es decir, dentro
de la esfera, y otra para |z| > a, fuera de la esfera.

Dentro de la esfera |z| < a

Fn este caso podemos expresar el potencial escalar magnético de la ma-
nera siguiente:

M,

62 ((a* + 22 + az)(a — 2) — (2 +a) (a® + 2* — a2))

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

¢m:_

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ELECTROMAGNETISMO 11

d (1 1
H=-V¢, = 5 <3Moz> u, = —gMollz

2
Mouz + Mouz) - 7M0Mouz

1
B =p,(H+M) = po(— 3

3
2
B =—-puMyu,
3
Tanto B como H son uniformes dentro de la esfera y H tiene sentido

opuesto a M, mientras que B tiene la misma direcciéon y sentido que M.

Fuera de la esfera |z| > a

Ahora podemos expresar el potencial escalar magnético de la manera

siguiente:
Mo 5 9 2, .2
Om = 6.2 ((a®+2° +az)(z—a) — (z+a) (a® + 2° — az))
M, a3
¢m = 3.2
z
d M,a? 2 a?
H= - m = T . z:*Moiz
Ve dz 3.2 ° 3ot
2 a’
B = puH = gﬂoM ;uz

Los campos H y B, para |z| > a, tienen la misma direccion y sentido
tanto si z > 0 como si z < 0; es decir, debemos interpretar que z> = \2\3
Ademads podemos comprobar que en z = a se cumple la continuidad de las
lineas de campo magnético B y la discontinuidad de las lineas de H. Las
lineas de H nacen y mueren en los puntos donde existe una discontinuidad
en la imanacién M; es decir, en puntos situados sobre la superficie de la
esfera imanada. Se inician en los puntos donde M - n es positivo y terminan
donde M - n es negativo.
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

y tienen sentido opuesto dentro (no estédn dibujadas dentro). Las lineas de
B y M coinciden dentro de la esfera y las de H se oponen a las de B y M.

El analisis de las caracteristicas de la intensidad de campo magnético nos
permite aniadir algunas consideraciones sobre dicho campo. La primera es que de
la ecuacion (1.52) se deduce que H depende de la imanacion ademés de la corriente
J. Pero al mismo tiempo de dicha ecuacién, dado que la integral de linea sobre
un camino cerrado del gradiente de una funcién escalar es nula, se deducen los
resultados que expresan las ecuaciones (1.49) y (1.50); es decir, que la integral
de linea a lo largo de un camino cerrado depende tnicamente de la corriente que
atraviesa la superficie limitada por el camino de integracion. Esta propiedad, en
los casos en que la simetria del sistema lo permita, nos facilita la obtencién de
la intensidad de campo magnético en funciéon de la corriente. La corriente es una
magnitud que se mide facilmente con un amperimetro, por tanto esto justifica que
en magnetismo se utilice con frecuencia la intensidad de campo magnético como
magnitud de referencia.

Como hemos visto en el ejercicio anterior los campos B y H dentro de un
material imanado tienen sentidos opuestos. Esto nos permite analizar experimen-
talmente cudl de los campos es el responsable de la fuerza de Lorentz sobre una
particula cargada que atraviesa la barra imanada; los experimentos realizados
muestra que la fuerza depende del campo magnético B.

Como resumen de las caracteristicas de los tres vectores de campo B, H y M,
vamos a analizar comparativamente los campos producidos por un solenoide muy
largo pero finito y una barra uniformemente imanada de las mismas dimensiones.

Tanto el solenoide como la barra imanada se comportan practicamente como
si fueran indefinidos. En la figura 1.10 se muestran las lineas de los vectores de
campo correspondientes a solenoide y barra imanada.

Como consecuencia del teorema del flujo las lineas de B son continuas tanto
para el solenoide como en la barra. En el solenoide B = u,H.

En el exterior de la barra M = 0 y por tanto B = u, H, pero debemos tener
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ELECTROMAGNETISMO 11

Solenoide Barra imanada

Figura 1.10

La imanacion es cero en el solenoide e igual a M en el interior de la barra,
siendo nula en el exterior.

En los extremos de la barra se produce una discontinuidad de M, pasa del
valor M a cero en la secciéon transversal. Por esta razén en cada extremo, si
calculamos el flujo de M a través de una caja cilindrica que incluya en su interior
la superficie de separacion entre barra y vacio, dicho flujo sera distinto de cero e
ignal a M - ma® n. Donde n es el vector unitario normal a la seccion transversal,
que es paralelo a M y su sentido depende del extremo elegido, el mismo que M
en el lado izquierdo y contrario en el derecho. Por tanto en el extremo izquierdo,

/M-ds:wa2M
S

en el derecho,
[ L ] 22371
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

la lineas de H tienen sentido norte sur y su origen esté en las discontinuidades de
M, es decir, en las secciones transversales de los extremos. En el interior H y M

tienen sentido opuesto,

B
H== M
Ko

En el exterior,

-2
Ho

En la barra imanada la integral de linea de H a lo largo del camino cerrado
ACDE indicado en la figura 1.10(c) es nula como se deduce de la ecuacion (1.50)
cuando > I; = 0. Esto se interpreta facilmente, en el tramo interior la integral
tiene un signo y en el exterior el contrario, ya que el campo H tiene sentido
opuesto en los dos tramos.

En los parrafos anteriores hemos visto que el campo H se opone a M en el
interior de la barra y por esta razon se le llama campo desimanador.

7. SUSCEPTIBILIDAD Y PERMEABILIDAD

Hasta ahora hemos estudiado los vectores de campo en materiales que tie-
nen una imanacién espontdnea M; es decir, materiales cuyos atomos tienen un
momento dipolar orientado permanentemente en una direccién. La mayoria de
los materiales no presentan imanacién espontanea y la orientacion de los dipolos
atémicos depende del campo magnético que se aplica externamente.

Los medios materiales, desde el punto de vista del campo magnético, tienen
unas propiedades que permiten su clasificacién. Dichas propiedades se expresan a
través de las ecuaciones constitutivas que relacionan los vectores B, H y M.

En un toroide de material magnético la circulacién del vector H sobre un
camino cerrado s6lo depende del flujo de corriente a través de la superficie limitada
por el camino; por tanto podemos calcular H sin tener en cuenta el material, y H

se mide a través de la corriente suministrada a las espiras que rodean el toroide.
Mada Acdba Alvatinncdanal Lolll 1 L NA 11
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ELECTROMAGNETISMO 11

atendiendo a que la dependencia entre M v H o entre B v H sea o no lineal. En
el caso de medios no lineales ademés se puede dar la circunstancia de que con el
campo H debido a corrientes libres nulo, sea M # 0; estos materiales presentan
imanacién permanente y se les conoce como imanes.

En los medios lineales se verifica que M es proporcional a H de forma que,

M = v, H (1.58)

La constante de proporcionalidad x., se denomina susceptibilidad y depen-
de del tipo de material. Si es homogéneo, xm no depende del punto considerado;
cuando es is6tropo, Xm no depende de la direccion y sentido de H.

Para la mayoria de los medios lineales |x,,| << 1.

Atendiendo al valor de y,, podemos clasificar los materiales en cinco grupos.

Diamagnéticos si x,, < 0. Estos materiales se caracterizan por que el dipolo
inducido se opone al campo inductor. Todos los materiales tienen una contri-
bucién diamagnética, ya que el momento orbital de sus electrones disminuye
al aplicar un campo H. En los sélidos x,, ~ —107°.

Paramagnéticos cuando x,, > 0. En los materiales paramagnéticos el momen-
to magnético intrinseco de cada &tomo es distinto de cero; los dipolos se
orientan al azar cuando no se aplica un campo H. Si se aplica un campo H
los dipolos se orientan en la direccién del campo, y aunque la agitaciéon tér-
mica tiende a orientarlos al azar, proporciona un valor de M tal que x,, > 0
(Xm es positiva y ligeramente superior a 107°); es decir, dicha orientacién
supera el efecto diamagnético.

Ferromagnéticos Los materiales ferromagnéticos ” son paramagnéticos extre-

mos, es decir, los dipolos atémicos/moleculares inducen a los vecinos a
orientarse en su mismo sentido si tienen ese grado de libertad. En estos
materiales x,, (entre 10% y 10%) es muy superior a los otros casos y ade-
mas depende del campo H; es decir, el medio no es lineal. Los analizaremos

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

Antiferromagnéticos Son materiales en los que el alineamiento de los dipolos
se ordena de manera que los dipolos préximos se orientan en sentido opuesto.
Es decir, cada dipolo tiene a sus vecinos orientados en sentido contrario; y
como tienen el mismo médulo no se observa ninguna variaciéon del campo
magnético cuando se aplica un campo externo. Presentan comportamiento
no lineal con campos externos.

Ferrimagnéticos Aqui también se produce un alineamiento anti paralelo como
en los antiferromagnéticos, pero en este caso los mdédulos de los dipolos con-
tiguos son distintos, por tanto hay una manifestacion externa. Generalmente
el incremento del campo observado se debe a que los dipolos de mayor inten-
sidad (mayor modulo del momento) se orientan en la direccion del campo
v los mas débiles en sentido contrario. Presentan comportamiento no lineal
con campos externos.

La ecuacién constitutiva en medios lineales que relaciona B con H se obtiene
llevando la ecuacion (1.58) a la ecuacion (1.48), cuyo resultado es,

B = ,uo(l + Xm) H (1'59)
El factor (14 xm) se llama permeabilidad relativa
tr = km =14 xm (1.60)

El factor p, o ky, no tiene dimensiones, vale uno en el vacio, es ligeramente menor
que la unidad en los materiales diamagnéticos, un poco mayor que la unidad en
los paramagnéticos y muy superior a la unidad en los ferromagnéticos.

El factor que multiplica a H en el segundo miembro de la ecuacion (1.59) se
le llama permeabilidad magnética del material, y su forma matematica es,

:u:,uo(lJer) (1'61)

La unidad de permeabilidad magnética en el SI es el henrio/m (H/m). La defini-
cion del henrio esté relacionada con la inducciéon magnética (ver tema 2).

En definitiva, la ecuacion constitutiva que relaciona B con H es,
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ELECTROMAGNETISMO 11

y de forma analoga a x,, depende del punto en los no homogéneos o de la direcciéon
de H en los anisoétropos. En los medios diamagnéticos y paramagnéticos p es muy
proxima a p, ya que X, es muy pequena, y en los ferromagnéticos es grande.

En medios diamagnéticos la susceptibilidad es negativa y en los paramagnéti-
cos y ferromagnéticos positiva, es decir, en medios diamagnéticos p es ligeramente
inferior a , y en los paramagnéticos y ferromagnéticos superior a .

8. CONDICIONES EN LOS LIMITES

Las condiciones en los limites para los vectores B, H y M se calculan consi-
derando las ecuaciones obtenidas en los apartados anteriores en la frontera que
separa dos medios materiales, tanto en el caso de que J = 0 como para J # 0.

8.1. Medios homogéneos, lineales e is6tropos

En este caso las ecuaciones utilizadas son:

/B-ds:O ; fH'dl:/st ; B=pH
S C S

Componentes normales

Aplicamos la primera de las ecuaciones anteriores sobre la caja cilindrica, de
altura Ah y superficie AS, indicada en la figura 1.11(a). Cuando Ah tiende a cero
el flujo del campo magnético a través de la superficie lateral es nulo, y el flujo a
través de las caras superior e inferior es,

ASHQ'B2+ASH1'B1:AS(HQ'B2+H1‘B1):O

De donde se deduce que,
ng-B2+n1-B1:O
Como n = ny = —ny, queda de la forma,
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

(a) (b)

Figura 1.11

Las ecuaciones (1.63) y (1.64) expresan la continuidad de las componentes
normales de B en la frontera entre dos medios.

La ecuacién constitutiva en cada medio es,
B = umH,; y B2 = p2 Ho

De donde se deduce que,

B B
Hi=—" y Hy=-2
H1 H2

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion (1.64) obtenemos la relacion
entre las componentes normales de H en el limite de dos medios lineales, que es
de la forma,

n- ([LQ H2 - /LlHl) =0 (165)

o también,
poHoy — p1Hyy =0
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ELECTROMAGNETISMO 11

de separacion existe un densidad de corriente superficial K, se llega a la ecuacion
siguiente,

HQA]*HlAIZK(AZAhDS)

nges el vector unitario normal a la superficie limitada por MNPQ, que se ha
elegido de forma que K tiene la misma direcciéon y sentido que ng, K = Kng.

Dado que Hy - Al = Hy Al senfy = Hoy v Hy - Al = HiAl sen6; = Hyy, y
considerando que Ah — 0, queda,

Hosenfy — Hysent; = K

Las componentes tangenciales de H cumplen la siguiente relacién,

Hy — Hy =K (1.66)

Se puede expresar la ecuaciéon anterior en forma vectorial si consideramos
que K es perpendicular a n (n es el vector unitario normal a la superficie de
separacion entre los medios) y el primer miembro se puede poner en forma de
producto vectorial de H por n; es decir, la ecuacién queda de la siguiente forma,

n X (HQ—Hl) =K (1.67)
Ya que,
nx Hy=Hoyn, ; nxHy = Hin, ; K= Kn;g

De las relaciones anteriores se deduce que las componentes tangenciales de H
no son continuas en la frontera entre dos medios cuando por dicha frontera circula
una densidad de corriente K.

Sustituyendo en la ecuacién anterior,

B B
Hy=—2 'y H="
w2 M1
Obtenemos,
B B
nx(—2_——-1)=K (1.68)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

Figura 1.12. Hilo de corriente entre dos medios del ejercicio 1.4.

B B
nx(—-=1)=0 (1.70)
2 241
La ecuacion (1.69) expresa la continuidad de las componentes tangenciales de
H cuando K = 0 y, lo mismo que sucede con las componentes normales de B,
son independientes del tipo de medio que consideremos.

8.2. Medios materiales con imanacién
Componentes normales

Ahora siguen siendo aplicables la ecuaciones (1.63), (1.67) y (1.70). Para en-
contrar el comportamiento de las componentes normales de H, debemos aplicar

$B-ds =0 con B=p,H+ M, de donde se deduce que,

/H-ds:—/M-ds
S S

Utilizando una forma de célculo andloga al caso de las componentes normales
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Ejercicio de autoevaluaciéon 1.4

Por un hilo conductor indefinido de radio muy pequeno a y situado sobre
el eje Z circula una corriente I. Alrededor del hilo se sitian dos medios
materiales, cuyas permeabilidades respectivas son 1 y po, separados por el
plano X7 como muestra la figura 1.12.

Calcular los vectores B, H y M en los dos medios para p > a.

Solucién

Para resolver este problema utilizamos en primer lugar el teorema de Ampére
v después aplicamos la continuidad de las componentes normales de B en la
superficie de separacion, que en este caso es el plano XZ.

Dada la simetria del sistema utilizamos coordenadas cilindricas.

El hilo es indefinido por lo que el campo no depende de la coordenada z.
Como el campo debe ser perpendicular a la corriente y al vector de posicién
en cada punto, el campo creado por la corriente sobre el hilo indefinido solo
tiene componente en la direccién del vector unitario u,,.

Aplicamos el teorema de Ampére considerando que el campo H es dife-
rente en los dos medios, de manera que,

%H-dl_l — Hpmp+Hpprp=1
C

El factor mp es el camino en cada medio.

Por otra parte debemos aplicar la continuidad de las componentes nor-
males de B en el plano de separacién entre los dos materiales, plano XZ,

Bnl = Bn2 B<p1 = B‘PQ

Esta relacion para el campo H serd,
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

Con las dos ecuaciones para el campo H podemos calcular Hy1 y Hys.

P L R+ S S
T (e A ) p (e ) p
Teniendo en cuenta que B = pH en cada medio y que los dos campos
tienen la direccion y sentido de uy,

I 1 I 1
O L S IE S
m(p2 + 1) p m(p2 + p1) p

I 1
]31:]3_%fu

9 =
m(p2+p1)p *

Para obtener M en los dos medios aplicamos la relacién,

B
M= =

Ho
B I 1
Ho fo  w(p2 + p1)p
B — I 1

M2 — 72 _ H2 — /1‘2 /"LO /u’l - ugo

Lo fo  m(p2 +p1) p

En este ejemplo se ha puesto de manifiesto la influencia de los medios
sobre los valores de los tres vectores de campo.

9. MATERIALES FERROMAGNETICOS

Existen una serie de materiales —como el hierro, el cobalto y el niquel— en los
que se produce un acoplamiento entre los espines de los electrones de la banda de
valencia de dtomos contiguos. Las fuerzas que intervienen en dicho acoplamiento
s0lo se pueden explicar mediante la mecanica cudntica; se conocen como fuerzas

de intercamhin v com nranarcionales a 1a inteoral de intercambio relacionada con
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X ‘ Secundario
§‘;§ﬂ ._

AN TS

Prlmarlo
Toroide

Fluxometro

Figura 1.13

compuestas por un gran nimero de dtomos. Las orientaciones de los distintos
dominios, cuando no se aplica un campo externo, es tal que la energia magnética
del material sea minima; por esta razén en determinados materiales no se ob-
serva campo externo aunque existan grupos de dipolos orientados en su interior.
Dependiendo de la composicion y su tratamiento, se pueden obtener materiales
en los que los grupos de dominios orientados en un sentido permanezcan esta-
bles y exteriormente se observa un campo magnético; esto ocurre en los imanes
permanentes. Otras veces se procura que la inversion de los dominios se consiga
con campos débiles; esto sucede en los materiales llamados blandos utilizados en
transformadores.

Estos medios tienen un comportamiento no lineal, muy diferente a los medios
lineales, y engloban también a los materiales antiferromagnéticos y ferrimagnéti-
cos que ya hemos descrito en la seccion 7. El comportamiento de estos materiales
depende de su composicion, asi como del tratamiento seguido tanto en su fabri-
cacion como de los procesos magnéticos posteriores.

9.1. Curva de imanacién

Se ha descrito repetidamente a estos materiales como no lineales. Esto signifi-
que que las relaciones M — H v B— H no son lineales La relaci()n entre B y H no
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

B=u.H Saturacion

(2)

(b)

| 1 0‘00
H (A/m)

600

Figura 1.14

aplicado al material. El método para observar las variaciones de B en funcién
de H consiste en utilizar un toroide de material ferromagnético al que se aplican
dos arrollamientos, uno llamado primario y otro secundario, como indica la figura
1.13; al primario se le aplica una corriente I que genera un campo H = N I/l,y en
el secundario se instala un fluxémetro® que mide ® = N’ B S. Este procedimiento
se conoce como método del anillo de Rowland.

Se inicia el proceso con el material desimanado; aumentando la intensidad
de campo H y midiendo el campo B a través del flujo magnético se obtiene
la curva de imanacién que muestra en la figura 1.14(a). En dicha curva se
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ELECTROMAGNETISMO 11

un incremento menor de H para obtener un determinado incremento de B. En la
zona, correspondiente a valores elevados de H, a un incremento de H corresponde
un ligero incremento de B; esto se debe a que la imanacién M llega a su valor de
saturacién, y como B = u, H + M, B solo aumenta en u, H.

En la figura 1.14(b) también se representa la permeabilidad magnética relativa
pr = /1o en funcion del campo H. p, alcanza un méximo cuando la relacion
B/H es méxima, y esto ocurre en el punto donde la recta que pasa por el origen es
tangente a la curva de imanacion. Los valores de i, en materiales ferromagnéticos
son elevados, generalmente superiores a 100.

Se suele introducir la permeabilidad incremental p;, que se define mediante la
ecuacién siguiente,

A B
- 1.72
Hi = N H ( 7)

Dicha permeabilidad p; es funcién del punto considerado en la curva de ima-
nacién. Este valor es el que debemos considerar cuando se miden con un campo
alterno las pequenas variaciones relativas de B con respecto a H (AB/AH), con
un valor estatico H, superpuesto. Es decir cuando se mide la permeabilidad in-
cremental en un punto determinado por H, en la curva de imanacion.

Ciclo de histéresis

Si una vez llegado a la saturacion disminuimos el campo H, los valores de B
obtenidos no coinciden con los anteriores; este efecto se conoce como histéresis,
retraso de la imanacién al disminuir el campo H. Reduciendo el campo H llega-
mos a H = 0, que le corresponde un valor del campo magnético B = B, = u, M,;
B, se muestra en la figura 1.15 y se denomina remanencia, y M, serd la imana-
cién remanente. Se sigue el proceso aplicando un campo H en sentido contrario,
y para un valor de H = —H_ se observa que B = 0; el campo H,. se conoce con el
nombre de campo coercitivo o coercitividad. Si proseguimos aumentando el
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

B
Remanencia B,
Bm
Curva de 1¢
Coerctividad—-HJ| O imanacion
H (A/m)
-Bm
— B‘,
-H, H,
Figura 1.15

La relacion B — H, ademas de no lineal es multiforme, es decir para un valor
de H existen dos valores de B que la cumplen.

Este comportamiento, caracteristico de los materiales ferromagnéticos, se de-
be a que los dipolos de un atomo interaccionan fuertemente con los vecinos y
ademads se agrupan en domintos cuya orientacién en la direccién del campo se
hace mediante un proceso muy complicado que incluye tanto el movimiento de las
paredes de dominio como la rotacién de la orientaciéon de los dominios provocada
por el campo aplicado. Por esto se pueden producir grandes aumentos de B con
ligeros incrementos de H en la zona no saturada de la curva de imanacién y lo
contrario en la zona de saturacién. Este proceso va acompanado de una friccién,
cuyas consecuencias son el retraso de la respuesta en la orientacion de los domi-
nios, fenémeno denominado histéresis, y la transformacion de energia magnética
en térmica.
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ELECTROMAGNETISMO 11

9.2. Circuitos magnéticos

Con los materiales ferromagnéticos es posible construir conductos por los que
guiar el flujo de B y transportarlo de un lugar a otro, formando un circuito mag-
nético. Esto es posible por la alta permeabilidad magnética de estos materiales.
Efectivamente, supongamos que tenemos un cilindro alargado de este tipo de ma-
terial, de permeabilidad p, que estd imanado en la direccién del eje del cilindro y
rodeado de aire de permeabilidad p,; a partir de (1.70) sabemos que

Bext = & Bint
I

por lo que, si p > o, entonces Beyy — 0 y casi todo el campo queda confinado
dentro del material.

Obsérvese que hay un paralelismo entre circuitos magnéticos y circuitos de
corriente, donde el papel de v, I, J y E en los segundos lo juegan respectivamente
u, ®, By H en los primeros. Los circuitos de corriente son mucho mas eficaces
confinando J que los circuitos magnéticos confinando el campo B, puesto que en el
primer caso la conductividad del medio es muchos 6rdenes de magnitud superior
a la conductividad del vacio; mientras que en el otro lado la permeabilidad de un
ferromagnético sélo puede ser como maximo 3 o 4 érdenes de magnitud superior
a la del vacio.

9.3. Material magnético con entrehierro de aire

Para terminar consideraremos un tipo de problemas frecuente, que es la solu-
cién de los campos en el interior de un material inicialmente magnetizado, pero
que tiene fronteras con materiales no magnéticos (tipicamente, el aire).

FEl sistema mas sencillo de este tipo es un imén toroidal, magnetizado a lo
largo de su eje y que por tanto presenta en su interior una cierta magnetizaciéon
de remanencia, M, que da lugar a un campo remanente B,. Sus radios interno
y externo son parecidos al radio medio, Ript < R < Rext v su longitud total

promedio es | ~ 2w R. Al toroide se le practica una pequena ranura de tam’aﬁo
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

Figura 1.16

De ella se deduce que,
d

H,=—-———H 1.74
? 1—d g ( )
El campo H; en el interior del imén es de sentido contrario al campo Hy en
la ranura como muestra la figura 1.16. Suponemos que la dispersién de lineas en
la ranura es despreciable y tenemos en cuenta la continuidad de las componentes
normales B, B = B; = By; en consecuencia B; tiene sentido contrario al campo

H; en el interior del iman.

En la ranura se verifica que,

B
Hy=—
Ho
En definitiva,
d
H=——" 1B 1.75
(2 lLO(l _ d) ( )
La imanaciéon M en el imén serd,
B l B
M—Hi< > (1.76)
Ho l—d) po
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B
P B

r

Curva de
desimanacion

Recta\de corte

Coercitividad

-H(Am")

Figura 1.17

La ecuacion (1.75) es una recta conocida como recta de corte, cuya interseccion
con la curva de desimanacion, segundo cuadrante del ciclo de histéresis, es el punto
P que muestra la figura 1.17. Dicho punto es funcion del espesor de la ranura d, la
longitud [ y la forma de la curva de imanacién. Cuanto mayor sea la remanencia
B, y méas grande la anchura del ciclo (mayor campo coercitivo H,.) méas elevado
serd el campo B que corresponde al punto P.

Por otro lado cuanto mayor sea [ en comparacién con d, la recta de corte B =
f(H;) tendréa una pendiente mas grande; en consecuencia a P le correspondera un
mayor valor de B y otro mas pequeno de H;. Por esta razon se hacen los imanes
permanentes en forma de herradura, ya que al mismo tiempo se consigue un valor
grande de B en la ranura y un campo H; pequenio, que dado su sentido contrario
a la imanacion M, tiende a desimanar el material.

H; tiene sentido contrario a B 'y M en el imén. Si en la ranura colocamos
una chapa de material cuya permeabilidad p >> pu,, segin la ecuacion (1.75),
aumenta la pendiente, lo que supone aumento de B y disminucién del campo
desimanador H;. Esta es la razéon por la que se unen los polos del iman con una
chapa de hierro cuando no se esta utilizando.
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

10. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 1.1 Una disolucién de sal comin (NaCl) de concentracién 1072 molar presenta
una conductividad v = 12,6 S/m y un coeficiente Hall Ry = +2,1 x 10~ m3/C.
Calcular las conductividades parciales de los iones Nat y CI.

E 1.2 En un bloque imanado de gran tamano, con M = Mu,, se realiza un
taladro cilindrico indefinido y de radio R (R mucho menor que las dimensiones
del bloque), cuyo eje coincide con el eje Z. Véase la figura E1.2.

= Calcular la densidad de corriente de imanaciéon J,, y también K, sobre las
paredes del cilindro.

= Con las corrientes anteriores, calcular B sobre el eje 7.

z

X

Figura E1.2 Figura E1.3

E 1.3 Un disco de radio R y espesor e (e << R), como el indicado en la figura
E1.3, esta constituido por un material imanado uniformemente en la direccion del
eje Z, M = Mu,.

= Calcular las densidades de corriente de imanacion J,,, y Ky,

= A partir de las densidades de corriente J,, v K,,, calcular el campo magné-
tico en el punto P(0, 0,2,), (2, >> e).
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ELECTROMAGNETISMO 11

= Utilizando las corrientes J,, vy K, calcular el campo magnético B en el
punto P del eje Z, OP = z,, (2, > e).

Z

Figura E1.4 Figura E1.5

E 1.5 La distribucion de imanacién sobre una esfera de radio R, que se muestra
en la figura EL.5, es:
M = (k z+ k’) u,

s Calcular las densidades de corriente de imanaciéon J,, v K.

= Con estas densidades calcular el potencial vector magnético en el origen de
coordenadas.

E 1.6 Dos cilindros indefinidos coaxiales, cuyos radios estan indicados en la fi-
gura E1.6, son de un material conductor, siendo sus respectivas permeabilidades
w1y pe. Por los cilindros circulan corrientes del mismo valor pero con sentidos
contrarios. Se suponen uniformes las densidades de corriente.

Calcular el campo magnético B en funcién de la distancia al eje.

u,

w oo
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

E 1.7 Tenemos un sistema de conductores coaxiales indefinidos, cuyos radios
respectivos son Ry v Ro. Por el conductor de radio R; circula la corriente I y por
el otro una corriente I en sentido contrario. En el espacio entre conductores existe
dos zonas de material, como indica la figura E1.7, con permeabilidades 1 y po.

Calcular los vectores de campo H y B en el espacio entre conductores.

E 1.8 En un medio magnético indefinido se practica un hueco cilindrico, indefi-
nido en la direccién del eje X. El hueco se recubre con una capa cilindrica de otro
material. La seccién transversal del sistema se muestra en la figura 1.8, Sobre el
eje X situamos un conductor filiforme indefinido por el que circula una corriente
I. Las permeabilidades de los dos medios son (1 = 10u, v po = 100u,.

Calcular los vectores H, B y M en los distintos medios.

zZ

Figura E1.8 Figura E1.9

E 1.9 Un tubo indefinido en la direccién del eje 7Z de material magnético con
permeabilidad p, cuyo radio interior es a y el exterior b, se dispone como indica
la figura E1.9. Sobre el eje del tubo, eje Z, se sittia un hilo indefinido por el que
circula una corriente I.

Aplicando las condiciones en los limites para los vectores H y B, calcular H
v B dentro y fuera del material que compone el tubo.

E 1.10 Dado un cable coaxial, de radio interior a y exterior b. El espacio interior
esta ocupado por dos medios de permeabilidades pu; = 2u, v o = 3,0, véase la
figura E1.10. Por el conductor de radio a circula una corriente I, y por el de radio
b una corriente I en sentido opuesto.
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ELECTROMAGNETISMO 11

5
B

Figura E1.10 Figura E1.12

E 1.11 En la superficie de separacién de dos medios L.h.i, en la que K = 0,
demostrar que,

A A
n-Vx(A —A)=0, y n><(v>< 1_Vx 2>:0
H1 H2

Siendo n el vector normal a la superficie de separacién; A; y Ao el potencial
vector en cada medio; 1 y uo las permeabilidades respectivas.

E 1.12 Sobre un toroide se arrollan N espiras por las que circula una corriente 1.
El toroide, como muestra la figura E1.12, tiene un radio medio b y sus seccién un
radio a (b >> a). Se compone de dos mitades cuyos materiales respectivos tienen
permeabilidades p; v po. El plano que separa los dos materiales es perpendicular
a la circunferencia de radio b.

Calcular los vectores H y B en los distintos puntos de la circunferencia de
radio b.

E 1.13 Un toroide de radio exterior 11 cm e interior 9 cm, esté construido con un
material cuya curva de imanacién se muestra en la figura E1.13. Sobre el toroide
se arrollan 1000 espiras.

Suponemos que no hay dispersién de lineas de campo, siendo dicho campo
practicamente uniforme en el toroide. El radio medio del toroide es 10 cm.

u nﬂ]r"”]ﬂ]" ]ﬂ CNY 101’\fﬂ mn’nma T a110 Aﬂhﬂ f'IY'{"H]QY' haYaYd ]QQ QQT\'IY‘QQ nara n11ﬁ Q]
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

E 1.14 Disponemos de un toroide con una ranura de espesor d = 2mm. El radio
medio es R = 10cm. y su secciéon tiene un radio a = 1cm. Sobre el toroide se
arrollan 1000 espiras por las que circula una corriente [ = 2 A.

Fl toroide se ha construido con un material cuya curva de primera imanacién
se muestra en la figura E1.14. Suponemos que antes de aplicar la corriente el
material estaba desimanado. Ademés se supone que no hay dispersién de lineas
de campo y que la seccién es la misma para el flujo en material y ranura.

Calcular el campo magnético B en la ranura o entrehierro.

B B
1,6 |- (M
- 2
21|
i ,‘
0,6 e .
- 0,58}P
0,2
200 600 1000 5000 10.000
H (A/m) H (Am")
Figura E1.13 Figura E1.14

E 1.15 En la figura E1.15(a) se muestra un circuito magnético compuesto por
un iman permanente (IM) de longitud {; = 10 cm, y la seccion es un cuadrado de
1 cm. de lado. En serie se montan dos piezas polares de la misma seccién que el
imén y cuya longitud aproximada es [ ~ 7cm. Entre las piezas polares queda una
ranura de espesor d = 1 mm.

El iméan tiene una curva de desimanacion como la indicada en la figura E1.15(b),
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114
M 112
1 =
Log™
d il
/ M = 0,6
+0,4
10,2
: } : : 0
I cm 4 3 2 1
= /2 cm H (Am")(x10%)

(a) (b)
Figura E1.15
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TEMA 2

INDUCCION ELECTROMAGNETICA

RESUMEN
Objetivos generales
Estudiar la induccion electromagnética, fendmeno que pone de manifiesto la

generacion de un campo eléctrico por un campo magnético variable, y las conse-
cuencias que tiene sobre la interaccién entre corrientes y circuitos.

Objetivos especificos

» Enunciado de las leyes de Faraday y Lenz. Fuerza electromotriz (f.e.m)
inducida.

= Ley de Faraday en el caso de circuitos estacionarios.

= Forma diferencial de la ley de Faraday.

= Ley de Faraday para circuitos en movimiento.

= Relacion entre campos en los sistemas de referencia fijo y movil.

= Induccién entre circuitos. Definicién de coeficientes de induccién mutua y
autoinduccioén.

= Formula de Neumann para los coeficientes de induccion mutua y autoinduc-
cion.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ELECTROMAGNETISMO 11

Requisitos previos

Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, cam-
po magnético, potencial vector magnético, densidad de corriente eléctrica, fuerza
electromotriz y fuerza de Lorentz. Dominar el célculo vectorial integral y diferen-
cial.

<
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

INTRODUCCION

Hasta ahora hemos estudiado el campo magnético —cuyo origen es el ma-
terial magnetizado y las cargas con movimiento uniforme como un objeto de
estudio independiente del campo eléctrico— cuyo origen son las cargas eléctricas
en reposo . La relatividad restringida pone de manifiesto que segin el sistema
de referencia donde se sittie el observador asi serd el campo eléctrico y magnético
observado, es decir, muestra la interdependencia entre campo eléctrico y magné-
tico. Antes de que Einstein introdujera la relatividad restringida, la dependencia
entre los campos eléctrico y magnético se observé en el andlisis del comportamien-
to de campos magnéticos variables. Faraday descubrié la conexién entre campo
eléctrico y magnético que permite considerarlos como un sistema interconectado
conocido bajo el nombre de campo electromagnético.

En este tema vamos a estudiar la inducciéon electromagnética y los coeficientes
de induccién mutua y autoinduccién, parametros que dependen de la geometria
de los circuitos y caracterizan su comportamiento en el caso de campos variables.

1. LEY DE FARADAY

En este apartado vamos a estudiar la induccién electromagnética, que pone
de manifiesto la dependencia entre campo eléctrico y magnético, es decir, muestra
que un campo eléctrico puede originarse mediante un campo magnético variable
v que, en este caso, el campo eléctrico no es conservativo.

Los experimentos realizados por Faraday en 1831, dieron como resultado que
en un circuito se induce una f.e.m. € proporcional a la variacion del flujo a través
de la superficie que limita el circuito. Dicha variacion puede ser debida a un cambio
del campo magnético B con el tiempo o al movimiento o deformacién del circuito.

Por otra parte Lenz establecié que la corriente debida o la f.e.m inducida se
opone al cambio de flujo, es decir, la corriente inducida crea un campo magnético
que tiende a conservar el flujo. Si disminuye el flujo, la corriente inducida crea un
campo que se opone a la disminucién de flujo. El campo inducido no siempre tiene
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ELECTROMAGNETISMO 11

Ley de Faraday y expresa que la f.e.m. inducida es igual a menos la derivada
sustancial (total) del flujo con respecto al tiempo,

E=——— 2.1
o (2.1)
La ecuacion (2.1) podemos expresarla en funcion del campo que acttia sobre
las cargas en el conductor y del campo magnético B que origina el flujo magnético
sobre la superficie S que limita el conductor C.

Si el campo eléctrico que actia sobre las cargas del conductor que forma el
circuito cerrado C es E| la f.e.m. inducida ser,

S:fE-dl
c

El flujo del campo B sobre la superficie S que limita el contorno C' es,

CI>:/B‘ds
S

Utilizando las dos relaciones anteriores, podemos expresar la ley de Faraday
de la forma siguiente,
d
%Ewll:—/B-ds (2.2)
C dt Js

La ecuacion (2.2) representa una ley general que se aplica a cualquier contorno
C, exista o no un conductor sobre C. Esta ley muestra que un campo eléctrico
puede ser generado por el flujo variable de un campo magnético. Ademas la ecua-
cién anterior muestra que la integral del campo eléctrico a lo largo de un circuito
cerrado no es nula, es decir, el campo E no es conservativo. Aqui tenemos un
campo eléctrico no coulombiano, es decir, no conservativo, en el que las lineas de
campo no tienen su origen en una carga positiva y su fin en otra negativa.

La variacion del flujo puede originarse por distintos procedimientos, bien por
que varia el campo magnético con el tiempo, o por que se mueve o deforma el
circuito C'. Vamos a estudiar los dos casos aisladamente para terminar expresando
la ecuacion general que integra las dos formas de induccién.
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

forma o tamano, la variaciéon del flujo magnético sélo se debe al cambio temporal
de campo magnético B. Por tanto en la ecuacion (2.2) se considera que solo es el
campo magnético el que cambia con el tiempo y se sutituye la derivada total por
la derivada parcial; en definitiva dicha ecuacién queda de la siguiente forma,

. B OB(t)
%CE-dl——at/SB(t)-ds—— o s (2.3)

La ecuacion anterior es la forma integral de la ley de Faraday y pone de ma-
nifiesto que el campo eléctrico no es conservativo cuando su origen es un campo
magnético que varia con el tiempo, mostrando la dependencia entre los dos cam-
pos.

Debido a la continuidad de las componentes tangenciales del campo eléctrico
entre la superficie interior y exterior del conductor, la relacion (2.3) se cumple
en la zona exterior al circuito y por tanto la citada relacion se verifica para un
contorno C, sin ser necesario que dicho contorno coincida con un conductor.

2.1. Forma diferencial de la ley de Faraday

En medios estacionarios se puede trasformar la ecuacion (2.3) aplicando el
teorema de Stokes al primer miembro de la igualdad. También se puede introdu-
cir la derivada dentro del signo integral, ya que dicha derivaciéon no afecta a la
integral cuando el circuito permanece en una posicion fija. El primer miembro,
considerando que el contorno C' delimita a la superficie S, cambia de la forma

siguiente,
fE-dl:/(VxE)wls
C S
Por tanto,
B
/(VxE)~ds:— a—-ds

Dado que la superficie de integracién se ha elegido de forma arbitraria y es la
misma para las dos integrales, se verifica que,
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ELECTROMAGNETISMO 11

un campo magnético variable. Ademas la ecuacion (2.4) muestra que un campo
eléctrico se puede generar por un campo magnético variable. Dicha ecuacién es
una de las ecuaciones fundamentales del campo electromagnético, conocidas como
ecuaciones de Maxwell.

Como aplicacién de los conceptos enunciados vamos a proponer un ejercicio.

Ejercicio de autoevaluacion 2.1: f.e.m. en medio en reposo

Calcular la f.e.m. inducida en una bobina plana y circular, cuyo radio es R,
numero de espiras N y estd situada en el plano XY como muestra la figura
2.1. El campo magnético es B = Bsenwtu,.

Solucion

Se trata de un sistema fijo en un campo variable, por tanto se aplica la
expresion para la f.e.m. inducida cuando el medio estd en reposo. La ecuacion
aplicable es la ecuacion (2.3) por lo que la f.e.m. observada en los extremos
AB de la bobina sera,

5_7{ E.d--2 [B.ds
c ot Js

En el flujo del segundo miembro debemos tener en cuenta que el campo
magnético atraviesa N espiras y suponemos que no hay fugas; es decir, el
mismo campo atraviesa todas las espiras.

El vector normal a la superficie de la espiras es n = u,. Como B es
uniforme sobre toda la superficie,

/ B -ds = B (7R?) senwt (u, - u,) = 7R? Bsen wt
S

La f.e.m. inducida en las NN espiras serd,
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

X

Figura 2.1. Espira del ejercicio 2.1

presencia de un campo magnético dependiente del tiempo. Si disponemos una pla-
ca metalica frente a un solenoide alimentado por una corriente alterna, el campo
magnético variable producido por el solenoide genera un campo eléctrico variable
en el interior de la placa, que ejerce una fuerza sobre los electrones libres y como
consecuencia se produce una corriente conocida como corriente de remolino.

Esta corriente genera un campo magnético que se opone a las variaciones
de flujo debidas al campo magnético creado por el solenoide; es decir, el campo
inducido tiende a que no cambie el flujo en el interior de la placa metélica, o en
otras palabras, se opone a la penetracién del campo magnético en la placa.

Ademaés la corriente inducida, como toda corriente, disipa energia en la placa
debido a que la conductividad de la placa es finita, y como consecuencia ésta
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ELECTROMAGNETISMO 11

3. MEDIOS EN MOVIMIENTO

Ahora vamos a estudiar el caso de induccion electromagnética cuando el circui-
to o medio se mueve con una velocidad v. Suponemos que la velocidad es pequena
comparada con la de la luz, de manera que son aplicables las transformaciones
de Galileo entre el sistema de referencia ligado al contorno C' en movimiento y el
estacionario donde se observa E y B, y que los fenémenos fisicos no dependen del
sistema donde se sittie el observador.

Vamos a estudiar la ley de Faraday expresada por la ecuacion (2.2) en el
caso de un circuito que se mueve con velocidad uniforme v. El segundo término
de la igualdad representa la variacién total de flujo a través del circuito C, que
dependera de la variacion debida al cambio con el tiempo del campo magnético
ademds de la variacion de flujo debida al movimiento del circuito.

En la figura 2.2 se muestra un circuito C' que se mueve con velocidad v. C} =
C(t), Cy = C(t + dt). S| = S(t), Sy = S(t —l—dt). B = B(t) en S, B= B(t-i— dt)
en 52.

Figura 2.2

Los campos E y B son observados en el sistema de coordenadas fijo OXYZ
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

4D 1
@ m — B(t+dt)-dsy— | B(t)-d 2.
dt  AtSo At (/52 (8 +dt) - ds s ®) Sl) (25)

En el calculo de la expresiéon anterior tenemos en cuenta dos cosas:

= que se verifica una de las propiedades fundamentales del campo magnético,
V - B = 0, por tanto,

/V-dez B(t,)-dSZO
Vv Stot.

= que para At — 0 se puede desarrollar B en serie de manera que,

B(t 4 dt) = B(t) + al;gt)dt +T.OS.

La integral [V -Bduv se calcula en el instante ' sobre toda la superficie que
limita el volumen V. Dicha superficie estd compuesta por Si, S y la superficie
barrida por el circuito, cuya superficie elemental, superficie lateral sombreada en
la figura 2.2, es ds; = dl x vdt.

/ V- -Bdv= —/ B(t') - ds; + B(t/)-d52+/ B(t) - (dl x vdt) =0

1% S1 So S;

El signo menos de la ecuacidon anterior se debe a que para la superficie Sy, el
vector de la superficie elemental tiene la direcciéon opuesta a ds;. De la relacion
anterior se deduce que,

/ B(t’)'dsQ:/ B(t)-ds; — [ B(t)- (dl x vdt)
Sa S1 Si

Aplicando el desarrollo en serie a la integral sobre S tenemos que,

5 B(t) - ds; = /S B(t) - ds; + /S algit)dt -ds; + T.O.S.
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ELECTROMAGNETISMO 11

sacando factor comiin dt en el segundo miembro,

/SQB(t’).dSQ—/SlB(t).dsl:dt </51 8]3?) dsy —/SZB(t’).(dlxv))

Cuando At — 0 Cy — (4, So — S1 = S(t), y la integral sobre la superficie
lateral, mediante la relacion derivada del producto mixto de vectores B-(dl x v) =
(v x B) - dl, se puede trasformar en la integral sobre el camino cerrado C(t),

/SIB(t’) S (dl % V) :fc(v x B(t)) - dl

ya que cuando At — 0 la superficie de integracion tiene el contorno C(t) y t' — ¢.

Con las consideraciones establecidas en los parrafos anteriores, poniendo B(t) =
B, la ecuacion (2.5), se puede expresar de la forma siguiente,

dd 8B

Por tanto, en medios en movimiento la ecuacién (2.2), que expresa la ley de
Faraday, queda de la forma siguiente,

4 OB
740 R e ds+7§c(va)-dl (2.7)

Si trasponemos la integral curvilinea al primer miembro de la ecuacion,

E-dl— ¢ (vxB)- —— - ds
C C

/G{C(E —vxB)-dl= 875 - ds (2.8)

Por otra parte, el segundo miembro corresponde a la situacién que hemos des-
crito en el apartado anterlor donde calculamos el efecto exclusno de la mduccmn
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

Aplicando el teorema de Stokes podemos, como hicimos en el caso de medios
estacionarios, poner las ecuaciones (2.8) y (2.9) en forma diferencial,

_oB
ot

0B
VxE, =——
‘ ot
Esta tltima ecuacion reproduce el resultado obtenido en (2.4). Ambas relaciones
son independientes del camino C elegido. Conjugandolas obtenemos:

Vx(E-vxB)=

E.=E-vxB

De otra forma,
E=E.+vxB (2.10)

A E contribuyen tanto E., que depende de la variacion temporal de B, como
el término que llamaremos E,, = v x B debido a la traslacién del circuito . La
f.e.m. derivada del término E,, se conoce como f.e.m. debida al movimiento del
circuito (el subindice “m” es por “movimiento”).

A partir de (2.10) podemos obtener la fuerza electromotriz mediante,

5:£E~dl:?€(Ee+va)~dl (2.11)

3.1. Cambio de sistema de referencia

Los resultados obtenidos en este apartado corresponden a los observados desde
un sistema de referencia con centro en O y que permanece fijo. Sin embargo, es
posible hacer una transformacién de Galileo y observar el sistema desde, por
ejemplo, el punto de vista del circuito C' que se esta trasladando. En ese caso no
existe f.e.m. de movimiento (E,, = 0) ya que la velocidad relativa del circuito es
nula. Y sin embargo, en el &mbito de la mecénica no relativista (v < ¢), debemos

At rnan Ta vninmna £ A vn dadal |
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ELECTROMAGNETISMO 11

encontrar un sistema de referencia en que la ecuacion (2.4) refleje todo el campo
electromotriz inducido y por eso se considera una ley de caracter general (la Ley
de Faraday).

Vamos a ver en mas detalle el efecto del cambio de sistema de referencia con
un ejemplo sencillo.

Ejemplo: una barra desplazdndose en un campo uniforme

Una barra conductora de longitud [ paralela al eje z y situada en el semiplano
y > 0, se desplaza en la direccion y positiva a velocidad constante, v = vu,. La
barra estd inmersa en un campo magnético constante de la forma

_J Bou, , y=>0
B_{O , y<0

como indica la figura 2.3. Tenemos que calcular la f.e.m. inducida en los extremos
A-B de la barra.

Z
D A
N1
/ .
\"%
/E
0 B
C B Y

Figura 2.3
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

Por otro lado, los portadores de carga libre del conductor (electrones en el caso de
un metal) son susceptibles a la fuerza de Lorentz y por tanto son los mediadores
de un campo inducido por movimiento,

E,=vxB=vB,(u, xu;) =-vB,u,
Luego el campo total es:
E=E.+E, =—-vB,u,

Este campo no conservativo, al actuar sobre los portadores de carga del conduc-
tor, hace que estos se desplacen de forma que en el extremo A se genera un exceso
de carga negativa y en el extremo B un exceso de carga positiva. FEstas cargas pro-
ducen un campo electrostatico conservativo, ET, que, en el interior del conductor,
es de sentido opuesto al campo inducido; de hecho, el proceso de desagregacion
de cargas se interrumpe cuando

E+Ef =0

esto es
E' = -E=vB,u,

La f.e.m. inducida £ la obtenemos aplicando (2.11):
! !
£ = / E.-dl= / (—vByuy) -dzu, = —v B,l
0 0

Ahora vamos a resolver el mismo problema desde el sistema de referencia de
la barra. En este caso la velocidad relativa de la barra con el campo es nula y, por
tanto,

E;TL = O
Para calcular la f.e.m. inducida consideremos el circuito virtual ADCB que se
mueve solidariamente con la barra (ver figura 2.3). La longitud de los segmentos
AD y BC es arbitrariamente grande. Entonces, viajando con la barra observamos
que el campo magnético va “creciendo” a nuestra izquierda y el flujo que atraviesa

el circuito por tanto crece continuamente,
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ELECTROMAGNETISMO 11

que es justamente igual a la obtenida en el sistema de referencia fijo.

En general, decidir usar un sistema de referencia u otro depende de la situacion
concreta que se plantee. Vamos a continuar con otros ejercicios que ejemplifican
los conceptos expuestos en esta seccion.

Ejercicio de autoevaluaciéon 2.2

La figura 2.4 muestra un cilindro imanado, de radio a, unido a un disco de
conductividad ~. El cilindro imanado proporciona sobre el disco un campo
magnético uniforme B = Bu,. Cilindro y disco giran solidariamente con
velocidad angular w. Mediante unos contactos deslizantes, escobillas, se unen
centro y extremo del disco a los puntos A y B.

Calcular la f.e.m. inducida entre los puntos A y B.

Figura 2.4. Dispositivo del ejercicio 2.2

Soluciéon
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

Vamos a hacer los calculos a partir del término E,,; sabemos que a una
distancia p del centro del disco la velocidad es:

V=wpu,

Por tanto,
E,=vxB=wpB(u,xu,)=wpBu,

La f.e.m. entre los bornes A B ser4,

6’:/ E, -dl
0

Como dl = dpu,
8:/ waup-dpup:/ w B pdp
0 0

La f.e.m inducida es,

E=-dwB
2

Podemos llegar al mismo resultado si suponemos que se mantienen fijos
imén y disco conductor y gira la espira con la misma velocidad angular pero
en sentido contrario. Ahora podemos calcular &, bien aplicando la fuerza
magnética sobre los electrones de la espira en movimiento, o bien calculando
el flujo barrido por la espira en su movimiento giratorio. Se puede comprobar
que los resultados son idénticos.

Ejercicio de autoevaluaciéon 2.3: Generador monofasico

Una espira cuadrada de lado L, situada como muestra la figura 2.5, gira
con velocidad angular w alrededor del eje Z. La espira estd en el seno de un
campo magnético uniforme B = Bu,,.
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ELECTROMAGNETISMO 11

Soluciéon

Ahora se trata de un sistema en movimiento en el seno de un campo cons-
tante. Se puede resolver mediante el flujo magnético, aplicando la ecuaciéon
(2.1), o mediante la fuerza magnética, aplicando la ecuacion (2.11).

Cidlculo mediante el flujo magnético

En este caso aplicamos la ley de Faraday expresada por la ecuacion (2.1)
a la espira que muestra la figura 2.5(a). En primer lugar calculamos el flujo,

@:/B-ds
S

B =DBu, yds=dsn,

d® =B -ds =Bds(u,-n) = Bdscosf
Como el campo es uniforme sobre la superficie de la espira de lado L,

@z/B-ds:BLQCOSH
S

La espira gira con velocidad angular w, por tanto la relacién entre el
angulo 0 y w es,
0=wt+0,

Donde 0, es el angulo que forman los vectores B y n en el instante ¢t = 0.
Sustituyendo el valor de 6 en la expresion obtenida para el flujo,

® = B L? cos(wt + 6,)

La f.e.m. inducida en la espira sera,

5:—£:—BL2(—wsen(wt+9,,)) _ _
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

La ecuacién anterior proporciona la tensién entre los anillos MN unidos
a la espira. Mediante unos contactos deslizantes (escobillas) se puede aplicar
dicha tensiéon a un instrumento de medida (voltimetro de corriente alterna
(c.a.)) para medirla.

Cdlculo mediante E,,

Ahora aplicamos la ecuacion (2.11) a la espira que muestra la figura

2.5(b):
Ez%oEm-dl:jq{C(va)-dl

Calculamos v x B en los distintos lados de la espira.

Lado AB Sobre cualquier elemento de longitud de este lado v esta en el
plano XY y forma un angulo # variable con B, que también esté en el
plano XY, por tanto E,, = v x B es perpendicular al lado de la espira,
es decir, a dl y en consecuencia (v x B) - dl = 0.

Lado CD También es nulo el producto (v x B)-dl, por las mismas razones
que el caso anterior.

Lado AD Sobre cada longitud elemental de este lado se verifica que,
vxB=vBsenfu,

Dado que, v =w(L/2)y 0 =wt+ 0,
1
vxB= §LwBsen(wt+00)uz

Lado BC En este caso, dado que el 4ngulo entre vy B es (7 —0), E,, ser4,
v x B=vBsen(rm — 0)(—u,) = —vBsenfu,

Sustituyendo los valores de v y € como en AD,
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ELECTROMAGNETISMO 11

La integral a lo largo del camino cerrado ADCB en el sentido indicado
por la secuencia de letras, sentido horario, considerando que dl = u, dz en
AD y dl = —u, dz en CB, sera,

1 D
E = %(v xB)-dl= LwB/ sen(wt + 6,) u, - (dzu,)
c 2 A

1 C
—2LwB/ sen(wt 4+ 6,) u, - (—dzu,)
B

La integracion de dz entre AD y CB es igual a L, por tanto,

E = VuN = wBL? sen(wt + 60,)

Vemos que el resultado es el mismo que el obtenido con el otro procedi-
miento.

V4 V4
>
N
M 1/(:
D/I V\ E'
g | B
£ Vn .
< A/
(a) (b)

Figura 2.5. Espira cuadrada del ejercicio 2.3
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

magnético B, y un inducido formado por unas bobinas montadas sobre un cilindro,
también de material ferromagnético, sobre las que se induce la f.e.m. cuando gira
el cilindro. El giro del cilindro, generalmente, se produce mediante una turbina
de agua o vapor. El sistema transforma la energia mecanica de la turbina en
energia eléctrica, que mediante unos conductores unidos a los bornes de la bobina
inductora, se puede aplicar a dispositivos como bombillas de iluminacién, motores
eléctricos, etc.

4. COEFICIENTES DE INDUCCION

En los apartados anteriores hemos expresado la ley de Faraday como una
relaciéon entre campos referida a flujos e integrales de linea. Frecuentemente nos
interesa tomar un sistema (circuito) como un conjunto y calcular la f.e.m. inducida
a través de parametros geométricos caracteristicos del sistema. A estos parametros
se les conoce con el nombre de coeficientes de induccion mutua y autoinduccion,
segin que la induccién sea entre dos circuitos o sobre el propio circuito.

En este apartado suponemos que las corrientes varfan lentamente. Este tipo
de corriente crea un campo que en cada instante es igual al debido a una corriente
continua cuyo valor es i(t). Esto se traduce en que se puede aplicar la ley de Biot y
Savart para calcular el campo, donde simplemente se sustituye I por i(t). Ademas,
mientras no se especifique otra cosa, vamos a tratar con circuitos filiformes, es
decir, formados por conductores muy delgados, cuya seccién es despreciable frente
a las otras dimensiones del sistema, pero finita.

El flujo a través de la superficie limitada por el circuito considerado se calcula
a partir del campo obtenido mediante la ley de Biot y Savart. Se considera que
los medios que intervienen son lineales, por lo tanto la relacién entre campo y
corriente es lineal, y como consecuencia también es lineal la relacién entre flujo y
corriente.

4.1. Coeficiente de induccién mutua
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ELECTROMAGNETISMO 11

Figura 2.6

Si los circuitos son estacionarios y no deformables, los cambios de flujo @19
s6lo dependen del campo magnético generado en el circuito (1); es decir, de la
corriente I1. Como el flujo que atraviesa el circuito (2) debido al campo creado
por la corriente I7 viene dado por la siguiente ecuacion,

(1321 = / B1 . dSQ
Sa

v la ley de Biot y Savart establece que el campo B es proporcional a la corriente
11, entonces flujo v corriente son proporcionales. La constante de proporcionalidad
para incrementos de flujo y corriente es,

(2.12)

M5 es el coeficiente de inducciéon mutua incremental que se puede aplicar
en el caso mas general. Cuando los medios son lineales la proporcionalidad entre
flujo y corriente es la misma para cualquier flujo, por tanto,

My = —2 (2.13)

El coeficiente de induccion mutua Mo es igual al flujo que atraviesa el circuito
(D) Adahida Al anmam NI S R N O | 1
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

hemos establecido ninguna restriccién sobre la forma y disposiciéon de los circuitos,
dicho coeficiente no varia si obtenemos el flujo en (1) debido a la corriente en (2);
es decir,

Mg = Moy = M

M tiene dimensiones de flujo dividido por corriente. La unidad en el SI es el
Wb/A y se le llama henrio [H] .

Si en lugar de considerar dos circuitos C7 y Co independientes, tenemos en
cuenta uno de los circuitos, también existe proporcionalidad entre el flujo y la
propia corriente; al coeficiente que relaciona flujo y corriente se le denomina ahora
coeficiente de autoinduccion , y es de la forma,

i)
My =L=-1 (2.14)
I

De forma anéloga al coeficiente de induccién mutua en medios lineales, el
coeficiente de autoinduccion L es un factor geométrico que no depende de la
corriente que circula por el circuito.

A cualquier dispositivo que presenta un coeficiente de autoinduccion L rele-
vante —como por ejemplo un solenoide con nucleo ferromagnético— se le llama
inductor. Cuando en un circuito s6lo tenemos en cuenta la autoinduccion, al coefi-
ciente L se le llama inductancia, y con frecuencia este mismo nombre, inductancia,
se aplica al propio dispositivo.

Para calcular el coeficiente de induccién mutua debemos seguir el procedi-
miento siguiente: En primer lugar se calcula el campo magnético creado por el
circuito (1), para ello podemos suponer que por dicho circuito pasa una corriente
I. A continuacion se calcula el flujo de dicho campo magnético a través del circuito
(2). Terminamos el proceso dividiendo el flujo calculado por la corriente I.

Se procede de manera analoga para obtener el coeficiente de autoinduccién L,
con la precauciéon de que ahora se calcula el flujo que atraviesa todas las espiras
del propio circuito.

Ejercicio de autoevaluaciéon 2.4: Coef. de induccién mutua
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ELECTROMAGNETISMO 11

bobina se muestra en la figura 2.7.

MR

Vi

)]}

Figura 2.7. Solenoide y bobina del ejercicio 2.4

Soluciéon

Suponemos que por el solenoide circula una corriente I. Sabemos cémo es el
campo magnético debido a un solenoide indefinido (véase ejemplo 12.3 de la
referencia [1]).

H=nlu,, B =u.H, B =pynlu,

y ademas es uniforme sobre toda la seccién circular de radio R;.

Como suponemos que el flujo a través de todas las espiras de la bobina
es el mismo, el flujo a través de la bobina serd IV veces el que atraviesa una
espira de radio R».

En el exterior del solenoide la componente del campo magnético en la
direccién del eje es nula. El flujo se calcula sobre la seccion del solenoide, ya
que fuera el campo es nulo, en consecuencia,

$19=B-S =ponlu, - N(nR?u,) = ponNInR?
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

4.2. Formula de Neumann

En este apartado vamos a calcular el coeficiente induccién mutua entre dos
circuitos de forma tedrica. Para ello suponemos dos circuitos como los indicados
en la figura 2.6 y aplicamos la definicién expresada por la ecuacion (2.13).

12 Il Il s 1 S2

La relaciéon entre campo y potencial vector es B =V x A. Llevando esta re-
lacién a la integral anterior tenemos,

1 1
Mlg = — B1 dSQ (V X A1> . dSQ
L Js, L

Aplicando el teorema de Stokes,

1 1
M12=/ (VXAl)-dSQZf A1~d12
5L Js, L Je,

El potencial vector para un circuito filiforme viene dado por la siguiente ecua-
cion (ver, por ejemplo, referencia [1]),

dl
A = “OI f e S
A C, ‘1'2 — I'1|
Sustituyendo la tltima ecuacion en la anterior queda la siguiente expresion,
dly - dl
7{ f L (2.15)
Cy JCq ‘r2 - I'1|

La ecuacion (2.15) se conoce con el nombre de férmula de Neumann y nos
permite calcular el coeficiente de autoinduccién entre dos circuitos filiformes.

La primera conclusién que podemos deducir de la esta ecuacién es que, como
habiamos indicado anteriormente,
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ELECTROMAGNETISMO 11

La aplicaciéon de ésta formula no es sencilla en muchos casos por que la geo-
metria de los circuitos dificulta el calculo de las integrales correspondientes. La
ecuacion (2.15) muestra que Mis depende de la geometria del sistema, es decir,
el coeficiente de induccién mutua es un pardmetro geométrico.

4.3. Coeficiente de autoinduccién

Podemos aplicar la formula de Neumann para el calculo del coeficiente de
autoinduccién tomando las precauciones necesarias para que la integral no se

haga infinita.
dly - dl}
My =L = f{ ?{ L (2.16)
Cy JCq |I'1 I'1|

Los factores dlj y r} se introducen para indicar que en ningin caso pueden
tomar exactamente los mismos caminos, de lo contrario el denominador se haria
nulo en un punto del circuito y por tanto la integral serd infinita. Aqui debemos
especificar las condiciones en que podemos operar: En primer lugar los circuitos
no pueden tener conductores con radio nulo, es decir, el circuito filiforme supone
que el radio es muy pequeno pero no nulo, de forma que en el propio conductor se
puedan establecer dos caminos C y Ca, como muestra la figura 13.9 para un anillo
toroidal, que no coinciden, con lo cual siempre |r} — ri| # 0. La dificultad para el
calculo persiste, dado que las integrales son generalmente dificiles de calcular.

En el calculo del coeficiente de autoinduccion es mas facil encontrar la relacion
entre flujo y corriente cuando se calcula el flujo en la zona exterior al conductor
v la corriente que lo crea estd en el interior de dicho conductor. Pero cuando se
trata de encontrar la relacion entre flujo y corriente en el interior del conductor,
se presenta la dificultad de expresar correctamente la corriente que crea el flujo.

Vamos a tratar de explicar esta situacién tomando como ejemplo el anillo
toroidal indicado en la figura 2.8. Todas las lineas de campo dibujadas, menos
M y N, atraviesan las superficies delimitadas por cualquier tubo de corriente
elemental que se defina dentro del conductor toroidal. Atendiendo a esta situacion
la autoinduccion externa se obtendrd dividiendo el flujo de las lineas de campo
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

A
alla

Figura 2.8

expresada por la ecuacion (2.14) o mediante la formula de Neumann, ecuacion
(2.16).

Debido a esta dificultad en los circuitos no filiformes se suele definir el coefi-
ciente de autoinducciéon mediante la energia magnética, definicién que se estudia
en el tema 3. Dependiendo del tipo de circuito, su forma y dimensiones, se puede
separar con relativa facilidad la parte del coeficiente de autoinduccion que corres-
ponde al exterior del dispositivo de la correspondiente al interior del conductor
que forma parte de él. Podemos adelantar que la parte interna del coeficiente de
autoinduccién de un conductor rectilineo no depende de su radio y es igual a,

!
Lint. = gl
siendo [ la longitud y u la permeabilidad del conductor.
Veamos un ejercicio tipico de célculo de autoinduccién.

Ejercicio de autoevaluacion 2.5

Calcular el coeficiente de autoinduccién de un arrollamiento realizado sobre
un material ferromagnético de permeabilidad p. Por simplicidad supéngase
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ELECTROMAGNETISMO 11

Soluciéon

Como hemos visto en el ejercicio 2.4 el campo magnético H producido por
una corriente I que circula por un arrollamiento cilindrico indefinido es:
NI

— Uz

H=nlu, = ]

Esta expresiéon asume que el cilindro es virtualmente infinito, pero el hecho
de usar un ntcleo de alta permeabilidad permite relajar esta condicién al
confinar el flujo en su interior.

Obtenemos el campo magnético B,

IN
B=.H-= MTuZ

Este campo genera un flujo en cada espira que es:

515 NS

El flujo total que atraviesa el dispositivo es la suma de los flujos en cada

espira:
IN%S
=3 0= a z
K2
Por tanto,
P 2
-2 _pN7S
1 l

Este dispositivo es el equivalente magnético del condensador de placas pla-
noparalelas electrostatico.

Ejercicio de autoevaluaciéon 2.6

Calcular el coeficiente de autoinducciéon de una bobina toroidal con N espi-
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

Soluciéon

Suponemos que por las espiras circula una corriente 1. Ademés, gracias a la
alta permeabilidad del medio, se considera que no hay fugas y que el flujo que
atraviesa todas las espiras es el mismo. La simetria del sistema es cilindrica,
y se puede suponer que el campo magnético es H = Hu, en los puntos
interiores al toroide.

Para obtener el campo magnético en un punto interior del toroide, situado
a una distancia p, aplicamos la ley circuital o teorema de Ampére,

N
7€H~d1:§1:[i

El primer miembro se calcula teniendo en cuenta que,
H=Hnu, v dl = pdpu,

La variable de integracion es ¢ y los limites 0 y 27, por tanto,

2
%H-dl: Hpdp(u,-u,) =2npH
C 0

El nimero de espiras que atraviesan la superficie que limita la circunferencia
de radio p es N, en consecuencia,

N
ZIZ-:NI
1

Igualando las dos relaciones anteriores y despejando H se obtiene:

NI NI
— H_

H=— - -
21 p 27rpu<p

de donde obtenemos el campo magnético B:
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ELECTROMAGNETISMO 11

El flujo que atraviesa una de las espiras se obtiene calculando la integral
sobre la seccion del toroide, que es la superficie rectangular de altura h y
anchura (b — a) mostrada en la parte inferior de la figura 2.9.

El campo magnético es el calculado en el parrafo anterior, y la superficie
elemental es,

ds = hdpu,

La variable de integracién ahora es p y los limites a y b. El flujo que atraviesa
cada espira sera,

NIh [Ydp
o, = [ B- d— —uy, - (hd = —
/ S ,U«ﬂ_uso(puso) M27r D
NIh
,=p lné
T a

El flujo que atraviesa todas las espiras del toroide es:

N2Th_ b
d=) & = In —
zi: H 2 na

Obtendremos el coeficiente de autoinduccién del toroide dividiendo el flujo
® por la corriente I. En consecuencia,
N2h b

In —
27 a

L=u

4.4. Coeficiente de acoplamiento

En el estudio de los coeficientes de induccién mutua y autoinduccién podemos
observar que no todas las lineas de campo creado por el conductor (2) atraviesan la
superficie cerrada por el circuito (1), véase la figura 2.8, por tanto ®9; serda menor
que el flujo a través del circuito (2) debido al campo creado por él, ®g1 < <I>22

Mo manara andlacra ccurra con ol carana craanda nor ol civcenita (1) 52 o fi,
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

Figura 2.9. Bobina toroidal del ejercicio 2.6

Considerando las desigualdades entre los flujos indicadas anteriormente,

1 Do P12 O

L1 Ly = —
b L I, — L I

Dado que M9 = Moy,

Llevando esta relaciéon a la desigualdad tenemos que,

Ly Ly > M3,

Podemos expresar la relacion entre los coeficientes de autoinduccion y el de
induccién mutua de la forma siguiente,

Mo =ky/Li Ly con 0< |kl <1 (2.17)

La constante k se denomina constante de acoplamiento, y |k| estd comprendido

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo
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4.5. Fuerza electromotriz inducida

Cuando un elemento de circuito se caracteriza por un parametro global co-
mo el coeficiente de autoinduccion (inductancia) L, o se conoce el coeficiente de
induccién mutua M entre dos circuitos, interesa expresar la f.e.m. inducida en
funcién de estos parametros

Utilizando la ecuacion (2.6) y la definicion de f.e.m. inducida, dicha f.e.m. en
funcién del coeficiente de induccién mutua sera,
_d®yp d (MiaIs) dly

— - — M2 2.1
& dt dt 1270 (2.18)

Esta ecuacién expresa la f.e.m. inducida en funcién de un pardmetro global, el
coeficiente de induccién mutua, y la derivada de la corriente.

Si s6lo existe un circuito, la f.e.m. inducida se deberd a la corriente en el propio
circuito. En este caso £ serd,
d(I)H d(MHIl) dIl d]l

& dt dt M- L (2.19)

L es el coeficiente de autoinduccién que hemos definido en la seccién 4.3.

En general, si se supone que por la inductancia circula una corriente I, la
f.e.m. debida a la autoinduccion es,
dl

=—-L — 2.2
& o (2.20)

4.6. Transformador

Como colofon del presente tema vamos a estudiar el transformador eléctrico,
el cual ejemplifica todos los conceptos que hemos visto en esta seccion.

El transformador es un dispositivo que consta de dos circuitos que presentan
una alta inductancia y estén fuertemente acoplados (k| < 1); a uno de ellos se le
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Figura 2.10

el primario como el secundario consisten en arrollamientos con muchas vueltas.
Un ejemplo se muestra en la figura 2.10. También se pueden construir de forma
que el arrollamiento del secundario rodee al primario, como muestra la figura 2.7,
pero en cualquier caso se disponen ambos sobre un nicleo ferromagnético.

Este dispositivo se usa para modificar (transformar) la amplitud de fuerza
electromotriz alterna que se aplica en el primario; la f.e.m. modificada se toma
del secundario, como muestra la figura 2.10.

Vamos a analizar las ecuaciones que rigen este dispositivo en el caso més
sencillo posible, en que aplicamos una f.e.m. variable en el primario, £;(¢) y man-
tenemos abierto el circuito secundario, o bien lo cerramos sobre una resistencia
elevada de forma que la corriente que circula por éste sea muy pequena.
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ELECTROMAGNETISMO 11

donde la fuerza electromotriz consta de dos términos: la f.e.m. que se aplica ex-
ternamente, &1, y la autoinducida por el propio circuito primario, que viene dada
por (2.19). Obsérvese que, puesto que no circula corriente por el secundario, no
hay un término de f.e.m. por acoplamiento.

Llegados a este punto determinamos que la fuerza electromotriz aplicada es
de tipo armonico, &1 (t) = (&,)1 cos wt. Vamos a aplicar la notaciéon fasorial® y
suponemos que todas las magnitudes tienen la forma A(t) = A et (j = /—1),
donde A es una magnitud compleja que no depende del tiempo (puede depen-
der, eventualmente, de la frecuencia). Transformamos & y I; de esta forma y la
ecuacion anterior queda asi:

& —jwlil, = LR (2.21)

Ahora suponemos que el término resistivo es mucho mas pequeiio que el inductivo,
eso es, R <« wlq; esto puede ser posible, bien aplicando frecuencias altas o, lo que
es mas comun, con un circuito primario de autoinductancia muy elevada. Esto se
puede llevar a la préactica con un gran ntimero de vueltas de arrollamiento, pero
esto elevaria también la resistencia del circuito por lo que es mas conveniente
emplear nucleos ferromagnéticos de gran permeabilidad como ya se ha dicho.

Con estas consideraciones de (2.21) obtenemos:

~ 1 ~
I & (2.22)

T jwl

Veamos ahora qué ocurre en el circuito secundario. Adaptando la ecuacion
(2.18) al caso actual y al uso de fasores tenemos:

£y = —jwMisy
Sustituyendo (2.22):

1 - My ~
& =-""g

& = —jwM
2 Jw 12ij1 L

A partir de (2.17) tenemos:
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

Obsérvese que la f.e.m. del secundario es independiente de la frecuencia siempre
que se cumpla la condiciéon R < wlq. Ademas, o bien conserva la fase del primario,
o bien toma la fase opuesta dependiendo del signo del coeficiente de acoplamiento;
por tanto podemos concentrarnos en las amplitudes:

~ Lo ~
&2l = [ky/ 7> 18] (2.23)
1

En general, las autoinducctancias del primario y secundario es facil que si-
gan el mismo comportamiento que la descrita en el ejercicio 2.5, por tanto L; =
MNZ-QSi /l;. Supongamos que las geometrias de construccion del primario y secun-
dario son similares, lo que implica Si/l; ~ Sa/ls y, ademas, el acoplamiento es
optimo, |k| < 1. En este caso:

N Ny ~
~ = 2.24
Bl = 18] (2.24)

que es la ecuacion del transformador ideal y que muestra que la relaciéon de am-
plitudes entre las f.e.m. del secundario y primario es directamente proporcional
al cociente entre el nimero de vueltas de ambos arrollamientos.

El transformador se usa principalmente para reducir la alta tension empleada
en el transporte eléctrico a la baja tension utilizada en el consumo final (viviendas,
comercios, industrias). Basta con ajustar el nimero de vueltas de ambos bobinados
para conseguir la reduccién deseada.

<
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ELECTROMAGNETISMO 11

5. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 2.1 Una espira cuadrada de lado L, partiendo de A, se mueve con velocidad
v = vu, constante desde A hasta C, véase la figura E2.1. En el tramo marcado
con simbolos ® existe un campo magnético uniforme y perpendicular al plano en

el que se mueve la espira.

= Si la espira tiene una resistencia R, calcular la corriente que circula por ella
en funcién de la velocidad v, el campo magnético B = —B, u, y la posicion
en el recorrido. Dibujar la grafica I = I(y).

= Calcular la fuerza que se debe aplicar a la espira a lo largo del recorrido AC
para mantener su velocidad constante. Dibujar la grafica F = F(y).

Suponemos despreciables los efectos debidos al campo magnético creado por
la corriente que circula por la espira.

e ie)

Figura E2.1

E 2.2 En laregion del espacio correspondiente a y > 0 existe un campo magnético

nnnnnnnnnn e D D/
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Z
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- C
7 B Y Y
X
(a) (b)

Figura E2.2

E 2.3 Una barra conductora, se une por un extremo al eje de giro y por otro,
mediante un contacto deslizante, al conductor circular de resistencia por unidad
de longitud R(€2/m). Véase figura E2.3. La barra gira con una velocidad angular
w en presencia de un campo magnético B = — B, u,. Suponemos despreciable la
resistencia de la barra y del tramo conductor OA. También consideramos despre-
ciable al campo producido por la corriente inducida frente a B.

Calcular la corriente que circula por la barra cuando se mueve de 0 a 360°.

Y

A

a

w
O
X
B
Z
Figura E2.3 Figura E2.4

E 2.4 En el seno de un campo magnético B = B, u,, disponemos un circuito
como el indicado figura K2.4. La barra conductora C gira manteniendo fijo el
punto O y barriendo en ida y vuelta el dngulo 0 — 90° apoyada en el conductor
circular AD. El movimiento de ida y vuelta de la barra se hace mediante un motor
y en un tiempo (periodo) T, (w = 27 /T'). El angulo 6 varia de acuerdo con la
ecuacion: 0 = (7/2)wt.

Sunonemos desnreciahles 1a resistencia de la barra v el conductor circular
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ELECTROMAGNETISMO 11

conductora L, que gira en la direccién de las agujas del reloj, centrada en O y
eje de giro el Z; la barra se desliza haciendo contacto con el conductor circular.
Existe una resistencia R unida por un lado al centro de la barra y por otro al
conductor circular. El conjunto estd en presencia de un campo magnético B =
B, u,. Suponemos despreciable el campo creado por la corriente inducida frente
al campo B. También suponemos despreciable la resistencia de los contactos y del
conductor circular.

Calcular la corriente inducida que circula por la resistencia R. Indicar el sen-
tido de la corriente tanto en la resistencia como en la barra.

Figura E2.5 Figura E2.6

E 2.6 Un disco conductor, de radio a y espesor d, gira con velocidad angular w
en torno al eje y en presencia de un campo magnético B = B, u,. Una espira
cuadrada de lado L y resistencia R esta situada en el plano YZ como indica la
figura E2.6. La espira toca al disco con unos contactos deslizantes (escobillas).

Suponemos despreciables la resistencia de los contactos y del disco. También
consideramos despreciable el campo magnético producido por la corriente inducida
en la espira frente a B.

Calcular la corriente que circula por la espira.

E 2.7 Un péndulo formado con un hilo metalico esta anclado por un extremo A

v nmidn a 1mma maga nor el otro comao mueatra 1a fionra B2 7 Bl néandnla ogcila
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V4
A
B Y
X 0
C
m
Figura E2.7 Figura E2.8

E 2.8 Una capa esférica metalica de radio R, se sitiia como indica la figura E2.8
en presencia de un campo magnético B = B,u,. La esfera gira con velocidad
angular w en torno al eje Z.

Calcular la f.e.m. inducida entre los contactos A y C.

E E
7 1
T S =
(a) (b)
Figura E2.9

E 2.9 Tenemos una arandela de material ferromagnético, de permeabilidad p >
o, conductividad v y permitividad € ~ ¢,, cuyos radios y espesor son respectiva-
mente, a, by e (e < a < b). Sobre una parte de la arandela arrollamos N espiras
por las que circula una corriente /. El sistema se muestra en la figura E2.9(a).
Suponemos que, dada la gran permeabilidad magnética de la arandela, el campo
creado por las espiras se localiza dentro de la misma, es decir, no hay fugas.

= Una espira F, con contactos deslizantes apoyados sobre ambas caras de la
arandela, se mueve radialmente con velocidad v _hacia la izquierda. ; Circu-
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ELECTROMAGNETISMO 11

Practicamos una hendidura muy estrecha en la arandela como muestra la
figura E2.9(b). La espira F se mueve con velocidad v hacia la izquierda. ;Circulara
corriente por ella?

E 2.10 El dispositivo de la figura E2.10 representa una capa esférica metalica N de
radio a, en cuyo interior hay una esfera uniformemente imanada con M = M, u,,
que produce en el exterior un campo magnético B como muestra la figura referida.
Un anillo conductor ABCD que a través de los contactos deslizantes E se une a la
capa N en los tres puntos indicados. Capa, esfera y anillo conductor pueden girar
de forma independiente en torno al eje Z.

= Cuando giran capa y esfera con velocidad angular w manteniendo fijo el
anillo, ;circula corriente por los tramos AB, BC y ADC?

m ;Que ocurrird si se mantienen fija capa y esfera y se mueve el anillo con-
ductor?

(b)

Figura E2.10 Figura E2.11

E 2.11 Sobre un disco dieléctrico de radio R y a una distancia a del centro se
sittian seis esferitas, de radio despreciable frente a R, con una carga ¢. El momento
de inercia del conjunto es Z. Todo el sistema esta en el seno de un campo magnético
uniforme cuya variacién temporal se muestra en la figura E2.11(b).
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InDUCCION ELECTROMAGNETICA

una resistencia R y coeficiente de autoinducciéon L. Suponemos que el campo
magnético B en el circulo de radio a es practicamente el mismo que en centro de
la espira.

Calcular la corriente que circula por la espira de radio a.

M N
Figura E2.12 Figura E2.13

E 2.13 Dos espiras cuadradas cuyos lados respectivos son L y 2L, estan conec-
tadas como muestra la figura E2.13. El sistema estd en presencia de un campo
magnético B = B, u,. Las espiras giran solidariamente con velocidad angular w
en torno al eje Z.

Calcular la f.e.m. inducida que podemos observar entre los puntos MN.

E 2.14 Tenemos dos espiras L; y Lo circulares de radio a y dispuestas como
indica la figura E2.14. Centrada en el origen y sobre un plano que forma un
angulo de 45° con el eje Y se sittia una espira cuadrada de lado 0,1a, con una
fina hendidura en uno de sus lados.

= Por las espiras L; y Lo circula una corriente I = I,senwt, ;jcual serd la
f.e.m. inducida en la espira cuadrada?

= Si por la espira Ly circula una corriente [y = I,coswt v por la Lo otra
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ELECTROMAGNETISMO 11

Z

D

X

Figura E2.14 Figura E2.15

E 2.15 Por el conductor rectilineo e indefinido de radio a indicado en la figura
E2.15 circula una corriente cuya densidad es J = Jp?u,. Calcular el coeficiente
de induccién mutua entre el conductor y la espira cuadrada de lado a, situada a
una distancia Ha del eje.

E 2.16 Un disco conductor de radio R, espesor h (h << R) y conductividad -,
se sitiia en presencia de un campo magnético alterno B = B, sen wt u,, uniforme
v paralelo al eje del disco.

Calcular la densidad de corriente inducida en funcién de la distancia al eje del
disco. Indicar su direccién y sentido.

E 2.17 Calcular el coeficiente de induccién mutua entre un conductor rectilineo
e indefinido en la direccion del eje X, cuya seccion transversal se muestra en la
figura E2.17, y una espira cuadrada, de lado L = R, situada como indica la figura.

La corriente circula por la zona sombreada, el resto es hueco de seccién circular
y radio R/2.

2R 3R

\ / Y
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TEMA 3

ENERGIA MAGNETICA

RESUMEN
Objetivos generales

El objeto de este tema es introducir el concepto de energia magnética en el
caso de corrientes cuasi-estacionarias, y calcular las fuerzas entre sistemas a partir
de la energia magnética.

Objetivos especificos

= Energia magnética debida a un sistema de corrientes.

= Fnergia magnética en funcién de los vectores de campo magnético.

= Inergia magnética en medios no lineales.

= Calculo del coeficiente de autoinduccién mediante la energia magnética.

= Fuerza y par de fuerzas en el caso de mantener la corriente constante en los
circuitos.

= Fuerza y par de fuerzas cuando se mantiene el flujo constante en los circuitos.

= Presion magnética en la superficie de separacion entre dos medios.

Requisitos previos
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ELECTROMAGNETISMO 11

INTRODUCCION

En electrostatica se define la energia como el trabajo necesario para disponer
un conjunto de cargas o distribuciones continuas de carga. En magnetostatica
es posible hacer una definicién similar para las disposiciones de corrientes. En
este tema vamos a proceder de una forma andloga a la que se lleva a cabo en
electrostatica para calcular la energia magnética. Hasta que las corrientes alcanzan
su valor final, tanto los cambios de posicién de los circuitos como las variaciones
de corriente, llevan asociada una fuerza electromotriz, por tanto debemos tenerla
en cuenta para calcular la energia final del sistema. También utilizaremos las
relaciones entre campos y corrientes para expresar la energia magnética en funcion
de los vectores de campo.

1. ENERGIA MAGNETICA

La energia magnética debida a un circuito filiforme por el que circula una
corriente I, es igual al trabajo necesario para establecer la corriente I en dicho
circuito, excluida la pérdida de energia por efecto Joule.

Durante el proceso de transiciéon hasta alcanzar la corriente final en cada
circuito se generan campos magnéticos variables con el tiempo y por tanto se
inducen fuerzas electromotrices que se deben tener en cuenta para calcular la
energia magnética.

Para encontrar la expresion de la energia magnética vamos a suponer una serie
de condiciones que permitan cierta simplificacion. En primer lugar suponemos que
el proceso se realiza en condiciones cuasi-estaticas, es decir, corrientes lentamente
variables; con lo cual los fenémenos de radiaciéon y retraso de unos potenciales
con respecto a otros en distintos puntos de un componente son despreciables.
También se consideran los circuitos no deformables y en posiciones fijas, siendo la
seccion de los conductores muy pequena en comparacion con su longitud. Ademas
consideramos que los medios son lineales.

El célculo se hace suponiendo corrientes de conduccién en los circuitos y de-
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ENERGIA MAGNETICA
En un circuito filiforme C; por el que circula una corriente ¢, el trabajo reali-
zado para mover la carga dq entre dos puntos cuya d.d.p. es V; serd,
Vidg = Vii;dt
En el intervalo de tiempo dt la energia suministrada por las baterfas es,
dW; = Vyi;dt
Si se trata de un circuito de resistencia R,
Vi+& = Ri;

Es decir, la f.e.m. de la bateria méas la inducida &; es igual a Ri;. Despejando V;
v llevandola a la ecuacién de la energia queda,

dW; = =&z dt + RiZdt

El término Ri?dt representa la energia disipada por efecto Joule y no forma parte
del trabajo reversible. Por tanto si tenemos en cuenta la relacion, & = —d®;/dt,
la energia magnética elemental dW,,; sera,

AWpni = 1;,d®; (3.1)
En un sistema de N circuitos,
N
AWy = iid®; (3.2)
i=1

En un sistema lineal los valores de la corriente y flujo se puede expresar en
funcion de sus valores finales a través de una relacion lineal de la forma f(t) = oF.
La energia magnética en funcion de flujos y corrientes, suponiendo la variacion
de corriente i; = al; y para el flujo en un medio lineal d®; = ®; da es,

N
AW, = Z I;®;ado
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ELECTROMAGNETISMO 11

Como el flujo sobre el circuito ¢ depende del propio circuito y de todos los demas,
el citado flujo en funcién de los coeficientes de induccién mutua y autoinduccion
sera,

N
;=Y M, (3.4)
=1

Sustituyendo la ecuacion (3.4) en (3.3) obtenemos la siguiente formula para la
energia en funcion de los coeficientes de induccion,

1 N N
i=1 j=

El término i = j corresponde a M;; = L;.

En el caso de un circuito aislado con inductancia L, tnicamente existe el
término M;; = Ly I; - I; = I?, por tanto la energia magnética sera de la forma,

1
Wi =5 LI? (3.6)

2. ENERGIA EN FUNCION DEB Y H

Nos interesa expresar la energia magnética en funcion del campo e intensidad
de campo magnético, ya que esta forma sigue la linea de expresar las leyes que
describen los fenémenos electromagnéticos mediante los vectores de campo. Esto
nos permite encontrar la energia en el caso de distribuciones de corriente no
localizadas en circuitos filiformes.

En un sistema por el que circula una corriente cuasi-estacionaria cuya densidad
es J y que tiene una conductividad -, si se le aplica un generador que produce un
campo no conservativo E’,

J=~(E +E) (3.7)
Despejando E’,
E = l.] —E
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FENERGIA MAGNETICA

El primer miembro representa la potencia (energia por unidad de tiempo)
suministrada por el generador o generadores y el segundo tiene dos componentes.
El primero representa la potencia disipada por efecto Joule en el sistema, y el
segundo, como veremos a continuacién, la variacién con el tiempo de la energia
magnética almacenada en el volumen V. El volumen de integracion es todo el
espacio, ya que fuera de los conductores J = 0.

Podemos transformar el segundo término utilizando la relacion entre J y H
que proporciona el teorema de Ampére, V x H = J. Sustituyendo tendremos,

—/E~Jdv:—/(E-V><H)dv
v v

Teniendo en cuenta la relacion vectorial siguiente,

V- (ExH)=H-(VxE)-E-(VxH)

_/VE.Jdv:—/VH-(VxE>dv+/Vv(ExH)dv

Aplicando el teorema de Gauss al segundo término del segundo miembro de la
relacion anterior y utilizando la ley de Faraday expresada por V x E = —9B/0t,
la relacién queda de la forma siguiente,

/E Jdv_/H du+/(E><H).ds

Donde S es la superficie que limita el volumen V.

En el caso de campos cuasi estaticos los campos E y H decaen con la distancia
en forma proporcional a 1/72, es decir, E x H lo hara, al menos, proporcional-
mente a 1/r*. Como ds aumenta de forma proporcional a r2, cuando r — oo la
integral de superficie se anula. Esto no ocurre cuando los campos se deben a car-
gas aceleradas, ya que tiene lugar la radiacién electromagnética cuyos a campos
decaen proporcionalmente a 1/7. Esto lo veremos en el tema 8 dedicado al estudio
de la radiacién electromagnética.

Teniendo en cuenta estas consideraciones la ecuacion (3.8) queda de la forma

cionienteo:
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ELECTROMAGNETISMO 11

transforma en térmica. Y el segundo término es la energia por unidad de tiempo
transferida al campo magnético generado por la corriente.

El incremento en la energia del campo magnético en un intervalo de tiempo
Ot sera,
oWy, = / H - /Bdv (3.10)
v

Para calcular la integral anterior debemos conocer la relacion que existe entre
B y H. Esta relacion depende del medio donde se considera la variacién de energia;
o de otra forma, de cémo se pasa del valor cero al valor final del campo. La
ecuacion(3.10) en forma integral se expresa de la siguiente forma:

Wm:/v(/OBH.dB> dv (3.11)

En el caso de un medio lineal B = H, con p constante, por tanto,

H
WWL:/(/ ,uH-dH)d’u
v \Jo

1 1
Wm:/ ;LHde:/ H - Bdv (3.12)
2 )y 2 )y

Aunque la ecuacion (3.12) es valida cuando se integra sobre todo el espacio,
pues representa el trabajo total realizado para establecer el campo magnético final,
se puede introducir el concepto de densidad de energia magnética w,, mediante
la ecuacion de definicién siguiente,

dw, B
Wy = —— :/ H.dB (3.13)
dU 0
En un medio lineal,
1 1 1
—"H - B=_-uH? =~ 'B? 14
W = 5 SH S (3.14)
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FENERGIA MAGNETICA

medio. En el caso de un medio no lineal la integral de la ecuacion (3.13) se hace
teniendo en cuenta la relacién funcional que existe entre los dos vectores en el
medio considerado.

Conocida wy,, _
Wm:/ Wy dv (3.15)
1%

Para medios lineales podemos expresar la ecuacion (3.12) en funciéon de la
corriente y el potencial vector magnético. Para ello tenemos en cuenta que B =
V x A, y aplicamos la relacion vectorial (C.40):

V- HxA)=A-VxH-H-VxA

/H (V x A)d /A Vdev—/V (H x A)dv

Aplicando el teorema de la divergencia vemos que el segundo término se anula,

/v (H x A)d /(HxA)d

Efectivamente el potencial vector disminuye con la distancia a las fuentes de
forma, proporcional a 1/r y H oc 1/r2, por lo que el producto decrece al menos
proporcionalmente a 1/73. Sin embargo la superficie crece de forma proporcional

a 72, en consecuencia la integral tiende a cero cuando 7 — co.

Coémo V x H = J, la forma que adopta la energia en funcion de la corriente

y el potencial vector es:
1

W, = 2/V(A-J)dv (3.16)

La expresion anterior es analoga a la energia obtenida en el campo electrostatico
en funcién de la densidad de carga y el potencial eléctrico.

3. ENERGIA EN MEDIOS NO LINEALES
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ELECTROMAGNETISMO 11

a cambios en la intensidad de campo magnético H originados por el incremento
de la corriente.

Considerando la no linealidad del material, a un incremento del campo le
corresponde la variaciéon de energia siguiente,

6Wm—/ H. 0/Bdv
14

El incremento en la densidad de energia sera,

ow, =H-0B

Si el material describe la curva de imanacién indicada en la figura 3.1, la
variacién de la densidad de energia cuando el campo magnético B cambia de 0 a
B, es,

Bo
Wiy, = H.-/B
0

200 400 600 800 1000
H (A/m)

Figura 3.1 Figura 3.2

La integral anterior es igual al area sombreada limitada por el eje, la recta
B(H) = B y la curva de imanacion (véase la figura 3.1).

Si el sistema describe un ciclo de histéresis como el indicado en la figura 3.2, la
energia disipada por unidad de volumen en cada ciclo viene dada por la ecuacion
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FENERGIA MAGNETICA

El término pu,H dH corresponde al trabajo en el vacio y se anula al describir un
ciclo. En consecuencia,

Wi = o H-JdM (3.18)

ciclo

Tanto esta ecuacion como la (3.17) nos proporcionan la energia por unidad
de volumen disipada al describir un ciclo de histéresis. Esta energia se representa
por el drea sombreada limitada por el ciclo de histéresis que muestra la figura 3.2.

Para explicar de forma cualitativa lo que ocurre en un ciclo procedemos de
la forma siguiente: Partimos del punto Q del ciclo donde la intensidad de campo
magnético es cero y B, por efecto del retraso, todavia es negativo. Pasamos de
Q a S por el punto R incrementando H y B. La energia suministrada, que se
calcula mediante la ecuacion (3.17) entre los limites para H y B, corresponde al
area limitada por la curva inferior del ciclo, el eje Y (eje del campo B) y la recta
paralela al eje horizontal; es decir, el area mas oscura de la parte superior més el
area sombreada que corresponde a valores de H positivos.

Una vez alcanzada la saturacién disminuimos la intensidad de campo hasta
que H = 0; es decir, pasamos desde el punto S hasta el T. Ahora el campo
devuelve energia a la fuente en la proporciéon determinada por la integral, que en
este caso estd representada por el drea més oscura del primer cuadrante. Vemos
que la energia devuelta es menor que la suministrada.

Procediendo de forma analoga en el tramo TUV(Q) obtenemos la energfa no de-
vuelta, que es la correspondiente a la parte sombreada interior al ciclo de histéresis
en la zona de H < 0.

Al recorrer el ciclo se disipa una energia en el material que es proporcional
al 4rea limitada por el ciclo. Esta energfa se transforma en calor, lo que provoca
un aumento de temperatura en dicho material. Esta pérdida de energia se conoce
como pérdida por histéresis y se debe a una especie de friccion entre los domi-
nios (zonas imanadas en una misma direccién) al cambiar la orientacion de la
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ELECTROMAGNETISMO 11

4. COEFICIENTE DE AUTOINDUCCION

Como indicabamos en el apartado 4.2, dedicado a obtener la formula de Neu-
mann, algunas veces es dificil hacer uso de ella para obtener el coeficiente de
autoinduccién, por lo que debemos recurrir a otro procedimiento para determi-
narlo.

La energia en el caso de un circuito filiforme viene dada por la ecuacion (3.6),

Wy = SLI?
2
Considerando que el medio es lineal, la corriente cuasi-estatica y el conductor
cerrado, los vectores B y H son proporcionales a la corriente I, siendo I la misma
para todas las zonas, tanto dentro como fuera del conductor. La relacion anterior
nos permite definir el coeficiente de autoinduccién a partir de la energia magnética,
con la particularidad de que dicha energia magnética la calculamos mediante la
relacion (3.12), es decir, en funcion de los vectores de campo.

Se define el coeficiente de autoinduccion mediante la relacion siguiente,

2Wp,
L = e

(3.19)

En un conductor de dimension finita la energia W, es la suma de la almacenada
dentro y fuera del conductor,

Wm = sz + Wme

Dada esta circunstancia podemos representar L como suma del coeficiente de
autoinduccién interno L; y externo L.,

L=L+L. (3.20)

Con,
1
=5 /VZ B - Hdv; (3.21)
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FENERGIA MAGNETICA

En el caso de un conductor cilindrico indefinido de radio a podemos calcular el
coeficiente de autoinduccion interno de la forma siguiente: suponemos que la den-
sidad de corriente es uniforme en el interior del conductor. Aplicando el teorema
de Ampére el campo magnético en el interior del conductor es:

wl

Bi= 2ma?

Como para un longitud [ el volumen elemental es dv; = 2wpldp, y los limites de
integraciéon para p son 0y a,

p para p<a

4l ul
B - Hdvy; = 2mpldp = —1
Vi Vi /0 Am2aal “TPYP = g

Teniendo en cuenta la ecuacion (3.21) el coeficiente de autoinduccion por unidad
de longitud seré:
Li
— = — (3.23)
I 8«

Vemos que dicho coeficiente no depende del radio del conductor. Esto sucede
para corrientes cuasi-estacionarias, es decir, de frecuencia muy baja. Para corrien-
tes de frecuencia elevada la distribuciéon de corriente dentro del conductor no es
uniforme, y por tanto el campo magnético no varia linealmente con el radio dentro

del conductor. La energfa no serd la misma que hemos calculado en este ejemplo.

Ejercicio de autoevaluaciéon 3.1

Un cable coaxial, cuya seccién transversal se muestra en la figura 3.3, es-
ta lleno de un material de permeabilidad p y permitividad &,. Suponemos
despreciable el espesor del conductor exterior.

Utilizando la definiciéon de coeficiente de autoinducciéon en funcion de la
energia, calcular dicho coeficiente por unidad de longitud.

Soluciéon

Para resolver este problema utilizamos la relacién entre el coeficiente de au-
tomdu(’(’lon y la energla magne‘rl(‘a dados por laq ecuaciones (3. 21) (3 22)

1
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ELECTROMAGNETISMO 11

Figura 3.3. Cable coaxial del ejemplo 3.1

formula (3.23) segin hemos visto en esta seccion:

Li_,ul

I 8«

Para Ry < p < Ry, la aplicaciéon de teorema de Ampére produce,

fHQ'dlZQﬂ'pH(pg : /J-ds:I
C S

I

H, =
2 2mp

U,

y por tanto el coeficiente externo, L., es,

Wna 1 / 1 /R2 I\?
ul . Ra
Lo="—1In—
© o . Ry
Dividiendo por [ obtenemos,
Le _ 1y I
I 27 " R,

rtagens
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FENERGIA MAGNETICA

en sentido opuesto:

fH;ydl:O
c

H;=0

y por tanto L, = 0. Finalmente el coeficiente total por unidad de longitud
se obtiene sumando los coeficientes anteriores:
L _ Mo 1% RZ

Z_Po, Py,
l 87r+27TnR1

5. FUERZA Y PAR DE FUERZAS

En este apartado vamos a estudiar un procedimiento para obtener la fuerza
magnética basado en el desplazamiento virtual del circuito o elemento sobre el que
actia la fuerza. Fste método utiliza el principio de conservacién de la energia y se
puede aplicar a un sistema rigido o a un conjunto de elementos que se mantienen
estables si actan ademés fuerzas de naturaleza mecanica. Este procedimiento
permite abordar casos dificiles de resolver utilizando los otros métodos.

En los apartados siguientes suponemos que se trata de medios lineales, por
tanto no hay pérdidas por calentamiento del material debido a los fenémenos
de rozamiento interno. Tampoco consideramos la disipacién de energia debida al
efecto Joule.

La demostracién se hara en el caso de circuitos filiformes, pero los resultados
son los mismos si se utilizan las expresiones para la energia en funcién de los
vectores de campo.

En un desplazamiento virtual la energia suministrada por las fuentes, dWp, es
igual al trabajo mecénico F - dl méas la variacion de energia magnética del sistema
AW,

AW, = F - dl + dW,, (3.24)
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ELECTROMAGNETISMO 11

5.1. Sistemas o circuitos con corriente constante

En este caso las baterfas suministran energfa de forma que durante el despla-
zamiento dl se mantienen constantes las corrientes en los circuitos. La variacién
de flujo que se produce durante el desplazamiento, teniendo en cuenta la ecua-
cién (3.2) y que se mantiene constante la corriente, tiene como consecuencia el
siguiente aporte de energia por las baterias,

N
AW, = > Ld®, (3.25)
1

Por otra parte el trabajo mecanico es,

AW =F - dl (3.26)

La variacion de la energia magnética, considerando la ecuacion (3.3) y que la
corriente permanece fija, seré,

N
1
AW, = 5 21: 1;d®; (3.27)

Sustituyendo (3.25), (3.26) y (3.27) en (3.24) tenemos,

F-dl=dW, (3.28)

Como la variacion de energia la podemos expresar en funcién del gradiente,
AW, = VW, - dl,
F= (VW) (3.29)

La fuerza es igual al gradiente de la energia. El subindice I significa que en el
desplazamiento virtual se mantiene la corriente constante.

Si el sistema s6lo puede girar alrededor de un eje, que suponemos coincide con
el eje Z, el par de fuerzas sera,
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FENERGIA MAGNETICA

ecuacion (3.27) se incrementara el flujo a través de los conductores. Por ejemplo,
en el caso de una espira el par de fuerzas en un campo uniforme tendera a orientar
la espira de forma que el flujo que la atraviesa sea maximo; es decir, se orienta-
rd de manera que la normal a su superficie coincida con la direccién del campo.
La misma consideracién se puede aplicar a sistemas con induccién mutua y au-
toinduccion; las expresiones (3.5) y (3.6) ponen de manifiesto que, manteniendo
constante la corriente, a un aumento de energia corresponde un incremento de los
coeficientes de autoinduccién o induccién mutua.

5.2. Sistemas o circuitos con flujo constante

Ahora durante el desplazamiento virtual suponemos que las corrientes se mo-
difican de manera que los flujos permanezcan constantes. Como consecuencia del
flujo constante, la f.e.m. inducida es nula. Las baterias no suministraran més
energia que la disipada por efecto Joule, es decir, dW;, = 0.

La ecuacion (3.24) ahora queda de la forma,
dW +dW,, =0

En consecuencia el trabajo mecanico realizado en el desplazamiento virtual es
igual a la variacién de la energfa magnética con signo menos,

F.dl=—-dW,,
Considerando el gradiente,
F.-dl=-VW,,-dl

por tanto,

F=—(ViVn)e (3.31)

El trabajo mecdnico en este caso se hace a costa de la disminucion de la energia
magnética del sistema. El subindice ® indica que el desplazamiento se realiza
manteniendo el flujo constante.
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ELECTROMAGNETISMO 11

Ejercicio de autoevaluaciéon 3.2

En un cable coaxial en forma de U con las partes rectas muy largas. Se
introduce mercurio, cuya permeabilidad es u >~ p,, como indica la figura 3.4.
Se conectan los dos conductores del cable coaxial a una bateria de forma que
circule por ellos una corriente constante I. Suponemos que la conductividad
de los conductores que forman el cable coaxial es mucho menor que la del
mercurio.

Calcular la diferencia de alturas entre las dos ramas de la U cuando pasa
la corriente I por el cable coaxial.

2b
+ L |
{1 LD 8
HE

\_

Figura 3.4. Cable coaxial del ejemplo 3.2

Solucion

El peso de la columna de mercurio cuya altura h es igual a la diferencia
entre las alturas que alcanzan las dos ramas; en el equilibrio es igual a la
fuerza magnética sobre el mercurio. Como la corriente permanece constante,
la fuerza se calcula mediante la ecuacion (3.29).

Cuando suponemos la conductividad del mercurio mucho mavor que la
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FENERGIA MAGNETICA

de la corriente en el mercurio entre los dos conductores. También suponemos
que la permeabilidad del mercurio es practicamente igual a pi,.

La aplicaciéon del teorema de Ampére nos permite calcular el campo mag-
nético entre los dos conductores, dicho campo es,

1

= ?puw

La variaciéon de energia magnética debida a un desplazamiento dz de la
columna de mercurio en el brazo izquierdo es,

1 /? I \?2 1 /P I\?2
dW,, = = ol =) (L+d2)2rpdp — = ol =) L2rpd
2/au(27w> (L + dz)2mpdp 2/aﬂ<27fp> eap

I? b
AWy = po—1 <a> dz

47Tn

La fuerza magnética seré:

m 12
po W T <b)

dz 47 a

Igualando esta fuerza con el peso de la columna de mercurio obtenemos
h, que es la diferencia entre la altura de las dos columnas. Si la densidad del
mercurio es pyg y la aceleracion de la gravedad g, tenemos,

I? b
PHg ghﬂ(bQ - GQ) = MOE In (a)

De donde la altura h sera:
pol? b
h = In( —
in?ppg g0 — a?) (a)
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ELECTROMAGNETISMO 11

placas conductoras planas, paralelas e indefinidas, situadas como muestra la figura
3.5. Por cada placa circula una densidad de corriente superficial K en los sentidos
indicados en la figura.

Aplicando el teorema de Ampére, el campo magnético entre las placas es
B = po,Kuy; es decir, B es perpendicular a las densidades de corriente K. La
fuerza sobre cada placa es perpendicular a ella, F o« K x B. Podemos calcular F
a partir de W,,.

La energia magnética en un paralelepipedo de base dx dy, altura dz es,

1 B?
Wy = ——dxdydz
2 po

Dado que la corriente se mantiene constante,

AWy, 1B?
F = = _dxdy
dz 2 o
Z
K
...................................................... d:
K
O —
Y
X
Figura 3.5

La presién p sobre una superficie dx dy seré,

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



FENERGIA MAGNETICA

Para obtener de una forma general la presiéon en la superficie que limita dos
medios de distinta permeabilidad vamos a utilizar el método del desplazamiento
virtual.

En un desplazamiento virtual dl de la superficie elemental ds de separacién

entre los medios la variacién de energia magnética seré,

1 1
AW, = §u2H2(ds -dl) — 5mjr{?(ds-dl)

Debemos distinguir dos casos: 1) Cuando los campos son paralelos a la super-
ficie de separacion entre los medios y 2) en el caso de que sean perpendiculares.

En el primer caso las condiciones en los limites determinan que se conservan las
componentes tangenciales de H, Hy; = Hyo = H;. Se trata de un desplazamiento
en el que se mantiene la corriente constante', por tanto se aplica la relacion:

AW, 1 1 1
(dF)r = - §M2H,52d8 - §M1Hgd8 = 5(#2 — ) HEds
La presion serd,
dF 1
== ) =5 —m)H; 3.34
m= (%) =5 —m; (3.3

En el segundo caso, cuando los campos son perpendiculares a la superficie
de separacién, las condiciones en los limites determinan que las componentes
normales de B son continuas, B, = B,1 = B,. Ahora el desplazamiento virtual
se hace manteniendo el flujo constante?; es decir, se aplica la relacion:

dw, 1 /B2 B? 1 oo — pi1
dF)g = —— 2 = —— (22 _ 2 ) gg = — B2 ds
(dF)e dl 2 (uz m) 2" o

La presion en este caso sera,

dF 1 o2 — p1
=(-—) =-B2= T 3.35
be <d5>q> 27" g (3.35)
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ELECTROMAGNETISMO 11

dos anteriores, es decir, sumando y realizando operaciones,

1
p =52 —m) (HE + B ) (3.36)

M2 1
Donde Hy es la componente tangencial de la intensidad de campo y B,, 1la normal
del campo magnético en la superficie de separacion de los dos medios.

La presion se dirige del medio dos al uno.

Ejemplo sobre el cdlculo de la presion magnética

En la secciéon 1 se calcula la energia magnética y se tiene en cuenta que varia
tanto los flujos que atraviesan los circuitos como las corrientes que los recorren.
En la seccion 5 se estudian las fuerzas en dos casos, uno cuando se mantiene la
corriente constante y otro cuando es el flujo el que permanece constante. En esta
secciéon se aplican los casos anteriores al estudio de la presién magnética. Vamos
a realizar un ejercicio que aclare esta aplicacién.

z
Z a K,
=L -K d
d d b /H }
y . TR
p/4. 4 = i
AT HoE = m[l A Pyt

o_
<
S\
<

(a) (b)

Figura 3.6

TTeilimavnne Al Aiad MDA PN S PNGA | 4 1
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FENERGIA MAGNETICA

paralelo a las componentes tangenciales del campo magnético, en este caso pa-
ralelo al campo H, podemos observar que el flujo varia a través de una espira
hipotética como el rectdangulo ABCD dibujado, dado que el campo magnético B
es mayor en la placa que en el gas (B = uH y uo > p1). El incremento de flujo
genera una f.e.m. que produce una corriente que tiende a oponerse al incremento
de flujo; dicha corriente tiene por tanto sentido contrario a las corrientes, cuya
densidad es K, que circulan por las placas. Para mantener H constante las fuen-
tes externas tienen que suministrar una corriente que compense la debida a la
induccién electromagnética, por tanto estamos en el caso indicado en el apartado
5.1 donde las fuentes externas tiene que suministrar energia para mantener la
corriente constante.

La figura 3.6(b) muestra el desplazamiento dl de una placa similar a la anterior,
pero ahora el borde que se desplaza es perpendicular a la direcciéon del campo.
Aqui las componentes normales de B se conservan y por tanto el flujo a traves de
la espira ABCD se mantiene constante, es decir, estamos en el caso del apartado
5.2, donde el trabajo se hace a costa de la energia del sistema.

4
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ELECTROMAGNETISMO 11

7. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 3.1 Disponemos un tubo conductor centrado en el eje Z. El tubo es de longitud
L, su radio interior es a y el exterior b. Dicho tubo esté en presencia de un campo
magnético B = u, B, coswt. La conductividad del material que compone el tubo

es 7.

Calcular el valor medio de la potencia disipada en el tubo

1 T b
(P):T/O dt/J-Edv ; T =27/w.

Suponemos la conductividad + baja, de manera que el campo creado por las
corrientes inducidas en despreciable frente B.

B
(T)
2 ,,,,,,,,,,,,,,,, /
10" 7 H (A/m)
Figura E3.1 Figura E3.2

E 3.2 Sobre un toroide de material ferromagnético y seccion cuadrada, arrollamos
1000 espiras. El radio interior es R = 0,19 m y el exterior Ry = 0,21 m. Una
forma aproximada de la curva de primera imanacién se muestra figura E3.2. La
corriente final que circula por las espiras es 2 A.

Calcular la energia suministrada para establecer el campo en el toroide.

E 3.3 Por un conductor cilindrico flexible e indefinido y de radio R, circula
una corriente I. Mediante una presién se reduce el radio del cilindro de R a
R’, manteniéndose constante la corriente I.

Calcular la variacién de energia magnética en el interior de un cilindro, coaxial

ran ol antorinr Ao radic R — 9D ~r aliniya b
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FENERGIA MAGNETICA

Una muestra de permeabilidad g y volumen V' tan pequeno que suponemos el
campo uniforme en dicho volumen, esta situada como indica la figura E3.4. Cal-
cular la fuerza sobre la muestra.

Muestra

Y

Piezas polares

z
Figura E3.4

E 3.5 En un material magnético no lineal la relacion entre imanaciéon M e in-
tensidad de campo magnético H viene dada por la curva que muestra la figura

E3.5. Calcular la energia por unidad de volumen suministrada al material cuando
H varia de 0 a 3 A/m.

Nota: La curva de la figura, en el intervalo (0, 3), se puede expresar, de forma
aproximada, mediante la ecuaciéon M = %H — ﬁHg.

M

2 3 4 H
Figura E3.5

E 3.6 En el espacio entre dos cilindros conductores coaxiales se introduce un

tubo de material cuya permeablhdad es iy su conductividad ~. La dlSpOSlClOn
An Tana Aanmni A and Ao < A L A nDIA Al
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ELECTROMAGNETISMO 11

Calcular la fuerza que se ejerce sobre el tubo.

Flgura E3.6

E 3.7 Tenemos un sistema formado por un imén permanente entre cuya piezas
polares se mueve una espira rectangular. Los lados de la espira son h y [ (I > h).
La espira estd formada por unos conductores cuya resistencia es R y una pila
de f.eem. V. La espira se puede mover en el plano XY y en la direccién del eje
Y. Como consecuencia de la fuerza magnética la espira se mueve con una parte
dentro de las piezas polares como muestra la figura 3.7.

= Mediante la segunda ley de Kirchhoff establecer la relacion entre tensiones
y corrientes y calcular la energia que suministra la pila en un intervalo de
tiempo dt.

= Calcular la fuerza magnética sobre el lado h de la espira y el trabajo realizado
para desplazarla una distancia dy. Comparar este resultado con la energia
obtenida en el apartado anterior.

/ / I

e’ 4

nT h V=
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FENERGIA MAGNETICA

E 3.8 Disponemos de un cable coaxial como indica la figura E3.8. El conductor
interior es rigido y de radio a, el exterior flexible y de radio b. Mediante una
bateria se mantiene constante la corriente que circula por ambos conductores.

Calcular la diferencia de presion que debe existir entre la parte exterior del
cable coaxial y la zona comprendida entre los conductores de radios a y b, para
que no se deforme el conductor flexible.

zZ

A b/ 7
- 2K
............................... T d
X Y :
=
o —
S Y
X
Figura E3.8 Figura E3.9

E 3.9 Calcular la presion magnética sobre las placas paralelas e indefinidas, dis-
puestas como indica la figura E3.9, y por las que circulan corrientes cuyas densi-
dades superficiales se indican.

<
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TEMA 4

CAMPO ELECTROMAGNETICO

RESUMEN
Objetivos generales
Establecer las ecuaciones que describen el comportamiento del campo electro-

magnético tanto en campos estaticos como dependientes del tiempo.

Estudio de las ecuaciones para los potenciales electrodindmicos, estableciendo
las relaciones entre los campos eléctrico y magnético y dichos potenciales.

Analisis del Teorema de Poynting que establece el balance de potencia en un
volumen donde existe un campo electromagnético y otros elementos que generan
o absorben potencia.

Objetivos especificos

= Resumir las ecuaciones derivadas para campos y corrientes en circuitos ce-
rrados.

= Ecuaciones constitutivas que relacionan los vectores de campo a través de
los parametros que caracterizan los medios materiales.

= Establecer la ecuaciéon que generaliza el teorema de Ampére para circuitos
abiertos: Concepto de corriente de desplazamiento.

= Ecuaciones de Maxwell como resumen de todas las ecuaciones que permiten
el estudio de los fend6menos electrodindmicos desde un punto de vista clasico.
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ELECTROMAGNETISMO 11

s Unicidad de las soluciones de las ecuaciones de Maxwell.

= Deducir las condiciones en los limites para los vectores de campo: Compo-
nentes normales y tangenciales.

= Establecer, a partir de las ecuaciones de Maxwell, la relacién entre los cam-
pos eléctrico y magnético y los potenciales en el caso de campos variables
con el tiempo.

= Deducir las ecuaciones de onda para los potenciales.

= Establecer la condicién de Lorenz que relaciona entre si los potenciales es-
calar eléctrico y vector magnético y simplifica las ecuaciones de onda para
los potenciales.

= Deducir las condiciones en los limites para los potenciales.
= Analizar el Teorema de Poynting.
= Definir el vector de Poynting.

= Analizar el teorema de Poynting en el caso de campos que varia sinusoidal-
mente; es decir, campos que se pueden expresar en forma compleja.

= Valor medio del vector de Poynting para campos que varfan sinusoidalmente
con el tiempo.

= Valor medio de las densidades de energia eléctrica y magnética en el caso
de campos que varfan sinusoidalmente con el tiempo.

= Balance de potencia en el caso de dieléctricos con pérdidas.

Requisitos previos

Para entender este tema son de especial importancia los conceptos mateméti-
cos acerca de calculo vectorial que son también requisito en los temas anteriores.
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

INTRODUCCION

En este tema se completa el estudio de las relaciones entre los campos eléctrico
y magnético con la aportacion de Maxwell que muestra como las fuentes de un
campo magnético no solo son las corrientes de conducciéon sino que un campo
magnético puede ser producido por un campo eléctrico variable a través de un
término denominado corriente de desplazamiento. De esta manera se muestra la
interdependencia entre los campos eléctrico y magnético y podemos hablar del
campo electromagnético.

La consecuencia de esta interdependencia es la generacién y propagacion de
las ondas electromagnéticas. La formulacion tedrica propuesta por Maxwell pre-
decia la existencia de ondas electromagnéticas y que la luz era una onda electro-
magnética. La generacién de ondas electromagnéticas por corrientes variables fue
descubierta por Hertz en 1887, v de esta forma se confirmé la validez del modelo
propuesto por Maxwell.

En este tema iniciaremos la aplicaciéon de las ecuaciones de Maxwell para
resolver los problemas en que interviene el campo electromagnético, prestando
atencion especial a los campos variables con el tiempo.

Comenzaremos por introducir los potenciales electrodindmicos y su relacion
con los campos eléctrico y magnético. Se deduciran las ecuaciones de onda para
dichos potenciales y se estableceran las condiciones, normas, que simplifican las
ecuaciones de onda y relacionan los potenciales entre si.

A continuacion se analizara el teorema de Poynting que establece el balance
de potencia cuando interviene el campo electromagnético. Definiremos el vector
de Poynting en funcién de los vectores de campo eléctrico y magnético.

En este tema no trataremos el tema del momento lineal del campo electromag-
nético, cuyo estudio es mas apropiado acometer en el contexto de la Electrodina-
mica Clésica y con las herramientas de calculo tensorial asociadas a la Relatividad
Especial.
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ELECTROMAGNETISMO 11

expresiones en forma integral y diferencial obtenidas aplicando los teoremas de la
divergencia y de Stokes, son las siguientes:

D-ds=Q= [ pdv ; V-D=p (E1)
S \%4
0 0B
| — : : - 2= £2
?{CE dl 57 SB ds ; VxE 57 (E2)
B-ds= ;7 V-B=0 (E3)
S
H-dl—/J-ds ;. VxH=1J (E4)
C S
dQ 0 dp
/SJ ds g 8t/vpdv ;0 Vg 5 (E5)

A éstas debemos amniadir las ecuaciones constitutivas que relacionan los distin-
tos vectores a través de parametros (permitividad e, permeabilidad p y conducti-
vidad 7) que caracterizan los medios desde un punto de vista macroscéopico:

D=c¢cE, B=uH, J=~E

En las cinco primeras ecuaciones podemos observar lo siguiente:

= La segunda muestra que un campo magnético variable puede generar un
campo eléctrico, pero la cuarta indica que no ocurre lo mismo con H , pues
la intensidad de campo magnético tiene su origen en la densidad de corriente
J.

= Si aplicamos la cuarta ecuacién a un circuito abierto como el que se muestra
en la figura 4.1 encontramos lo siguiente: En el primer miembro se toma
como camino de integracion la curva C. El segundo miembro proporciona
dos resultados distintos si consideramos la superficie S7 o la S. La primera
dara un resultado nulo ya que no es atravesada por ninguna densidad de
corriente J, y sobre Ss la integral es igual a la corriente I que la atraviesa.
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

A

Figura 4.1

Esta circunstancia nos recuerda la quinta ecuacién, ecuacién de continuidad,
derivada del principio de conservacién de la carga. De ella se deduce que el flujo
esta relacionado con la variaciéon temporal de la carga en el interior de la superficie
cerrada, y por tanto de la dependencia temporal del campo eléctrico.

La contradiccion o inconsistencia en el resultado de la aplicacién de la cuarta
ecuacién a circuitos abiertos fue resuelta por Maxwell modificando dicha ecua-
cion. Para ello Maxwell puso de manifiesto que si en la ecuacion de continuidad
se sustituye la integral de volumen de la densidad de carga p por el valor que
proporciona la ecuacion (E1), el resultado es,

/J-ds:—a/D~ds
S ot Jg

Como las dos integrales se refieren a la misma superficie podemos trasponer los
términos al primer miembro y obtenemos la siguiente relacién,

9D
/S(J+at):0

Es decir, si consideramos la corriente total Jy,

oD
=J+ == 4.1
J=J 91 (4.1)
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ELECTROMAGNETISMO 11

Esta ecuacion resuelve la contradiccion en el teorema de Ampére cuando interviene
un circuito abierto. En el ejemplo propuesto sobre la superficie Ss la corriente total
se reduce a la corriente de conduccién J, y sobre la superficie S; se considera
tinicamente (0D /0t). El término,

oD

ot
fue introducido por Maxwell y lo denominé corriente de desplazamiento. .
Esta corriente se debe a las variaciones de la carga sobre la placa cerrada por
las superficie S1 + Sa, que lleva consigo la modificacion del campo eléctrico entre
placas.

La nueva ecuacién obtenida por Maxwell, no sélo elimina la contradiccién in-
dicada, sino que ademas amplia el teorema de Ampére a corrientes variables en
circuitos abiertos y pone de manifiesto que un campo magnético puede ser gene-
rado por un campo eléctrico dependiente del tiempo. En definitiva la expresion
(4.2) completa el conjunto de ecuaciones que muestran la interdependencia entre
los campos eléctrico y magnético, lo que nos permite introducir el campo electro-
magnético como una entidad que engloba los fenémenos eléctricos y magnéticos
tanto con cargas y corrientes estacionarias como variables lenta o rapidamente.

La interdependencia entre los campos eléctrico y magnético es la base de los
fenomenos de propagacion y radiacion (generacion de ondas electromagnéticas)
como predijo Maxwell y posteriormente descubrié Hertz. Ademas Maxwell dedujo
de su teoria que la luz es una onda electromagnética que se propaga en el vacio.

2. ECUACIONES DE MAXWELL-LORENTZ
Interesa resumir el conjunto de ecuaciones que describen los fendémenos elec-

tromagnéticos desde un punto de vista clasico. El primer grupo de ecuaciones son
las siguientes:

/ D(r, t)-ds= / p(r,t)dv — V- -D(r, t) = p(r, t) (4.3)
S \%
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

B 0D(r, t)
7{}1{@, edl = /S(J(r, 0+ =) ds (4.6)
OD(r, t)

H(r,t) = J
V x H(r,t) + 91

Este grupo de ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones de Maxwell.

La ecuacion (4.3) es la forma integral del teorema de Gauss, que se deriva
de la ley de Coulomb para cargas estaticas. Como no se han encontrado datos
experimentales que contradigan dicha relacién en el caso de cargas que varfan con
el tiempo, podemos postular la validez general de dicha ecuacién. La ecuaciéon
(4.4) es la ley de inducciéon electromagnética, ley de Faraday. La ecuacion (4.5) es
el teorema del flujo derivado de la ley de Biot-Savart, y como no se han encontrado
monopolos magnéticos, dicha ecuacién es aplicable tanto a campos estaticos como
variables con el tiempo. La ecuacion (4.6) es la descubierta por Maxwell, que
amplia el teorema de Ampére a corrientes no estacionarias y completa la relacion
entre los campos eléctrico y magnético.

Las ecuaciones constitutivas forman el segundo grupo y son,

D-:E (4.7)
B-uH (4.8)

El sistema formado por las ecuaciones de Maxwell y las tres ecuaciones cons-
titutivas permiten calcular las componentes de los vectores D, E, H, B, y J.

En el primer grupo de ecuaciones esté implicita la ecuaciéon de continuidad, ya
que hemos utilizado dicha ecuacién para introducir la corriente de desplazamiento.

El conjunto de ecuaciones anteriores se han derivado inicialmente de unas leyes
experimentales cuya aplicabilidad es restringida. Su generalizacién proporciona un
sistema de ecuaciones que se aplican a los fenémenos electromagnéticos tanto en
el vacio como en presencia de medios materiales lineales; ademas de servir para
campos estaticos y Varlables con el tlempo Es dec1r descrlben el comportamlento

ARl Acvninna Alantvanaacen Al A <l 1 L
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ELECTROMAGNETISMO 11

es decir depende del valor del campo. Esto significa que las ecuaciones de Maxwell
se aplican a los campos E y B, y se obtiene D y H a través de las permitividades
v permeabilidades respectivas que corresponden al valor del campo considerado.

La aplicacion cuando se estudian fendmenos atémicos requiere la cuantificacion
de las fuentes y de la emisiéon de la radiacion; ademas aparecen efectos no lineales
de naturaleza mecénico cuantica.

El conjunto anterior se complementa con la fuerza de Lorentz y la segunda
ley de Newton,

F=¢E+vxB) (4.10)
dv dp

F= =m—=— 4.11

AT T dt (4.11)

Las ecuaciones enumeradas en este apartado nos permiten estudiar desde el
punto de vista clasico los problemas de dinamica de particulas cargadas y su
interaccién con el campo electromagnético.

2.1. Ecuaciones de Maxwell en materiales

Las ecuaciones de Maxwell descritas por (4.3), (4.4), (4.5) y (4.6) se aplican
por igual tanto en el vacio como en medios materiales. Pero en este tiltimo caso
debemos tener en cuenta las limitaciones que impone la posibilidad de que el
problema sea tratable. En primer lugar debemos considerar en el material un
conjunto de atomos y fuentes de una forma global, no como un sistema discreto
con un nimero elevado de componentes. Es decir, consideramos las fuentes y los
atomos como una distribucién continua de la que tomamos valores medios. Esto
se traduce en que tanto las fuentes p, J como los parametros que caracterizan
los medios, P y M, son distribuciones continuas. Por lo tanto en las ecuaciones
de Maxwell aparecen de forma explicita, ademas de las densidades de carga y
corriente libres p y J, la polarizacién P que corresponde a las densidades de carga
ligadas a los 4tomos, y la imanacién M correspondiente a corrientes ligadas a los
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

Atendiendo a las consideraciones indicadas en los parrafos anteriores, las re-
laciones entre los campos vienen dadas por las siguientes ecuaciones:

1
D=¢E-+P, B=puy(H+M) - H=—B-M
Ko

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacion (4.6) tendremos que,

1 0
—B-M) = — (e E+P
V x (Mo > J+at(€ +P)

Trasponiendo términos,

OE

N (4.12)

oP
VXB:MO<J+VXM+at>+EOMO

En el primer término del segundo miembro estan sumadas la corriente libre J y
las corrientes ligadas al comportamiento de los a&tomos y moléculas,
opP

—— = corriente de polarizacién;  J,, = V x M = corriente de imanacién

ot

La ecuacion (4.12) expresa la relacion entre el campo magnético B y los dis-
tintos tipos de fuentes que intervienen en el caso de medios en reposo, que ademas
son lineales, homogéneos e isétropos.

3. PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Las ecuaciones de Maxwell en el vacio son lineales, ya que en sus términos no
hay producto de dos campos, por tanto se cumple el principio de superposiciéon
lineal. Por ejemplo, si E = E; + Eo y B = B; 4+ By en la ecuacion (4.4) se verifica
que,

Vx(E;+E;)=VxE +V xE
(B +By) = O 4 T2
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ELECTROMAGNETISMO 11

En medios no lineales (como los ferroeléctricos y ferromagnéticos) no se puede
aplicar el principio de superposicién cuando intervienen los paradmetros de los
medios. En el dominio subatémico aparecen fenémenos no lineales y por tanto
tampoco se puede aplicar dicho principio.

3.1. Unicidad de las soluciones

Se puede demostrar, aunque no lo vamos a hacer aqui, que la solucién de las
ecuaciones de Maxwell que cumpla unas determinadas condiciones de contorno
es Gnica. Es decir, cualquiera que sea el procedimiento utilizado, si la solucién
satisface las ecuaciones de Maxwell y cumple las condiciones de contorno corres-
pondientes al problema propuesto, la solucién es tnica.

4. CONDICIONES EN LOS LIMITES

Cuando existe méas de un tipo de material en el espacio donde calculamos los
vectores de campo, debemos obtener la solucién en cada zona y después relacionar
las soluciones mediante las condiciones en la frontera para dichos vectores.

Vamos a resumir ahora las condiciones en los limites estudiadas en capitu-
los anteriores, ampliando, cuando sea necesario, las condiciones derivadas de la
existencia de campos dependientes del tiempo.
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

Suponemos que los medios son homogéneos, lineales e isdtropos.

De forma anéloga a como procedimos en magnetostatica (y que es también
andlogo al procedimiento en electrostatica), se aplican las ecuaciones de Maxwell
en la frontera. Consideramos una caja cilindrica como la indicada en la figura
4.2(a) para componentes normales y un camino MNPQ como el indicado en la
figura 4.2(b) para las tangenciales.

4.1. Componentes normales

De la ecuacion (4.3) se deduce que las componentes normales del vector D
cambian si existe una densidad superficial de carga ps en la frontera, y su expresion
matemdtica es la siguiente,

n- (DQ — D1) = Ps (4.13)

Aplicando la ecuacion constitutiva D = ¢ E, las componentes normales de E
cumplen la siguiente relacion,

n- (SQEQ - €1E1) = Ps (414)

De la ecuacion (4.5) se deduce de forma analoga que las componentes normales
del campo magnético son continuas en la superficie de separacion entre dos medios
materiales. La forma matemética de expresarlo es,

n- (BQ—Bl) =0 (4.15)
La ecuacién B = p H nos permite deducir la siguiente relaciéon entre las com-
ponentes normales de la intensidad de campo magnético,

n- (ueHy — pHp) =0 (4.16)

De la ecuaciéon de continuidad se deduce que las componentes normales del
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ELECTROMAGNETISMO 11

La ecuacién constitutiva J = v E nos lleva a la relacion

9 ps
ot

n-(nE—mE)=- (4.18)

4.2. Componentes tangenciales

Las componentes tangenciales se obtienen aplicando las ecuaciones de Maxwell
relativas a la integral de linea, circulaciéon, de E v H sobre el camino MNPQ entre
los dos medios cuando Ah — 0.

De la ecuacion (4.4) y siempre que la derivada del segundo miembro esté
acotada en la frontera, se deduce que las componentes tangenciales del campo
eléctrico son continuas y cumplen la siguiente relacion,

nx (EQ—El) =0 (419)
Considerando que E =D /e,
D, D,
=0 4.20
nx (02— %) (1.20

A partir de la ecuacion (4.6), considerando que (0D/0t) esté acotada en la
frontera, se deduce que las componentes tangenciales de H cambian de un medio
a otro si existe una densidad de corriente en la superficie de separacidn, dicho
comportamiento se expresa de la siguiente forma,

n X (H2 — Hl) =K (421)

K es la densidad de corriente superficial en la superficie de separaciéon entre los
medios.

Utilizando la ecuaciéon B = y H,

n x (@ — &) =K (4.22)
2 M1
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

condiciones en la frontera entre distintos medios. Atacar un problema utilizando
directamente las citadas ecuaciones no suele ser facil, por ello se recurre, como
se hace en electrostatica y magnetostatica, a la introducciéon de potenciales. En
electrostatica se introduce el potencial escalar V' y en magnetostatica el potencial
vector A.

Ahora bien, para campos variables con el tiempo, la ecuacién derivada de la ley
de Faraday muestra que el campo E es rotacional, y por tanto no puede depender
tinicamente de un potencial escalar. Veremos a continuacién cémo se introducen
los potenciales en el caso de campos variables.

La ecuacion V - B = 0 se mantiene, por tanto el potencial vector magnético A
tiene la misma relacién con el campo magnético que obtuvimos en magnetostatica,

es decir:
B=VxA (4.23)
Sillevamos esta relacion al ecuacion de Maxwell indicada anteriormente tendremos
que,
0B 0
E=—"—-=—— A
V x 51 8tv X

Trasponiendo términos,

Vx|E+ 8—A =0 (4.24)

ot ) '

La ecuacién anterior muestra que el término entre paréntesis si es irrotacional y
por tanto se puede poner en funciéon de un potencial escalar. En forma matematica
esto se expresa mediante la siguiente ecuacion:

0A
— =-VV 4.2
ot (4.25)

Despejando E vemos que el campo eléctrico se puede poner en funcién del poten-
cial escalar V' y del potencial vector A

E=- <vv + 8A> (4.26)

E +

ot

JAV s YARY .
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ELECTROMAGNETISMO 11

La ecuacién anterior se reduce a la obtenida en electrostatica cuando el potencial
vector no depende del tiempo; es decir, cuando 0A /0t = 0.

Hasta ahora hemos utilizado dos de las ecuaciones de Maxwell; mediante las
otras dos podemos obtener dos ecuaciones para los potenciales. Deduciremos di-
chas ecuaciones en el caso de campos en el vacio.

Teniendo en cuenta que en el vacio D = ¢,E, y llevando la ecuaciéon (4.26) a
la ecuacion V - D = p, tendremos,

A\  p
V-(VV-i-at) -

Como V- VV = V2V,
V2V 4+ aatv A= —sﬁ (4.27)

Aplicando los potenciales en la ecuacion V x B = poJ + e, (0E/0t)

5

0 0A
V X (VX A) = 1 = ptogom | VV +
X (VX A) = pod ME@t( +8t>

Si utilizamos la relacién vectorial,
Vx(VxA)=V(V-A)-V?A
realizamos operaciones y trasponemos términos, tendremos que,

0’A oV
(VQA — MO&OW) -V <V - A + MOEO@{;) = —/,LOJ (428)

En la ecuaciéon anterior aparece la derivada segunda del potencial vector, que
tiene su origen en la corriente de desplazamiento introducida por Maxwell. Como
veremos en temas posteriores, este término lleva a que las soluciones para los
potenciales incluyan un término de retardo, que a su vez pone de manifiesto que
las perturbaciones del campo electromagnético se propagan con una velocidad
finita, dicha velocidad es la de la luz en el medio considerado.
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

dos potenciales intervienen en ambas ecuaciones. Para simplificar las ecuaciones
anteriores vamos a utilizar las propiedades de los potenciales A y V.

En el caso del potencial vector A podemos afiadir un término derivado del
gradiente de una funcién escalar, ya que el rotacional de este término es nulo y
no afecta al valor del campo magnético obtenido mediante B =V x A, esto es:

A'=A+Vo (4.29)

Despejando A y sustituyendolo en la ecuacion (4.26) obtenemos la siguiente re-

lacion,
B 0¢ OA’
E=-V < — 815) o

Por tanto, la siguiente transformacion para el potencial escalar

¢
V=V - (4.30)

deja invariante el campo eléctrico.

Las transformaciones conjuntas de los potenciales dadas por (4.29) y (4.30) se
conocen como transformaciones de norma o de contraste (gauge) y dejan
invariantes los campos E y B.

Estas transformaciones se pueden utilizar para simplificar las ecuaciones (4.7)
y (4.28). La forma que se utiliza depende de las condiciones del campo electromag-
nético en el problema que deseamos abordar. Los dos tipos de transformaciones
més conocidos son la norma (gauge) de Lorenz y la norma (gauge) de
Coulomb. Aqui vamos a tratar s6lo la norma de Lorenz.

5.2. Norma de Lorenz

La libertad que que tenemos para elegir los potenciales, siempre que cumplan
las transformaciones (4. 30) y por tanto dejen invariantes los campos la utlhzamos

L4 Q7 LA QN T
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ELECTROMAGNETISMO 11

Se puede demostrar (pero no lo haremos aqui) que si existen unos potenciales A,
V' que no cumplen la condicién anterior, entonces mediante las transformaciones
(4.29) y (4.30) se pueden encontrar otros A’, V' que si la cumplen.

Con la condicion de Lorenz las ecuaciones para los potenciales se simplifican
v quedan de siguiente forma,

V2A - Mogoi =
ot?
Despejando V - A en la ecuacion (4.31) y llevado el resultado a la ecuacion (4.27)
queda la siguiente relacién para el potencial escalar V,

0%V P

2 —
VeV — 'UOEOW = —g (433)

—pod (4.32)

Vemos que las ecuaciones para los potenciales tienen la misma forma. Ademds
estas ecuaciones son independientes del sistema de coordenadas elegido, lo que nos
lleva o pensar en la utilidad de este tipo de condicion cuando se tratan los campos
en la teoria de la relatividad.

Si tenemos en cuenta la definiciéon de la d’Alembertiana,

82
02 =v? - Moo (4.34)
Podemos escribir las ecuaciones anteriores de la siguiente forma,
%A = — j,J (4.35)
P2y=- 2 (4.36)
€o

La condicién de Lorenz restringe la arbitrariedad en la relacién entre poten-
ciales. Para demostrarlo basta con buscar las condiciones que se deben cumplir,
para que los potenciales vector A’ y escalar V', satisfagan también la condicion
de Lorenz. Llevando las relaciones (4.30) a la ecuacion (4.31) tenemos,

! 2
V-A’+MOEO?;—V~A+MOEO?;+V2 —(3;;)—0
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

Cuando ¢ verifica la relacion anterior, todos los potenciales obtenidos mediante
las transformaciones definidas por las ecuaciones (4.30) cumplen la condicion de
Lorenz.

5.3. Condiciones en los limites para los potenciales

En la frontera entre dos medios, de la ecuacion (4.3) y siempre que 0A /0t sea
finita, se deduce que,

Vs =i (4.38)

Las componentes tangenciales del potencial vector A son continuas en la fron-
tera dado que B es finita y B = V x A. Por otra parte la condicién de Lorenz,
suponiendo que OV/0t es finita, nos permite deducir que las componentes norma-
les de A son continuas, por tanto se verifica que,

A=A, (4.39)

en la frontera entre dos materiales.

6. TEOREMA DE POYNTING

En este apartado tratamos la conservacién de la energfa en un campo electro-
magnético. Para ello consideramos el balance de energia en un volumen dado.

Si en un instante dado tenemos una determinada distribucion de carga y co-
rriente, éstas producirdn unos campos E y B. Si partiendo de estos campos mo-
vemos una carga elemental dg = pdv,' el trabajo elemental realizado se obtiene
mediante la fuerza de Lorentz,

dW =F -dl=dq(E+v xB)-dl=(pE+ pv x B)dv-dl

Teniendo en cuenta que J = pv y dl = vdt,
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ELECTROMAGNETISMO 11

Como (pv x B) - v =0, queda,

dW = pE-vdvdt =E-Jdvdt

La potencia P que se pone en juego en un volumen V seré,

_dw

P=2"_ | E.Jdv (4.40)

dt oy

De lo indicado en parrafos anteriores vemos que las fuerzas magnéticas no
realizan trabajo porque siempre son perpendiculares al camino recorrido.

Ademas la potencia puede ser disipada en forma de calor o transformada en
energia mecénica. También puede existir un generador que suministre potencia
que en parte se disipe y el resto se radie a través de la superficie S que limita
el volumen V' o se transforme en una energia electromagnética variable con el
tiempo dentro del volumen.

Para expresar de forma explicita los distintos componentes que intervienen en
el balance de energia se parte de la ecuacién anterior y, utilizando las ecuaciones
de Maxwell ademaés de la energia electrostitica y magnetostatica, se demuestra la
relacién entre dichos componentes que se conoce como teorema de Poynting.

Despejando la densidad de corriente de la ecuacion de Maxwell (4.6) y supo-
niendo que los campos se consideran en el vacio,

J:iVxB—EOa—E
Mo ot

Sustituyendo en el integrando de la ecuacion (4.40),

1 OE

Aplicando la relacion vectorial (C.40),

\wilVA nl D) I Awi i nAY i nl A wi D)
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

En el vacio y medios lineales,

1 0B 10
~_B.—— = -Z2(B-H
Lo ot 28t( )
OE 10
«B-5r = 2P B)

por tanto,
E‘J:—iV~(ExB)—Q(B-H+D-E)
Lo ot
Aplicamos el teorema de la divergencia al primer término del segundo miembro,
siendo S la superficie que limita el volumen V considerado. Si llevamos esta rela-
cion a la ecuacion (4.40) y sustituimos H = B/, queda,

/E-Jdv:—/(ExH)-ds—a/ oD+ luB)dw  (141)
v s ot |, \2 2

En la primera integral del segundo miembro figura el término E x H, conocido
como vector de Poynting, cuya ecuacion de definicion es la siguiente,

S=ExH (4.42)

El vector de Poynting tiene unidades de energia por unidad de tiempo y unidad
de area; es decir, potencia por unidad de area. Sustituyendo y reordenando (4.43):

1 1
—8/ “E-D+-H-B dv:/E-Jdv+/S-ds (4.43)
ot Jy \2 2 v S

Esta ecuacion se conoce como teorema de Poynting y se interpreta de la
siguiente forma: a la izquierda tenemos la tasa de pérdida de la energia electro-
magnética acumulada en el volumen V'; esta potencia electromagnética perdida se
invierte en potencia disipada por efecto Joule (primer término de la derecha) y en
el flujo del vector de Poynting a través de la superficie, S, que rodea al volumen.

Es decir, parte de la pérdida de energia electromagnética fluye a través de la
frontera del volumen considerado y el elemento que fluye es el vector de Poynting
definido en 4.42.
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ELECTROMAGNETISMO 11

que aparece en la parte izquierda de 4.43:

1 1
/E/-Jdv—a/ E-D+-H-B dv:/E-Jdv—i—/S-ds (4.44)

El teorema de Poynting expresado por la ecuacion (4.44) muestra que la pér-
dida de energia electromagnética en el volumen considerado, V', mds la potencia
wmyectada por las baterias externas en ese mismo volumen, es igual al flujo de
potencia que sale a través de toda la superficie S que lo limita mds la potencia
disipada por efecto Joule.

Cuando existe radiacion de energia el vector de Poynting S representa la ener-
gta radiada por unidad de tiempo y superficie; es decir, la potencia radiada por
unidad de superficie.

De todo lo expuesto se concluye que el teorema de Poynting erpresa el
balance energético en un volumen determinado.

En el teorema de Poynting la expresion para el vector S esta ligada a la loca-
lizacién de la energia electrostatica y magnetostéatica en el volumen considerado.
Cuando se deduce la energfa electrostatica en funcién del campo eléctrico la in-
tegral se extiende a todo el espacio, por tanto la localizacién de la energia es
un problema abierto para la discusién. Generalmente se toma como hipotesis de
trabajo que la energia electrostatica y magnetostatica, y por tanto la electromag-
nética que manejamos en el teorema de Poynting, esta asociada a la zona donde
existe campo electromagnético. Esta forma de expresar la energia concuerda con
la idea de que una onda electromagnética transporta una energia asociada al
campo electromagnético que se propaga. Si utilizamos esta interpretacion para la
localizacion de la energia la forma del vector de Poynting sera la obtenida en este
apartado, y por tanto podemos tomar el teorema de conservacién de la energia en
un volumen limitado como lo expresan las ecuaciones (4.43) y (4.44).

Hemos considerado medios lineales. Si existieran medios no lineales y con
pérdidas la ecuacion (4.44) no seria valida. Para que pudiera expresar el balance
de energia deberfamos introducir términos que tuvieran en cuenta las pérdidas
de energfa por efectos tales como la histéresis en materiales ferromagnéticos o las
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

(a) (b)

Figura 4.3. Condensador del ejercicio 4.1

Ejercicio de autoevaluacion 4.1

Un condensador de capacidad C' estd formado por dos placas circulares de
radio a separadas por una distancia d como indica la figura 4.3(a). Se carga
el condensador a través de una resistencia R mediante un voltaje en forma
de escalon.

La corriente en R y la carga en las placas son respectivamente,

t
I:%exp(—L) ; q:/o Idt

Obtener la corriente de desplazamiento en el condensador. Calcular el
flujo del vector de Poynting a través de la superficie cilindrica de radio a y
altura h comprendida entre las placas del condensador.

Soluciéon
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a la superficie de la placa y su moédulo es,

D=o

La superficie de la placa es ma® y la carga sobre ella en un instante dado
q, por tanto,
q 1 1 [tv, t

t
D=oc=—5=— [ Idt=—= — ———) dt
T T a2 0 ma? J, Rexp( )

Integrando el término exponencial, y suponiendo que utilizamos coorde-
nadas cilindricas con D en la direccién de —u,, obtenemos el siguiente valor

de D,
V,C

T a?

(1 - exp(— ).

Derivando la expresién anterior con respecto a t obtenemos la corriente de

D=—

desplazamiento,
oD Vs t

9t  ma’R eXp(_ﬁ) e

Para calcular el flujo del vector de Poynting primero debemos obtener E
v H sobre la superficie lateral del cilindro.

Si suponemos que la permitividad del medio entre las placas del conden-
sador es €, el campo entre las placas y en su borde serd,
D V,C t

—_ ——= 1— N —
E € 57ra2( exp/ RC))uz

Suponer despreciables los efectos de borde lleva consigo que el campo no
dependa de la coordenada z.

El campo H en la superficie cilindrica de radio a y altura d se obtiene
aplicando la ecuacion (4.6) sobre el camino C'H indicado en la figura 4.3(b);
considerando ademas que J = 0 y por tanto la corriente de desplazamiento
es la tinica que atraviesa la superficie S’ limitada por C H. También tenemos
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

sentido de H que corresponde a la corriente en direccién —u, es el indicado
en la figura 4.3(b), es decir, H = —H,u,. Con estas consideraciones,

2m
H-dl= / —Hyu, - (adp u,) =—H,2ma
CH 0

El flujo de la corriente de desplazamiento a través de S’, es,

oD ., -V, t ,
//m.ds /S/ﬂ'aQReXp( ﬁ)(uz ds’)

con ds’ = ds’ u,,

oD ;o Vs t ,
S/W.ds - WGQRexp( R) /;/ds

La integral de superficie es 7 a?, por tanto,

oD ., V, t
o o1 B~ ol ge)

Igualando la ultima expresion con la obtenida para la circulacion de H y
despejando H,, queda,

t vV, t
_ H- _ v
o) smal CPC RO

Vo
H. —
s 2ra R exp/

Una vez obtenido E y H el vector de Poynting seré, u,

V,C t Vs, t
(1 = exp(— =) (52 exp(— =) Jus X u,

S=ExH=-— 5
ema
VZC t t
-9 - (1- _ _
2€R7T2a3( eXp( RC)) eXp( Rc)up

El flujo de S sobre la superficie lateral se dirige hacia el interior del
condensador y es de la forma siguiente,
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ELECTROMAGNETISMO 11

2m
¢ = —/ IS| ahdp = —|S| 2rah
0

VZCh t t
—_9 1_ R -
Eﬂ'azR( eXp( RC)) eXp( RC)

La capacidad del condensador cuya superficie es ma?, espesor h y permi-

tividad e, es,

7T(12

C=e7-

Sustituyendo en la expresion anterior tenemos que,

V2 t t
¢ = —f(l - eXP(—m)) eXP(—m)

El significado del signo negativo, derivado de que el vector de Poynting S
se dirija hacia el interior del condensador, es que hay un flujo de energfa
hacia el condensador. Esto es logico ya que, si partimos de un condensador
descargado, al aplicar una tensién en escalén se carga dicho condensador y
por tanto se almacena en él una energia.

Para calcular la energia final que almacena el condensador debemos in-
tegrar el flujo entre 0 e oo,

W, —/Oovozu_ (= ——)) exp(———)dt
“= ), RV PRSP RE
= | temigg) — e
V2 t RC 2t 1% 5 1
We=—5 [_RC(GXP(_RC’)+2€XP(_RC’) . =V, C1-3)
1
WCZEC’VOQ

Podemos comprobar que el flujo total de energia que entra en el con-
densador es igual a la energia de dicho condensador cuando la dife'rencia cle
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

En el calculo del flujo de S hemos supuesto que el campo H no depende
de la coordenada z, es decir, consideramos que H lo podemos calcular como
si la corriente de desplazamiento fuera indefinida en z.

6.1. Teorema de Poynting en forma compleja

En la mayoria de los casos se estudian campos que dependen del tiempo en
forma arménica. Su representacién se hace a través de fasores de forma que,

E(r, t) = R(E(r)e™™")

Teniendo en cuenta las ecuaciones (B.57), (B.58) y (B.59) se pueden poner los
campo en forma compleja de la siguiente manera?,

E(r, t) = R(E(r)e*t) = % (E(r)eﬂ‘wt + E*(r)e—jwt) (4.45)

Cuando los campos varian arménicamente con el tiempo, los términos de las
ecuaciones de Maxwell que implican derivaciéon con respecto al tiempo se transfor-
man en expresiones con niimeros complejos. Para analizar el teorema de Poynting
en el caso de campos sinusoidales tendremos que expresar dichos campos median-
te la notaciéon compleja v operar de acuerdo con las reglas del apéndice citadas
anteriormente.

Si adoptamos la misma representacion compleja para J que hemos utilizado
en el caso de E, el primer término de la parte derecha de la ecuacion (4.43) sera,

J.E- i (Tt + T (e ) - (Blr)er™ + B (x)e )

De acuerdo con la relacion (B.59) del apéndice,

~

JE- %3% (3*() - Blr) + 3(r) - By (4.46)
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T, esta dada por la siguiente ecuacion,

T
(F) = ;/0 Fdt

Aplicada a las funciones seno y coseno,
(cos® wt) = (sen’wt) = % ; (cos2wt) = (sen2wt) =0
Si aplicamos la definicion de valor medio a la ecuacion (4.46) queda,
(J-E) = %m (3°(r) - B(r)) (4.47)
Ya que el valor medio del segundo término es nulo.

(R (j(r) : E(r)ejm)> —0

Escribimos las ecuaciones de Maxwell en notacion fasorial:

V-f):p ; Vxﬁz—jwﬁz—jwuﬁ
(4.48)

V-B=0 ; Vxﬁ:j+jwﬁ

Vamos calcular los términos del teorema de Poynting en ausencia de baterias
externas y considerando la definicién de valor medio definida més arriba; para
ello tendremos que realizar las transformaciones correspondientes a partir de las
ecuaciones de Maxwell en la forma indicada por (4.48).

Si tenemos en cuenta las ecuaciones anteriores y aplicamos la relacién vectorial
(C.40):
V- (Exﬁ) —H" . (VxE)-E (VxH
Queda,
V- (Exf{) - jwB-H —E- (j+jwf)>
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Aplicando el teorema de la divergencia al primer término del segundo miembro,

1 ~

. . . 1 .
/J*(r)-E(r)dv:—jI{Sodsqtjw/(E-D
2 )y s 2 )y

- 1~ o~
S=_ExH (4.50)

~B-H)dv (4.49)

donde

es la definiciéon del vector complejo de Poynting.

Tomando la parte real de los términos del primer y segundo miembro obtene-
mos el teorema de Poynting para el caso de campos que varian armoénicamente
con el tiempo.

La parte real del vector complejo de Poynting es justamente el valor medio
del vector de Poynting, R
(S) =R(S) (4.51)

Si las densidades de energia eléctrica y magnética son respectivamente,
1 1
w6:§E~D v wm:§B-H

Los valores medios de las densidades de energia eléctrica y magnética serén,

(we) = Z?R(E D) (4.52)
() = %éﬁ(ﬁ BTy (4.53)

Sustituyendo las tres tltimas ecuaciones y separando la parte real e imaginaria
en la ecuacion (4.49) queda,

(P) = ;/vére(j* B)do = —7i<s> - ds (4.54)

donde (P) es el valor medio de la densidad de potencia disipada por efecto Joule.

La parte imaginaria
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través de la superficie S que limita el volumen V. Si (P) es positiva quiere decir
que el campo esta suministrando energia a particulas o se esté disipando energia
dentro de V; por tanto se tiene que suministrar energia a través de la superficie
S mediante el flujo de energia que supone un vector de Poynting hacia el interior.

La ecuacion (4.55) muestra que la parte imaginaria del valor medio de la
potencia que entra en V es proporcional a la diferencia entre el valor medio de
las energias eléctrica y magnética almacenada en el citado volumen. Si la parte
imaginaria del flujo del vector de Poynting fuera nula los valores medios de la
energia eléctrica y magnética serfan iguales dentro del volumen considerado. La
parte imaginaria de la energia que estamos considerando se llama energia reactiva
en teorfa de circuitos. En un circuito con resistencia capacidad y autoinduccién
(circuito RLC) la parte real representa la potencia que se disipa en la resistencia y
la parte imaginaria es la diferencia entre la energia almacenada en el condensador
y en la autoinduccién; es decir, entre la energia eléctrica y magnética.

Medios materiales con pérdidas

Hasta ahora hemos considerado los campos en el vacio. Cuando se aplica un
campo eléctrico a un dieléctrico homogéneo e isétropo, los dipolos y las cargas se
orientan en la direccién del campo. Si dicho campo oscila de forma sinusoidal los
dipolos también lo hacen, pero cuando la frecuencia de oscilaciéon aumenta, por
inercia y amortiguamiento debido a la friccién, los dipolos retrasan su oscilaciéon
con respecto al campo aplicado; este fenémeno se conoce como relajaciéon die-
léctrica. Como consecuencia de este proceso se producen pérdidas de energfa en
el dieléctrico y esto se traduce en que la permitividad no se puede expresar con
una constante real. La forma de tener en cuenta este fenémeno consiste en intro-
ducir una permitividad de forma compleja, es decir, en un medio con pérdidas
dieléctricas,

e—¢ — j g

Ademas en el propio dieléctrico se pueden producir pérdidas debidas a la con-
ductividad derivada de la ex1stenc1a de cargas libres; este tlpo de perdldas tamblen

An tnaliicran A la s dal L 3 | 'L'
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

El signo menos de la parte imaginaria se introduce por que cuando calculamos
el balance de energia, la que se disipa en un volumen de material es positiva; por
tanto, su signo debe ser el mismo que corresponde a una conductividad, o al flujo
del vector de Poynting que entra en el volumen considerado.

En estas circunstancias los distintos términos toman los valores siguientes:
RE-D)=RE- (' +je")E) = (E-E) = /E?
RB-H) =R((4 — jp"\H - H*) = pf/(H - H*) = /'

por tanto ahora,

() i&e(ﬁ D) = %’(E.E )= ¢ (4.56)
(1) = %&e(ﬁ ) = iu'(ﬁ ) = iwﬂ (4.57)
SE-D)=SE- (¢ +j")E) =" (E-B) = "E?
SB-H) =S((p — jp")H-H* = —/"(H-H") = — /" H*

Esto pone de manifiesto que en estos medios materiales las energias eléctrica
y magnética tiene una parte real y una imaginaria, por tanto se modifican las
relaciones (4.54) y (4.55), de manera que ahora,

1 ~ % -~ %
(P) = _f <S>.ds+2w/(s”E-E +p"H-H )dv (4.58)
S Vv

~5 9B ) ds = o (4(B-B) — /(- T)) =0 (4.50)

La modificacion que introducen los medios es que se anade un término en la
parte real de la energia que tiene en cuenta la energia disipada en dichos medios,
también conocida con el nombre de pérdidas en medios dieléctricos y magnéticos.
En la parte imaginaria sigue figurando la diferencia entre los valores medios de la
energia eléctrica y magnélica.
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7. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 4.1 En el vacio, debido a las fuerzas de repulsién electrostatica, se dispersa
una distribucion de carga de simetria esférica p(r, t).

Calcular las corrientes de conduccién y desplazamiento sobre los puntos de
una esfera de radio a y centro coincidente con el de simetria de la distribucion de
carga.

E 4.2 Tenemos un condensador esférico como el indicado en la figura 4.2. Entre
las capas conductoras existe un material de permitividad € y conductividad ~,
que permite la descarga del condensador a través del medio. Consideramos el
condensador inicialmente con una carga Q,.

» Calcular las densidades de corriente de conduccién y desplazamiento en el
espacio entre capas esféricas.

= ; Existe campo magnético entre ambas capas?

Figura E4.2

E 4.3 Disponemos de un cable coaxial indefinido, de radio interior a y exterior b.
El material entre conductores tiene permitividad ¢,, conductividad ~ y permea-
bilidad p,. Inicialmente sobre el conductor central existe una densidad de carga
superficial ps.
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CAMPO ELECTROMAGNETICO

E 4.4 Por un cilindro indefinido, de radio a y conductividad ~, circula una co-
rriente cuya densidad es J = J(p/a)u..

= Calcular el vector de Poynting en funciéon de p, para p < a.

= Obtener el flujo del vector de Poynting en p = a.

E 4.5 A través de dos placas conductoras planoparalelas, dispuestas como indica
la figura 4.5, se transmite una corriente I a la resistencia R.. En el calculo de los
vectores Ey H suponemos que las placas son indefinidas y estan respectivamente
a los potenciales 0 y V,. Ademas la densidad de corriente superficial es uniforme

K=1/L

Calcular el flujo del vector de Poynting a través del rectangulo transversal
MNPQ. MN=1[y NP =d.

Figura E4.5

<
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TEMA 5

ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

RESUMEN
Objetivos generales

Estudiar la propagacion libre del campo electromagnético en distintos medios:
dieléctricos perfectos, medios con pequenas pérdidas y medios conductores. Ade-

més estudiaremos la propagacion del campo electromagnético en la frontera entre
dos medios.

Objetivos especificos
= Ecuacién de ondas.

= Campos armoénicos. Permitividad compleja. Factor de propagacion comple-
jo.

= Propagaciéon de ondas planas en medios sin pérdidas. Potencia transmitida.
= Propagacién en medios con pérdidas.

= Buen conductor. Profundidad de penetracion.

= Dieléctrico de bajas pérdidas.

= Polarizacion de una onda plana.
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ELECTROMAGNETISMO 11

Requisitos previos

Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, campo
magnético. Dominar el calculo vectorial integral y diferencial. Notaciéon fasorial.

»
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

INTRODUCCION

En este tema vamos a estudiar la propagacién del campo electromagnético
a través del espacio libre y en medios materiales. Veremos que, a partir de las
ecuaciones de Maxwell y desacoplando los campos eléctrico y magnético, obte-
nemos ecuaciones de ondas para cada uno de los campos. Esto significa que el
campo electromagnético se propaga en el espacio como un fenémeno ondulatorio
v el estudio de esta propagacion es el objetivo del presente tema. Las ondas lu-
minosas emitidas por el sol y las transmisiones de radio emitidas por antenas de
telecomunicaciones son ejemplos tipicos.

Consideraremos la propagacién en medios sin pérdidas, es decir, en un die-
léctrico perfecto (como el aire) y en medios con pérdidas que son medios ca-
racterizados por una conductividad finita y en los que una parte de la potencia
transportada por la onda electromagnética se disipa en forma de calor, de forma
que la onda se atentia conforme se propaga.

Onda plana uniforme —s,

Figura 5.1. Las ondas emitidas por una fuente electromagnética presentan
frentes de onda esféricos en las proximidades de la fuente, pero para un
observador lejano, el frente de ondas parece aproximadamente plano
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ELECTROMAGNETISMO 11

ondas planas puede describirse mediante coordenadas cartesianas con las que es
més fécil trabajar mateméaticamente que con las coordenadas esféricas necesarias
para describir la propagacién de una onda esférica. Por consiguiente, aunque en
rigor una onda plana no existe, resulta una buena aproximacién para estudiar la
propagacién de ondas desde el punto de vista fisico.

1. ECUACION DE ONDAS

De todas las posibles soluciones de la ecuacién de ondas para los campos eléc-
trico y magnético, nos limitaremos a las mas sencillas que corresponden a las
denominadas ondas planas. Esto no constituye una acusada limitacién ya que,
como hemos comentado, las ondas esféricas se pueden considerar como planas a
distancias suficientemente grandes de las fuentes porque en estas condiciones, el
radio de curvatura de la superficie esférica de fase constante de la onda electro-
magnética es muy grande comparado con las dimensiones de la region del espacio
donde se considera el campo.

Para obtener la ecuaciéon de ondas partiremos de las ecuaciones de Maxwell y
de las ecuaciones constitutivas:

oD
0B
VxE= 5 (5.2)
V-D=p (5.3)
V-B=0 (5.4)
J=1E ; B=uH ; D=c¢E (5.5)

En este tema no trataremos de relacionar las ondas con sus fuentes, cuestion
que queda para mas adelante. Por tanto, consideramos una regién del espacio libre
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Si aplicamos el rotacional a la expresion diferencial de la ley de Faraday, ec.
(5.2), y hacemos uso de la relacion vectorial (C.44) tenemos

0
V(V-E)—VzE:—a(VxB)
Puesto que estamos considerando una regiéon del espacio libre de fuentes, p = 0,

entonces el primer término de esta expresion es nulo. Teniendo en cuenta el teore-
ma de Ampére y la ecuacién constitutiva para el campo magnético, la expresion

anterior queda
0 oD
vE-uf (1+52)

ot ot
Finalmente, haciendo uso de las ecuaciones constitutivas (5.5), obtenemos
OE O°E
V’E — py— — pe—y =0 5.6
MY g ~ g (5.6)

que es la ecuacion de ondas homogénea para el campo eléctrico. Normalmente
podremos despreciar el segundo o el tercer término dependiendo del medio que
consideremos. En un medio no conductor, el segundo término se anula y queda la
ecuacién de ondas tipica cuya solucién es una onda que se propaga con velocidad
v =1/,/ep . En un medio conductor, el tercer término es normalmente desprecia-
ble y queda una ecuacién del mismo tipo que la que rige la propagacién del calor
por conduccién o difusion (ecuacion de difusion para el campo electromagnético).

Si en lugar de aplicar el rotacional a la expresion diferencial de la ley de
Faraday lo hacemos a la expresion diferencial del teorema de Ampeére, ec. (5.1),
obtenemos una ecuacién analoga para el campo magnético y para la que son
validas las mismas consideraciones expuestas arriba.

OH 0’H

V2H — py—

Podemos concluir este apartado diciendo que las ecuaciones (5.6) y (5.7) son
las que rigen la propagaciéon de los campos E v H en un medio lineal, isétropo,
homogéneo y libre de cargas, sea conductor o no. Ahora bien, las soluciones de
estas ecuaciones de ondas deben de cumplir también las relaciones de Maxwell,
ya que, aunque las ecuaciones de ondas se deducen de las de Maxwell, el reciproco
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ELECTROMAGNETISMO 11

Campos armoénicos

En muchos casos préacticos los campos electromagnéticos son funciones armoéni-
cas del tiempo y de hecho, si no lo son, siempre es posible descomponerlos en suma
de armoénicos con distinta amplitud, fase y frecuencia de acuerdo con el teorema
de Fourier. Consideremos un campo electromagnético que varia armoénicamente
con el tiempo

E(r,t) = Ey(r) coswt
H(r,t) = Hy(r) cos (wt + )

donde, en general, el campo magnético estard desfasado con respecto al eléctrico.
E, vy H, son las amplitudes de cada uno de los campos y son, en principio,
funciones de las coordenadas espaciales r.

En estos casos, es conveniente emplear notacién compleja para eliminar la de-
pendencia temporal de forma que los campos eléctrico y magnético se representan
mediante magnitudes fasoriales, E y H independientes del tiempo,

E=E,coswt —» E=E,
H = H,cos (wt+¢) — H=H,e*

De esta forma, las expresiones de los campos instantédneos se obtienen ana-
diendo la dependencia temporal y calculando la parte real. Es decir

E(r,t) =R {Eej“’t}

H(r,t) =R {ﬁej”t}

Para un medio libre de cargas las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la
frecuencia vienen dadas por las siguientes expresiones:

V x H=1J+ jweE (5.8)
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

y operando de forma anédloga a como se hizo al inicio de la seccién, obtenemos la
ecuacién de ondas homogénea para el campo eléctrico

25 s 25
V2E + (1 gsw) 1’ E (5.12)

y otra similar para el campo magnético.

Permitividad compleja
A partir de la expresion (5.12) definimos la permitividad compleja como
co=c¢ (1 - jl) (5.13)
W
En funcién de este parametro, la ecuacion de ondas homogénea resulta
VQE + Ecﬂwzﬁ =0

A menudo, la permitividad compleja se escribe en funcién de una parte real €’ y
una parte imaginaria, £
/ /4
€c =€ — je

con
g =¢
g — v
w

Para un medio sin pérdidas con v = 0 se desprende que ¢’ =0y e. =¢' =¢
Por otro lado, el factor
ke = wy\/ecpt = w (1 — jl) el (5.14)
w

se denomina factor de propagacién complejo por razones que serdn obvias
méas adelante. Fn funcian _del factor de nraonacacion comnleio 1a ecuacion de
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ELECTROMAGNETISMO 11

2. PROPAGACION DE ONDAS PLANAS EN UN MEDIO SIN
PERDIDAS

Las propiedades de propagacién de una onda electromagnética estan regidas,
segin se desprende de la ecuacion (5.12) por la frecuencia angular y los tres
parametros constitutivos del medio. Si un medio es no conductor (y = 0), la onda
se propagara a través del medio sin atenuarse y entonces decimos que se trata de
un medio sin pérdidas o dieléctrico perfecto. Fn este caso, el factor de propagacion
complejo se reduce a

ke =k =wy/eu
y la ecuacién de ondas homogénea queda

V’E 4+ K°E =0 (5.16)
que es la ecuacion de ondas tipica cuya solucién es una onda que se propaga con
una velociadad v = 1/,/ep y cuyo numero de onda es k = w,/zj. Si expresamos el
campo eléctrico en coordenadas cartesianas, cada componente del campo verificara
una ecuacion similar. Asi, para la componente x del campo eléctrico tendremos

& 0 9 \a  em
<am2+ay2+azz)Ex+kEx—0

y expresiones similares para Ey, y E,

Como se coment6 al inicio del tema, nos limitaremos a estudiar la propagacion
de ondas planas. Una onda plana uniforme se caracteriza porque su amplitud
tienen el mismo valor en todos los puntos de cualquier plano normal a la direccion
de propagaciéon de la onda. En otras palabras, la amplitud de los campos es funcion
unicamente de la distancia desde el origen o fuente a un plano dado. Si suponemos
que la direcciéon de propagacion de la onda es la del eje Z, por haber s6lo variacion
en esa direccion, entonces E y H no varfan con z e y y la ecuacion de ondas para

la componente F, queda
P ~
(c‘)z2 + k:2> E,=0 (5.17)

y expresiones similares para E,, H, y H,.

Ademiae las comnanentes de log camnog en la diveccidn de nronagacidn eon
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

puesto que el campo magnético no varia con las coordenadas = e y, el miembro
izquierdo de esta ecuacién es nulo y en consecuencia, la componente F, del campo
eléctrico es nula.

Volviendo a (5.17), la solucion general de esta ecuacion diferencial viene dada
por _

E, = Efe % 4 B /% (5.18)
donde E; y E., son, en general, magnitudes complejas constantes. Si pasamos
al dominio del tiempo, la solucién general para la ecuacion de ondas homogénea
es de la forma

E(z,t) =R {Ex ej“’t} = E cos(wt — kz) + E, cos(wt + kz)
donde el primer término representa una onda con amplitud E}, que se propaga
en la direcién +z, mientras el segundo término representa una onda con amplitud
E que se propaga en la direccién —z.

Los campos eléctrico y magnético son componentes inseparables de la onda
electromagnética y juegan un papel igualmente importante en su propagacion. Sin
embargo, cuando se trata de detectar la onda, el campo eléctrico es usualmente
mas importante. La razon es que la mayor parte de los detectores son mas sensibles
a E que a H. Por ello, las consideraciones de propagacién se hacen sobre el campo
eléctrico, aunque todas las ecuaciones tienen su andloga para el campo magnético.
Como veremos muy pronto, el campo magnético puede obtenerse siempre a partir
del eléctrico y viceversa.

Para continuar nuestro analisis vamos a suponer, sin pérdida de generalidad,
que el campo eléctrico se compone tnicamente de una onda que se propaga segin
la direccién +z y con una sola componente segin el eje X, esto es

E(z) = Ef e /", (5.19)
Sustituyendo esta expresion en la Ley de Faraday dada por (5.9), tenemos
u, u, u,
VxE(R) =| 8/0c 0/oy 0/0z | = —jwuH(2)
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ELECTROMAGNETISMO 11
~
H, =0

~  jOE, &k :
a,= L= D ek
pw 0z Hw

Como vemos la tnica componente del campo magnético distinta de cero es la
componente y. Por tanto, concluimos que la soluciéon para el campo magnético
representa también una onda que se propaga en la direccién +z de la forma

~ o
Hy,= Hyt,e JrE
y cuya amplitud viene dada por

Hb = iEJF
yo U xo

Es decir, las amplitudes de ambos campos estan relacionadas. El cociente entre
la amplitud del campo eléctrico y del campo magnético tiene dimensiones de

resistencia eléctrica y se denomina impedancia intrinseca del medio ya que
depende de las caracteristicas eléctricas del medio. Efectivamente

 Hjy, k

E—‘r
7=z _H¥_ JH (5.20)
15

Para el vacio, la impedancia intriseca tiene el valor de
Z,=120r

De acuerdo con esta definicion, los campos de una onda plana que se propaga en
un medio sin pérdidas vienen dados por

f}(z) = E; = Ef e77**q,
. Bt
H(z) = H;' = %e_ﬂ‘zuy
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

v los campos instantaneos vendran dados por

E(z,t)

H(z,t)

= %{}Aﬂejwt} = |EJ,| cos (wt — kz + ¢)

(5.21)
1Bl

_ %{ﬁejw’f} = cos (Wt —kz+ 9)

de donde se desprende que los campos eléctrico y magnético estan en fase, es decir,
tienen la misma dependencia funcional con z y t. Asi, en un punto dado, ambos

campos alcanzarin los maximos y minimos en el mismo instante. Esta propiedad

es una caracterfstica de las ondas que se propagan en medios sin pérdidas. De
las expresiones generales de una onda electromagnética obtenidas hasta aqui se
deducen los siguientes pardmetros que caracterizan la onda:

= La frecuencia de oscilacion, dada por

s Y la velocidad de fase de la onda

27
)\——k m
w 1
= _ = 5.22
T Ve (5-22)

Si el medio es el vacio, la velocidad de fase de una onda electromagnética plana

es

Vph, = =3-10° m/s

1
v/ Ho€o

que es la velocidad de la luz

rtagens
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ELECTROMAGNETISMO 11

O

Figura 5.2. Frente de onda propagandose
en la direccién del vector n

propagacion. Si consideramos ondas planas, entonces n es perpendicular al frente
de ondas y, puesto que existe variacién sélo en esta direccién, el operador nabla
toma la forma 9

V:na—f

La ecuacién de ondas homogénea se reduce entonces a

82 2 X
((%2+/{>E:0

cuya solucién general es de la forma
E=Efe¢ 7% + E; /M (5.23)

y andlogamente para el campo magnético, obtenemos

con N ‘ '
H=H e 7" + H, /™ (5.24)

Podemos definir el vector de propagacion k como el vector cuyo médulo es el
numero de onda y cuya direccién es la direccién de propagacion n. Entonces se
verifica, como se deduce facilmente de la figura 5.2, que k-r = k€ y las ecuaciones
de Maxwell podemos escribirlas como sigue
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

De las dos ultimas se deduce que E y H son perpendiculares al vector de pro-
pagacion k y de las dos primeras se deduce que E, H y k forman un triedro
directo.

De las dos primeras ecuaciones, y teniendo en cuenta que k = kn obtenemos
la relacién que liga a ambos campos

H—=—nx

NI &

vy E=-ZnxH (5.25)

con

7 =

o=

la impedancia intrinseca del medio definida anteriornmente. Puesto que \/j/e es

un niumero real, E y H estan en fase.

Figura 5.3. Variaciones espaciales de E y H
para t = 0 en un medio sin pérdidas

En la figura 5.3 se ha representado, en un cierto instante, la variacion espacial
de los vectores E y H, perpendiculares entre s{ y perpendiculares a la direccién
de propagacion, para una onda electromagnética que se propaga en un medio sin

pérdidas. Por sus caracteristicas, las ondas planas se denominan también ondas
+urannarrancalac Alacdnna A2 sl RV ANER.N VR
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ELECTROMAGNETISMO 11

tivamente, de (5.25) se desprende facilmente que

B==

C

Por tanto, si la amplitud del campo eléctrico de una onda plana es, por ejemplo, de
0,1 V/m, como es el caso de una onda de radio a unos kilémetros del transmisor,
la amplitud del campo magnético es de tan solo 3,3-10710 T.

Longitud de onda (m)

Campos estaticos —»

Linea eléctrica —»

Radio AM

|

Radio FM, TV

|

Horno microondas

Lampara de calor
VISIBLE

Cabina de bronceado

N

Rayos X médicos

3100

L3104

Frecuencia (Hz)

No Ionizante

Tonizante

No Térmicos

Térmicos

Optica

4

“Rotura de uniones|

h

Frecuencia
extremadamente

baja (FEB)

Radiofrecuencias
(RF)

VI

Microondas
MW

Infrarojos
(IR)

SIBLE

Ultravioleta
uav)

Rayos X

Rayos gamma

y

Figura 5.4. Espectro electromagnético

Es interesante resaltar que las ecuaciones de Maxwell no imponen ningtn limi-
te a la frecuencia de las ondas electromagnéticas. El espectro experimentalmente
investigado, figura 5.4, se extiende de modo continuo desde las ondas largas de
radio hasta los ravos_gamma. observados en la radiacion cosmica. Para las pri-
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Ejercicio de autoevaluaciéon 5.1

Una onda electromagnética plana se propaga en la direccion de y > 0. El
campo eléctrico viene dado por E(y,t) = E(y, t)u,. Las constantes del medio
son € = 9¢,, 4 = o y v = 0. La onda varia cosenoidalmente con el tiempo
con una frecuencia f = 10% Hz.

En el instante t = 0,25 x 1078 s, se observa que se alcanza un méaximo
del campo en el punto y = 0,5 m.

a) Calcular la constante de propagacion y la longitud de onda.
b) Expresar el campo eléctrico en funcion del tiempo t.

¢) Obtener el campo magnético correspondiente.

Solucién

1. La constante de propagacién viene dada por

27108 x 3
k=2nf\en = 2m108\/9e,po = ﬁ =27 m!
y la longitud de onda es,
27
A=—=1
7 m

2. Campo eléctrico. El campo eléctrico viene dado por la expresion (5.21)
E(y,t) = u,E, cos(wt — ky + ¢)

Hasta ahora s6lo conocemos w y k. Determinamos el agulo ¢ utilizando
los otros datos de tiempo y coordenada de observacién. Para que se
produzca un maximo,
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ELECTROMAGNETISMO 11

Sustituyendo los datos indicados en el enunciado,
8 -8 T
27 - 10° x 0,25 x 10 —277-0,5+9:§—7T+¢=O

de donde se deduce que,

ol 3

La expresion pedida sera,

B(y,1) = u.B, cos(2m - 10° — 2my + )

3. Campo magnético. La intensidad de campo magnético viene dada por
(5.25)

1/2
nxE €
H(y,t) = = <> nxE
Zo Ho
Llevando el valor del campo obtenido y teniendo en cuenta que n = u,,
€ =09, y que uy X U, = U,

1/2
H(y,t) =3 <€O> u, F, cos(2m - 103 — 27y + g)
o

Como jto = 471077 y g, = 1/(4m x 9 - 10%),

1
H(y7 t) = 4077_[_113;E0 COS(27T . 108t — 27ry + g)

Potencia transportada por una onda plana

En este apartado analizaremos el flujo de potencia transportado por una onda
electromagnética que se propaga en un medio sin pérdidas. Como sabemos, el
vector de Poynting, definido en (4.42) como S = E x H, representa la potencia
por unidad de area que transporta la onda. De los resultados del apartado anterior

se dediice ane la direccidan de S coincide con 1a direccidn de nronasacidn de 1a anda
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

sin pérdidas en la direcciéon n
E = E, cos(wt — k&)

H = H, cos(wt — k¢)

En este contexto es facil demostrar que el promedio del vector de Poynting viene
dado por

(S = 1 / Ysar=tmm
= — = — n
T Y 2 o o

donde n es la direccion de propagacion de la onda.

Como ya hemos visto, cuando tratamos con seniales armoénicas, lo usual es pa-
sar al dominio de la frecuencia y utilizar magnitudes fasoriales. Por ello recurrimos
al vector complejo de Poynting, definido en (4.50):

o 1~ o~
S=_-ExH"
5 X
donde

E= E e /K¢

H* = H, e/

son los fasores asociados al campo eléctrico y magnético respectivamente. Como
hemos visto en la ecuacion (4.51)

S) = ® GE Y ﬁ>

1 , .
= SBoe M Hye I

1
= SE.Ho (5.26)

Teniendo en cuenta la relacién entre los campos eléctrico y magnético dada
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Frente de onda plano

Figura 5.5. Flujo de potencia a través de una superficie A

Si consideramos una superficie de area A con vector unitario superficial dirigi-
do hacia fuera u, como se muestra en la figura 5.5, la potencia total que atraviesa
la superficie A viene dada por

P:/S-dA:/S-udA
A A

Para una onda plana uniforme que se propaga en una direccién n que forma un
angulo 0 con u, la potencia total que atraviesa la superficie A serd

P =SAcosf

Aplicando los mismos razonamientos expuestos para el vector de Poynting, lo que
nos interesa es el promedio de la potencia transmitida a través de la superficie A,
y ésta vendra dada por

(P) = (S) Acost (5.28)

3. PROPAGACION DE ONDAS PLANAS EN MEDIOS CON
PERDIDAS

Hasta ahora hemos considerado la propagacion de ondas en medios lineales,
homogéneos, isdtropos y no conductores. A continuacién vamos a estudiar la pro-
pacacion de ondas electromaenéticas cuando el medio tiene conductividad no nula
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Es posible expresar el factor de propagacién complejo en la forma k. = 5 —ja.
Realizando los célculos oportunos, obtenemos

_glu o 5 71/2
_Eh 6// 5 q1/2

donde 3, es la constante de propagacion o constante de fase y « es la constante
de atenuacion.

En este caso, la solucién general a la ecuacién de ondas para una onda plana
que se propaga en una direccién arbitraria es de la forma

F — Fte—iké _ pt,.—af —j
E=E e/ E_Eoe ag ,—jB¢
y, para el campo magnético tendremos

nxE

H= (8- jo)=

donde n es la direcciéon de propagacién. Por tanto, las amplitudes del campo
eléctrico y el magnético estan relacionados por la expresion

E

H= 31
2 (5.31)

siendo Z. la impedancia intrinseca del medio que, en el caso de medios conductores
es una magnitud compleja

L, =

o
— 5.32
- (5:32)

Los hechos importantes que se deducen de lo expuesto hasta aqui son los siguien-
tes:
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ELECTROMAGNETISMO 11

b) Los campos eléctrico y magnético ya no estan en fase sino que existe un
desfase que viene dado por

¢ = tan™! %

c) La velocidad de fase viene dada por la relacion vy, = w/f, estando 5 de-
terminada por la expresion (5.29). Observamos que la velocidad de fase es
ahora funcién de la frecuencia, lo que no ocurria en dieléctricos perfectos.
Los medios en los que la velocidad de fase depende de la frecuencia se llaman
medios dispersivos.

La razén entre la densidad de corriente de conduccién y la densidad de co-
rriente de desplazamiento viene dada por el cociente entre la parte imaginaria y
la parte real de la permitividad compleja y es igual a

J E e’
== ;L (5.33)
oD/ot  OJ(eE) /ot € Ew
En funcién de este cociente es posible hacer una clasificacién convencional de los
medios:
» Dieléctrico: ”/e/ <1 v < we
» Conductor: &”/e' > 1 ; v > we

Es interesante resaltar que la frecuencia juega un papel muy importante en la
determinacién de si un medio se comporta como un dieléctrico o como un con-
ductor. Por ejemplo, para el cobre, que presenta una conductividad de v =
5,8 -10"Q 'm~!, y una permitividad relativa &, = 1, el cociente ¢” /&’ es muy
grande en radiofrecuencias, como corresponde a nuestra idea de que se trata de
un buen conductor. Sin embargo, para frecuencias del orden 10?° Hz, correspon-
dientes a los rayos X cortos, £’ /¢’ ~ 0,01, es decir, para esta frecuencia el cobre
se comporta como un material dieléctrico.
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

v > we. En este caso, las constantes a y 8 pueden aproximarse por el siguiente
valor

~ WY

y entonces el factor de propagacion complejo queda

k=000

De esta expresion se deduce que el desfase entre E y H es de 45°. La expresion
para los campos en esta aproximacién es

E = E, e ¢/% 1€/ (5.34)

. 1— 4 .
a-U-J /7R (5.35)

donde el parametro 0 viene dado por

2
5= ’/W (5.36)

v es la profundidad de penetracidén, definida asi porque ambos campos decre-
cen con la penetracion cayendo a 1/e de su valor cuando £ = 0.

La profuncidad de penetracién decrece si la conductividad, la permeabilidad
magnética o la frecuencia aumentan, por tanto, los buenos conductores son siem-
pre opacos a la luz, salvo peliculas extremadamente delgadas. Se debe tener en
cuenta que la expresion (5.36) no puede extrapolarse a frecuencias muy grandes
donde hay que trabajar con las expresiones generales para 3 y «, en las que no se
ha hecho ninguna aproximacion.

En los buenos conductores, la constante dieléctrica compleja y la impedancia
compleja se reducen a

_ . e
acfa(l—j—>f:—j—
Ew w

e e _ _
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En estos casos la profundidad de penetracion es muy pequena. Por ejemplo,
para el oro a la frecuencia de microondas de 3GHz 6 = 1,6 - 107% m. Este hecho
se aprovecha en la fabricacion de guias de onda. El interior de la guia se recubre
de una capa muy fina de oro o plata de forma que los campos y corrientes estan
confinados en una capa muy estrecha en la superficie. Este es el denominado efecto
skin.

En la tabla 5.1 se muestra el efecto skin frente a la frecuencia. La tercera
columna nos da la frecuencia a la cual la corriente de conduccion es igual a la
corriente de desplazamiento. Las celdas sombreadas corresponden a valores no
significativos para d ya que a estas frecuencias domina la corriente de desplaza-
miento y por tanto las aproximaciones hechas no son vélidas.

Figura 5.6. Onda propagandose en un medio conductor.

La figura 5.6 muestra la relacion entre E y H para una onda que penetra nor-
malmente en un metal en un instante de tiempo dado. Se observa que los campos
decaen exponencialmente y que no estdn en fase. En realidad, la atenuaciéon es
tan grande que no puede representarse convenientemente a menos que utilicemos
una escala adecuada.

Puesto que la constante de propagacion viene dada por 5 = 1/, la longitud
de onda en el medio conductor es A = 279, esto es, la longitud de onda disminuye

drasticamente eniandauna anda eloectromaonédtica naga del egnacio lihre al medin
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—27

amplitud del campo cae a ™™, es decir, el factor de amortiguaciéon es del orden

de 1/500.

Por otra parte, la velocidad de fase esta dada por vy, = /2w/ 7y que decrece
cuando aumenta la conductividad . En el limite, cuando v — oo, la longitud
de onda seria nula, A — 0, y la velocidad de fase también, v,, — 0, y por
tanto no existiria onda electromagnética en el medio. Efectivamente, el campo
electrostatico es nulo en el interior de un conductor perfecto.

Energia electromagnética
Resulta interesante analizar como se comportan las densidades de energia

electromagnética y el vector de Poynting en el caso de medios conductores. Como
sabemos, el valor promedio de la densidad de energfa eléctrica viene dado por

1
(we) = ZsEz (5.37)
mientras que la densidad de energfa magnética, teniendo en cuenta la relaciéon
(5.35), es
1 ~vE?
— —yH? ="
(wm) = Jp ™"

La raz6on entre ellas es precisamente el cociente entre la parte imaginaria y la
parte real de la permitividad compleja
"

<wm>_ Y€

(we) ew &
que es una cantidad muy grande para buenos conductores. Esto significa que
la energia eléctrica dentro del conductor es despreciable frente a la magnética.
Esto se debe a la elevada conductividad que provoca que la razon J/(0D/0t) sea
grande.

En cuanto al promedio del vector de Poynting dado por la relacion (4.51), si
tomamos las expresiones (5.34) y (5.35) para el campo eléctrico y el magnético
respectivamente, tenemos

I (2 L1\
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L[y 2 —2a€
Sy = ni | B[220 5.38
(S) ng 2wu’ “e (5.38)

donde n es el vector unitario que indica la direccién de propagacion. Como puede
deducirse de la expresiéon anterior, mientras que los campos eléctrico y magnético
se atentian con & como e~ ¢, la densidad media de potencia lo hace como e 2%,

tenemos finalmente

Es conveniente hacer un inciso respecto a las unidades en que se suele medir la
atenuacion. Segin aparece « en las expresiones desarrolladas arriba, sus unidades
corresponden, al igual que las de /3, a [longitud|~!. No obstante, en la practica la
tasa de atenuacion, que representa la tasa de reduccion de la potencia promedio
transmitida (P) en funcion de la distancia de propagacion, se define como

(P())
A =10log P0O) (5.39)

y se mide en decibelios. Teniendo en cuenta (5.28) y la expresion para el promedio
del vector de Poynting

A =10loge 2% = —20atloge

por tanto, el coeficiente de atenuacion «, suele expresarse en dB por unidad de
longitud.

Otras unidades practicas para medir la tasa de atenuacién son los neperios.
En este caso, la tasa de atenuacién se define como

_ (P(€))
A=10In <<H0)>> [Np] (5.40)

entonces
A=10In (e ***) = —20az  [Np] (5.41)
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Resistencia superficial

Para las aplicaciones practicas a altas frecuencias es importante conocer la
potencia media perdida por unidad de area en un conductor para una amplitud
dada de la onda en la superficie. Esta infomacién se usard para determinar la
atenuacién a lo largo de lineas de transmisiéon y guias de ondas.

Supongamos que la amplitud del campo magnético en la superficie plana de un
conductor es H, y que la onda incide normalmente y se propaga hacia el interior
del conductor como se esquematiza en la figura 5.7. El promedio del vector de
Poynting en la superficie del conductor viene dado por

(Sy) = %m B, 0]

Figura 5.7. Onda sobre la superficie de un conductor.

donde las expresiones para EO y f—io se obtienen de las expresiones generales (5.34)
y (5.35) particularizando para & = 0. Tenemos entonces

H? [pw
So) = =2,/ —
(50) =52\ /=

La magnitud (,w,u/'y)l/2 tiene dimensiones de resistencia eléctrica por lo que se
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Esta es una expresiéon importante que es estrictamente valida para superficies
conductoras planas, aunque representa una excelente aproximacion si el radio de
curvatura de la superficie es mucho mayor que la profundidad de penetracién. En
la practica, este es casi siempre el caso para frecuencias altas. La pérdida total se
obtiene integrando la anterior ecuacién sobre la superficie del conductor.

Ejercicio de autoevaluaciéon 5.2

Una onda electromagnética de frecuencia f, se propaga en un buen conductor
de conductividad v y permeabilidad u. La direccién de propagacién es el eje
Y.

a) Calcular el vector de Poynting en el plano y = 0 y en otro plano,
paralelo al anterior, que estd a una distancia igual a la profundidad de
penetracion ¢ (y = J). Obtener la diferencia de flujo a través de un
cilindro de seccién A y eje el de propagacion.

b) Comprobar que la potencia disipada por efecto Joule en el cilindro
conductor de superficie S y espesor ¢ es igual a la diferencia entre los
valores obtenidos en el apartado a.

Solucién

a) Calculamos el valor medio del vector de Poynting mediante la ecuacion
(5.38). En el punto del eje y = 0,

L [y 2 0 1
(So>:uy§ MIE()' € =uyg

LEQ
2wp

En el punto y = 9, dado que,

oty

nramadia Aal £ do D £3
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rtagens

operando

N Y ' 12 2 o
<Sl>*uy§ Yo Eje

El flujo a través del cilindro se calcula teniendo en cuenta las dos
secciones de entrada y salida, ya que no hay flujo lateral por que el
vector de Poynting es paralelo al eje del cilindro. La diferencia entre
los dos valores es,

1/2
(P} = (P = (180) = (81)) -, = 3483 (1) (1)

La potencia promedio disipada por efecto Joule viene dada por,

(Puis) = ;m{ /V G Em}

Como en el conductor J = yE y la conductividad es un nimero real,

(Pa) = ;79‘%{ /@ E*>Ady} - ;wm{ / @&, E*>dy}

Teniendo en cuenta la expresiéon para el fasor asociado al campo eléc-
trico y su complejo conjugado

E=E, e e~

E* = E,e/Ve ¥

tenemos

(Paia) = 1A  B2etougy = Loage [~ L oo 6
dis/ — 27 0 o€ y= 27 o 20&6 0

1 2 1 —2
<Pdis> = §’YAEO% (1 — € )
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la potencia disipada en el conductor es,
N 1/2
(Puis) = AE2 <2wu> (1—e?)

Comparando con el valor calculado en el apartado a, vemos que la
potencia disipada es igual a la diferencia entre el flujo del vector de
Poynting que entra y sale por las dos superficie transversales del cilin-
dro.

3.1. Propagacion en dieléctricos con pérdidas pequenas
En dieléctricos con pérdidas pequenas se verifica que we > . Entonces, pode-

mos hacer un desarrollo del factor de propagacion complejo en potencias de &” /¢’
v quedarnos con los tres primeros términos, esto es

, Vi |1 j e’ 4 1 /e"\?
~w — =4+ - =
8\ &
de este modo, obtenemos las siguientes aproximaciones para la constante de ate-
nuacion y la de propagacion respectivamente

B ~ wy/ e

1 /e"\?
1+8<5’) R wy/UE

como vemos, la constante de propagacion se puede aproximar por su valor en un
medio sin pérdidas. Por otro lado, la velocidad de fase viene dada por

R R C)
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La impedancia intrinseca para estos medios viene dada por

1
7, — /M:\/ﬁ |1
o e\l 1 —jvy/we

en la que, puesto que v/we < 1, puede despreciarse la pequena componente reac-
tiva. Esto es, a efectos practicos podemos considerar que la impedancia intrinseca

del medio viene dada por
Lo = LS \/ﬁ
\ ec €

como en el caso del dieléctrico sin pérdidas.

En la tabla 5.2 se resumen las expresiones de los pardmetros de propagacion
en varios tipos de medios.

Ejercicio de autoevaluacion 5.3

Un submarino esta encallado a una profundidad de 100 m. El técnico de
comunicaciones sabe que se encuentra justo debajo de una ruta maritima de
manera que puede enviar una senal de socorro. El mensaje es transmitido me-
diante una senal (onda plana) de 2,25 kHz. Ahora bien, el umbral minimo de
densidad de potencia que es capaz de detectar el sistema de comunicaciones
de los barcos es de 20 yW/m?2.

Si el submarino es capaz de emitir una senal de amplitud E, = 10 V/m,
iconseguird hacer llegar el mensaje de socorro a algin barco? Razone la
respuesta y determine: a) la densidad de potencia emitida por el submarino
y b) las expresiones del campo eléctrico y magnético en funcion del tiempo,
en un punto cualquiera entre el submarino y la superficie del mar.

Los parametros constitutivos del agua del mar para esta frecuencia son:
e =81,y = 1y vy =4S/m. Datos: ¢, = 8,85 x 1072 F/m y pu, =
471077 H/m.
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senal. Para esto, deteminamos el cociente " /&’

"

S= 355100 > 1
9 we

por tanto, para esta frecuencia, el agua del mar se comporta como un buen
conductor y podemos utilizar las expresiones para la propagacién de una
onda plana en el seno de un medio conductor. Tomando como origen de
coordenadas la situacion del submarino, tenemos

E = E e *e P2y,

donde

El vector complejo de Poynting viene dado por

~ E?
=ExH = 222
ZC

wn)

v la densidad de potencia promedio viene dada por

1 - Ty Eg —2az 1
<S>_§%{E><H }—uz7e &e{z}

Sustituyendo datos tenemos

a = V/7x25-103x47-10"7 x 4 = 0,067 m !

Ze = 47-107%(1+7) = 6,65 - 10 2&7/4

R{ 1l - 10eo _ |
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La densidad media de potencia emitida por el submarino sera

E2
(8).g = 2R { Z*} = 531,50 W /m?

La densidad media de potencia que llega a la superficie del mar se obtiene
para z = 100 y su valor es

(S)._ 100 = 531,5e~ 20067100 — 9 95 10714 W/m? = 2,25 - 10~% uW /m?

En funcion de este resultado, podemos concluir que el submarino no serd
capaz de comunicarse con ningtin barco ya que la senal que es capaz de emitir
llega demasiado atenuada a la superficie debido a la alta conductividad del
agua del mar.

Las expresiones del campo eléctrico y del campo magnético en funciéon
del tiempo en cualquier punto entre el submarino y la superficie vienen dadas

por
E(z,t) = 10e %% cos(4,57 - 103t — 0,067 2)u, V/m
H(z,t) = 150,2¢ %0 cos(4,57 - 10t — 0,067 z — 0,257)u, A/m
Dieléctrico Dieléctrico Buen
Medio genérico sin pérdidas | bajas pérdidas | conductor
(v=0) el <1 g /e
1
[ 2 112 1/2
o [ulg (Vie @ -1)] " |0 N ()
[ 2 11/2 1/2
B | w 52“< 1+ (%) +1> W/ E W/ JIE (“£7)
.7 ITAN —1/2

CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo
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4. POLARIZACION DE UNA ONDA PLANA

La polarizaciéon de una onda plana uniforme define el lugar geométrico que
describe la punta del vector campo eléctrico E en funcion del tiempo, en un plano
dado perpendicular a la direccién de propagaciéon. En el caso mas general este
lugar geométrico serd, como veremos a continuacién, una elipse y entonces se dice
que la onda estd elipticamente polarizada. En ciertos casos particulares, la
elipse degenera en un circulo o en una linea recta y en estos casos el estado de
polarizacion es circular o lineal respectivamente.

Para analizar los estados de polarizaciéon de una onda plana partimos de la
expresién general de una onda plana que se propaga en la direccién positiva del
eje 7, de forma que el campo eléctrico serd

E = Exux + Eyuy

con
E, = xoe_]kz

-~ —jkz
Ey, = FEy e

donde E, y Fy, son las amplitudes complejas de los fasores Ex y Ey respectiva-
mente, cada una caracterizada por su médulo y fase.

La fase de una onda se define siempre con respecto a una punto de referen-
cia que puede ser, por ejemplo, z = 0, t = 0. La polarizacién de la onda va a
depender de la diferencia de fase entre las componentes del campo eléctrico. Por
conveniencia se considera E,, como referencia de fases (es decir, se le asigna fase
cero) y se designa con ¢ la diferencia de fase de E,, con respecto a E,,. Segin
esto, tendremos

Ewo - ‘Eaco‘

Eyo = ‘EyO‘ejw
De esta forma, el campo eléctrico queda
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y sus componentes

E, = Acos(wt—kz)

E, = Becos(wt—kz+ )

donde hemos designado por A y B las amplitudes de las componentes E, y E,
respectivamente para simplificar la notaciéon. Si elevamos al cuadrado ambas ex-
presiones y sumamos, aplicando sencillas relaciones trigonométricas obtenemos la
siguiente expresion

E? B} 2E,F
A—; + B—g - AxB Y cosp = sen® ¢ (5.43)

que nos indica que el lugar geométrico de la punta del vector campo eléctrico es

una elipse en el plano XY tal como se muestra en la figura 5.8.

Y

ﬁd,

Figura 5.8. Campo elipticamente polarizado

Por tanto, el vector campo eléctrico ird variando con el tiempo y su extremo
ird recorriendo la elipse de la figura. El angulo que forma el vector campo eléctrico,
E, con su componente sobre el eje X, en un instante dado, viene dado por

A avetan /Ey\
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donde se ha tenido en cuenta que cos ¢ = E,/|E|. Teniendo en cuenta las expre-
siones para las componentes del campo y después de sencillos calculos empleando
relaciones trigonomeétricas, obtenemos

@ _ _
dt  |EJ?

con @ el desfase entre las componentes del campo eléctrico. De aqui se deduce que

Para 0 < ¢ < 7/2 = % < 0 El sentido de rotaciéon es horario

Para —7/2<p <0 = % > (0 El sentido de rotaciéon es antihorario

Si el desfase entre las dos componentes del campo es un multiplo impar de /2,
entonces la ecuacion de la elipse (5.43) se reduce a

2
Ei | By

2t Tl

es decir, en este caso se trata de una elipse cuyos ejes estan en las direcciones de
los ejes coordenados X e Y.

4.1. Polarizacion circular

Consideremos el caso particular en que las amplitudes de las componentes del
campo eléctrico sean iguales y el desfase entre ambas sea +m/2, esto es

E, = Acos(wt—kz)

E, = Acos(wt—kz+tm/2)
En este caso la ecuacion (5.43) se reduce a
E; +E; = A®

LA | 1.1
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de donde
do _

ar Y

Por tanto, si el desfase es —7/2, el sentido de rotacion del vector campo eléctrico es
el sentido antihorario y estaremos ante una onda circularmente polarizada de
mano derecha (cuando el pulgar de la mano derecha apunta hacia la direccién
de propagacion, los otros cuatro dedos se cierran en la direccién de rotacion del
campo eléctrico) o con polarizacion positiva'. Si por el contrario, el desfase es
+7/2 el sentido de rotacion serd el de las manecillas del reloj y diremos que
se trata de una onda circularmente polarizada de mano izquierda o con
polarizacién negativa. En la figura 5.9 se representan las dos situaciones.

(@) (b)

Figura 5.9. Onda circularmente polarizada
a) a izquierdas; b) a derechas.

4.2. Polarizacion lineal

Otro caso particular del estado de polarizacién de una onda es cuando el
desfase entre las componentes del campo es £, esto es

E, = Acos(wt—kz)
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es decir, las componentes del campo estan en fase (¢ = 0) o en oposiciéon de
fase (¢ = 7). En este caso la ecuacion (5.43) se reduce a

E2  E} ?
A2i

que es la ecuacion de una recta que pasa por el origen. Decimos, entonces, que la
onda estd linealmente polarizada. En la figura 5.10 se ilustra la situacion. El
angulo que forma el vector campo eléctrico con el eje X es constante en el tiempo

y viene dado por
tan ¢ = Ey iB
an ¢ = —
E, A

Finalmente, si A = B, el campo eléctrico formara un adngulo de 45° con el egje X.

Figura 5.10. Onda linealmente polarizada.
Ejercicio de autoevaluacion 5.4

Una onda plana circularmente polarizada a izquierdas con médulo de campo
eléctrico de 4V /m, viaja en la direccion del eje X en un medio no magnético
y sin pérdidas. La frecuencia de la onda es de 1000 MHz y la velocidad de
fase vy, = ¢/3. Suponga que para x = 0;t = 0 el campo eléctrico solo
tiene componente en la direccién del eje Y. Determine las expresiones para
el campo eléctrico y el campo magnético; la impedancia caracteristica del
medio y la expresion para el vector de Poynting en el plano x = 2 cm.
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Soluciéon

La longitud de onda de la senal es

. Uph . 0/3 .
v la constante de propagacion
2
k=—=20
3 s

Teniendo en cuenta la expresién para la velocidad de fase de una onda en un
medio de permitividad € y permeabilidad p,, podemos obtener la permitivi-
dad relativa del medio que resulta

1 c
Uph = = = Ep =
P e Ve T

y por tanto, la impedancia caracteristica del medio sera

Ho Zo
Z=4— = =40
€ /er m

Una vez determinados estos pardmetros, podemos escribir las expresiones
para el campo eléctrico y magnético. Puesto que la onda se propaga en la
direccién del eje X, el campo eléctrico tendrd componente y y z, v como la
onda estd circularmente polarizada, las amplitudes de las componentes en
los dos ejes son iguales y el desfase entre ambas es igual a m/2. Por tanto,
para el campo eléctrico tendremos

E(z) = 4 [u, cos(2m(10% — 10z)) — u, sen(27(10°¢ — 10z))]

que esta polarizada a izquierdas ya que el angulo del vector de campo con el
eje Y viene dado por

tand = B2 _ —sen(2m(10%t — 10z)) 6= (0% —100) ’
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El campo magnético viene dado por

1
H:EuxXE

Haciendo los productos vectoriales, obtenemos
1
H(z) = Ton [u, sen(27(10% — 10z)) + u, cos(2m(10%¢ — 10z))]
T

El vector de Poynting viene dado por
S=ExH

Sustituyendo las expresiones para los campos

4
T [cos?(2m(10%t — 10z)) + sen’ (27 (107t — 10z))]
T

En el punto del plano x = 0,02 m, tendremos
2
S=_—u, [cos?(2m(10% — 0,2)) + sen?(2m(10% — 0,2))]
T

y el promedio temporal del vector de Poynting en cualquier plano perpendi-
cular a la direccién de propagacién serd
2

(S) = auw

5. PAQUETE DE ONDAS. VELOCIDAD DE GRUPO.

En las secciones anteriores hemos encontrado soluciones a las ecuaciones de
Maxwell en forma de ondas planas y hemos analizado sus propiedades. Se trata-
ron sb6lo ondas monocromaticas, que tienen una frecuencia y un ntmero de onda
definidos.

<l 12
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monocromaticos. Atn con la fuente de luz mas monocromatica (el laser) o el
transmisor o receptor de radio mejor sintonizado, siempre tendremos un conjunto
de frecuencias finito (aunque posiblemente sea muy pequeno). El efecto de amor-
tiguamiento se traduce en la emision de frecuencias diferentes de la frecuencia
propia w, (si bien proximas a ésta).

En consecuencia, para tratar de describir mateméaticamente los procesos on-
dulatorios reales, parece logico estudiar el resultado de la superposicion o inter-
ferencia de diferentes ondas monocrométicas. Como las ecuaciones bésicas son
lineales, en principio resulta una cuestién elemental construir una superposiciéon
lineal apropiada de un conjunto de ondas planas con diferentes frecuencias. No
obstante, en este planteamiento hay otro aspecto que tenemos que considerar. Si
el medio es dispersivo, esto es, si la permitividad eléctrica del medio es funcién
de la frecuencia de la senal, entonces la velocidad de fase no es la misma para
cada una de las componentes en frecuencia de la sefial. Como consecuencia, las
diferentes componentes de la senal viajan con velocidades distintas y tienden a
cambiar de fase unas con respecto a otras. En un medio muy dispersivo la ve-
locidad de flujo de energia puede diferir mucho de la velocidad de fase, o puede
incluso carecer de significado preciso. Por este motivo, en el estudio que vamos a
hacer a continuacion trataremos medios poco dispersivos.

Una vez analizado el problema real, consideremos un proceso ondulatorio for-
mado por la superposicién de una infinidad de ondas planas monocromaticas que
se propagan en la direccion positiva del eje 7 y cuyas frecuencias varfan de modo
continuo en un estrecho intervalo

[Wo — Aw < w < w, + Aw <]
donde w,. que es la frecuencia portadora, satisface la condicciéon
Wo > Aw
es decir, consideramos un intervalo muy proximo a la frecuencia central.

Suponemos también que la amplitud de todas las ondas es igual. La intensidad
total del campo eléctrico viene dada por la suma de las intensidades para cada
una de las frecuencias del intervalo dado, esto es
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

tanto podemos hacer un desarrollo en serie en torno a la frecuencia portadora y
quedarnos tinicamente con el primer término del desarrollo

dk
k~k, —
* d

" (w — wo) (5.45)

Wo
Sustituyendo en la expresion (5.44), tenemos

wotAw ]
E(z,t) = E, ¢ (Wot—koz) o3 (w—wo) (t=ldk/dw|2) g,

wo—ANAw

donde se ha utilizado w = w, + (w — w,) . Sacando fuera la exponencial que no
depende de la frecuencia y haciendo el cambio de variable u = w — w,, obtenemos

+Aw
E(z,1) = E,elot=ko?) / eTu(t= 1K/l ,2)) gy,
—Aw
Cuya integraciéon da

[ejAw(t—|dk/dw|oz) B e—jAw(t—\dk/dw\oz]>
E(2,t) = el @ot=Fko?)

J (t = |dk/dw|, 2)

o lo que es igual

B(2,1) = 2E, {sen [Aw (t — |dk/dw|, 2)] } i (wot—Fo2)

(t — [dk/ e, 2)

Este resultado se interpreta de la siguiente forma: el grupo de ondas interfiere
formando lo que llamamos paquete de ondas, que esta formado por un fenémeno
ondulatorio de frecuencia w,, nimero de onda k, y velocidad de fase vy, = w, ko,
pero con una amplitud modulada

sen [(Aw/vg) (2 — vgt)]
[vg " (2 = vgt)]

que se propaga a una velocidad llamada velocidad de grupo y que viene dada

A=2FE,

por la expresion

1 L2 A0
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—

N
i —

Figura 5.11. Amplitud de un paquete de ondas

A uno y otro lado del punto donde se alcanza el méximo, el valor de la amplitud
modulada disminuye y se anula en los puntos en los cuales se verifica

A
—w(z —wgt) = +7
Yg

Junto con el méximo principal, la amplitud modulada presenta un nimero
infinito de méximos secundarios cuya magnitud es muy pequena comparada con el
principal y que disminuye rapidamente al aumentar el argumento. Practicamente
se puede considerar que el campo electromagnético esta excitado tan sélo cerca
del maximo principal, mientras que en el resto del espacio la superposicion de las
ondas es destructiva.

La amplitud del paquete de ondas se desplaza en el espacio con una velocidad
de grupo v4 y el paquete conserva una extension limitada en el espacio siempre
que el medio no sea muy dispersivo. Mientras la velocidad de fase
Wo
ko
es la velocidad con la que se desplaza la superficie de fase constante del proceso
ondulatorio. Puesto que la energifa transmitida por una onda electromagnética
depende de la amplitud de la misma, es evidente que la energia de un paquete de
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Para poder entender de una forma mas intuitiva el significado de esta ecuacion
vamos a determinar las dimensiones espaciales del paquete. En un instante dado
to, el campo se anula en los puntos z1 v zo que verifican

sen [(Aw/vg)(z — vgt)] =0
que equivale a
(Aw/vg)(21 — vgto) = —m Y (Aw/vg)(z2 — vgto) =

Por tanto, el campo es diferente de cero en el intervalo definido por estos puntos,

esto es 9
T
A = — =
FTERTAT Awldk/dw),
ahora bien, de (5.45) tenemos
Aw dk = Ak
dw |,
por tanto
2
Ay = 25
VN

Luego, fuera de esta regién el campo tiene un valor préximo a cero.

Del mismo modo, si ahora fijamos una determinada posicién, por ejemplo
zZ = z,, el intervalo de tiempo durante el cual la amplitud del paquete de ondas
difiere de cero es igual a

27
At~ —
Aw
Asi pues, un paquete de ondas tiene unas dimensiones limitadas en el espacio y
en el tiempo que satisfacen las siguientes condiciones:

AtAw =~ 21 ; NzNk ~ 27

Podemos ahora modificar el planteamiento del problema. Supongamos que se
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ELECTROMAGNETISMO 11

pertenecen a un intervalo Ak. Cuanto més estrecho es el paquete, es decir, cuanto
menores son sus dimensiones espaciales, tanto mayor tendra que ser Ak, es decir,
tanto mayor debera ser el intervalo de longitudes de onda que debe participar en
la formacién del paquete.

De manera andloga, si queremos que exista una senal electromagnética con
una duracién At en el tiempo, implicara el concurso de ondas monocromaticas en
un intervalo Aw. Cuanto menor es la duracion que se impone a la sefial (paquete),
tanto mayor es el intervalo de frecuencias Aw de las ondas monocrométicas que
han de formarlo.

Estos resultados poseen un gran valor fundamental y practico. Una onda mo-
nocromatica del todo homogénea y que se extiende infinitamente en el espacio
y en el tiempo no existe, como hemos indicado anteriormente. Sin embargo, me-
diante un emisor cuyo amortiguamiento sea suficientemente pequeno y que radie
durante un tiempo suficientemente largo se pueden formar en el espacio ondas
que, por sus propiedades, son practicamente monocromaéticas.

6. REFLEXION Y TRANSMISION DE ONDAS PLANAS:
INCIDENCIA NORMAL

Cuando una onda plana que se propaga en un medio se encuentra con una
frontera que separa este medio de otro con parametros dieléctricos diferentes,
parte de la onda se refleja y otra parte se transmite a través de la frontera entre
los medios. Vamos a considerar la situacién ilustrada en la figura 5.12.

El medio 1 definido para z < 0 esté caracterizado por los parametros €1 y u1,
y el medio 2 definido para z > 0 esta caracterizado por los parametros €9 y po.
Suponemos medios dieléctricos sin pérdidas. Una onda plana incidente polarizada
en la direccion x se propaga en direccion z e incide normalmente en la superficie
de separacion de los medios. Las expresiones fasoriales para los campos de la onda
incidente vienen dadas por

Ei(z) = u,EleM* (5.48)
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Onda plana incidente
D —

Onda plana trasmitida
—_—
Onda plana reflejada

«—

Medio 1 (g, W,) Medio 1 (g, W,)
z=0

Figura 5.12. Onda plana incidiendo normalmente
a la frontera de separacion de dos medios

Las expresiones para las ondas reflejada y transmitida seran, de acuerdo con
la figura 5.13, las siguientes

E'(z) = u,E ek (5.50)
I/‘\IT(Z> = (—u,) x ETZ<IZ) = —uyg‘f elkrz (5.51)
El(z) = u,Ele % (5.52)
IA{t(z) = u, X Etz(? = uyg;é e Ihk2z (5.53)

Las cantidades E, E” y E! son las amplitudes de las ondas incidente, reflejada y
transmitida. Nuestro objetivo es encontrar expresiones para las amplitudes refle-
jada y transmitida en funcién de la amplitud de la onda incidente que se supone
conocida. Para ello, aplicamos las condiciones de frontera para el campo eléctrico
y el campo magnético en el limite de separacion de dos medios teniendo en cuenta
que, tal y como se muestra en la figura 5.13, tanto el campo eléctrico como el
campo magnético son tangenciales a la superficie de separacion de los medios.
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Medio 1 (g, W,)

z=0

E(

H

Medio 2 (g,, W,)

Figura 5.13. Ondas incidente, reflejada y transmitida
en la frontera de separacion de dos medios dieléctricos

b) Si no existen corrientes superficiales, las componentes tangenciales del cam-

po magnético son continuas.

Seguin se deduce de la figura 5.13 el campo total en el medio 1 es la suma de la
onda incidente y la onda reflejada, esto es

El@') = El(@ + ET(Z) = uy (Ef) e Mz L pr e”’“z)
(5.54)
Hi(z) = H'(z)+H'(2) = u, (Hje 705 - Hyetihe)
mientras que en el medio 2 sélo existe la onda transmitida
Ey(2) = E'(2) = u, B e /M2 (5.55)

En la frontera de separacion de los dos medios, z = 0, las componentes tangen-
ciales de ambos campos se conservan. Entonces

~

E1(0)=Ey(0) = E. +E.=E'

(5.56)
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE
Obtenemos las siguientes expresiones para E y E! en funciéon de E!
g (24 i
o o
Zy+ 21

275 -
El=(-"" ) E}
¢ (ZQ+Z1> ¢

que nos permiten definir los denominados coeficiente de reflexiéon y coeficiente
de transmisiéon respectivamente.

B ([ Zy— 7
[=2o_ (22241 5.57
Eé <ZQ +Zl> ( )
' Et 27
o 2
R 5.58
TTE <Zz +Z1) (5.58)

Para medios dieléctricos sin pérdidas, tanto Z1 como Z5 son cantidades reales,
por tanto, I' y 7 también lo son. Para medios conductores las expresiones (5.57 )
y (5.58) son igualmente aplicables s6lo que en este caso las impedancias caracte-
risticas de los medios pueden ser complejas.

Los coeficientes de reflexién y de transmisién estd interrelacionados mediante
la expresion

T=1+T (5.59)
En funcién de estos coeficientes, los campos a cada lado de la frontera vienen
dados por
Ei(z) = u,E! (e‘jklz + Fe+jklz>
(5.60)
ﬁl(z) = uyHg (e_jklz — I’eﬂklz)

en el medio 1, y
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6.1. Balance de potencia

Para llevar a cabo un balance de potencia determinaremos la densidad de
potencia promedio neta que fluye a cada lado de la frontera. Para el medio 1

R (B (2) < i ()

[ Ez e Jklz—i—l“ejklz) y uyEZz: (ej]ﬂz F*e_jklz>:|

_ uJEZ‘ (1—|F|> {le} (5.62)

El primer término de esta expresiéon representa la densidad de potencia promedio
transportada por la onda incidente, mientras que el segundo término representa
la densidad de potencia promedio transportada por la onda reflejada. Es decir

(S1) = (8%) +(8")

tenemos

l\.')\r—l

(S1) =

l\')\»—t

con

(s') = ‘E;‘ %{le} (5.63)

P12
2 ’E;’ éR{le} (5.64)

Si tratamos con medios dieléctricos sin pérdidas, tanto el coeficiente de reflexiéon
como las impedancias caracteristicas de los medios seran reales.

(8") =

La densidad de potencia transportada por la onda transmitida al medio 2 ser4

Sy) = %m(ﬁg(z)xﬁ2<z))
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Finalmente, a partir de las expresiones (5.57) y (5.58) es posible comprobar que,
para medios dieléctricos sin pérdidas, se cumple la siguiente relacién

con lo cual, se verifica

T 117
Zy
(S1) = (S2)

que es el resultado esperado de conservacion de la densidad de potencia cuando
la onda electromagnética se propaga en medios sin pérdidas.

E (z,t)

\
-
N
\
/
b
=
=
>
N
~N
\
/
= e
Conductor

perfecto

Medio 1 (g, 1,)
z=0

H,(z,t)

Conductor
perfecto

Medio 1 (g, p,)
z=0

Figura 5.14. Ondas estacionaria en la superficie de un conductor
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las expresiones generales (5.57) y (5.58) pero ahora la impedancia intrinseca del
medio 2 es compleja y viene dada por

N
Zy=(14+j)-
v
Si se trata de un conductor perfecto, v — oo y Zo — 0, por tanto los coeficientes
de reflexion y transmision toman los siguientes valores
'=-1 v 7=0

Es decir, la onda electromagnética se refleja completamente, no hay onda trans-
mitida al medio conductor.

Las expresiones que obtenemos para los campos en el medio 1 son

Ei(2) = u,E! (e‘jklz — e+jk1z> = —j2E! sen(k12)u,
H () = u, H: (e_jklz + e+jklz) = 2H! cos(k12)u,
Los campos instantaneos correspondientes a estos fasores son
Ei(2,t) = R [El(z) ejm} = 287 sen (ki 2) sen (wi)u,
(5.66)
Hi(z,t) = R [ﬁl(z) ew} = 2H! cos (k12) cos (wt)uy

que son ondas estacionarias en la regiéon de z < 0. Como era de esperar, en z = (
el campo eléctrico es nulo y el campo magnético alcanza su valor maximo. En la
figura 5.14 se ha representaado el patréon de onda estacionaria para los campos
El(z, t) N Hl(z, t).

Ejercicio de autoevaluaciéon 5.5

Una onda plana de 50 MHz con amplitud de campo eléctrico de 100 V/m
indice normalmente a través del aire en un medio dieléctrico semiinfinito
con €. = 16. Determine: a) el coeficiente de reflexiéon v de transmisién:
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Soluciéon

a) Para calcular los coeficientes de reflexion y transmision hay que obtener
primero las impedancias intrinsecas de los dos medios en juego:

Zy =2, =120

Z
Zy=te = [Ho 2o 300
€ ErEo 4
Los coeficientes serdn entonces
_ZLe—Z1 3
Iy + 21 5
275 2
T = — = —
Zo+ 21 5

Podemos comprobar que se verifica la relacion 7 =1+ 1.

b) Densidades de potencia promedio de las ondas incidente, reflejada y trans-
mitida. Estas densidades vienen dadas por las expresiones:

1 .
(80) = 5 - |Bof u. = 13, 26u. W/m®
1

_ 1 2 pi|2, _ 2
(S,) = 57 U] |E " u, = 4,77u, W/m

1 2 -2 2
(St) = E || ‘Eg‘ u, = 8,49u, W/m

Puede comprobarse que la energfa incidente por unidad de tiempo y de su-
perficie es igual a la energia reflejada méas la transmitida también por unidad
de tiempo y superficie.

¢) Para calcular la distancia en el aire desde la frontera al minimo més
cercano. tenemos aue_obtener 1a expresion del campo eléctrico en el aire. que
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serd la suma del campo incidente y el reflejado. Puesto que I' = —3/5 =

3/5e7™ el campo en el aire sera

B = wE (e—jklz N 3ej<k1z+w>>
- 5

y la amplitud del campo eléctrico en el aire serd

E?—E,-E - ()’ (e—jklz N 3ej<k1z+rr>> <€jk1z N 3e—j(k:1z+7r)>
5 5

Operando
‘El‘ \/1++cos(2klz+7r)

que serd minimo cuando el coseno sea igual a —1, esto es

2k1zmin + 7= —2m+ D7

con m un numero entero. Para m = 1 Obtenemos
T
Zmin = —7
k1

La constante de propagacién cuando el medio es aire es

w f ™
k = —— — = —
! c c 3 m
Luego
T
min —=-3
z i m

7. REFLEXION Y TRANSMISION DE ONDAS PLANAS:
INCIDENCIA OBLICUA
En la seccion anterior hemos analizado la indicendia normal de una onda plana
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sobre la superficie de separaciéon de dos medios como se muestra en la figura 5.15.
Definimos el plano de incidencia como el plano que contiene la normal a la frontera
y la direccién de la onda incidente. En la figura 5.15 el plano de incidencia coincide
con el plano XZ. El angulo de incidencia esta contenido en el plano de incidencia
v es el formado por la direccién de la onda incidente y la normal a la superficie de
separacion. De forma anéloga se definen el angulo de reflexion y el de transmision.

Medio 1 (g, W,) Medio 2 (g,, W,)

Figura 5.15. Incidencia oblicua de una onda en
la superficie de separacion de dos medios

Una onda genérica, con cualquier polarizacién siempre la podemos descompo-
ner en suma de dos ondas polarizadas ortogonalmente, una con el vector campo
eléctrico paralelo al plano de incidencia, llamada polarizacién paralela, y otra
con el vector campo eléctrico perpendicular al plano de incidencia, llamada po-
larizacion perpendicular. Estas dos configuraciones se muestran en la figura
5.16.

La polarizacién con el vector del campo eléctrico perpendicular al plano de
incidencia también se denomina polarizacién transvesal eléctrica y aquella en la
que el vector de campo eléctrico es paralelo al plano de incidencia se denomina
también transversal magnética ya que en este caso, el vector del campo magnético
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7.1. Polarizaciéon perpendicular

En la figura 5.16(a) se esquematiza la situacion de una onda plana que se
propaga en la direccién indicada por el vector de propagacion k; e incide en la
superficie de separacion de dos medios con un angulo ;. El campo eléctrico tiene
la direccion del eje Y (sale del papel) mientras que el campo magnético esta con-
tenido en el plano de incidencia. Los fasores para el campo eléctrico de las ondas

X
L
i 2 HI
E.
________________ .\
6,
E ki
0, H.
Medio 1 (g, W,)
(a)
X
! % E.
H:
________________ 6.\
0,, ei
B K
Medio 1 (g, W,)
(b)

waaaea B 168 Tocidancia bl

E! 'eﬂ/k

HH
1.6,

__________________ z

Medio 2 (g,, W,)

110 n o) Daolarizacid

n
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

incidente, reflejada y transmitida vienen dados por las siguientes expresiones

i
EJ_
mr
EJ_

ot
EJ_

_ i —Jjkir;
= uyEo,l e
o

= wyE) el (5.67)

_ t —jkt-re
= uyEO,J_ e

Las condiciones de contorno para el campo eléctrico en la superficie de separaciéon
de dos medios establecen que las componentes tangenciales de dicho campo son

continuas, por tanto

E(Z)VL eijkiiri + EZ,L eijkr.rr = E(t),L eijkt.rt

Los vectores de onda incidente, reflejada y transmitida, asi como los vectores de

posicion vienen dados por

rt

de forma que los productos son

ki-ri
k, - r,
ki'I't

k1 senf;u, + k1 cos;u,
kisenf,u, — ki cosf,u,

ko sen Oyu,, + ko cos Oyu,

ru,; + 2u,
U, — 2U,

T, + 2u,

k1 (zsenf; + z cos b;)
= ki(xsenb, — zcosb,)

= ko(xsenf; + zcosby)

Sustituyendo estas expresiones en la condicién de continuidad de las componentes
tangenciales del campo eléctrico para z = 0, obtenemos

rtagens
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ELECTROMAGNETISMO 11

De la primera igualdad se deduce que
senf; =senf, — 0,=20,

que constituye la ley de reflexion de Snell. De la segunda igualdad, teniendo en
cuenta que el nimero de onda k = nw/c con n el indice de refraccion del medio,
se deduce que

n1 sen 6; = ny sen b,

expresion que constituye la ley de refraccién de Snell.

A continuacién vamos a estudiar las relaciones entre las amplitudes de las
diferentes ondas. Teniendo en cuenta los resultados de arriba, para el campo
eléctrico se verifica la siguiente relacion

E. +E, =E | (5.68)

Por otro lado, los fasores asociados al campo magnético de las ondas incidente,
reflejada y transmitida en el punto z = 0 vienen dados por

Hj_ = H;L (— cos b;u, + senb;u,) e Jk1zsent;
H| = H;, (cosfju, —senb;u,) e IRizsenti (5.69)
ﬁt _ Ht .0 en 0 —jkox sen O,

L - o,L (7 cos fiu, + sen tuz) e

Aplicando la continuidad de las componentes tangenciales del campo magnético
(en ausencia de corrientes superficiales), en este caso las componentes segun el eje
X, y teniendo en cuenta las leyes de Snell deducidas anteriormente, tenemos

H; | cos0; — H, | cos0; = —l—Hé,L cos 0y

Ahora bien, las amplitudes de los campos eléctrico y magnético estén relacionadas
por la impedancia intrinseca del medio, por tanto

E? E" E?
Zof_ cosB; — ZOIJ' cosb; = —I—% cos 0, (5.70)
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

B Eé,l B 275 cos b;
N Ef)L ~ Zycosb; + Zy cos b,

TL (5.72)
que son respectivamente el coeficiente de reflexiéon y de trasmisiéon para el caso
de incidencia oblicua con el vector campo eléctrico perpendicular al plano de
incidencia.

Podemos comprobar que se verifica la misma relaciéon que en el caso de inci-
dencia normal
T, =141

y que légicamente, si el &ngulo de incidencia 6; es nulo, estas expresiones se reducen
a las obtenidas para la incidencia normal.

Para medios no magnéticos tenemos que

Zy  Uph2

n1

Z1 vpna  n2
Y en virtud de la ley de la refraccién

Zo  senb;

Z ~ senb,

Entonces, los coeficientes de reflexion y de transmision se pueden expresar me-
diante las siguientes expresiones

~ sen (6 — 6;)
7 sen (0: + 6;) (5.73)
~ 2sen 0y cost;

~ sen (6; + 0;) (5.74)

7.2. Polarizacién paralela

Analicemos a continuacidn el caso esanematizado en 1a fionra 5 16(h) en el
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ELECTROMAGNETISMO 11

que podemos escribir como
i ( i o ) _ E(t)yH (5 75)
7, el oll) = 7, :

Por otro lado, los fasores asociados al campo eléctrico de las ondas incidente,
reflejada y transmitida en el punto z = 0 vienen dados por
ﬁ = E«Z).H (cosB;u, — senf;u,) e~ Ikizsent;

~

| = Ej(cosbiug + senbiu) e Ikwsend; (5.76)

e t —jkox sen 64
E” = EO,H (cosfpu, —senfbiu,) e

Aplicando la continuidad de las componentes tangenciales del campo eléctrico,
componentes segin el eje X, y teniendo en cuenta de nuevo las leyes de Snell
deducidas anteriormente, obtenemos

E. cos; + EL | cost = E. | costy (5.77)

Resolviendo, como hemos hecho en el apartado anterior, el sistema formado por
las ecuaciones (5.75) y (5.77) obtenemos

EZ,” _ Zacosby — Zy cosb;

Iy = 20 = 5.78
I E! ! Zo cos By + Z cos b; ( )
Y ¢
I EO?H _ 222 COS 91 (5 79)
= g Zocos Oy + Z1 cosb; ’

O?H
que son respectivamente, el coeficiente de reflexién y de trasmisiéon para el caso
de incidencia oblicua con el vector campo eléctrico paralelo al plano de incidencia
(contenido en el plano de incidencia).

En el caso de polarizacion paralela, la relacién entre el coeficiente de transmi-
sion y el de reflexion viene dada por

cos 0;
7= (1+1))

cos 0;

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

2sen 0; cos 6;

sen (0; + 0;) cos (6 — 6;)

(5.81)

T

7.3. Relaciones de fase. Angulo de Brewster

A partir de las expresiones obtenidas para los coeficientes de reflexiéon y trans-
misién vamos a analizar las relaciones de fase entre las ondas incidente, reflejada
y transmitida.

Onda transmitida

Puesto que 6; y 6; estan comprendidos entre 0 y 7/2 de (5.74) y (5.81) se
desprende que las amplitudes de los campos transmitidos tienen el mismo signo
que las amplitudes de los campos incidentes. Por tanto, el campo transmitido esta
en fase con el campo incidente.

Onda reflejada

Consideremos que n; < ng. Kntonces siempre se verificard que 6; > 6;. Vamos
a analizar por separado los casos de polarizaciéon paralela y perpendicular

» Polarizacién paralela.
e Sif;+ 6, = /2, de la expresion del coeficiente reflexion

E£7|| _ tan (6; — 0;)

E! ! ~ tan (6; + 6;)

vemos que tan(6; +6;) — oo y por tanto, Iy = 0, es decir, no hay onda
reflejada. El dangulo de incidencia para el cual sucede esto se denomina
anculo de Brewster 0z . Se verifica ane
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ELECTROMAGNETISMO 11

e Si el dngulo de incidencia es menor que el dngulo de Brewster, 6; +6; <
/2, entonces tan(6;—6;) < 0y tan(6;+6;) > 0 lo cual significa que hay
un cambio de fase de 7 radianes entre la onda incidente y la reflejada.

e Finalmente si el &ngulo de incidencia es mayor que el dngulo de Brews-
ter, 6; > Op, entonces 6; + 6, > 7w/2 y tanto el numerador como el
denominador de (5.80) son negativos, por lo que I'j > 0, es decir, no
hay cambio de fase.

= Polarizacién perpendicular. De la expresion para el coeficiente reflexiéon

E, . sen(6; —6;)
EZ)’L ~ sen (6; + 6;)

I, =

se desprende que siempre hay un cambio de fase de w radianes entre la onda
incidente y la reflejada.

Consideremos ahora dos casos limite: incidencia normal e incidencia rasante.
Para incidencia normal (6; — 0) podemos aproximar las tangentes y los senos por
sus argumentos y entonces tendremos

r T
B, £ 0 —0; np—no

Eé,L - E! _9t+9i_n1+n2

o

Para el caso de incidencia rasante (6; — m/2) tenemos

r T
2 By

EZ

o ,

Estos resultados se resumen en la figura 5.17.

Para el caso en que ny > ny se verificard que 6; > 6;. El dngulo de incidencia
para el cual el angulo de refraccion es igual a 6, = 7/2, se denomina angulo
critico. En este caso la onda transmitida fluye a lo largo de la superficie de
separacion de los dos medios y no se transmite energia al medio 2. El dngulo
critico se deriva de la ley de la refraccion y viene dado por

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

1 .
n,<n, &
E‘H
0
n,—n, B
n,+ n, ?
1
0 0 0, w2

Figura 5.17. Angulo de Brewster y relaciones de fase
entre las componentes reflejada e incidente para los
dos tipos de polarizacion. Caso n1 < ne

Si hacemos un anélisis para las relaciones de fases entre las componentes re-
flejada, transmitida e incidente similar al hecho méas arriba obtendriamos los re-

sultados que se representan en la figura 5.18.

1
n,—n, E.
n,+n, Ei
0
E/
n,>n, E.
-1
0 0 0, 6. n2

Figura 5.18. Angulo de Brewster y relaciones de fase
entre las componentes reflejada e incidente para los
dos tipos de polarizacién. Caso ni > ne
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ELECTROMAGNETISMO 11

reflejada y transmitida con la potencia promedio incidente.

Consideremos el caso de polarizacién perpendicular. El vector de Poynting
promedio asociado a cada una de las ondas viene dado por las siguientes expre-

siones )
Ei
<8 >= el B
277
E" ’
<8S| >= o u,
271
y
Et ?
<S8! >= o w
275

donde u;, u, y u; son respectivamente los vectores unitarios que indican la direc-
cién de propagacion de las ondas incidente, reflejada y transmitida. La potencia
promedio a través de un area A = Au, definida en la superficie de separaciéon de
los medios vendra dada por
. 2
, | | ;|
< Pl >= / <S8 >-dA =<8 > Acosb; = 2721/100591-

2
;|
< P] >—/<Si>-dA—< S > Acosb, = ———Acosb,
1
y
2
e
<Pi>=/<S'j_>'dA:<Sﬁ_>ACOSHt: 272 Acos b,
2

Una vez obtenidas las expresiones para las potencias promedio, definimos la re-
flectividad R como el cociente entre la potencia reflejada y la potencia incidente,
esto es

2
<PI>_‘E£,L‘

R, = (5.83)

P
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Y en el caso de polarizacion paralela, tendriamos

Rp= =02 _p
n—<%>—H

(5.84)

Anélogamente se define la transmitividad 7" como la razon entre la potencia
transmitida y la potencia incidente

<P > |E} ["Zicost,

L=< Pl > N |EZ’L]2Z2 cos 0;
o lo que es lo mismo
< Pt > Z1 cos b,
* <ﬂ>|m<@m@ (5.85)

y para polarizacién paralela

71 cos 0
T = = 5.86
= <PL ‘ II‘ (ZQCOSH) ( )

La conservacion de la energia requiere que se verifique que la potencia incidente
debe ser igual a la suma de la potencia reflejada mas la potencia transmitida, esto
es

<P'>=<P'>+<P'>
Teniendo en cuenta las expresiones para la potencia promedio tanto en el caso de
polarizacién perpendicular como paralela, obtenemos

R +T, =1

Ry+1y =1
Ambas expresiones son una consecuencia del principio de conservacion de la ener-
gia.
Ejercicio de autoevaluaciéon 5.6
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ELECTROMAGNETISMO 11

Si la onda tiene polarizacién paralela, determine el angulo de transmisién y
la potencia promedio reflejada y transmitida.

Soluciéon

El indice de refraccién del medio dieléctrico viene dado por

C

nog =
Uph,2

con
1 1 c

Uph,2 = = o

VER 3y/Eolko e

O sea, no = 3. De acuerdo con la ley de Snell de la refraccion

ny sen 60°
senf; = —senb; =
n9 3

=0,29
O bien
0, = 16,78°
El coeficiente de reflexion para polarizacion paralela viene dados por (5.80)
va que el medio es no magnético
_ tan(0; —0;)  tan(—43,22°)
I~ tan (0, + 6;)  tan(76,78°)

= —0,22
La potencia reflejada sera

< P[ >=< P} > |F||\2 =048 W
Y la potencia transmitida seréd

<P >=<P>-<P >=952W
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

8. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 5.1 Una onda electromagnética plana polarizada linealmente se propaga en la
direccién z > 0. El campo eléctrico es de la forma

E(z,t) = E(z,t)u,

Las constantes del medio son: € = 16¢,, 1 = u, vy v = 0. La onda es sinusoidal y
su frecuencia es f = 108 Hz. En el instante t = (1/12)1078s. se observa que existe
un maximo de 10 V/m en z = 0,25 m. Obtener las expresiones instantéaneas para
el campo eléctrico y el magnético.

E 5.2 Una onda electromagnética plana, polarizada linealmente, se propaga en
el vacio en la direccién del eje Y, hacia y > 0. Disponemos un dipolo rectangular
de lados a y b, (b = 2a), situado como indica la figura E5.2. El campo eléctrico
de la onda viene dado por,

E = E, cos(wt — ky)u,

Calcular la f.e.m. inducida en el dipolo para los tres casos siguientes: a) A >> q;
b) A = 2a; ¢) A = 4a.

a/2

y a 3a Y
X

Figura Eb5.2

E 5.3 En el espacio existe un campo magnético dado por la ecuaciéon
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o L A

L_SnY

Figura E5.3

E 5.4 Una onda electromagnética se propaga en el vacio en la direccién del eje
Y, de forma que la intensidad de campo magnético es:

t
H = H,cos 27r(f - %) u,
La frecuencia de la onda es f = 10® Hz, siendo T el periodo y A la longitud de
onda. Un dipolo en forma de espira cuadrada, de lado L = (3/2)\, se dispone a
una distancia del origen A como muestra la figura E5.4. Calcular la f.e.m. inducida

en la espira.

o A (5/2) A
L Y
ey

Figura E5.4

X

E 5.5 En un medio de permeabilidad p, y permitividad € = 4¢, se propaga una
onda electromagnética, cuyo campo eléctrico es de la forma:

E=10"2cos(108 7t — ky+ 7/2)u, V/m

Calcular la constante k, la longitud de onda A y la intensidad de campo magnético
H. Encontrar el primer punto sobre el eje Y, distinto del origen de coordenadas,

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

Calcular las constantes k y A y el campo eléctrico E. Encontrar el primer punto
sobre el eje Y, distinto del origen de coordenadas, donde se anula el campo eléctrico
E parat=5x 1077

E 5.7 Una onda electromagnética plana de frecuencia 10%Hz se propaga en la
direccion del eje Z en el seno de un dieléctrico perfecto. El fasor asociado al
campo eléctrico viene dado por

E= 10e 5%u,

Calcular la longitud de onda A, la permitividad e, el fasor asociado al campo
magnético H y el vector de Poynting S.

E 5.8 El campo eléctrico de una onda electromagnética polarizada linealmente
en forma compleja es:

E = u,Be /" 4+ u,2B,e 1 (F>=¢)
Calcular la intensidad de campo magnético H. Calcular el vector de Poynting S
y su valor medio < S >.

E 5.9 El campo eléctrico de una onda electromagnética que se propaga en el
vacio viene dado por

E = u, Eye 7% 4+ quEOe_j(kZ_‘p)

Indicar el tipo de polarizacién de la onda. Calcular la intensidad de campo mag-
nético H y determinar el vector de Poynting S y su valor medio (S).

E 5.10 A frecuencias muy altas la corriente se limita a una region proxima a la
superficie del conductor y los campos eléctrico y magnético son nulos en el interior.
Si E; y By son las componentes tangenciales del campo eléctrico y magnético
representadas en la figura E5.10. Demostrar que en el conductor se cumple la
siguiente relacién:

0E, 0B
d- Ot

u
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E 5.11 Una onda electromagnética plana de 100 MHz se propaga en la direccion
del eje Z. Mediante una sonda determinamos el méximo del campo eléctrico en
un punto, considerado como referencia, y su valor es E, = 10 V/m. Con la misma
sonda medimos el valor maximo del campo en un punto sobre el eje 7 distante
del anterior 3 m resultando un valor de 0,01V/m. La permitividad del medio es
€0 v su permeabilidad p,.

De los datos obtenidos, jse puede deducir que la onda se propaga en un medio
conductor? En caso afirmativo calcular la constante de atenuaciéon y la conducti-
vidad del medio.

E 5.12 Una onda electromagnética polarizada linealmente en la direccién uy, se
propaga en la direccion positiva del eje Z. Su amplitud es 10 V/m, la frecuencia
f = 300 MHz. Las constantes del medio son € = 4e,, pt = i, y ¥ = 100 (2m)~1,
Determinar las constantes de atenuacion y fase (a y ), la impedancia intrinseca
y la profundidad de penetracion.

E 5.13 Una onda plana circularmente polarizada a izquierdas con moédulo de
campo eléctrico de 4V /m, viaja en la direccion del eje X en un medio no magné-
tico y sin pérdidas. La frecuencia de la onda es de 1000 MHz y la velocidad de
fase vy, = ¢/3. Suponga que para z = 0; t = 0 el campo eléctrico s6lo tiene com-
ponente en la direccion del eje Y. Determine: a) Las expresiones para el campo
eléctrico y el campo magnético; b) La impedancia caracteristica del medio; y ¢)
La expresion para el vector de Poynting en el plano z = 2 cm.

E 5.14 El campo eléctrico de una onda plana que se propaga en un medio no
magnético es
E = 25¢ 17 cos(27 - 10'°t — 400z)u,

Determine: a) El tipo de medio de que se trata (dieléctrico, conductor, dieléctrico
con pequenas pérdidas...); b) La impedancia intrinseca del medio; y ¢) La expresion
correspondiente al campo magnético H

E 5.15 Una onda plana uniforme de 30GHz y con una amplitud de 100 kV/m
incide sobre una placa de aluminio (y = 3,53 - 10”7 S/m) que es perpendicular a
la direccién de propagacion. La mayor parte de la potencia es reflejada, pero un
poco se propaga hacia la placa de aluminio. Determine la amplitud de la onda
transmitida y la distancia que recorrera en la placa de aluminio antes de que el
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ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

E, = 30/ u,

Determine: a) la frecuencia de las ondas; b) La impedancia intrinsica de la region
z > 0 que ha causado la reflexion de la onda; y ¢) El valor o valores de z en el
intervalo [—0,5;0] en que es méxima la amplitud del campo eléctrico.

E 5.17 Una onda plana uniforme en la regién 1 del espacio incide sobre la frontera
plana que separa las regiones 1 y 2. Si ambas regiones son dieléctricos sin pérdidas
y no magnéticos, determine la razén ey/e1 si el 10% de la energia de la onda
incidente es: a) reflejada; y b) transmitida a la region 2.

<

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



TEMA 6

PROPAGACION GUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

RESUMEN
Objetivos generales

Estudiar las caracteristicas de la propagaciéon guiada de ondas electromagné-
ticas y los distintos sistemas de transmisién con simetria translacional. Particu-
larizar este estudio en las lineas de transmisiéon y en la propagacién de ondas
transvesales electromagnéticas, ondas TEM.

Objetivos especificos

= Relaciones generales entre los campos eléctrico y magnético en sistemas de
transmision con simetria traslacional

= Modos de transmisiéon. Modo transversal electromagnético
= Linea de transmision: Concepto y ecuaciones de la linea.

= Propagacion de ondas en una linea de transmision: Impedancia de una linea.
Coeficiente de reflexion. Lineas sin pérdidas.

s Caracterizacion de una onda estacionaria en una linea de transmision.

= Potencia transmitida en una linea sin pérdidas.
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ELECTROMAGNETISMO 11

Requisitos previos

Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, campo
magnético. Dominar el calculo vectorial integral y diferencial. Notaciéon fasorial.

<
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

INTRODUCCION

Hasta aqui hemos estudiado la propagacién de ondas electromagnéticas en
medios ilimitados. El objetivo de este tema y los siguientes es el estudio de la
propagacion del campo electromagnético en medios confinados. En general, es-
tos medios confinados son estructuras que se utilizan para transferir energia o
informacién entre dos puntos y se denominan de forma genérica lineas de trans-
mision. Ejemplos de lineas de transmisiéon son los cables telefénicos, el cable
coaxial que transporta senal de audio, el cable de antena de TV, las fibras épticas
y las guias de ondas. En la figura 6.1 se muestran algunos de los ejemplos de lineas
de transmisién mencionados.

Todas estas lineas de transmisién se caracterizan porque existe una direccién
privilegiada, que normalmente identificamos con la direccién del eje 7. Esta di-
recciéon coincide con la direccién de propagacion de la onda electromagnética v a
lo largo de la misma se conserva la seccién transversal del sistema, tanto en geo-
metria como en lo referente a las caracteristicas electromagnéticas de los medios
que forman parte de la linea. Por este motivo también se denominan sistemas de
transmision cilindricos o sistemas de transmisiéon con simetria traslacional. Esta
hipétesis de simetria traslacional nos va a permitir resolver con relativa sencillez
el problema de propagacion.

De los sistemas mostrados en la figura 6.1, la linea bifilar y la linea micros-
trip son sistemas abiertos y la falta de confinamiento del campo electromagnético
puede dar lugar a fenémenos de radiacién que inhabilitan el sistema para su utili-
zacion a muy alta frecuencia. Aunque en sentido estricto todo dispositivo utilizado
para la transmisién de energia electromagnética es una linea de transmisién, lo
comin es reservar este término para los que pueden transmitir ondas transversa-
les electromagnéticas (TEM) que, como veremos més adelante, son aquellos que
constan de dos o més conductores. El término guia de ondas se reserva para los
sistermas que son capaces de transmitir una onda que no tiene componente eléctri-
ca en la direcciéon de propagacion, onda transversal eléctrica (TE), o bien que no
tiene componente magnética, onda transversal magnética (TM). Las guias estan
formadas por un solo conductor hueco cuyo interior puede estar ocupado por un
dieléctrico o por aire. La fibra ¢ptica estd constituida por una varilla dieléctrica
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ELECTROMAGNETISMO 11

99 74

@ (b) ©

(d) (e) ®

Figura 6.1. Lines de transmision: a) linea bifilar; b) cable coaxial; ¢) linea microstrip;
d) guia de ondas rectangular; d) guia de ondas cilindrica y f) fibra 6ptica

1. RELACIONES GENERALES ENTRE E Y H

El propésito de esta secciéon es deducir expresiones generales para los campos
eléctrico y magnético que se propagan a lo largo de un sistema de transmision
cilindrico. Partimos de senales armoénicas por lo que la dependencia temporal serd
de la forma e/“!  siendo f = w/27 la frecuencia de alimentaciéon. Nos limitamos
a medios lineales, homogéneos e is6tropos en los que no existen fuentes. En estas
condiciones las ecuaciones de Maxwell toman la forma

V-E = 0

~

V-H = 0
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

con ¢ la permitividad eléctrica compleja y p la permeabilidad magnética de los
materiales en que se efectiia la propagacién.

Ademas, la existencia de las superficies conductoras que constituyen el siste-
ma de transmisién exije que los campos verifiquen las siguientes condiciones de
contorno:

= El campo eléctrico debe ser normal a las superficies metalicas.

u, x E=0
con u,, el vector unitario a la superficie metalica considerada
= El campo magnético debe ser tangencial a dichas superficies, esto es
u, H=0

Para abordar el problema de propagaciéon planteado y dado que hemos con-

siderado como eje de simetria del sistema de transmisién y como direccién de

propagacion el eje Z, podemos descomponer los vectores del campo v el operador
V en sus componentes transversal y longitudinal

0
V:VtJrVZ:VtJr—uz

0z
Teniendo en cuenta esta descomposicion, las ecuaciones de Maxwell quedan

~ OF

Vi-Ei+—= = 0
0z

(6.1)

. OH

Vi -H; + z 0
0z
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ELECTROMAGNETISMO 11

donde hemos sustituido V; x u, por (—u, x V;).

Las dos dltimas expresiones que son las ecuaciones rotacionales de Maxwell se
pueden separar directamente obteniendo los siguientes conjuntos de ecuaciones

Vi % }AIt = jwsEZuZ
(6.3)
Vt X Et = —jwuﬁzuz
y
. OH .
u, x ViH, —u, x —1t = —jweE;
0z
(6.4)
~ OE N
u, X ViE, —u, X a—t = JwuH,
z

Operando adecuadamente en las dos ultimas expresiones, es posible eliminar
Et 0 Ht y obtener las componentes transversales en términos de las longitudinales.
Asi, si operamos en la primera con u, x 9/9z y multiplicamos la segunda por jwe
obtenemos

jweuy X VtEZ — jweu, X 5 - —w?ueH,
o _ ~ 0°H , OE
_éthZ + 67; = —jweu, X a—zt
Sumando las dos expresiones,
5 0%\ = , ~ 0_ =
k* + W Ht = jweu, X VtEZ — thHZ (65)

donde k = w?pe es el nimero de onda o constante de propagacién que tendria la
onda en el medio libre.
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Estas expresiones nos permiten deducir los campos transversales si conocemos las
componentes longitudinales de los mismos. Ademas a partir de ellas podemos
obtener una ecuacién de ondas para E y H respectivamente. Para esto, apli-
camos el operador Vix a las ecuaciones (6.5) y (6.6) y teniendo en cuenta las
expresiones (6.3), tenemos finalmente

82
<v2 +oz+ k:2) =0 (6.7)
para E., y
32
<v2 toat k:2) =0 (6.8)
para f]z

Estas ecuaciones, junto con (6.5) y (6.6) son el punto de partida para resolver
la distribuciéon del campo electromagnético en estructuras cilindricas. Conviene
destacar que su obtencién no depende del caracter de los pardmetros escalares €
v i, que pueden ser complejos.

A continuacion aplicamos el método de separacion de variables a la ecuacion
(6.7). Consideremos que la componente z del campo eléctrico es de la forma

E.(z,y,2) = &(z,9)Z(2)

Entonces, para la funcién que lleva la dependencia en z, tenemos

5‘92 _ 2

N| —

cuyas soluciones son del tipo
Z\ _ eﬂ:jfiz

de esta forma, la componente Ez del campo eléctrico viene dada por

E (x,y,2) = ez, y)eij“z
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ELECTROMAGNETISMO 11

Ez(xa Y, th) = R {Ezejwt}

- % {gz(x’ y)ej(wt%z)}

donde el signo menos corresponde a una onda que se propaga segin las z crecientes
v el sigho més a una onda que se propaga segln las z decrecientes. La constante
de propagacion serd, en general, compleja:

K=p08—ju
siendo [ la constante de fase y « la constante de atenuacién. En los sistemas de
transmision ideales, sin pérdidas, la constante de atenuacién serd nula y, por tanto,

la constante de propagacion es real. En adelante, mientras no especifiquemos lo
contrario, consideramos lineas sin pérdidas, es decir, k = 5.

Sin pérdida de generalidad, en adelante consideraremos tinicamente las solu-
ciones correspondientes a las ondas progresivas en la direccién de las z crecientes.
Una vez determinada la dependencia con z para la componente longitudinal del
campo, la ecuacion de ondas (6.7) se reduce a forma

[VZ+ (K = 8%)] ex(z,y) =0 (6.9)

Los mismos razonamientos aplicados a la componente z del campo magnético
suministran la siguiente ecuaciéon de ondas para dicho campo

[V + (K = 32)] ha(z,y) = 0 (6.10)

Con la resolucion de estas ecuaciones, teniendo en cuenta las condiciones de
contorno del problema, tendremos totalmente resuelto el problema de propagacion
en la linea de transmisién ya que las componentes transversales vienen dadas
en funcion de las longitudinales. En efecto, si consideramos la solucién de onda
propagante segun las z crecientes y teniendo en cuenta la dependencia de E. con
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

~ 1

H=p o (—jwauz X V,E. —jﬁvtﬁz> (6.12)

2. MODOS DE TRANSMISION. MODO TEM

En el tema anterior vimos que las soluciones naturales de la ecuacién de ondas
homogénea para el campo electromagnético en un medio isétropo e indefinido, es
decir, en ausencia de contornos, son las ondas planas. También hemos comentado
que cualquier sefial electromagnética puede expresarse en términos de suma de
ondas planas mediante el adecuado desarrollo de Fourier. Por tanto, en principio
podriamos resolver la propagacién del campo electromagnético en sistemas de
transmision cilindricos mediante superposicién de ondas planas. Sin embargo, en
la préactica, resulta bastante dificil y engorroso. Un procedimiento méas sencillo
consiste en encontrar distribuciones especificas del campo electromagnético que
constituyan soluciones naturales a nuestro problema. Dichas distribuciones, a las
que denominaremos modos, resultan ser basicamente de tres tipos:

Modo Transversal Electromagnético (TEM) cararacterizado porque tanto
la componente longitudinal del campo eléctrico como la del campo magné-
tico son nulas, I/, = H, = 0.

Modo Transversal Eléctrico (TE) caracterizado porque la componente lon-
gitudinal del campo eléctrico es nula, E, = 0.

Modo Transversal Magnético (TM) caracterizado porque la componente lon-
gitudinal del campo magnético es nula, H, = 0.
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ELECTROMAGNETISMO 11

Particularizando las ecuaciones (6.4) para un modo TEM, definido por la
ausencia de componentes del campo longitudinales (E, = 0; H, = 0), obtenemos

oH .
u, X —_—t = —jweE,
0z
OE -
—u, X ==t = JwuH;
0z

que podemos desacoplar obteniendo una ecuacién de ondas para E; v Hy

Es decir, en este caso se verifica la igualdad

/82:]{,’2

esto es, un modo TEM en un sistema de transmisién longitudinal posee la mis-
ma constante de propagacién que tendria la onda en un medio ilimitado con las
mismas caracteristicas eléctromagnéticas.

Ademas, el hecho de que no existan componentes longitudinales del campo
electromagnético conduce, teniendo en cuenta las ecuaciones (6.1) y (6.3) a las
siguientes expresiones para E;

Vt X Et =0
y similares para ﬁt

Asi pues, el problema de resolucion de la distribuciéon transversal del campo
electromagnético de una onda TEM queda reducido a un problema estatico en
dos dimensiones.
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Figura 6.2. Linea de transmisién genérica

E,=-Vip

y aplicando la ecuaciéon homogénea de Maxwell tendremos que
Vig =0

Si imponemos que ¢ sea constante en el contorno entonce ¢ debe ser uniforme en
el interior de la gufa y, consecuentemente, el campo eléctrico serd nulo.

Por tanto, para que puedan propagarse ondas TEM es necesaria la presencia de
dos conductores, como ocurre en lineas de transmisién, de manera que soporten
una diferencia de potencial y que las corrientes asociadas a cada conductor se
equilibren mutuamente.

Si en las ecuaciones generales dadas por (6.4) imponemos las condiciones del
modo TEM, H, =0y E, = 0, obtenemos las relaciones existentes entre el campo
eléctrico y el magnético de una onda TEM que ya se dedujeron en el tema anterior
para una onda plana que se propaga en el medio libre

~

Et:—ﬁuzxﬁt:—(ﬁ)lﬂuszt

)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ELECTROMAGNETISMO 11

E 1
Zrow = = = (£)° (6.13)
H,

resultado que ya habiamos obtenido para la propagaciéon libre.

3. LINEAS DE TRANSMISION

Como hemos comentado en la introduccién, lo usual es reservar el término li-
nea de transmision para los sistemas que pueden transmitir ondas transversales
electromagnéticas (TEM) que, como hemos visto, son aquellos que constan de dos
o mas conductores. La linea de transmision maés utilizada en un principio fue la
de dos hilos paralelos y se empled para transmitir senales de baja frecuencia, con
lo cual su funcién principal era la de simple conexién entre sistemas que, ademas,
no estaban muy distantes.

Posteriormente, se extendi6 la transmisién de senales a frecuencias més ele-
vadas y surgieron fenémenos de induccion que habia que tener en cuenta junto
a los ya conocidos fenémenos resistivos. Con la apariciéon de estos fendémenos, se
estableci6 una fuerte analogia entre la transmision de sefiales a través de una linea
(cable bifilar o coaxial) y la propagacion de ondas libres, obteniéndose la conexion
entre la teoria de circuitos que se desarrollé primero y el tratamiento en términos
del campo electromagnético que es el apropiado en el estudio de las ondas.

Como hemos visto en la secciéon anterior, la distribucion transversal del campo
electromagnético se reduce para estos casos, a la resolucién de un problema de
tipo estatico. Por tanto, vamos a llevar a cabo el analisis de la propagacion
en la direccion longitudinal y lo haremos en términos de la teorfa de circuitos
de parametros distribuidos que nos permite un tratamiento maés sencillo que el
basado en la teoria de campos.

El procedimiento consiste en representar la linea en funcién de un modelo de
circuito de pardmetros distribuidos y aplicar a continuacion la leyes de Kirchhoff
para obtener dos ecuaciones diferenciales acopladas, una para el voltaje y otra

rava o annnianta s
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

almacenar por unidad de longitud. Y por otro, por la resistencia de los cables y
la conductancia entre cables, también por unidad de longitud (que representamos
por Ry G y cuyas unidades son Q/m y S/m). Estos parametros estan asociados
a la disipacién energfa que tendra lugar en la linea.

i(z,1) i(z+Az,1) RAz LAz
— ’ —
.\ LAz RAz
| |
vzY),  CAz W(ztAz Y GAz CAz
| GAZ |
| |
z Z+Az " -
(@) (b)

Figura 6.3. Linea de transmisién y circuito equivalente

Sin detallar su forma real, en la figura 6.3(a) se ha representado una linea
de transmision mediante la configuracion usual de dos cables (uno considerado
activo y otro de referencia), y en la figura 6.3(b) se muestra el circuito equivalente
correspondiente a un tramo Az del sistema. Las cantidades v(z,t) e i(z,t) repre-
sentan el voltaje y la corriente instantaneos en el extremo izquierdo de la seccion
diferencial considerada y analogamente v(z + Az, t) e i(z+ Az, t) representan las
mismas cantidades en el extremo derecho.

Si aplicamos las ecuaciones béasicas de los circuitos a este modelo obtenemos

v(z,t) —v(z + Az, t) = LAzaZg; ) + RAzi(z,t)
t
i(z,t) —i(z + Az, t) = CAzavf;t’) + GAzv(z,t)
A continuacion dividimos todos los términos por Az y reordenamos, con lo cual
tenemos ( A1) (2,1) 9i(x.1)
v(z+ Az, t) —v(z 1(z
_ ? L — T ’ (2, T
Az o Ri(z,1)
y
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ELECTROMAGNETISMO 11

~0i(z,t) _ C@v(z, t)

= i T Gu(z ) (6.15)

Como viene siendo usual, en general trataremos senales armoénicas con el tiem-
po, por tanto, definimos sendas magnitudes fasoriales, V(z) y I(z), de tal forma
que tanto el voltaje como la intensidad en un punto de la linea y en un instante

determinado vienen dados, respectivamente, por

v(z,t) =R {V(z)ej“’t}

i(z,t) =R {f(z)ej‘”t}

Al pasar al dominio de la frecuencia, desaparece la dependencia con el tiempo y
obtenemos las siguientes ecuaciones

_d‘c/li"") = (R + jwL) I(2) (6.16)
y N
_dgj) = (G + jwC) V(2) (6.17)

que son las denominadas ecuaciones del telegrafista y rigen la propagacion de
la sefial en la linea de transmisién.

4. PROPAGACION DE ONDAS EN UNA LINEA DE
TRANSMISION

Las ecuaciones obtenidas en la secciéon anterior para la linea de transmisién
son ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. Podemos desacoplar estas
ecuaciones y obtener una ecuacion para cada una de las variables. Asi, si derivamos
con respecto a z la ecuacion (6.16) para el voltaje, obtenemos
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

PV(2) | a5
pr— .1
1.2 +r“V(z) =0 (6.18)
con
k% = — (R+ jwl) (G + jwC) (6.19)

Si repetimos el mismo proceso pero intercambiando las ecuaciones, obtenemos

~

para I(z)

+ K% 1(2) =0 (6.20)

Las expresiones (6.18) y (6.20) son ecuaciones de onda para V(z) y I(z) respec-
tivamente y k es la constante de propagaciéon compleja de la linea de transmisién.
Esta se puede escribir como

k=p—ja
donde « es la constante de atenuacién de la linea y 3 es la constante de
fase, denominadas asi por razones que se veran a continuacion.

Las soluciones a las ecuaciones (6.18) y (6.20) son ondas viajeras de la forma

V(z) = Vfe 7" 4 vt (6.21)

I(z) = ITe %% 4 [ etin? (6.22)

donde las cantidades V,© | V7, If e I son, en general, cantidades complejas que
podemos escribir en forma polar como

VE=|Viett V=Vl e

IF=|rfle’" Iy =L e

Efectivamente, si regresamos al dominio del tiempo para obtener el voltaje
instantaneo en cualquier punto de la linea, tenemos

v(z,t) = %{‘7(2)6]@4
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ELECTROMAGNETISMO 11

donde el primer término representa una onda que viaja en la direcciéon positiva
del eje Z y el segundo término representa una onda viajera que viaja en el sentido
negativo del eje Z, ambas con una constante de fase 8. El factor e=%* da cuenta
de la atenuacion de la onda incidente y el factor e** de la atenuacion de la onda
reflejada. Ambas ondas se propagan con una velocidad de fase que viene dada por

w

Uph = E

La presencia de dos ondas que se propagan en direcciones opuestas da lugar a una
onda estacionaria en la linea cuyas caracteristicas analizaremos méas adelante.

4.1. Impedancia de una linea de transmisiéon

Las soluciones para el voltaje y la corriente contienen dos pares de incognitas,
(VoA 1) v (V7 ,I)) correspondientes a las ondas que se propagan en ambos
sentidos del eje Z. Ahora bien, las amplitudes de corriente estén relacionadas con
las correspondientes amplitudes de voltaje. Efectivamente, si en la ecuacion (6.16)
sustituimos la expresion para el voltaje y despejamos f(z) obtenemos

T Jk —jKkz - Kz
)= - g e e

y teniendo en cuenta la expresién para x, obtenemos

~ G+ jwC » L
I — + _—Jjkz __ +ikz
() \/ R+ jwL Ve Vo et

Asi, definimos la impedancia de una linea de transmisién en un punto z
como el cociente entre el voltaje y la corriente en ese punto, esto es

<)

2(z) = L&) (6.23)
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

reflexion. Entonces el voltaje y la corriente en cualquier punto de la linea vendran
dados por las siguientes expresiones

~

V() = Ve

N » G+ jwC .
T — [-‘r JKz _ V+ JKZ
(2) = Ioe \ R+ jwL €

v la impedancia de la linea sera

V) v
=T T I

cuyo valor es

R+ jwL
Zo =\l 7——FH .24
G+ jwC (6:24)

Esta cantidad se denomina impedancia caracteristica de la linea. Como ve-
mos, es independiente de z y tnicamente depende de los pardmetros que carac-
terizan la linea. De esta forma, si cortamos la linea en un punto cualquiera y
conectamos una impedancia igual a Z,, la linea se comportard como si fuera in-
definida. O dicho de otro modo, la impedancia caracteristica de una linea es
aquella que colocada en el extremo de la misma absorbe toda la energfa incidente
y no da lugar a reflexiones.

Siguiendo un razonamiento analogo al de arriba pero para una onda que se
propaga en una linea semiindefinida en la direccién negativa del eje Z llegamos a

la expresion
V- R+ jwL
ZO g — = —
I, G+ jwC

por tanto, podremos expresar la corriente en cualquier punto de una linea me-
diante la expresion

~ + -
oy = Lo Ve 635

de donde
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v

v, Z, ’_)

[, [ 0

Figura 6.4. Linea de transmision de longitud [, conectada por
un extremo a un generador y por el otro a una carga Zr,

En la practica las condiciones de propagacién quedan determinadas por la
impedancia de carga. Debido a esto, se suele cambiar de variable utilizando | = —z
y escogiendo el origen justamente en la carga, tal como se ha representado en la
figura 6.4, de forma que las [ crecientes van hacia el generador.

4.2. Coeficiente de reflexion
Para caracterizar la propagacion a lo largo de la linea suele introducirse el

coeficiente de reflexiéon, definido como el cociente entre la senal reflejada e
incidente

plz) = (6.26)

Este coeficiente serd en general complejo y su variacidon con la posicion, te-
niendo en cuenta la expresion (6.21) para las ondas incidente y reflejada, esta
determinada por

ple) = Lo (621
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Teniendo en cuenta la expresién general para k = 8 — jao, tenemos

(1) = vV, —~2al ,— 261

es decir, el moédulo del coeficiente de reflexion disminuye con la distancia a la
carga segiin e~2°!. En el punto donde se conecta la carga, [ = 0 tendremos

o

= VO—‘,-

pL(z)

y por tanto, también podemos expresar el coeficiente de reflexién en cualquier
punto [ de la linea como

p(l) = pre 7 (6.28)
siendo py,, el valor de p en [ =0, es decir, el coeficiente de reflexiéon en la carga.

Vamos a obtener una expresion del coeficiente de reflexion en funcién de las
impedancias que caracterizan la linea. Teniendo en cuenta las expresiones (6.21)
y (6.25), y la definicion de impedancia de la linea en un punto, tenemos

Ve irz 4 V- etinz
Z(Z) — Zo O+6 : + 076 4
‘/0 e JIkZ Vo e+]nz

si dividimos numerador y denominador por V, e /%% y tenemos en cuenta la ex-
presion para el coeficiente de reflexién, obtenemos

e
2(2) = Z~tP

O]_—ﬁ

(6.29)

En la practica, cuando se trabaja con lineas de transmision es usual definir una
impedancia normalizada que viene dada por

Z
IN = —
N 7
siendo Z, la impedancia caracteristica de la linea. Segun esto, la expresion anterior
queda
145
In(z) =P (6.30)
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Si particularizamos para el punto donde se situa la carga,

14 prL

ZiN = = 6.32
LN = 7 L ( )
Y el coeficiente de reflexiéon viene dado por
. Ziy—1
== - 6.33
L Zin+1 ( )

Se dice que una carga estd acoplada a la linea de transmision si se verifica que
Z1, = Z, puesto que en este caso no habré reflexion, pr, = 0. Otras situaciones de
interés son las siguientes:

= Circuito abierto. Esto significa una impedancia de carga infinita, Z; = oo
y por tanto p = 1, hay reflexion total y la senal reflejada estd en fase con la
sefial incidente.

= Cortocircuito. Esto significa una impedancia de carga nula, Z;, = 0 y por
tanto p = —1, hay reflexion total pero la senal reflejada estd en oposicion
de fase con la senal incidente.

4.3. Lineas de transmision sin pérdidas

Como hemos visto hasta aqui, una linea de transmisién se caracteriza por
dos parametros fundamentales, su constante de propagacién s y su impedancia
caracteristica Z,. Ambas magnitudes dependen de la frecuencia de la senal y de
los pardmetros eléctricos de la linea (R, L, G y C). En el caso de una linea sin
pérdidas en la que podemos considerar R = 0 y G = 0, ambos pardmetros son
reales y toman los siguientes valores

k=p0p=wVvLC

/?
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Las expresiones para el voltaje y la corriente se obtienen respectivamente de (6.21)
y (6.22) y resultan

‘7(2) _ VOJrefj/BZ_i_VOfeJrjﬁZ
6.35
I(z) = Lje—jﬁz+£e+jﬁz .
Z, Z,

Y el coeficiente de reflexiéon para una linea sin pérdidas viene dado por
V- .
~ _ Yo _—j2pBl1
Al) = 22 e
VO+
Es inmediato comprobar que, en este caso, el coeficiente de reflexién varia en
fase pero su médulo permanece constante a lo largo de la linea. FEn los apartados

siguientes consideraremos lineas de transmision sin pérdidas y al final del tema se
llevard a cabo el tratamiento de las lineas con pérdidas.

Ejercicio de autoevaluacién 6.1

Una linea de trasmision de impedancia caracteristica Z, = 1002 esta co-
nectada a una carga compuesta por una resistencia en serie de 302 con un
condensador de 10pF. Determinar el coeficiente de reflexion en la carga para
una senal de 1 GHz.

Soluciéon

La impedancia de la carga serd

J J :
Zr=R—— =30—- =30—7515,90Q
L w 27109 x 10 - 1012 I
y la impedancia de carga normalizada es

Z —L
Z,

ZiN = = 0,3 — 70,16
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Teniendo en cuenta que el signo menos equivale a e /7, tenemos finalmente
pr, =0,55¢e 7303
Es decir, el modulo y la fase del coeficiente de reflexion en la carga son

pr=|pL| =055 'y 0, =-303rad=—173_8°

5. CARACTERIZACION DE LA ONDA ESTACIONARIA EN
UNA LINEA DE TRANSMISION

Como ya hemos comentado, las expresiones dadas por (6.35) constituyen on-
das elementales progresivas cuya asociacién va a dar lugar, en general, a la for-
macién de una onda estacionaria. En este apartado vamos caracterizar esta onda
estacionaria y para ello obtendremos los diagramas de voltaje e intensidad corres-
pondientes a una onda estacionaria en general.

Partiendo de las expresiones (6.35) y teniendo en cuenta la definicién del coe-
ficiente de reflexién en un punto de la linea en funcién del coeficiente de reflexion
en la carga, podemos escribir

Viz) = Ve P2 [1 + Z)\Leﬂﬂz}

(6.36)
~ + .
I(z) = ‘;Le*]ﬁz [1 — ﬁLeﬂﬁz}

donde Z, es real y py, es un niimero complejo, de modulo constante y fase dada
por 0. Vamos a calcular los médulos de estos fasores. Para el voltaje tenemos
~ 92 o~ A~
Viz) = V)] = Ve
= Ve 15 [1 4 ppet®=] (VH)" el [1 + e
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

V(z) = ‘Vaﬂ V14 p2+2pcos (262 +6r) (6.37)
vy para la corriente
VH
I(z) = - \/1 + p? —2pcos (262 + 61) (6.38)

Los valores maximos y minimos se alcanzan cuando cos (282 +0r) = +1 y

SOn
Vméxz ‘Vo+‘(1+p) Yy Vmin: "/;+‘(1_p>

para el voltaje, y

O—i— Vo-i-
Im"x = 1 Inu'n = 1-
w200 wla-n
para la corriente.
V(z), I(z)
Vaior Los
Vinr 1,
l 0 z

Figura 6.5. Patréon de onda estacionaria para la tensién
y la corriente en una lines de transmisién

En la figura 6.5 se muestra el patron de onda estacionaria para el voltaje
y la corriente en una linea de transmisiéon sin pérdidas terminada en una carga
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y por consiguiente las ondas se suman. El valor minimo de V(z) corresponde a
la posicion en la linea donde las ondas incidente y reflejada estan en oposicion de
fase, esto es

282460, =(2n+1)7

y por consiguiente las ondas se restan. Podemos ver que los patrones de onda
estacionaria de voltaje y corriente estin, a su vez, en oposicion de fase. Cuando el
voltaje alcanza el maximo, la corriente tomard su valor minimo. Estos patrones
de onda estacionaria describen las variaciones de V(z) e I(z) como funciones de z.
Si pasamos al dominio del tiempo, en cada punto de la linea los valores de voltaje
y corriente estarian afectados por la funcién cos wt.

Vamos a analizar algunos casos particulares de especial interés:

= Linea acoplada con Z;, = Z,. En este caso el coeficiente de reflexion es nulo
para todos los valores de z y V(2) = V', es decir, no hay onda reflejada y
por tanto no hay patrén de onda estacionaria

= Linea cortocircuitada, Z; = 0. En este caso, el coeficiente de reflexiéon es
pr, = —1en | =0, que es la posiciéon de la carga, y esto corresponde a una
onda reflejada de igual magnitud que la incidente pero opuesta en fase. En
consecuencia, tendremos un valor nulo para el voltaje, V = 0, y un valor
maximo para la corriente, I = I,4, tal como corresponde fisicamente a un
cortocircuito.

= Linea terminada en circuito abierto, Z; = oco. En este caso el coeficiente
de reflexion es pr, = 1 en [ = 0, que es la posicion de la carga, y esto
corresponde a una onda reflejada de igual magnitud que la incidente y en
fase con ella En consecuencia, tendremos un valor maximo para el voltaje,
V' = Viax, ¥ un valor nulo para la corriente, I = 0, tal como corresponde
fisicamente a un circuito abierto.

En la figura 6.6 se representa el diagrama de onda estacionaria para el voltaje
correspondiente a los tres casos comentados. Evidentemente, el rango posible de
valores de p estd entre O v 1 no pudlendo ser mayor que la umdad pues ello

Arrenifaania rarran -k il 1 1
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

va)
p=0
V;
e ——|2 Va+
p=-1
2,

+ +
€«

A2

Figura 6.6. Patrones de onda estacionaria correspondientes a

en circuito abierto

a) linea acoplada; b) linea cortocircuitada y ¢) linea

de la hipétesis de pérdidas nulas. Por otra parte comprobamos que los maximos
y minimos estan separados entre si A\/2, y que la variaciéon en torno a los minimos

mucho mas acusada.

La forma del diagrama de onda estacionaria, en lo que respecta a la rela-
cién entre méximo y minimo, asf como a la localizacién de los mismos, depende
exclusivamente del cardcter de la carga en que termina la linea.
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los valores del voltaje méximo y minimo

"/;néx‘
S = 6.39
|‘/ml'n| ( )
Teniendo en cuenta los valores de Vi,4¢ v Vinin Obtenidos anteriormente, tenemos
que
1
g—_*tp (6.40)
I—p
y el modulo del coeficiente de reflexién en funcion de la razén de onda estacionaria
es
S—-1
= — 6.41
S (6.41)

Con lo cual, si somos capaces de medir la razéon de onda estacionaria en la linea
podemos determinar el médulo del coeficiente de reflexién. La introduccion del pa-
rametro S sélo tiene sentido en lineas sin pérdidas o con pérdidas suficientemente
pequenas. En el caso ideal la razén de onda estacionaria se mantiene constante a
lo largo de toda la linea mientras que en el caso de pérdidas pequenas los valores
de S en puntos alejados seran diferentes como consecuencia de la atenuacion de
la onda con la distancia.

En funcién del valor de la carga la razon de onda estacionaria podrd tomar
valores que van desde S = 1 para el caso de onda progresiva o linea acoplada (p =
0; Z1, = Z,), hasta S — oo para ondas totalmente estacionarias correspondientes
a cortocircuito o circuito abierto, |p| = 1.

Evidentemente, para caracterizar completamente el coeficiente de reflexion, o
lo que es lo mismo, la impedancia de carga, necesitamos informacién de la fase de
p. Esto se consigue mediante la determinacién de las posiciones de los minimos,
referidas a la posicion de la carga. Podria servir igualmente la localizacién de los
maximos en el diagrama de onda estacionaria, pero se utilizan los minimos porque
la variacién en torno a estos es mucho méas acusada que en torno a los méximos y
es posible determinar su posicién experimentalmente con mucha mayor precision.
Una vez localizados dos minimos, podemos determinar automéaticamente la lon-
gitud de onda que es el doble de la distancia entre minimos consecutivos y este
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

El primer minimo respecto a la carga, que supondremos situado en | = [, se
produciré cuando
—28l1 4+ 0, =

v se repetiran los minimos cada semilongitud de onda, como ya hemos citado. La
relacién obtenida conduce a que
T

0, B 0, B T
2—551—2 =>COS(2 511)—0052—0

y por tanto, desarrollando el coseno de una diferencia y reordenando, obtenemos

1
tan(61/2) = —tan(8ly)

lo que nos permite determinar 0, experimentalmente y por tanto, precisar com-
pletamente el coeficiente de reflexiéon en cualquier punto de la linea.

Por otro lado, la determinacién de S y de la posicion de un minimo [; nos
permite determinar la impedancia de carga. Efectivamente, a partir de la expresion
(6.29) que relaciona la impedancia de la linea Z con p

Zr, 1471
Zo 1*16[/

y operando adecuadamente, obtenemos

Zr 1+ pedfr

Z, 1 — peifL
4 — jtan(Bl)
1 — &jtan(Bl)

(6.42)

expresion que nos da Zyy conocidos S y (5.

Una técnica de laboratorio frecuentemente utilizada para la determinacion
del diagrama de onda estacionaria es mediante lineas o gufas ranuradas. En la
figura 6.7 se esquematiza una linea coaxial ranurada. La ranura se hace de tal
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ELECTROMAGNETISMO 11

Figura 6.7. Linea coaxial ranurada con dispositivo para
la localizacion de méaximos y minimos de tension

corrientes que induce el campo en la sonda pueden ser detectadas mediante un
rectificador y llevadas a un medidor de continua. Normalmente los detectores
utilizados operan en el rango de baja senal y poseen respuesta cuadratica, con lo
que las lecturas del medidor serén proporcionales al cuadrado de la tension (o del
campo). Asi, si son Ay y Ay, las lecturas correspondientes a un méaximo y a un
minimo, respectivamente, la razén de onda estacionaria vendra dada por

A 1/2
S = <>
Am

5.2. Impedancia de entrada de una linea sin pérdidas

En muchos problemas de interés practico se necesita conocer la impedancia a
la entrada de la linea, esto es, en z = 0 o de forma equivalente, [ = [, donde [, es
la longitud total de la linea. A partir de la expresion de la impedancia de la linea
en un punto, ecuacion (6.29) y de la expresion del coeficiente de reflexion dada
por (6.28) podemos obtener la siguiente expresion para la impedancia de la linea
en un punto cualquiera
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

(Zn +1) + (Zpy — 1)e 929
0<ZLN + 1) — (ZLN — 1)€_j2ﬁl

Zr, cos Bl + jZ,sen 5l
Zycos Bl + jZ5 sen 5l

Zr, + jZ,tan Bl

= 6.43

Zo+ jZ1 tan Bl ( )
En particular, en la entrada de la linea, tendremos
Z | 2ot l

Ly = 2L F I 2010 Pl (6.44)

Zo+ jZ1 tan B,

Desde el punto de vista del circuito generador, la linea de transmisiéon puede
reemplazarse con una impedancia Z;,, como se esquematiza en la figura 6.4. El
voltaje a través de Z;, viene dado por

~ ~
Vm = I’m Zin

con

~

7oV
e Zg+Zi7L

donde ‘79 y Zg4 son el voltaje suministrado por el generador y su impedancia
interna respectivamente. Entonces

~

5 Zzn
n=Vyo— 71—
ng + Zin

Sin embargo, desde el punto de vista de la linea de transmision, el voltaje en la

entrada de la linea se determina mediante la expresion (6.36) particularizada para
l=1,

> vt GRLL 4 . o~y 1+ [ 44l ~ Bl
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ELECTROMAGNETISMO 11

Este resultado completa la soluciéon de las ecuaciones de onda de la linea de
transmision sin pérdidas. Como recordaremos, partiamos de cuatro incognitas,
Vv, Voo, If e I, . Luego encontramos que las amplitudes de la corriente se rela-
cionaban con las de voltaje a través de la impedancia caracteristica de la lines,
Z, = V,;5 I} = V.- /I;. Méas adelante, al aplicar la condiciéon de que la linea
termina en una carga, hemos relacionado las amplitudes de voltaje entre si me-
diante el coeficiente de reflexién, y por tltimo, la existencia de un generador en
el extremo emisor de la linea, nos permite obtener V.

6. POTENCIA TRANSMITIDA EN UNA LINEA SIN PERDIDAS

Hasta aqui hemos estudiado el voltaje y la corriente a lo largo de una linea de
transmision. A continuacién examinaremos la potencia transmitida por la linea.
Como viene siendo usual, en general trataremos senales armoénicas con el tiempo
y por tanto nos interesa, més que la potencia instantédnea, la potencia promedio
transportada, esto es

1 (~ ~
(P) = §§R{V : I*} (6.46)
Teniendo en cuenta las expresiones (6.36), la potencia promedio queda
1|V,
P)y=_-"211[1-p? 6.47
(P) =55 [1=¢"] (6.47)

donde hemos tenido en cuenta que la impedancia caracterfstica de una linea sin
pérdidas es una cantidad real.

Si hacemos el mismo célculo para la onda incidente y reflejada de forma sepa-
rada, obtenemos

N LV
(piy = ;1] (6.48)
para la potencia promedio incidente, y
r 21 ‘Vo+|2 2/ pi
=it = e (649
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Ejercicio de autoevaluaciéon 6.2

Una linea de trasmisién de impedancia caracteristica Z, = 100 €2 esta conec-
tada a una carga Zy, = (50 + j100) Q. Determinar la fraccion de la potencia
promedio incidente que es reflejada por la carga.

Solucién

El coeficiente de reflexion en la carga viene dado por

-~ _ZL7ZO
PL= 7 7,

sustituyendo los valores de Z; y Z,, tenemos
50+ 7100 — 100 5+ 540
PL= 50+ 7100 + 100 45

v el cuadrado del médulo del coeficiente de reflexion es

p? = 0,80

Luego la fraccion de la potencia promedio incidente que es reflejada por la

carga sera '
<P’r‘> — p2 <PZ>
es decir (P
2
— = p° =0,80
<PZ> p )

7. EL DIAGRAMA DE SMITH

Hemos descrito el comportamiento de una linea de transmisién en términos del
voltaje y la intensidad y también en términos de las ondas progresivas incidente y
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ELECTROMAGNETISMO 11

elementos serie o paralelo.

Desde un punto de vista préactico, cuando abordamos un problema en parti-
cular, existen aspectos cuyo anélisis conviene hacerlo en términos de impedancias
y otros que se prestan mejor a un tratamiento en términos del coeficiente de
reflexién. Lo importante es que podemos realizar el andlisis en la forma maéas con-
veniente y tenemos un procedimiento sencillo de trasladar los resultados que se
obtengan de un planteamiento al otro.

Desde un punto de vista formal las relaciones (6.30) y (6.31) establecen una
transformacion bilineal entre los planos complejos correspondientes a Z y a p. Ac-
tualmente la utilizacién de ordenadores facilita mucho todo el aspecto operativo,
pero dada la importancia que ha tenido y que atn conserva, vamos a desarrollar
en este apartado un procedimiento grafico basado en la carta de Smith que
facilita la resolucion de todos los problemas operativos que surgen de la necesidad
de transformar los diversos resultados en términos de Z y de p.

Esta carta consiste en una representaciéon de las impedancias en el plano com-
plejo correspondiente al coeficiente de reflexién y parte del supuesto de que la
descripcion del comportamiento de la linea es mas secilla en términos del coefi-
ciente de reflexion p.

El coeficiente de reflexion es, en general, una cantidad compleja que en forma
binémica podemos escribir como

p=pr+Jpi (6.50)

La carta de Smith se sitia en el plano complejo de p. Puesto que se verifica
que p < 1, sélo el interior del circulo unitario correspondiente a p = 1 tendré
significado fisico. Por otro lado, cualquier impedancia normalizada también es
una cantidad compleja que en forma binémica podemos expresar como

Zn =RN+j XN (6.51)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (6.32) y (6.50) obtenemos

1 | 04
RBa + 71X :—( +pr)+],0@
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

2p;
(1= p2)?+
La primera de estas expresiones establece que para un valor determinado de Ry
existen infinitas posibles combinaciones de p, y p;. En particular, el lugar geo-
meétrico del plano complejo para un valor constante de la resistencia normalizada
resulta ser un circulo. Efectivamente, a partir de la ecuaciéon (6.52) obtenemos la

Xy = (6.53)

sigulente ecuacién paramétrica

(p”_1+RN> TS <1+RN>

que es la de un circulo en el plano complejo p, — p; que tiene su centro en el punto
(Rn/[1+ Rp], 0) y suradio es (1/[1+ Ry]). El circulo mas grande corresponde a
Ry = 0y coincide con el circulo de radio unidad, p = 1 del plano complejo p,-p;
como se muestra en la figura 6.8. Este resultado era de esperar ya que cuando la
impedancia no tiene componente resistiva, Ry = 0, el médulo del coeficiente de
reflexion es la unidad sin importar la magnitud de Xy

Analogamente, para la componente reactiva de la carga obtenemos la siguiente
ecuaciéon paramétrica

1\2 1
—1)? P R
(pr ) + (pz XN) X]QV

que es también la ecuacion de un circulo. Ahora bien, a diferencia de la resisten-
cia normalizada que no puede ser negativa, la reactancia normalizada puede tener
tanto valores positivos como negativos. Por tanto, esta ecuaciéon genera dos fami-
lias de circulos, una correspondiente a valores negativos de X y otra a valores
positivos. Ademas, como se muestra en la figura 6.8, el circulo de radio unidad,
p =1, solo engloba a parte de los circulos de reactancia constante.

La carta de Smith es la representacion en el plano complejo p,.-p; de las fami-
lias de circulos de estas dos ecuaciones paramétricas para determinados valores
seleccionados de Ry v Xy. El perimetro de la carta contiene tres escalas con-
céntricas. La escala més interna suminista la fase del coeficiente de reflexiéon en
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ELECTROMAGNETISMO 11

_ |R,=00
[

Figura 6.8. Familias de circulos Ry = cte y Xn = cte en el dominio p <1

parte inferior, escalas lineales para los pardmetros que estan radialmente escalados
en el diagrama, como el coeficiente de reflexion y la razn de onda estacionaria.
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

P

edieo ef eroey | Hacia el generador

Figura 6.9. Calculo de p y transformaciéon de la impedancia de la linea

Conocida Zj, calcular p

En primer lugar calculamos la impedancia de carga normalizada, Zpy =
Z1/Z, y la representamos en la carta. Una vez localizada Zpy, la distancia al
centro nos dara el moédulo del coeficiente de reflexién en el punto donde se sitta
la carga, p. Para determinar esta distancia con relacién a la unidad, podemos
hacer uso de la escala que aparece en la parte inferior de la carta. La fase del
coeficiente de reflexién se puede leer en la escala méas interna del diagrama que

wriona dada an oradnc
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Ejercicio de autoevaluaciéon 6.3

Una linea de trasmisiéon de impedancia caracteristica Z, = 50 () est& conec-
tada a una carga Zj, = (60 + j65) Q. Determinar el coeficiente de reflexion,
moédulo y fase.

Solucion

En primer lugar calculamos la impedancia de carga normalizada

Zr, 60+ 565 .
ZLN* ZO = 50 —1,2+]1,3
Representamos la impedancia en la carta como se indica en la figura 6.9. El
modulo del coeficiente de reflexion es la distancia de este punto al origen
expresado como fraccién del radio unidad. Para obtener el valor de p se
traslada la distancia radial a la escala lineal que se proporciona en la parte
inferior de la carta de Smith con la ayuda de un compas, por ejemplo.

p=0,52

Por otra parte, la fase del coeficiente de reflexién referido a esta posicién
particular (es decir, la fase del voltaje de la onda reflejada con respecto a
la incidente en dicho punto) es, segiun la definicion de p el dngulo medido
desde el semieje positivo del eje real en sentido antihorario. La lectura de la
fase de p se hace directamente en la escala concéntrica interna. En el caso de
nuestro ejemplo, 0, = 50°. Por tanto, el coeficiente de reflexion en la carga
es

pr = 0,525

Transformacién de impedancias
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ProPacacidN GuiaDA. LINEAS DE TRANSMISION

como longitudes de onda hacia el generador giramos sobre la circunferencia
correspondiente a p constante, el valor de [, localizando asi el valor de Zy en la
carta.

Cuando recorremos la circunferencia correspondiente a p constante, para una
impedancia determinada, el punto de cruce con el eje real positivo del plana p, — p;
corresponde al valor de p = +p y en dicho punto la impedancia serd real y de

valor )
Iy — (+P)
L—p

que coincide con la razén de onda estacionaria segin se refleja en la relacion (6.40).

Ademais, el punto de eruce con la parte positiva del eje real coincide con la
posicion de un maximo de tension, dado que esta situaciéon corresponde, como
va se ha citado, a p = +p. De féma anéloga, el cruce con la parte negativa del
eje real corresponde a la posicién de un minimo de tensién y en este punto la
impedancia de la linea es real y su valor es S~

Ejercicio de autoevaluacion 6.4

Determinar la impedancia de la linea del ejemplo anterior a una distancia
0,31\ de la carga y la razén de onda estacionaria.

Solucion

Volvemos de nuevo a la figura 6.9 v calculamos el azimut correspondiente a
la impedancia de carga con la ayuda de la escala concéntrica de longitudes
de onda hacia el generador

0r, = 0,180\

A continuacién nos desplazamos sobre el circulo p = cte un dngulo equiva-
lente a la distancia 0, 31\, de farma que la impedancia que buscamos tendra
un azimut igual a

0 =0r+ 0,31\ = 0,49\
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que corresponde a una impedancia
Z =7ZnZy = (16,5—79)Q

Y el corte del mencionado circulo con el eje real positivo nos proporciona la
razon de onda estacionaria por lectura directa en la carta, en este caso

S=3

Dada S y la posiciéon de un minimo, encontrar 7y,

Esta es una técnica frecuentemente utilizada para determinar experimental-
mente el valor de la impedancia de carga. Una vez medida S se traza, de acuerdo
con lo visto anteriormente, la circunferencia correspondiente a p constante, que
cortara al eje real positivo precisamente en el punto Z = S. En el punto simétrico
respecto al origen, tendriamos el valor de la impedancia en la posiciéon del minimo.
A continuacion, puesto que conocemos la posicién del primer minimo respecto a
la carga, nos moveremos hacia la carga con la ayuda de la escala longitudes de
onda hacia la carga un arco determinado por la localizaciéon del minimo y asi
localizamos Zjn sobre la circunferencia de p constante.

Utilizacion de la carta operando con admitancias

Por un lado, podemos comprobar que en la carta de Smith un cambio de signo
de p se corresponde con localizar el punto simétrico respecto del origen. A su vez,
teniendo en cuenta la relacion que liga a Zy y p

145
-

el cambio de signo de p significa calcular el inverso de Zy, es decir la admitancia

ZN
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Asi, por ejemplo, el punto de corte de la circunferencia p = 1 con el eje real
positivo corresponde a una impedancia infinita (circuito abierto) mientras que
el punto simétrico respecto al origen, corte de la circunferencia con el eje real
negativo, corresponde a una admitancia nula. Anélogamente, este punto corres-
ponde a una impedancia nula (cortocircuito) y el simétrico respecto al origen, a
admitancia infinita.

Ejercicio de autoevaluaciéon 6.5

Tenemos una linea de transmisiéon con Z, = 100 2. Determinar la impedancia
de carga sabiendo que la razén de onda estacionaria es S = 3 y el primer
minimo esté situado a 0,224\ de la carga. Calcular la admitancia de carga
correspondiente con la ayuda de la carta de Smith.

Soluciéon

Como se ha comentado antes, en el eje real figuran los valores de la razon
de onda estacionaria. Localizamos el valor S = 3 y trazamos el circulo de
p = cte correspondiente a este valor de S. El punto simétrico en el eje real
negativo corresponde con la posicién del primer minimo. Desde aqui, nos
desplazamos hacia la carga usando la escala concéntrica de la carta una
distancia [, = 0,224\ como se muestra en la figura 6.10. El corte del radio
determinado por este desplazamiento con el circulo trazado anteriormente
nos proporciona el valor de la impedancia de carga normalizada. Por lectura
directa de la carta tenemos que Zyn = 2,4 —j v la impedancia de carga sera

Z1 = ZinZe = (240 — 5100) Q2

Para calcular la admitancia de carga normalizada, buscamos el punto simé-
trico a Zpn. La lectura de la carta nos da Yy = 0,36+ 70,15 y la admitancia
de carga sera

Y, = YinY, = (0,36 + j0,15) - 1072 Q~*
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ELECTROMAGNETISMO 11

P

/
Posicion /
del minimo

e31es e eroey | Hacia el generador

Figura 6.10. Calculo de la impedancia a partir de la posicion de un minimo y del valor de la
razén de onda estacionaria

conseguimos mediante la colocacion en paralelo de impedancias reactivas (no disi-
pativas), logramos transmitir el maximo de energia a la carga. Este es el principal
objetivo desde un punto de vista practico.

La adaptaciéon de impedancias puede obtenerse por diversos procedimientos

entre los cuales, y a modo de ejemplo de aplicaciéon de la carta de Smith, vamos
a citar la adaptacién mediante sintonizador simple y doble.
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

como se esquematiza en la figura 6.11. De acuerdo con resultados ya obtenidos,
si la linea es sin pérdidas, a lo largo del sintonizador puede obtenerse cualquier
valor de impedancia reactiva (parte real nula).

Figura 6.11. Adaptacion de impedancias mediante un sintonizador simple

En la figura 6.11, Y, representa la admitancia total de la linea en el punto
considerado y es la suma de dos admitancias, Y] e Ys. La primera es la admitancia
de la linea principal en ese punto mientras que Y5 es la admitancia del sintonizador.

Yo=Y1+Y;

La impedancia Y] se obtiene transformando Y7, a lo largo del tramo de linea de
longitud d con la ayuda de la carta. Por otra parte, Yo proviene de transformar
la admitancia infinita debida al cortocircuito en que finaliza el sintonizador, a lo
largo de la longitud [ del mismo. Puesto que Y2 es puramente reactiva, estara
situada en la circunferencia unitaria (la mas externa que delimita la carta) y que
corresponde a Ry = 0.

En la figura 6.12 se lleva a cabo la adaptacién con un sintonizador en corto-
circuito. El problema se reduce a hallar un punto de la linea en que la admitancia
normalizada sea de la forma Y7 = 1 £ jb. Para ello nos desplazamos, como se
indica en esta figura, desde Y7y hacia el generador hasta encontrar los puntos de

corte con la circunferencia g = 1. El arco recorrido desde Y7y hasta Y7 =1+ jb
~ VI _ 1 Y N 1 i 1 siaa B |
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e51eo e eroey | Hacia el generador

Figura 6.12. Adaptaciéon de impedancias mediante un sintonizador simple

De esta forma la suma de las admitancias en el punto de conexién del sinto-
nizador produce una admitancia total dada por

Yo=Yi+Yy=(1+3b) —jb=1

o bien
Yo=Y +Y;=(1-jb)+jb=1

ee decir 11ma admitancia narmalizada jonial o 1o inidad con 1o cnal looramog ane
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Ejercicio de autoevaluaciéon 6.6

Se quiere adaptar una linea de transmisién de impedancia caracteristica Z, =
100 2 que termina en una impedancia de carga Z;, = 50 — 7100 mediante un
sintonizador en cortocircuito. Determine la posicién en que hay que colocar
el sintonizador y la longitud del mismo.

Solucién

FEn primer lugar determinamos la impedancia de carga normalizada
Zin=05—7j

y la localizamos sobre la carta, véase la figura 6.13. El punto simétrico res-
pecto del origen suministra la admitancia de carga, que es

Yin =04+ 50,8

y a la que corresponde un azimut 6y = 0,112\. A continuacién nos despla-
zamos hacia el generador hasta intersectar la circunferencia g = 1 en los dos
puntos posibles

Yi=1+416 con 6; =0,178\

Y/ =1-341,6 con 6] =0,322\

De esta manera, determinamos las dos posibles posiciones del sintonizador

d=0; — 0, =0,178\ —0,112) = 0,066\

d =6, — 0, = 0,321\ — 0,112\ = 0,209

Para calcular la longitud de los sintonizadores procedemos de la siguiente

forma: desde el punto C' correspondiente a admitancia infinita, nos desplaza-
mos hacia el oeneradar_hasta el ninto de admitancia Vo — — 91 6 Fl azimnt
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ELECTROMAGNETISMO 11

Si continuamos moviéndonos hacia el generador hasta el punto de admitancia
Yy = j1,6, obtendremos la longitud I’ del sintonizador que hay que colocar
a la distancia d’ de la carga.

I'=0,411)
En resumen, para adaptar la linea tenemos dos posibles soluciones

d=0,066\ v  1=0,080\

d =020\ ¥y I'=0,411X

I'=0,411 3,

eS1eo e[ eroey | Hacia el generador
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

8.2. Adaptaciéon de impedancias mediante un doble sintonizador

Como indica la figura 6.14 en este caso se trata de lograr la adaptacién por
medio de dos secciones de linea cortocircuitada situadas a una distancia d y d+ D
fijas. Las variables a encontrar en este caso son l; y l2, las longitudes de los
sintonizadores.

2« p < d >

Y, \Y, 7,

AR

l, 3

MR

Figura 6.14. Adaptacion mediante doble sintonizador

Las admitancias de los sintonizadores en el punto de conexién con la linea

seran
Y1 = jb e Yo = jbo

El primer paso es tralsadar la admitancia de la carga, Y7 n, la distancia d hacia
el generador obteniendo la admitancia que designamos por Ys = g3 + jbs.

La adicion del primer sintonizador transforma esta admitancia en otra
Yi=Y5+Y1 =gs+jbs= g3+ jbs+ jbi

que se encontrard en la circunferencia G = g4. Tendremos que elegir una admi-
tancia Yy tal que al girar la distancia D caiga sobre la circunferencia Gy = 1,
teniendo entonces en el punto 2 de la linea una admitancia de la forma

Ys =1+ jbs
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en sentido antihorario, es decir hacia la carga, una distancia igual a D para obtener
la circunferencia identificada en la figura como G’y = 1. La interseccién de esta
circunferencia girada con la circunferencia Gy = g4 nos proporciona los puntoa A
v B que son posibles soluciones para Y;. Deshaciendo el giro obtenemos los puntos
A’ v B’ que son las soluciones correspondientes a Y5. Esto nos permite conocer
las admitancias de los sintonizadores jb; y jbo y hallar sus longitudes de forma
andloga a como se hace en el caso de un sintonizador simple.

Es importante destacar que todas las admitancias que caigan dentro del circulo
sombreado (es el circulo tangente al resultante de trasladar la circunferencia Gy =
1) no pueden adaptarse. Seria entonces necesario modificar la distancia D.

©31ed e eoey | Hacia el generador
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Ejercicio de autoevaluaciéon 6.7

Se dispone de un doble sintonizador con D = \/8 de cortocircuitos moviles
para adaptar una carga Zy, = 5045100 €2, situado a una distancia d = A\/8 en
una linea de transmisién de impedancia caracteristica Z, = 100 2. Encontrar
las longitudes més cortas [ y lo de los sintonizadores para lograr acoplo
perfecto.

Solucion

Las operaciones en la carta de Smith se muestran en la figura 6.16. En primer
lugar, giramos hacia la carga (sentido antihorario) el circulo Gy = 1 una
distancia igual a la separacion entre los sintonizadores, D. A continuacion,
representamos la impedancia normalizada en la carta de Smith

Zin=054+7

y determinamos la admitancia correspondiente (que es el punto simétrico
respecto del origen)

Yrny =04 — 50,8 con 0r, = 0,385\

Después trasladamos hacia el generador (sentido horario) Y7y una distancia
d = 0,125\ y obtenemos la admitancia Y3

Y = 0,23 + 50,06 con 03 = 0,010\

Puesto que la conductancia de Y3 es g = 0,23, la intersecciéon de la circun-
ferencia de conductancia constante Gy = 0,23 con el circulo previamente
girado, G’y = 1, nos proporciona los posibles valores de Y

Y] = 0,23 + j0,36

Y/ =023+ j1,62
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Ahora bien, Yy es el resultado de sumar Y3 con la admitancia del primer
sintonizador, asi pues, tendremos dos posibles valores para dicha admitancia

Y] =Ys+jb, = jb, =Y{—Ys=;030

Vi =Ys+5b] = jb=Y{—Y3=;1,56

Situando estas admitancias en la carta de Smith podemos obtener las posi-
bles longitues para el primer sintonizador desplazandonos hacia el generador
desde el punto C de admitancia infinita hasta el punto donde se sittan estos
valores.

1 = 0,296\
7 = 0,409\

Seguidamente, volvemos a trasladar hacia el generador las admitancias Y}
e Y, una distancia igual a la separacién D entre los sintonizadores y, al
hacer esto caeremos sobre la circunferencia Gy = 1. Los dos puntos de
interseccién nos proporcionan dos posibles valores para Y5 y por tanto, dos
posibles valores para la admitancia del segundo sintonizador

YVi=1+4j18 = jbh=—j18

V' =1-33,6 = jby =336
Y las longitudes respectivas son

I, = 0,081\

I = 0457\

En resumen, las dos posibilidades de adaptar la carga dada con el doble
sintonizador son

I, = 0,296\
Adaptacion 1 !
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

I = 0,409\
Adaptacion 2
1y = 0,457\

y las longitudes mas cortas corresponden a la primera opcién.

b,/=0,3

1/=0,296 . § 5/

L i { \/=0,409 )
A A

B NN\ f5,=3.6
=0,457

7
&

e31eo e eoeyy | Hacia el generador

Figura 6.16. Adaptacion de la impedancia Znyr, = 0,5 + j mediante

Cartagn

un doble sintonizador con separaciéon D = 0,125
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rio a la impedancia caracteristica que normalmente puede despreciarse y también
afiaden un término imaginario a la constante de propagacién s

Kk=p0—ju
que es, como ya sabemos, la constante de atenuacién y que no puede despreciarse
por muy pequeno que sea ya que cuando trabajamos con tramos de linea sufi-
cientemente largos el efecto de la atenuacion es exponencial. Sin embargo, en el
caso de pérdidas pequenas los dos términos de la constante de propagacion se
pueden aproximar, en términos de los parametros de la linea, por las siguientes

expresiones
B~ wVLC

1 R G
~-VLC | —+ =
75 e
y la influencia de la constante de atenuacion « puede verse en la expresion del
voltaje a lo largo de la linea

V(z) = Vjie @782 4V e0%elP?

Como ya vimos, la expresion del coeficiente de reflexion en el caso general resulta
ser

~ Vo o —2ja
pP=x€ e
Vs
es decir, a diferencia del caso sin pérdidas, el médulo del coeficiente de reflexién
no permanece constante al movernos a lo largo de la linea, sino que decrece segtin

e~22! 3 medida que nos alejamos de la carga.

En la figura 6.17 se muestra un esquema tipico de onda estacionaria en una
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

practicamente nula debido a su atenuacion. En esta situacion, si el generador esta
suficientemente alejado de la carga, el desacoplo oscilador-carga es grande en el
sentido de que cualquier variacién en la carga no afecta al oscilador.

4

Figura 6.17. Diagrama de onda estacionaria para el voltaje en una linea con pérdidas

En el caso general, la potencia transmitida por una linea viene dada por

(P)

1o (7)

%?R { [Vjeijﬁze*az + V,;ejﬁlzeaz}

() eizemes — vy eise] vy

Operando, obtenemos la siguiente expresion

(P)

7§R{Y*‘V+]2 205y |y {2 zaz}

é% {Yo* [V:r (V) e 28 — (V) Vo—eﬂﬁﬂ}

Si las pérdidas son muy pequenas podemos considerar que la admitancia carac-
teristica de la linea es real, es decir, Y =Y, y entonces, el segundo sumando es
nulo ya que el produc‘ro de Y, por la dlferen(’la de dos complejos (’on]ugadoq es un

artagcna
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Si, por el contrario, las pérdidas son apreciables, podemos desglosar la admitancia
caracteristica en sus componentes real e imaginaria, Y, = G, + jB,, y operan-
do adecuadamente obtenemos la siguiente expresion para la potencia promedio
transmitida ) B
(P) = SGo [V,H[ e |1 = p? + 2225 (7) (6.55)
2 Go
donde el dltimo término representa un intercambio de energia entre las ondas
incidente v reflejada y aparece debido exclusivamente a las pérdidas.

La carta de Smith sigue siendo 1til en el caso de lineas con pérdidas, sobre
todo si estas son pequenas. Sin embargo, la representacion de p ya no sera una
circunferencia, sino que decrecera siguiendo una espiral, a medida que nos alejamos
de la carga. Precisamente este decremento puede utilizarse en la medida de «
mediante la determinacion de la razon de onda estacionaria S en puntos distantes
de la linea.

Frecuentemente las lineas tienen pérdidas, pero éstas son pequenas de manera
que a las frecuencias de operacion las cantidades (R/wL) y (G/wC) son muy
inferiores a la unidad. En esta situacion, la impedancia caracteristica de la linea
se puede expresar en la forma
L [1-jR/(2wL)]"/?

Z=VC 1 e

Si desarrollamos el numerador y el denominador de esta expresion, nos quedamos
con los dos primeros términos de cada desarrollo y racionalizamos, obtenemos

RG | G R
Zo ™ Ro <[1 * 4w2LC] +J [2&}0 a 2wL]>

De este resultado se desprende que las pérdidas, cuando son pequenas, dan lugar
a un término adicional de segundo orden en la parte real de Z, y traen consigo
la apariciéon de una componente imaginaria de primer orden. Frecuentemente,
en transmisiones a larga distancia, por cables submarinos, etc., la componente
de pérdidas asociada a la conductividad finita del cable, R/wL, es superior a
la componente de pérdidas debida a la conductancia del dieléctrico, G/wC'. En
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

Este objetivo se puede lograr, por ejemplo, colocando regularmente a distancias
apropiadas, autoinducciones en serie en los dos conductores de la linea. Este pro-
cedimiento se denomina pupinizacion de la linea.

El interés del procedimiento citado queda claro si se observa su repercusion
en la constante de propagaciéon. Si recordamos la definiciéon de la constante de
propagaciéon en términos de los parametros de la linea,

R G
2 _ . 3 _ 2 s s
k*=—(R+jwl) (G + jwC) = w’LC <1 ij> <1 ij>

y aplicamos la condicién expresada arriba, tenemos un cuadrado perfecto, con lo

R
1—
K=uw LC< —j)

Desdoblando x en sus componentes real e imaginaria

cual resulta,

k=p—ja

se obtienen los siguientes valores para ambas componentes
8 =wVvLC
a=vRG

En estas condiciones, la velocidad de fase del voltaje que se propaga en la linea

viene dada por
w 1

=5 = Ie

Es decir, tanto la velocidad de fase como « van a ser constantes en el rango de
frecuencias deseado, lo cual hace que la linea sea préicticamente equivalente a una
linea ideal no dispersiva ya que no introduce ni distorsion de fase ni de amplitudes,
aspecto de enorme interés a efectos de transmisiéon de informacion.
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10. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 6.1 En una linea de transmision sin pérdidas de Z, = 100€2 se propaga una
onda incidente de amplitud V© = 5 V y A\ = 3 ¢m, pudiéndose producir, por
reflexion segtn la carga 7, ondas estacionarias.

a) Represente graficamente las amplitudes del voltaje y de la corriente en los
6 cm finales de la linea para una carga Z; = 100€2. Senale bien las escalas en
los ejes de coordenadas e indique la razén de onda estacionaria correspondiente,
S. Repita lo mismo para las seis cargas siguientes: cortocircuito, circuito abierto,
2002, 502, 7100 y (80 + j60)$2

b) Cual podria ser la realizacion practica de las dos tultimas, utilizando por
ejemplo, trozos sobrantes de la misma linea?

¢) Marque en la carta de Smith los puntos exactos que corresponden a las seis
cargas anteriores, indicando el coeficiente de reflexion (modulo y fase)

E 6.2 Se desea adaptar una carga Z;, = (800+3300)(2 en una linea de transmision
de Z, = 40012 que transmite una senal de longitud de onda A = 1,5 m con un
sintonizador de cortocircuito. Determinar las longitudes [ del sintonizador y las
correspondientes separaciones d de la carga que hacen posible el acoplo.

E 6.3 Una linea de transmisiéon de impedancia caracteristica Z, = 50€) se carga
con una impedancia desconocida Zj. Mediante un doble sintonizador de corto-
circuitos moviles se logra una adaptacion perfecta cuando las longitudes de los
sintonizadores son [y = 0,114\ y ls = 0,414\. La separacién entre los mismos es
D = 0,375\ y la carga se encuentra a una distancia d = 0,2\ del doble sintoni-
zador. a) Determinar el valor de la impedancia de carga. b)Determinar si existe
otro par de valores para l; y l2 con lo que se logre el acoplo.

E 6.4 Se desea adaptar una carga Z, = (300 + j200) © a una linea de transmi-
sion de impedancia caracteristica Z, = 200 €2 que transmite una senal de longitud
de onda A = 1,5 m, con un trozo de linea cortocircuitada de impedancia caracte-
ristica Z! = 100 en paralelo. Determinar la distancia a la que hay que colocar
el sintonizador de la carga y su longitud /. Determinar si hay més de un conjunto
de valores posible.

™ £ ® TN Lo 2
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ProPAGACION GuUIADA. LINEAS DE TRANSMISION

E 6.6 A una linea de transmision sin pérdidas de impedancia caracteristica Z, =
100€2 conectamos en dos experimentos sucesivos, las dos impedancias de carga Zj,
siguientes:

a) Una seccion de la misma linea de longitud A/8 terminada en cortocircuito.

b) Una seccion de la misma linea de longitud A/8 terminada en una resistencia
de 200 €.

Represente estas impedancias de carga en la carta de Smith y determine en cada
caso Z1, la razon de onda estacionaria, el coeficiente de reflexion y la posicion del
primer minimo de voltaje (desde la carga).

E 6.7 En la posicion A de la linea de transmision sin pérdidas de impedancia
caracteristica Z, = 100€2 que se muestra en la figura E6.7 1a medida del coeficiente
de reflexion de voltaje es p = 1/32—90°. A la derecha del punto A hay una seccién
A/8 en cuyo extremo una impedancia Zy, cierra la linea. a) Utilizando tinicamente
el diagrama de Smith determine el valor de Zy, y de la razon de onda estacionaria
S; b) Dibuje el perfil de onda estacionaria para el voltaje en la linea, senalando
con exactitud las escalas; ¢) Halle el valor de la impedancia Z 4 que se mide en el
punto A.

<— M8

A
Figura E6.7

E 6.8 En el extremo de una linea de transmisiéon de impedancia caracteristica
Z, = 1002 se coloca una carga Z; que produce en la linea la distribucion de voltaje
(perfil de onda estacionaria) representada en la figura £6.8a, con un coeficiente de
onda estacionaria S = 2, estando el minimo a la distancia A/2 del extremo. Con
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ELECTROMAGNETISMO 11

=

Figura E6.8a Figura E6.8b

E 6.9 Halle la impedancia de entrada de la linea de transmisién cuyo esquema
se muestra en la figura E6.9, en la que se han introducido elementos colocados en
serie y que termina con la carga Z; = (2,5 — j3)Z,. Utilice unicamente la carta
de Smith.

14Z,  06Z  j08Z
|

: N
h 8 S e d ¢ b a|
ARS
)
Q
0,1\ L1I19)N  0,174 A 0,087 &

Figura E6.9

E 6.10 Una linea de transmisién de impedancia caracteristica Z, = 20€) termina
en una carga Z; = (6 — j8) Q. Mediante la carta de Smith encuentre: a) el
coeficiente de reflexion de voltaje en la carga; b) la razon de onda estacionaria
S; ¢) La distancia a la carga del primer minimo de voltaje; d) la impedancia de
la linea a 0,05\ de la carga; e) la admitancia de la linea en el mismo punto; f)la
posicién mas cercana a la carga en la que la parte imaginaria de la admitancia de
la linea es igual a la admitancia caracteristica.

|
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TEMA 7

PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

RESUMEN
Objetivos generales

Estudiar los modos de propagaciéon de alto orden, TE y TM en guias de ondas
rectangulares y cilindricas. Estudiar las caracteristicas mdas importantes de las
cavidades resonantes.

Objetivos especificos

= Caracterizaciéon de los modos de transmision TE y TM
= Analisis de la propagacion en una guia rectangular
= Analisis de la propagacion en una guia cilindrica

= Estudio de la transmisién y de la atenuacién de potencia en una guia de
ondas

= Andlisis de una cavidad resonante rectangular

Requisitos previos

Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, campo
magnético. Dominar el calculo vectorial integral y diferencial. Notaciéon fasorial.
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ELECTROMAGNETISMO 11

INTRODUCCION

El propésito de este tema es estudiar las soluciones al problema de propa-
gacién en los sistemas de transmisién de alto orden, las guias de ondas. En el
rango del espectro visible, la sefial viaja a lo largo de una fibra 6ptica en zig-zag
aprovechando el fenémeno de reflexion total interna en la frontera de la fibra. En
la gufa de ondas el mecanismo de propagacion es el mismo, la reflexion interna
que tiene lugar en las paredes metélicas de la misma y cuyo resultado es una pro-
pagaciéon exitosa a lo largo del tubo que constituye la guia. Veremos que en estos
sistemas pueden propagarse los modos de orden alto TE y TM definidos en el
tema anterior. Inicialmente nos centraremos en gufas sin pérdidas, considerando
en la dltima parte del tema las modificaciones necesarias cuando las paredes que
conforman el sistema no son conductores perfectos o el medio con que se rellena
la gufa no es un dieléctrico perfecto. Finalmente, definiremos la cavidad resonante
v estudiaremos sus caracteristicas principales.

1. MODOS DE TRANSMISION TE Y TM

Recordando los resultados genéricos obtenidos en el tema anterior, la compo-
nente longitudinal del campo eléctrico de una senal propagante en una guia de
ondas segun el eje Z, supuesto el medio que llena la gufa sin pérdidas, es de la
forma

E.(z,y,2) = &.(x,y)e 177 (7.1)

Y la ecuacién de ondas se reduce a una ecuaciéon de dos dimensiones que, para el
campo eléctrico, viene dada por

(VZ+ k2] e.(z,y) =0 (7.2)

donde k., denominado niimero de onda de corte por razones que més adelante
serdn evidentes, verifica la siguiente relacion de dispersion

k2 = wpe — B2 (7.3)
Anélogamente, la componente longitudinal del campo magnético viene dada por

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

Cada una de estas ecuaciones de ondas junto con las condiciones de contorno
de nuestro sistema, constituyen un problema de autovalores. La presencia de con-
tornos (los conductores que constituyen la linea de transmision) da lugar a una
discretizacién del espectro de autovalores k., y las autofunciones correspondien-
tes son las distribuciones de campo para la componente longitudinal (€7 o ﬁg)
asociadas a cada autovalor. Los posibles valores de k. vendran determinados por
la geometria del sistema de transmision (gufa rectangular, cilindrica, etc.). La ob-
tencion de los autovalores permite calcular a su vez la constante de propagaciéon
correspondiente a cada modo a través de la relacion de dispersion dada por (7.3).
Para un determinado autovalor, la constante de propagacién viene dada por.

2 2 2
b =w uf—:—kqn

No podemos obtener expresiones concretas para las distribuciones de campo
electromagnético de los diversos modos sin antes especificar la geometria del sis-
tema de transmision. Sin embargo, si podemos encontrar slgunas propiedades de
indole general para los diferentes tipos de modos. A continuacién vamos a par-
ticularizar las expresiones generales de los campos obtenidas en el tema anterior
para los modos TE y TM.

1.1. Modo Transversal Eléctrico TE

Estos modos se caracterizan porque la componente longitudinal del campo
eléctrico es nula (Ez = 0). También se denominan modos H. Si imponemos esta
condicion en las ecuaciones (6.11) y (6.12) que ligan las componentes transversales
con las longitudinales, obtenemos

i, - _;gvtﬁfz

(7.6)
~ uN1/2 k N
B - ()" R,
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ELECTROMAGNETISMO 11

Ademas, de las expresiones (7.6) se deduce que las componentes transversales
de los campos eléctrico y magnético son siempre perpendiculares entre si y forman
con u, un triedro directo tal como corresponde al sentido de propagaciéon de la
energia. Las amplitudes de los campos transversales estan relacionados entre sf
por la impedancia de onda TE

Ey ( ,u) /2 k

t
Por otro lado, sabemos que en los contornos metélicos de la guia, el campo mag-
nético ha de ser tangencial. Si consideramos una geometria genérica como la re-
presentada en la figura 6.2 vemos que H, es de por s tangencial al contorno
metélico, por lo que la condicion expuesta afectard bésicamente a la componente
transversal, H;. Esta condicién, teniendo en cuenta las direcciones mostradas en
la figura 6.2, se expresa matematicamente como sigue

o B (0H.  OH.
He="7 <3n T ‘”)

donde u,, indica la direccién normal al contorno y u; la direccién sobre el contorno.
Entonces, la condicién de que el campo magnético sea tangencial se traduce en
que el primer sumando de esta expresion debe ser nulo, esto es

OH,
on

=0 (7.8)

sobre las paredes metalicas del sistema. De la relaciéon entre el campo eléctrico y el
campo magnético transversal, se verifica automéaticamente que el campo eléctrico
es perpendicular al contorno.

1.2. Modo Transversal Magnético TM
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

obtenemos

Et = _EVtEZ
(7.9)
. 1/2
N we = € k =~
Ht = —jkiguz X VtEZ = <M> Buz X Et

Como era de esperar, también se verifica que los campos transversales eléctrico
y magnético son perpendiculares entre si y forman un triedro directo con la di-
recciéon de propagacion u,. En este caso, la relacién entre las amplitudes de las
componentes transversales de los campos viene dada por

E,  (p\/28
Zry===(=) = 1
™ H, (6) k (7.10)

que es la impedancia de onda TM

En este caso, la determinaciéon completa del campo se efecttia en términos de
E., que a su vez, debe ser solucion de la ecuacion (7.2) y verificar la condicion de
que

~

E,.=0 (7.11)
sobre las paredes metdlicas del sistema.

Al imponer esta condicion, se verifica automaticamente la condicién de que
el campo eléctrico es perpendicular sobre el contorno metélico. Efectivamente,
con referencia a la figura 6.2, la primera ecuacion de (7.9) puede excribirse en la

k2 \ on ol

Ahora bien, la condicion de que el campo eléctrico sea nulo sobre el contorno nos
lleva a que el segundo término de esta expresion debe ser nulo, OF, /0l = 0. Asi,

sobre el contorno resultara
NEANEA) E‘\
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ELECTROMAGNETISMO 11

1.3. Relacion de dispersion. Diagrama w — 3 para los modos de
transmisiéon

Vamos a analizar la relacion de dispersion que han de verificar los modos de
transmisién de orden alto, TE y TM. Para un modo determinado, tendremos

2 2 2
B° = w e — Kk

donde S es la constante de propagacién en la estructura para el modo en cuestion
v k. es el autovalor correspondiente que viene determinado por la geometria del
sistema de transmision.

Considerando que la propagacion se efectiia en un sistema homogéneo y sin
pérdidas, lo primero que observamos para modos TE y TM es la existencia de
una frecuencia de corte determinada por la condicién

f=0
La frecuencia de corte viene determinada por
1
we = ——k¢ (7.12)

JIE

o lo que es lo mismo
1

= — k.
27\ /e
Para valores por encima de esta frecuencia, la constante de propagacion para dicho
modo es real y el modo se propaga sin atenuacién. Para valores por debajo, la
constante de propagacién es imaginaria pura y entonces el modo se atenta. En

este caso decimos que el modo es evanescente.

fe (7.13)

En funcién de la frecuencia de corte, la constante de propagacion en la guia
se puede expresar como

1 2
B = Vw? —w? = d \/1—(&)
Upho Upho w

donde vy, es la velocidad de fase que tendria la sefial si se propagase en un medio

ilimitadn
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

con A = w/vphe la longitud de onda que tendria la sefial si se propagase en un
medio ilimitado y A = 27 /k. la longitud de onda de corte.

Como hemos comentado, para un valor real de la constante de propagaciéon 3
la onda se propaga por la guia con una velocidad de fase

Upho
- (%)

con vphe = 1/,/Eft la velocidad de fase que tendrfa una onda propagandose en un
medio sin fronteras. De (7.15) se desprende que la velocidad de fase en la guia es
siempre mayor que la correspondiente en el medio ilimitado. Ademaés, v, depende
de la frecuencia, es decir, la guia de ondas se comporta como un medio dispersivo.
La velocidad de grupo viene dada por

Vph = % - (7.15)

_do
e

Teniendo en cuenta la relacién de dispersiéon, obtenemos la siguiente expresiéon
para la velocidad de grupo

Vg

1 (“C>2 (7.16)
Vg =V —|— .

g pho w

que es siempre menor que la velocidad de fase que tendria la senial en el espacio
libre. Es inmediato comprobar que se verifica la relacion

.2
Uph = Vg = Uppo

Los diagramas de dispersion w — 3 para los modos de transmisiéon en una guia
de ondas se obtienen de la representacion de la relacion de dispersion (7.3). En
la la figura 7.1 se muestra dicho diagrama. En ella la recta de pendiente (,ug)’l/2
es la correspondiente a propagacion libre o de un modo TEM y a esta recta
tiende asintoticamente la curva de dispersion para frecuencias mucho mayores
que w,. Este comportamiento es légico puesto que cuando la longitud de onda
es muy inferior a las dimensiones de la guia, la senial electromagnética no ve los
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ELECTROMAGNETISMO 11

- 7
:,’ Pendiente
s
N e Voho = I(gp)
L

N 1 !

B, B

Figura 7.1. Diagrama w — (8 para los modos de transmisién

Teniendo en cuenta las definiciones para las velocidades de fase y de grupo,
estas magnitudes quedan directamente precisadas en el diagrama w — 3 en cuanto
se fije el punto de operacion (frecuencia de trabajo). En la figura 7.1 se senala,
para una frecuencia w; la constante de propagacién correspondiente, f;. Para
este punto de trabajo, la velocidad de fase viene dada por el cociente wy /S y la
velocidad de grupo por la pendiente de la curva en dicho punto. La velocidad de
fase, resulta ser, en cualquier caso mayor o igual que la velocidad de propagacion
en medio ilimitado v,,, mientras que la de grupo, que es la que tiene significado a
efectos de propagacion de energia o informacion, resulta inferior o, como maximo,
igual a vppe.

Podemos ver que para frecuencias proximas a la de corte la velocidad de grupo
tiende a cero y la de fase a infinito, mientras que a frecuencias mucho mayores
que w. ambas velocidades tienden asintéticamente a la velocidad de propagacion
en el medio libre vyp,.
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a ———>

< >

Figura 7.2. Guia de ondas rectangular

que tenemos que resolver son

0? 0? 2\ ~
' 0? 0?
2\7 _
para las componentes longitudinales de los campos eléctrico y magnético respec-
tivamente.

Comencemos con la ecuacion para el campo eléctrico. Aplicamos el método de
separacién de variables, esto es

~ ~

ex(z,y) = X(2)Y (y)
Sustituyendo esta expresion y dividiendo posteriormente por e, resulta:

12X 1d%Y |,

R 7
14y
Y dy?
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ELECTROMAGNETISMO 11

forma se obtiene R
1d?Y
Y dy*

La integracion de estas ecuaciones es inmediata, obteniéndose

2 2 2
k2 — k2 = —k2

e = ( Aeiker 4 Be—jm) (Cejkyy + De—jkyy)

Siguiendo un procedimiento completamente analogo obtenemos, para la compo-
nente longitudinal del campo magnético, la siguiente expresiéon

/};z — (A’ejkxl“ + B/e—jkwl‘) (C’ejk'yy + D/e_jk:uy)

No debemos olvidar que las componentes fasoriales del campo longitudinal EZ y
I:TZ para ondas propagandose segin las z crecientes, se obtienen multiplicando las
expresiones anteriores por e %%, Para obtener las constantes de integracion A,
B, ... tenemos que imponer las condiciones de contorno para los posibles modos
de transmision.

Modos TM

Para estos modos, la componente longitudinal del campo eléctrico en las pare-
des de la guia debe ser nula. Por tanto, teniendo en cuenta la figura 7.2, tenemos

s Parax=0,e,=0Vy=A=-B
s Paray=0,e,=0Ver=C=-D
de donde

e, = (ejk:x:c _ e—jm) C (ejkyy _ e—jkyy)

Los paréntesis anteriores son basicamente funciones seno, de forma que la distri-
bucién transversal de la componente z del campo eléctrico queda

e. = F.sen (k.2) sen (k,u)
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» Paray=10,¢e, =0 Vo =sen(ky) =0=k, ="

siendo m y n ntimeros enteros. La distribucién transversal de la componente 2z del
campo eléctrico queda

mi nm

e;"" = E,sen (7x> sen (Ty) (7.19)
v los autovalores correspondientes vienen dados por
2 2
= () () (7.20)

donde hemos simbolizado el modo con dos subindices relativos a las dependencias
con x e y.

El fasor para la componente longitudinal del campo eléctrico en el caso de
sefiales que se propagan en la direcciéon de las z crecientes serd

E;”” =emne P = E,sen (mﬂo sen (%U) eI (7.21)
a

Modo TE

Para el anéalisis de los modos TE partimos de la expresion general para la
componente longitudinal del campo magnético

/}{z _ (A/ejkwx 4 Ble—jkzit) (Clejkyy + Dle—jl{?yy)

v aplicamos las condiciones de contorno en las paredes de la guia que en este caso

son N
h

a@x =0 ; z=0,a
oh.

;97/ :0 ) y:07b
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ELECTROMAGNETISMO 11

Y el fasor para la componente longitudinal del campo magnético serd

~ ~ - mm nm 4

H™" = pmne=i8* = H, cos (—x) cos (71/) eI (7.23)
a

Los autovalores correspondientes a los modos TE vienen determinados también

por la expresion (7.20) lo que significa que los modos TE,,,;, y TM,,,, correspon-

dientes a un mismo par de subindices (m,n) son degenerados y tienen la misma

constante de propagaciéon dada por la relacién de dispersién

B = wlpe — [(T)Q i (T)z} (724)

De las expresiones (7.19) y (7.22) se deduce facilmente que los subindices m y
n no pueden ser nulos para los modos TM mientras que en el caso de los modos
TE, m y n no pueden ser nulos simultaneamente. Otra caracteristica importante,
que no demostraremos aqui, es que los modos TE y TM forman un conjunto
completo, lo cual significa que cualquier distribucién de campo electromagnético
en una guia de ondas rectangular se puede desarrollar en términos de estos modos.

El valor de las amplitudes de los campos, que hemos representado por E, y
H,, dependera en general de la potencia de excitacién del modo analizado.

Una vez obtenidas las componentes longitudinales, las restantes pueden ob-
tenerse a partir de ellas por derivaciones simples mediante las relaciones (7.6) y

(7.9).

» Para los modos TM (H, = 0) tenemos

E;m = —J (krfn)Q (m) FE, cos (%x> sen (%y) e—ibz
E;nn = (krfn)Q <L> E,sen (lx> cos (%y) e I8z

(7.25)
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

» Para los modos TE (E, = 0) tendremos

.FAI;”” = j b 5 (mW) H,sen (mx> Cos (%y) e IB?

: |

(k&) a
H™ = j p (T) H, cos (mx> sen (Hy> e I8z
! (kzm)* \ b a b
(7.26)
E’;”” = (li;’ujf (%) H,cos (%x) sen (%y) e 182
pmn ___Jwp_(mm mm nT Y\ e-ib
E; = (k;g'm)2 < . )Hosen< o :E) COS( 5 y) e

De acuerdo con estos resultados, una guia rectangular con seccién transversal
ax b puede soportar la propagacion de ondas con muchas configuraciones de campo
diferentes, pero cuantizadas. La exponencial e 77 describe una onda que viaja en
la direccién +z, pero sélo si 3 es real, lo que exige que k > k.. En caso contrario,
tendrfamos una onda evanescente cuya amplitud decae exponencialmente.

A cada modo le corresponde una frecuencia de corte para la cual =0y que
viene dada por la ecuacion (7.13) una vez sustituida k"™ por su expresion para

= () () 1)

donde wvpp, = 1/,/1 es la velocidad de una onda plana en un medio sin fronteras
con parametros constitutivos € y pu.

la guia rectangular

2.1. Analisis del modo fundamental

El modo con la frecuencia de corte méas baja se denomina modo fundamental
o dominante. La utilizaciéon de una guia de ondas en una forma arbitraria puede
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ELECTROMAGNETISMO 11

En una guia rectangular el modo fundamental es de tipo TE, dado que sélo
para los modos TE pueden obtenerse modos con m o n nulos. Si la guia tuviera
seccion cuadrada, a = b, todos los modos subindicados por (m,n) y (n,m) serian
degenerados y en particular, los modos TE1g y TEq; tendrian la misma frecuencia
de corte y ambos serian modos dominantes. Esta es la razén fundamental para
que se utilicen guias de seccién rectangular. En estas guias la notaciéon mas fre-
cuentemente utilizada corresponde a la eleccién del eje X en la direccion del lado
méas ancho de la gufa, tal como se representa en la figura 7.2. De esta forma el
modo fundamental, es decir, el de menor frecuencia de corte, es el modo TEqg. La
frecuencia de corte para este modo vendra dada por

™
(WC)IO = Uphokio = Uphog (728)

Una vez que fijamos el valor de a queda automéaticamente determinada la frecuen-
cia de corte del modo fundamental TE1g y también la del modo TEyy que resulta
ser el doble

(wc)Qo =2 (Wc>10

Los restantes modos TE y TM tendran frecuencias de corte superiores al TEoq si
el valor de b es inferior a a/2. Ahora bien, si reducimos mucho la dimension b de
la guia, como se verd cuando estudiemos la atenuacién en guias, se produce un
aumento significativo de las pérdidas en la propagacion del modo fundamental.
Por este motivo, en la practica se suele escoger a = 2b. En la figura 7.3 se muestra
un esquema de las frecuencias de corte normalizadas a la frecuencia del modo
fundamental para una guia de ondas en la que a = 2b

TE,, TE,, TM, TM,,

TE, TE, TE,

. l Ry
0 I 2 3 odo),

Figura 7.3. Frecuencias de corte normalizadas al
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

HY = H, cos(z:c) eI
a
10 = i 5 Hysen(Ta) e i 7.29
. = jr/a Oben(gx)e (7.29)
~ Lw T L
E;O = —jﬁ—/ﬁ;HO sen(gx) eI

donde podemos observar que el campo eléctrico s6lo posee componente segin el
eje Y y que todas las componentes son independientes de la coordenada y.

Al inicio del tema se comentd que el mecanismo de propagacion de una senal
a lo largo de una guia es similar al de la fibra éptica, la senal viaja en zig-zag
aprovechando el fenémeno de reflexién interna total en la paredes metalicas de la
gufa. Para verlo, vamos a analizar el caso del modo fundamental TE;q. El campo
eléctrico para este modo viene dado por

~ w .
Ey10 = —j—'uHO sen(ﬁx) e 9Pz
T/a a

/

expresando la funcién seno como suma de exponenciales

. o
T elat — e Ia’t
sen(—x) = ————
a 27

v sustituyendo, obtenemos

~ W o am s
EN = _ H (eja“”—e ]rtm) e 1Pz
Y 2r/a"°

que podemos expresar como

E) = LQMHO (e*j‘“”%) —e (”%))
T

Si definimos
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ELECTROMAGNETISMO 11

donde el primer término representa una onda plana que se propaga en la direc-
ciébn u,s, mientras el segundo término representa una onda plana que viaja en
la direccién u,~, ambas con una constante de propagacion igual a (. Es decir,
podemos considerar que el modo TEqg estd formado por la combinacién de dos
ondas transversales electromagnéticas (TEM) que se propagan en las direcciones
Uy y Uyr.

\ Frente de
Onda B onda A
o %A/

Figura 7.4. Ondas TEM constituyentes del modo T E1g

Como se desprende de la figura 7.4, la combinacién de ambas ondas viaja en
la direccion +z zigzagueando entre las paredes opuestas de la gufa de ondas. En
la figura 7.5 se puede observar la relacién entre la velocidad de fase de una de las
componentes individuales del modo TEjg, la velocidad de fase del grupo formado
por las ondas A y B y su velocidad de grupo, que es la velocidad de transmision
de la energia que transporta el modo.

X ph
vg
al
7
1 6 /N
E , Frente de
1 ’
/  ondaA
V,=V,,,c08 0 NN /
Onda A pho ,
V=V, /C0S O S

4
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

de frecuencia de operacion en el modo fundamental, siendo las de mayor seccién
las correspondientes a rangos de frecuencia inferiores y viceversa, segin lo ya
expuesto. A los rangos de frecuencia que resultan de esta normalizacion se les
denomina bandas, de entre las cuales cabe citar las siguientes:

Banda S: De 2,60 a 3,95 GHz
Banda J: De 5,30 a 8,20 GHz
Banda X: De 8,20 a 12,4 GHz
Banda P: De 12,4 a 18,0 GHz
Banda K: De 18,0 a 26,6 GHz
Banda R:. De 26.5 a 40,0 GHz

Para la banda X, por ejemplo, las dimensiones de una guia estandar son
a = 2,286 cm

b=1,016 cm

Las guias de ondas estdn construidas normalmente de laton. En rangos de fre-
cuencias altas las paredes interiores de las guia se suelen platear para disminuir
las pérdidas asociadas a la conductividad finita de las paredes.

Ejercicio de autoevaluaciéon 7.1

En una guia de ondas rectangular con dieléctrico aire y dimensién mayor
a = 2,29 cm, se propaga el modo TM de orden més bajo. La frecuencia de
corte de este modo es de 16,1 GHz. Determine los valores de la constante de
propagacion 3; la longitud de onda en la guia, X/, asociada a esta constante
de propagacion; la velocidad de fase, v, y la impedancia de onda intrinseca
Z7ry cuando la guia opera a una frecuencia doble de la frecuencia de corte.
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corte, calculamos la otra dimensién de la guia

1\?  [1\?
)+ ()
Sustituyendo y depejando b, obtenemos
b=1,02 cm
La frecuencia de operacién es el doble de la frecuencia de corte, esto es
f=2f.=322GHz = w=2rf=20232-10° rad/s

v la constante de propagacién

W f\°
== (%)

Sustituyendo los datos, obtenemos para la constante de propagacién el valor
S =584,03 m*

y la longitud de onda asociada serd

2
N = % — 1,08 cm

La velocidad de fase es

Vph = %’ = 3,46 -10% m/s

y la impedancia intrinseca

2
s =fo (%)
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3. GUIA DE SECCION CIRCULAR

Esta guia de ondas, comunmente conocida como gufa cilindrica, presenta una
geometria como la mostrada en la figura 7.6. El sistema de coordenadas mas
adecuado para el estudio de esta guia es el cilindrico (r, ¢, z). Para esta geome-
tria obtendremos también un conjunto de posibles modos identificados con doble
subindice, correspondiendo el primero a la dependencia con ¢ y el segundo a la
dependencia con r.

Figura 7.6. Guia de seccién circular

Siguiendo un proceso anélogo al llevado a cabo en la guia rectangular, la ecua-
cién diferencial de partida para la componente longitudinal del campo eléctrico
es, en coordenadas cilindricas

<a2 19 1 92

y otra ecuacién analoga para h,.

Procedemos de forma completamente analoga a como lo hicimos para la guia
rectangular. Aplicamos el método de separacion de variables. Considerando
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dp* "~ pdp
Para la obtencion de la ultima ecuacién hemos hecho el siguiente cambio de va-
riable

2R 1dR 2\
d“R dR <1—77J2>R:0
p

p=ker

La primera ecuacién tiene una integracién inmediata y la soluciéon es de la

forma
F— Ayetine

Ahora bien, n tiene que ser un namero entero dado que los campos tienen que ser
continuos en ¢ y ¢ + 2.

Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacién en p es la ecuacion de Bessel
de orden n, cuyas soluciones son las funciones de Bessel de primera y segunda
especie, Jn(p) v Nyp(p). De estos dos conjuntos de soluciones, las funciones de
Bessel de segunda especie, N, (p) son singulares en el origen y por este motivo no
son soluciones validas para nuestro problema. Los campos no pueden ser singulares
en ningin punto del interior de la guia puesto que no hay fuentes en el interior.
Teniendo en cuenta estas condiciones, la solucién para la componente longitudinal
del campo electrico es de la forma

€ = EoJy (kcr) eIne (730)

v otra similar para /f;z

Para obetener los valores de k., tenemos que imponer las condiciones de
contorno para a cada uno de los modos de transmisiéon TM y TE, de forma similar
a como lo hicimos para la guia rectangular.

Modos TM

Para estos modos, la componente longitudinal del campo eléctrico en las pa-

wrndan Aa Ta aaia AL D L i
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funcién J,, tendremos que los valores de k'™ que garantizan el cumplimiento de
la condicién de contorno son
k= Prm
a
y la distribuciéon transversal de la componente longitudinal del campo eléctrico
viene dada por

o = By 1y (pun ) 7 (7.31)

2 =

No olvidemos que la componente longitudinal del campo eléctrico para ondas
propagandose seglin +z viene dada por

B =22 (1) €799 = By Jy (pam - ) €969
a

Los campos transversales se obtienen aplicando las ecuaciones que los relacionan
con los longitudinales. Aplicando las relaciones (7.9) para los modos TM obtene-
mos las siguientes expresiones para las componentes transversales de los fasores

de campo
C
Enm — _—nB_ Eol J,einee—ibz
® (knm)Q r
C
R Enm
H'ﬂ?’n — T
v ZrM
ﬁ@m _ _E;Lm
' Zrm
donde
oJ,
J ===
" or
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Modos TFE

Para el analisis de los modos TE partimos de la soluciéon general para la
componente longitudinal del campo magnético

/}Zzn - Han (kc,nr) ejn(,@
v aplicamos la condicién de contorno en las paredes de la guia que ahora es
Oh, _ 0
or

r=a

Derivando y particularizando en r = a obtenemos la siguiente condicién
HoJ) (kepa) ™ =0 = J) (kepa) =0

Ahora bien, igual que las funciones de Bessel, sus derivadas J/, también poseen
multiplicidad de ceros. Si llamamos p/,,,, al m-ésimo cero de la funcion J), ten-
dremos que los valores de k" que garantizan el cumplimiento de la condiciéon de
contorno son

¢ a
v la componente longitudinal del campo eléctrico viene dada por
h?m = HO Jn <p;wn5) e’ (732)

Aplicando las relaciones (7.6) para los modos TE obtenemos las siguientes
expresiones para las componentes transversales de los campos

Hy" = (k”f)QHi PR
E?p”” = ~ZrgH™
EM™ = ZrgHP™
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m\n 0 1 2 3
1 2,40483 3,83171 5,13562 6,38016
2 5,52008 7,01559 8.,41724 9,76102
3 8,65373 | 10,17347 | 11,61984 | 13,01520
4 11,79153 | 13,32369 | 14,79595 | 16,22347

Tabla 7.1. Ceros de la funcién de Bessel, J,(z)

m\n 0 1 2 3
1 3,83171 1,84118 | 3.05424 | 4,20119
2 7,01559 | 5,33144 | 6,70613 | 8,01524
3 | 10,17347 | 8,53632 | 9,96947 | 11,34592
4 13,32369 | 11,70600 | 13,17037 | 14,58585

Tabla 7.2. Ceros de la derivada de la funcién de Bessel, J) (z)

3.1. Modo fundamental en una guia cilindrica

En las tablas 7.1 y 7.2 se relacionan los primeros ceros ppm, v ph,,, de la funcion
de Bessel J, y su derivada J},. Podemos observar que el valor de x para el que se
obtiene el primer cero es pj; = 1,84118 por lo que el modo fundamental en una
gufa cilindrica es el TEq;.

TE, TM, TE, TE,

11 01 21

™,
0 ! 2 o),

Figura 7.7. Frecuencias de corte normalizadas
al modo fundamental para una gufa circular

La frecuencia de corte del modo fundamental viene dada por

1,841

(WC)TE” = Uphokgl = Upho (7.33)
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En la figura 7.7 se representa un esquema de las frecuencias de corte para
los primeros modos de la guia cilindrica. Podemos comprobar que el rango de
frecuencias en el que se puede operar iinicamente en el modo fundamental es muy
reducido y esto constituye la principal dificultad para la utilizacion de esta guia
frente a la rectangular.

A pesar del inconveniente mencionado, los modos TEg,, tienen un gran interés
porque carecen de componente H, y esto da lugar a que las corrientes presen-
tes en las paredes de la gufa sean circulares. Esto nos permite, construyendo la
gufa como asociacién de aros metélicos uno a continuaciéon de otro, pero sepa-
rados eléctricamente o bien fabricando la guia como una hélice metélica, filtrar
con facilidad los restantes modos ya que las corrientes longitudinales se cortan
y no pueden propagarse. Ademas, la ausencia de componente H, da lugar (co-
mo veremos mas adelante) a que las pérdidas asociadas a la conductividad finita
de las paredes disminuyan con la frecuencia y esto es de gran importancia para
comunicaciones a larga distancia.

Ejercicio de autoevaluacion 7.2

Una gufa cilindrica llena de aire tiene un didmetro de 90 mm. Encontrar los
modos TE y TM que se transmitiran en la gufa si opera a una frecuencia 1.4
veces la frecuencia de corte del modo fundamental. Determinar la longitud
de onda y la velocidad de fase de cada modo.

Solucion

El modo fundamental de una guia cilindrica es el modo TE1; cuya frecuencia

de corte es
1,841
WTE11 = Ypho—

donde vy, = ¢ puesto que la gufa esta rellena de aire y a es el radio de la
gufa, a = 0,045 m. Sustituyendo valores tenemos

wrp, = 1,23-10 rad/s _ _
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Cuando la guia opera en esta frecuencia, transmitird el modo fundamental.
Para determinar si se transmite otro modo superior, tenemos que calcular la
frecuencia de corte de los modos siguientes. Consultando las tablas de ceros
de la funcion de Bessel y su derivada, podemos determinar que el modo
siguiente al fundamental es el modo TMy; cuya frecuencia de corte viene

dada por
2,405

WTMy1 = Upho

Sustituyendo valores, obtenemos que la frecuencia de corte para este modo

es
wWrar, = 1,6 - 10" rad/s

que estd por debajo de la frecuencia de operacién, por tanto, este modo
también se transmitira.

El siguiente modo es el TEo; cuya frecuencia de corte es

3,054
WT Moy = Upho—_— = 2,03 10'% rad/s

que es mayor que la frecuencia de operacién, por tanto, este modo no se
propagara.

En resumen, vemos que en la guia se propagaran los modos TE1; y TMo;.
A continuacién, a partir de la relacién de dispersién, podemos obtener la
constante de propagacion de cada uno de estos modos

/ 2
B11 = 21— (de) =1855m~!
c w

Bor = 28,78 m~!
Las longitudes de onda de cada modo en la gufa son
, 2

i _
1= —-—=23387-10"%m
/811
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ELECTROMAGNETISMO 11

Por ultimo, la velocidad de fase de cada modo viene dada por

11 w 8
vy =— =17,23-10° m/s
P B /

01 w 8
vp = — = 4,69 - 10° m/s
PR By /

Vemos que la velocidad de fase en la gufa es mayor que la velocidad de fase
en el espacio libre. También observamos que cuanto mas alto sea el orden
del modo que se propaga, la velocidad de fase en la guia se aproximaré a
la velocidad de fase en el espacio libre (velocidad de la luz en el caso de
propagacion en el vacio). Este resultado es 16gico ya que para una frecuencia
muy alta, la senal no verd las fronteras de la guia (la longitud de onda de
la senial es muy pequena comparada con las dimensiones de la guia) y se
propagaré como si lo hiciera en el espacio libre.

4. POTENCIA EN GUIAS. ATENUACION

Una vez obtenida la distribucién del campo electromagnético en una guia,
el estudio de la potencia transmitida y la energia almacenada en el sistema se
realiza en funcién de dicho campo. El doble objetivo de este apartado es, primero,
expresar la potencia transmitida y la energia almacenada por la guia en términos
de las componentes longitudinales del campo. Segundo, considerar guias reales,
esto es, con paredes metéalicas que no son conductores perfectos y rellenas con
medios dieléctricos disipativos, y calcular la atenuacién de la sefial que se propaga.

La potencia promedio transmitida a través de la secciéon transversal de la guia
viene dada por

<P>:;§R{/ST (Exﬁ*)-ds}:;%{/;T (f)txﬁZ‘)-ds} (7.34)

Si particularizamos para los modos TE, la relacion anterior puede expresarse en

la forma:
1 ( r C %7 |
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

Haciendo uso de la ecuacion (7.6) podremos pasar a expresar la potencia en tér-
minos de H,:

2
()= yZuwgy [, [Vl i (H) Vs

Para simplificar esta expresion, aplicamos el teorema de Green que viene dado
por

oL
/ (V0 — V, U -V, D) ds:/ U—dl (7.35)
St L 8n
Tomando ¥ = & = H, obtenemos
aHif x
(P) = ZTE i {/ H,—Z2dl — szfﬂzds}

Si tenemos en cuenta la condicién de contorno para H », €l primer término de esta
expresion se anula. Finalmente, considerando la ecuacion de ondas (7.5), obtene-
mos para la potencia promedio transmitida por la guia la siguiente expresion

1
(P) ZTE /H H}ds (7.36)
Un procedimiento andlogo conduce, en el caso de los modos TM, a
P E.E%d 7.37

De forma totalmente paralela se pueden encontrar las expresiones correspon-
dientes a la energfa eléctrica y magnética promedio almacenada en la guia por
unidad de longitud.

(W) = i/s p (F-H) ds (7.38)
(Wh) = i/s - (B-B")ds (7.39)

que resultan ser iguales en el caso de modos propagantes. De esta forma, si de-
nominamos (W’) a la energfa promedio total almacenada, tendremos que (W') =

2(Wg) =2(Wp).
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ELECTROMAGNETISMO 11

tal como corresponde a la interpretacién de dicha velocidad como la de transporte
de la energia.

Para modos evanescentes, es decir, a frecuencias inferiores a las de corte, la
energia promedio eléctrica almacenada en la gufa no coincide con la magnética,
siendo mayor esta ultima para los modos TE y la eléctrica para los modos TM.

Ejercicio de autoevaluacién 7.3

Calcular la potencia promedio transmitida por los modos TE en una guia de
ondas rectangular de dimensiones a X b.

Solucion

Haciendo uso de la expresiéon para la componente longitudinal del fasor cam-
po magnético y sustituyendo en la expresién para la potencia promedio dada
por (7.36), tenemos

1 JukB [ b 9 o /mm o (T
<P>_2\/;kg/o dx/o dyH cos <7x) cos (?y>

siendo H, la amplitud de la componente longitudinal para el modo en cues-
tion. Operando, para m,n # 0 se obtiene

(Pri) = 21000 2 (7.41)

Para los casos particulares TE{g o TEy; obtenemos

10\ _ wpPab o
<PTE> = 12 H; (7.42)
y Bab
01\ _ wWHpav o
(Prp) = T2 H; (7.43)
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

frecuencia de 9GHz. Si el valor maximo del campo eléctrico es E, = 10*
V/m, halle la potencia transmitida por la guia de onda en este modo.

Soluciéon

La potencia promedio transmitida por los modos TE en una guia rectangular

vale: Bab
ploy _ WHPAD o
{Pre) ak2
donde
T w? T 2
k'===436Trm™t 5 f=, /5 - (*) = 41,147 m™!
a a

Upho

y H, es el valor maximo (amplitud) de la componente H, del campo magné-
tico. De las expresiones de los campos para el modo fundamental, deducimos
las siguiente relacién entre la amplitud del campo eléctrico y la amplitud de
la componente longitudinal del campo magnético

Eo = HwaHo
™

con lo cual:

2 2
wpBab T bpBm 9
P = —FE,) =——+5—E/=15W
< PrEw == im0y <uwa ) 1200 0 =

C

4.1. Célculo de la atenuacién en guias

Igual que en una linea de transmision, en una gufa de ondas se producen
pérdidas debido a la conductancia del material dieléctrico que llena la guia y
a la conductividad finita de las paredes metalicas. Las pérdidas asociadas a la
disipacién en las paredes dan lugar a la aparicion de un factor de atenuacion pero

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ELECTROMAGNETISMO 11

ellos. No obstante lo anterior, si las pérdidas son pequenas el acoplamiento entre
los modos puede despreciarse y solo tenemos que calcular el factor de atenuacion.

Cadlculo de la atenuacion debido a la conductividad de la paredes

Si (P) es la potencia transmitida por la guia y denominamos (PJ,) la potencia
disipada por unidad de longitud en la direccién de propagacion, tendremos que
se verifica 2(P)

/
(Pp)=——1-+
es decir, la potencia disipada por unidad de longitud serd igual a la disminucién
de potencia transmitida en una longitud unitaria de guia. Como la amplitud de

la onda decae segiin e~®* la potencia transmitida < P > lo hara segin e~2%?, con
lo cual se obtiene
2\ dz ) (P) 2 (P) '

Si suponemos que el factor de atenuaciéon debido a la disipacién es pequeno,
podemos calcularlo por el método perturbativo. Lo pasos a seguir son

= Suponemos que la distribucion del campo electromagnético coincide funda-
mentalmente con la de la guia sin pérdidas.

= Kl campo magnético tangencial a la pared induce corrientes en la misma.
Puesto que la conductividad es finita, dichas corrientes llevaran asociadas
un campo eléctrico que serd también tangencial a la pared. La combinacion
de ambos campos, eléctrico y magnético tangenciales a la pared, da lugar a
un flujo del vector de Poynting dirigido hacia el interior de la pared y que
coincide con la disipacién por efecto Joule en el conductor. Esta energia se
resta a la que se propaga en la direccién Z y por tanto la onda se atentua.

Si E y H son los campos existentes en la proximidad de la pared, la potencia
promedio disipada por unidad de longitud vendra dada por
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

Figura 7.8. Linea de transmisién genérica

Los campos en el conductor vienen relacionados entre si como los de una
onda plana con direcciéon de propagacion normal a la superficie. Efectivamente, si
consideramos puntos muy cercanos a la pared de la guia, podemos considerar ésta
plana de manera que es posible definir el triedro directo u; x ug = u,, donde uy y
u son tangenciales a la pared y u, es la normal. La atenuacién del campo en el
conductor, en la direccion u,, es muy elevada y la amplitud del campo cae a 1/e
de su valor en la superficie en un espesor igual a la profundidad de penetracion §

dada por
1/2
’ ( : >
WHoY

donde hemos supuesto que la pared de la guia es no magnética.

Entonces, podemos suponer que las variaciones del campo respecto a las coor-
denadas tangenciales x1 y x2 son despreciables. Pero esta es la la hipotesis de una
onda plana que se propaga en la direccién u,,. Este razonamiento es valido para
el campo en las proximidades exteriores del metal, es decir, en el interior de la
guia, dada la continuidad de las componentes tangenciales de E y H.

Por tanto, como ya vimos en el tema 5, cuando una onda plana se propaga en
un medio conductor, los campos E y H son ortogonales entre s{ y sus amplitudes
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ELECTROMAGNETISMO 11

longitud vendra dada por

/ L [ prow 12 iT/4 | 7. 0
<PD>:2<7> 3‘%{63 /LH-Hdl}

1 ~ o~
Pp)=— [ H-H*dl 7.46
(Pb) =55 | (7.46)
resultando, para el coeficiente de atenuacién la siguiente expresion
1 [ H-H*d
275ZT fST I/‘:\[t . ﬁ? ds

«@ (7.47)

siendo Z7 la impedancia de onda del modo en cuestion.

La tnica dificultad que podemos encontrar a la hora de aplicar esta relacién
es la aproximacion de la pared por pequenias zonas planas que sélo sera valida
cuando el radio de curvatura de la pared sea suficientemente grande de forma que
la profundidad de penetracién § sea mucho menor que las distancias a lo largo
del contorno en que H cambie apreciablemente. Esta condicién no se verifica en
la guia rectangular, pero para esta gufa el campo H es nulo en las esquinas y por
tanto, la relacion (7.47) sigue siendo valida.

Ejercicio de autoevaluacion 7.5

Calcular la atenuacion del modo TEjp en guia rectangular de dimensiones
a X b.
Solucién

La potencia transmitida por dicho modo se calculé en el ejemplo anterior y
viene dada por

wpfab o
H
a5z e

y, en términos de dicha potencia, la atenuacion resulta

(Prg) =

1 [lu (‘)\1/2 f,ﬁ'ﬁ*d] _ _
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

dicha integral es de la forma

/Lﬁ.ﬁ*dz:2{/oa<(ﬁm 2)dw+/0b<’ﬁx 2>dy}

donde se ha tenido en cuenta que las pérdidas en las paredes opuestas son
iguales. Sustituyendo las expresiones para H, y H, y operando se obtiene

/ﬁ-ﬁ*d12H2 44 i b
L T2 (kl0)?

Sustituyendo esta expresién arriba y operando adecuadamente se obtiene
finalmente para el factor de atenuacion del modo TEjg en una guia rectan-

2 ~ 2 ~
+ ]H + ]H

gular

w / We
T [1(2_ ZV/);;} v [l o <)T i

Utilizando el valor de la conductividad del cobre 5,8 x 107 (Q2m)~!, para
una guia standard de la banda X se obtiene un factor de atenuacién del
orden de 0.1 dB/m para el modo fundamental en el centro de la banda. No
obstante, conviene destacar que los factores de atenuacién reales dependen
fuertemente del estado de las superficies metalicas.

La dependencia del factor de atenuacién con la frecuencia puede analizarse
en términos generales a partir de la expresion (7.47). Esta dependencia puede
expresarse simbolicamente en la forma:

p 2 2
o~ o |A+B(IH.P /5[]
para los modos TE, y
W32
o~ —
B

para los modos TM. Teniendo en cuenta ademdés que 3 depende de la frecuencia
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ELECTROMAGNETISMO 11

para los modos TM resulta una dependencia del tipo
(w/we)*'?

a=C [(w/wc)Q - 1} 1/2

siendo C una constante de proporcionalidad. Se comprueba facilmente que esta
atenuacion presenta un minimo a la frecuencia w/w, = V3.

Para los modos TE ha de tenerse en cuenta la contribucién de H,. De la
ecuacién que liga a Hy con H, para estos modos, obtenemos que

H, 1
2 x =
Hy B
Por tanto, en la expresion para la constante de atenuaciéon aparecerd un término

mas debido a esta contribucion. La expresién para la constante de atenuacion
para los modos TE queda

C, (w/wc)_1/2 + CY (w/wc)3/2
[(w/wc)Q B 1} 1/2

donde el primer término estd asociado a las pérdidas debidas a H, y el segundo
a las debidas a H; en las paredes. El primero decrece mondétonamente con la
frecuencia y el segundo presenta un minimo analogo al analizado para los modos
TM. Si en las paredes de la guia H; es nulo, s6lo tendremos el primer término
v las pérdidas pueden hacerse todo lo bajas que se desee operando a frecuencias
suficientemente altas. Esta es la situacion ya comentada de los modos TEy,, en
gufa cilindrica, que los hace potencialmente muy ttiles para transmision guiada
a larga distancia. En todos los modos analizados en gran variedad de sistemas
de transmisién guiada, estos son los tinicos que presentan la propiedad de que su
factor de atenuacién disminuye monétonamente con la frecuencia.

Cdlculo de la atenuacion debido a la conductancia del dieléctrico
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no magnético, disipativo, que caracterizaremos por su permitividad compleja
/ - I
e=¢ —je

o bien por e, = ¢'/e, y la tangente de pérdidas dada por
&_//
tan( = —

6,

Si suponemos una gufa homogéneamente llena con este material, la relacion de
dispersién toma la forma ya familiar

Wl iee = K2 + k?

Como sabemos, el caracter complejo de € implica que la constante de propagacion
k sea también un nimero complejo con su componente imaginaria igual al factor
de atenuacion

k=p—ja
es decir
W2Mo (5/ —jEH) — (6 —ja)2 +1€Z
En situaciones en que o sea pequefia podemos despreciar el término en a? y la
relacién anterior conduce a las siguientes expresiones

w2u05' = 52 + kf

W2H05” 52 4 kz

= = tan o
2p 2p
Es decir, el factor de atenuacién es proporcional a la tangente de pérdidas, en tanto
que la constante de fase y, por tanto, la longitud de onda, no varia practicamente
respecto al valor correspondiente a guia sin pérdidas. La variacion del factor de
atenuacion con la frecuencia, considerando un rango de frecuencias en que las
propiedades del material no varien, se deduce directamente de esta expresion: «
es muy elevada a frecuencias proximas a la de corte, al aumentar la frecuencia,
disminuye hasta alcanzar un valor minimo y luego crece proporcionalmente a la
misma.

Ejercicio de autoevaluacion 7.6
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ELECTROMAGNETISMO 11

Determine qué modos se propagan en la guia. Exprese la constante de ate-
nuaciéon en dB/m y calcule la potencia disipada en las paredes de la guia.

Solucién

Para ver los modos que se propagan en la gufa tenemos que calcular las
frecuencias de corte de los distintos modos

Modo TE10:
8
TE10 ¢ 10_&?_3'10 _3QH
Je 21 " 2ra  2x05 g
Modo TE01
8
TEOlzikC'l:iE— 3-10 —6GH
Je o' T 2rb  2x0.25 ?

Puesto que la frecuencia de la senal es f = 4,5 GHz, se propaga unica-
mente el modo fundamental.

La relacion entre los nepers y los decibelios es
Nap = 8,69 Nyeper
Por tanto, la constante de atenuacién expresada en decibelios es
a = 0,05 dB/m

La relacion entre la potencia de entrada en la guia, la potencia disipada en
la carga y la potencia disipada en la gufa es

<Pen> - <PD> + <PL>

La potencia en la carga es por tanto
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siendo L la longitud de la linea y (PJ,) la potencia disipada por unidad de
longitud. Por otro lado sabemos que el factor de atenuacién viene dado por:

(Pp)
(FPen)

Luego, la potencia disipada por unidad de longitud es

o =

N |

(Pp)=575-10"%x1,2-10° x 2= 13,8 W/m
Y la potencia disipada en las paredes de la guia

(Ppy = (Pp)L =11,04 W

5. CAVIDADES RESONANTES

Las cavidades resonantes estan constituidas esencialmente por una regién die-
léctrica encerrada por paredes conductoras. Estos sistemas son capaces de almace-
nar densidades elevadas de energia electromagnética. A frecuencias de microondas,
son el equivalente a los circuitos resonantes de baja frecuencia.

Las frecuencias a las que una cavidad resonante puede almacenar energia elec-
tromagnética se denominan frecuencias de resonancia. La principal diferencia con
los circuitos resonantes de baja frecuencia es que mientras estos tltimos poseen
una tnica frecuencia de resonancia, una cavidad resonante posee un ntmero dis-
creto, pero indefinido, de frecuencias de resonancia.

Para resolver el problema de la distribucién de campo en una cavidad haremos
uso de los resultados que ya hemos obtenido para las guias de onda construyendo
la cavidad a partir de una seccién de guia de ondas. Para ello consideramos una
guia de ondas genérica como la representada en la figura 7.9¢ y suponemos que
se propaga, por ejemplo, un modo TE,,,. Si en un punto A del eje Z se coloca un
cortocircuito metalico (en plano perpendicular a Z) se formara, como se muestra
en la figura 7.95, una onda estacionaria en el lado izquierdo de la gufa. Esta

Anda Actanianaria Actd £ <l la o ol doc A PN PN 1l
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Figura 7.9. Cavidad resonante

Si a continuacion colocamos otro cortocircuito en alguno de estos minimos, C
o D, las condiciones de contorno no varian y la solucién del problema inicial sigue
siendo valida. Suponemos que en el cortocircuito colocado en segundo lugar existe
un pequeno orificio para la excitaciéon del campo que no altera la distribucién del
mismo. De esta forma hemos construido una cavidad resonante capaz de almace-
nar una densidad elevada de energia electromagnética por reflexion sucesiva de la
onda en ambos cortocircuitos.

Evidentemente, un cambio en la posicion del cortocircuito, o bien una modifi-
cacion de la frecuencia de excitaciéon alterarian las condiciones que hacen posible
la resonancia y la cavidad dejarfa de almacenar energia electromagnética.

Puesto que conocemos la solucion del campo electromagnético de la guia base
es inmediato obtener la expresion del campo electromagnético de la cavidad. Como
va hemos visto, la distribucién del campo eléctrico transversal en una guia de
ondas es de la forma

E, = Aé(z,y)e 7Py,

En la cavidad, el campo total vendra dado por la superposiciéon del campo de la
onda incidente y el campo de la onda reflejada

E, = Ae(z,y)(e 7% — %), = —2jA¢(x, y) sen(B2)u

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

z =0y z = L obtenemos la condicién de cuantizaciéon de g

sen/BL:O:mB:}% ; p=1,2..

La consecuencia de esta condiciéon es que la onda en el interior de la cavi-
dad puede existir s6lo para una frecuencia de resonancia wy, ., que, teniendo en
cuenta la relaciéon de dispersion, viene dada por

pm 2
Wmn,p = Uphu\/(kénn)z + (f) (749)
Puesto que este modo de resonancia proviene de un modo TE,,, de la gufa, se
identifica por TE;,;,.

Haciendo un desarrollo completamente paralelo, a partir de los modos TM,,,,,
de una guia de ondas, obtenemos los modos TM,,,;, de una cavidad.

A modo de ejemplo, vamos a estudiar los modos TE1g, de la cavidad mons-
trada en la figura 7.10 construida a partir de una seccién de gufa rectangular.

Figura 7.10. Cavidad resonante
a partir de una guia rectangular

Para ello partimos de la expresiéon general de la componente H, del modo
TEq9. El campo en la cavidad vendra dado por la superposicién de dos ondas,
incidente y reflejada:
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ELECTROMAGNETISMO 11

Por tanto, la componente longitudinal del campo resultante en la cavidad es

H, = —2jH! cos =¥ sen %z (7.50)
a

Y la frecuencia de resonancia sera

rop = o (2) + (22 (751)

Las restantes componentes se obtienen a partir de la componente longitudinal a
partir de las relaciones generales (7.6). Finalmente las componentes del campo en
la cavidad son

~ i wr pTw
H, = —2]Hécosjsenfz
~ 2ap . x
H, = TpHésen%cos %z (7.52)
~ 2ap ; T pT
B, = —“LuuH sen " sen 2

Y —wpH,sen — sen =2

Se puede observar que ﬁz y Ey se anulan en z = 0, L, mientras que I/{Tw alcanza una
amplitud méaxima en dichas posiciones, como corresponde a méaxima intensidad
circulante por los cortocircuitos. Por otra parte es importante resaltar el desfase
de 90° entre el campo eléctrico y las componentes magnéticas, que corresponde a
la hipétesis de pérdidas nulas de la que hemos partido.

5.1. Factor de calidad

Como hemos visto, la cavidad resuena para un conjunto finito de frecuencias.
Cuando una cavidad opera en un modo determinado toda la energia almacenada
corresponderd a una onda estacionaria a la frecuencia de resonancia si la cavidad
es ideal, sin pérdidas. Sin embargo en la préctica, una cavidad no solo responderéa
a seniales correspondientes a la frecuencia de resonancia sino también a senales en
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

La razon de este comportamiento, como ya se ha comentado, es la pérdida
de energia que tiene lugar en la cavidad. La conductividad finita de las paredes
permite que el campo penetre en ellas un espesor caracterizado por la profun-
didad de penetracién, el denominado efecto skin, produciéndose disipacién por
efecto Joule. Otra fuente de pérdidas es la asociada a los materiales dieléctricos
que llenan la cavidad. Ademaés, también existiran pérdidas por radiaciéon aunque
generalmente son muy pequenias. En una cavidad ideal el campo electromagné-
tico estd confinado y no hay radiacion fuera de la cavidad. Sin embargo, en las
cavidades reales el confinamiento no es total ya que en ellas se practican orificios
por donde poder excitar o extraer energia.

P

Figura 7.11. Respuesta en frecuencias para una cavidad resonante

Para caracterizar las pérdidas de una cavidad resonante, o lo que es lo mismo
su anchura de respuesta en frecuencias, se introduce, al igual que en baja frecuen-
cia, el factor de calidad o factor Q, definido por la relacion entre la energia
promedio almacenada y la energia disipada

Q

{Energia media almacenada

Energia disipada por ciclo w—w,

(7.53)

[ Toceai EH . |
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cavidad

(P(wo))
(P(Ww)) = ———"—5
1+ [2Qe5es ]
que proporciona la potencia promedio almacenada en la cavidad en funcién de la
frecuencia y del factor de calidad. Teniendo en cuenta la definicién del ancho de

banda, el factor de calidad Q) se puede expresar también como la relaciéon entre la
frecuencia de resonancia w, y el ancho de banda Aw de la cavidad

(7.54)

Wo
Aw

El ancho de banda Aw de una cavidad en torno a una frecuencia de resonancia se
puede determinar experimentalmente alimentando la cavidad con la sefial proce-
dente de un oscilador que permita pequenos barridos en frecuencia en torno a la
resonancia que se desea analizar. Si suponemos que la potencia de alimentaciéon
permanece constante en el margen de frecuencias deseado, la potencia de salida
presentard una variacién como la representada en la figura 7.11. De esta forma es
posible determinar experimentalmente el factor de calidad de la cavidad.

Q= (7.55)

Ejercicio de autoevaluaciéon 7.7

Una cavidad paralelepipeda de dimensiones a = L = 2b, opera en modo
TE101 v contiene aire. Halle la frecuencia de resonancia si a = 4 cm. Mante-
niendo la misma relaciéon a = L = 2b y la misma frecuencia de resonancia, se
desea una cavidad llena de teflon cuya permitividad eléctrica es € = 2,1¢e,,.
Halle las dimensiones de la cavidad.

Soluciéon

El modo TE;y correspondiente a la guia rectangular tiene una longitud de
onda de corte
Ae = 2a =8 cm

v 11ma ranctanto danranaaoacidn
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

La relacion de dispersion para la cavidad rectangular correspondiente es
2 2 10)2 P2
W = Vpp, [(kc ) + (f) }

donde L = a = 4 cm y vy, es la velocidad de la luz en el vacio, esto es
c=3-10% m/s. Puesto que la cavidad opera en el modo TEjg1, significa que
p = 1. Por tanto, sustituyendo valores podemos determinar la frecuencia de

resonancia
2 w1042
101 = )
72 - 10%c?
47Tzf1201 = s
10%¢? 10%¢
2 9 _—1
=——=f=——=53-10"s
flOl 32 f \/@
finalmente
fi01 = 5,3 GHz

Para determinar las dimensiones de la cavidad, en el caso en que esté llena de
teflon, y conservando la frecuencia y las relaciones dimensionales, aplicamos
de nuevo la relacién de dispersion

2
wip = ’Ugho [(kiof + (%) }

donde ahora

Upho = =

%
Q

™
N
—

Tenemos entonces

b= () [+ ()
wigg = | — — —
101 2,1 a a
Obtenemos para la dimension a de la cavidad el valor
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Y por tanto
L =276 cm

b=1,38 cm
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PROPAGACION GUIADA: GUIAS DE ONDAS. CAVIDADES RESONANTES

6. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 7.1 En una gufa rectangular de dieléctrico aire y dimensiones a = 10 cm y
b = 5 cm, se transmite una onda TM,,,. Se observa que la distancia entre dos
ceros consecutivos es 10 cm. Determinar el modo que se transmite en la gufa
cuando la frecuencia de trabajo es f = 4,5 - 10° Hz.

Si la amplitud de la componente longitudinal del campo eléctrico es de 50

V/m obtenga las expresiones para las componentes del campo que se propaga en
la guia.
E 7.2 En una gufa cuadrada de dieléctrico aire y dimensiones 5 X 5 cm, se
transmite un modo a la frecuencia de 6GHz. Se observa que el flujo de corriente en
las caras es solamente longitudinal y que la distancia entre dos minimos sucesivos
del campo eléctrico transversal es la mitad de la longitud de onda de corte de la
guia de dicho modo. Hallar el modo que se propaga por la guia. De dicho modo
se sabe que

E. = E,sen(kyx) sen(k,y)e 9P

Halle las componentes transversales de los campos. Halle la expresién de la po-
tencia transmitida < P > en la guia.

E 7.3 Para transmitir una senal de longitud de onda en el vacio dada por A =
0,1 m se desea utilizar una guia rectangular ordinaria (dieléctrico aire) de manera
que el modo TEjq se propague con un factor de seguridad del 30 % (f = 1,3f.). Al
mismo tiempo la frecuencia de corte del modo superior inmediatamente proximo
debe ser un 30 % mayor que la de la onda. Se pide hallar las dimensiones a y b de
la guia con estas condiciones.

Si se deseara transmitir la misma sefal mediante una gufa llena completa-
mente con un material dieléctrico de € = 4¢, en vez de aire y manteniendo las
mismas condiciones;Cudles serfan las dimensiones a’ y b’ ;Cuél serfa la constante
de propagacion?

E 7.4 Se dispone de una gufa de ondas rectangular, llena de aire, de dimensiones
a=2,29cmyb=1,02 cm. La frecuencia de excitacién es de 8 GHz. Determine
el modo que se transmite, la longitud de onda de corte y la longitud de onda en
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caracteristica Zry,, suponiendo que estd operando en una frecuencia 30 % veces
superior a la frecuencia de corte. Dado el valor de la amplitud E, de la componente
longitudinal E’Z del campo eléctrico, halle los valores de las amplitudes de los
campos transversales.

E 7.6 Una guia rectangular con dieléctrico aire y dimensiones 7,62 x 3,81cm opera
en el modo TEg. Se mide la distancia entre minimos sucesivos del perfil de onda
estacionaria y su valor es de 0,1 m.

Halle la frecuencia a la que esté trabajando la guia de ondas. Determine la
impedancia de onda del modo y la potencia promedio que transmite la gufa si la
amplitud maxima del campo eléctrico es 1000 V/m.

E 7.7 Considere una guia rectangular con dieléctrico aire y dimensiones 7,62 x
3,81 cm. Determine el intervalo de frecuencias en el que la guia transmite tni-
camente el modo THEig. Si la guia opera con una frecuencia de 2.45 GHz. ;Qué
modo se propaga?;Qué distancia separa dos minimos consecutivos de las ondas
estacionarias que se porducen en la guia? ;Cuél es la impedancia del modo?

En esta situacion, la componente segiin la direccién de propagacion es
H. = H,cos(41,23x)e305%

Justifique los valores numéricos que en ella figuran. Escriba las expresiones para
las otras componentes del campo electromagnético que se propaga en la guia.

E 7.8 Una gufa de ondas rectangular, con dieléctrico aire, tiene dimensiones
a =229 cm y b= 1,02 cm. Determine la frecuencia de corte del modo TM de
orden mas bajo. Halle la constante de propagacion 3, la longitud de onda en la
guia, la velocidad de fase y la impedancia de onda caracteristica correspondiente
a dicho modo cuando la gufa opera a una frecuencia doble de la frecuencia de
corte.

E 7.9 Una guia de ondas rectangular, con dieléctrico aire, tiene dimensiones
a =229 cn y b = 1,02 cm, y transmite una onda progresiva TEjg con una
frecuencia de 9GHz.

Determine la constante de fase 3, la longitud de onda en la guia, la velocidad
de fase v 1a impedancia_de anda caracteristica asociada a dicho mado
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llena de aire, tiene 80 cm de longitud y suministra 1.2kW a una carga adaptada
a 4,5 GHz. Suponga que la constante de atenuaciéon es o = 5,75 x 1073 neper/m.

. Qué modos se propagan en la guia?;Cuanto es o en dB/m? Calcule la po-
tencia disipada en las paredes de la guia.

En el modo TEqj se tiene
H. = H,cos(rz/a)e P?

Halle E, y H,

Demuestre que

o oab £\
= etz 1- (5)

siendo F, la amplitud maxima del campo eléctrico, f. la frecuencia de corte y
Zo =/ lo/€o = 1207 la impedancia caracteristica del vacio.

<
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TEMA 8

RADIACION ELECTROMAGNETICA

RESUMEN
Objetivos generales

Estudiar la radiaciéon del campo electromagnético, sus caractaristicas funda-
mentales y los dispositivos, antenas, utilizados para radiar y detectar un campo
electromagnético.

Objetivos especificos

= Analizar y comprender el significado de cada término de la ecuaciéon de
ondas para los potenciales escalar y vectorial.

= Comprender el origen y significado de los potenciales retardados.

= Particularizar los potenciales retardados al estudio de la radiacién de un
dipolo corto o dipolo elemental.

= Obtener los campos eléctrico y magnético de un dipolo elemental y estudiar
sus caracteristicas en las regiones de interés.

= Obtener la potencia radiada por un dipolo elemental.

= Hstablecer la antena como dispositivo disenado especialmente para radiar y
definir los pardmetros que la caracterizan.
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Requisitos previos

Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, campo
magnético. Dominar el calculo vectorial integral y diferencial. Notaciéon fasorial.

<
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

INTRODUCCION

En temas anteriores hemos estudiado la propagaciéon de ondas electromag-
néticas sin preocuparnos del origen de dichas ondas. Ahora vamos a estudiar la
ecuacién de ondas con fuentes cuya solucién nos permite analizar cémo se generan
las ondas y estudiar la radiacién electromagnética. La radiacién electromagnética
es la perturbacién electromagnética producida por un conjunto de cargas ace-
leradas que se propaga hacia puntos alejados de las fuentes olvidandose de su
origen.

Asi pues, el objetivo de la primera parte del tema sera obtener las expresiones
de los potenciales creados por distribuciones arbitrarias de cargas y corrientes,
que denominaremos potenciales retardados por razones que serdn obvias y, a
partir de ellos, obtener las expresiones del campo electromagnético.

La segunda parte del tema se centrard en aplicar estos resultados al estudio
de antenas que son los sistemas especificamente disenados para emitir o recibir
senales electromagnéticas.

En general, una antena es una estructura metélica que tiene como misién
adaptar una onda guiada que se propaga en una linea de transmisién a una onda
electromagnética que se propaga en el espacio libre. Segin se utilice con el fin de
transmitir energia del sistema transmisor al espacio libre o viceversa la antena
actiia como transmisora o receptora.

De acuerdo con las caracterisicas esperadas de la antena: frecuencia de trabajo;
ancho de banda; optimizacién de la recepcién o emision en determinada direccién;
etc., una antena puede tomar diferentes configuraciones. Por ejemplo, la antena
puede ser un hilo conductor con determinada dimension y forma geométrica, una
abertura en un sistema transmisor, un conjunto de radiadores, un reflector, etc.

1. POTENCIALES RETARDADOS

En este apartado vamos a resolver las ecuaciones de ondas no homogéneas
(4.32) v (4.33) para los potenciales A v V. En adelante vamos a suponer. sin
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de ondas para el potencial escalar que repetimos aqui

0?V P

o2 T g,

Es inmediato comprobar que esta ecuacion se reduce a la de Poisson (que resol-

vimos en electrostéatica) cuando el potencial no depende del tiempo y por tanto

dV/dt = 0.

V3V — poto

VI

Figura 8.1. Distribucion arbitraria de carga

La solucién que se obtuvo para el potencial en un punto P debido a una
distribucion de carga p(r’) en un volumen V' como muestra la figura 8.1, es de

Vir) = 1 / p()d,

dre, Jy |r — 1|

la forma

Esta solucién de la ecuacion de Poisson no se puede trasladar al caso de potenciales
variables con el tiempo mediante la mera sustitucion de p(r’) por p(r',t) porque
ahora, la ecuacién de ondas para el potencial incluye una derivada segunda con
respecto al tiempo que modifica el comportamiento del potencial y por tanto la
solucién de dicha ecuacion.

Para resolver la ecuaciéon para el potencial escalar procederemos de la siguiente
forma: consideramos una carga elemental situada en el origen de coordenadas,
que en el instante ¢ viene dada por Ag(t) = p(t)dv’ y resolvemos la ecuacion para
los puntos del espacio donde no existe carga. A continuaciéon hacemos que esta

anliiriAn vorificiio la 1hn no bomoodnaas an ol naanto donda on nﬂ» aa 1o capan

éLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUL
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



RADIACION ELECTROMAGNETICA

Como so6lo existe carga en el origen, la solucién tiene simetria esférica. Esto sig-
nifica que el potencial no dependerd de las coordenadas 6 y ¢. Por tanto, si
expresamos la ecuacién anterior en coordenadas esféricas sb6lo quedara la parte

radial
10 (L0VN_ OV _
r2or ar HoCogpa =
Si aplicamos el siguiente cambio
V(T, t) —_ d)<r7 t)
r

La ecuacién que obtenemos para ¢(r, t) es

¢ 19% 0
orz 2otz
donde ¢ = 1/,/110€, esla velocidad de la luz en el vacio. Esta ecuacion es la misma
que hemos resuelto en el caso de ondas planas en el tema 5 y ya sabemos que las
soluciones son del tipo

olr,t) = J(t+ )

Aunque la solucion f(t+7r/c) es posible matematicamente, no es aceptable desde el
punto de vista fisico porque contradice el principio de causalidad. Efectivamente,
esta solucién implicaria que las variaciones del potencial se observarian en un
punto situado a una distancia r de las fuentes antes de que se modifique el estado
de las cargas que originan dichas variaciones, es decir, se observaria el efecto antes
que la causa, lo cual no es admisible fisicamente. Por tanto, de ahora en adelante
consideramos la soluciéon

o(rt) = f(t— 1)

c
v el potencial sera,
t—r/c
Virt) = 7““ /) (8.1)
r

Para que se verifique la ecuacion de ondas no homogénea en puntos muy préximos
al origen, cuando r — 0, la solucién anterior debe ser igual al potencial de una
carga Aq(t) situada en el origen de coordenadas. Es decir

1 Aol
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ELECTROMAGNETISMO 11

Si se trata de una distribucion de carga p(r’,t) en un volumen V' la solucion
general para el potencial en un punto r y en el instante ¢ es la siguiente,

Viet) = — /,p(r/’t_r_r,‘/c)dv’ (8.2)

4me, |r — 1’|
1 p(r';t—R/c)
N 47'('80 // R dv

donde R = |r — r'| es la distancia entre el punto fuente y el punto campo.

Esta expresion pone de manifiesto que el potencial del campo en un punto de
observacién que se encuentra a una distancia r del origen de coordenadas, viene
determinado, en el instante ¢, por el valor de las fuentes en un instante anterior
dado por 7~ =t — R/c. El potencial asi obtenido se denomina potencial retar-
dado y la cantidad R/c tiempo de retardo. El tiempo de retardo representa
el intervalo de tiempo durante el cual el campo electromagnético, que se propa-
ga a la velocidad de la luz, recorre la distancia R. Este término de retardo serd
fundamental, como veremos, en la obtencién de los campos de radiacion.

Si en la deduccién anterior hubiésemos considerado la solucion f(t + r/c)
hubiésemos obtenido una expresién para el potencial tal que su valor en el intante
t depende del valor de la densidad de carga en el instante 77 = ¢t + R/c, es decir,
en un instante posterior a ¢. Este potencial se denomina potencial avanzado.

La apariciéon de potenciales retardados y avanzados como soluciones igual-
mente validas de las ecuaciones para el potencial es natural desde el punto de
vista matematico. Al igual que las ecuaciones de la mecdanica, las ecuaciones de
la electrodinamica son simétricas respecto del futuro y del pasado. No cambian
cuando se sustituye ¢ por (—t) y, en consecuencia, deben poseer una solucion ge-
neral que es invariante respecto del cambio de signo del tiempo. La eleccién de
uno u otro se determina aplicando el principio de causalidad que debe imperar en
todo fenémeno fisico.

La solucion para el potencial vector A se obtiene a partir de la ecuacion (4.32).
Dicha ecuacion se descompone en tres, una para cada componente, de forma que la

or11aciAn nara rada comnonanto oo oimilar o 1o Aol natancial acealar (Coda 1ina Ao
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Los campos E y H se obtienen aplicando respectivamente las ecuaciones (4.26)
y (4.23). Dichos campos seran funcién del tiempo retardado 7= =t — R/c y por
tanto se observaran en un punto del espacio con un tiempo de retraso R/c con
respecto al momento en que se produce la perturbacién donde se sittian las cargas
y corrientes.

Cuando las densidades de carga y corriente son funciones arménicas con el
tiempo podemos expresarlas mediante magnitudes fasoriales de manera anéloga
a como hemos hecho en temas anteriores con los campos. Entonces tendremos

plr,t) = R {p(r)e’'}

I(r,t) =R {j(r)ejwt}

Con este tipo de fuentes podemos pasar al dominio de la frecuencia y las ecuaciones
de ondas para los potenciales electrodinamicos quedan de la siguiente forma

V2V _ k27 = _ﬁ(f)
€o
VA — F?A = —pJ(r)

donde k = w/c. En este caso, las expresiones fasoriales para los potenciales retar-
dados escalar y vector son respectivamente

. 1 b\(r/)e—jlﬂr—r’\ ,
V(r) = d 8.4
(r) 4re, // Ir — 1’| v (8.4)
y ~
~ Lo J(x)e—Tkr=r'l g/
A(r) = — .
(r) 47 // lr —r/| (8.5)

La expresion en el dominio del tiempo se obtiene multiplicando por e/“! y tomando
la parte real.
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ELECTROMAGNETISMO 11

2. RADIACION DE UN DIPOLO CORTO

Para introducir la ideas fundamentales sobre radiacion electromagnética utili-
zaremos el dipolo corto o dipolo hertziano. Este consiste en un conductor lineal
cuya longitud es muy corta en comparaciéon con la longitud de onda de la senal.
Esto nos permitird suponer que la corriente es uniforme a lo largo de todo el

dipolo.
z Z
A4, A
0
A |
¢ ®
X X
(a) (b)

Figura 8.2. Dipolo coto situado en el origen de coordenadas

En la figura 8.2(a) se muestra el esquema de dicho dipolo. La corriente varia
sinusoidalmemte con el tiempo, de forma que su expresion matematica es,

i(t) = I, coswt
En este caso, la corriente fasorial es I= 1,, es decir
i(t) = R {feﬂ‘wt}

El campo magnético se puede obtener a partir del rotacional del potencial vector
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Por tanto, vamos a obtener el potencial vector debido a este dipolo elemental
situado en el origen. El elemento de corriente de este dipolo corto vendra dado
por

j(r’)dv' =u,l,d?

Entonces, la expresion (8.5) para el potencial vector sera

Afr) ,uo/l/z Iyu, exp(—jkR)dz’'
47 —1/2 R

donde los limites de integracion van desde —[/2 a /2, siendo [ la longitud del
dipolo. Para simplificar la integracion de esta expresion vamos a ver como se puede
aproximar R = |r — r'| teniendo en cuenta las dimensiones del dipolo, la frecuencia
de operacién y el punto donde calculamos los campos. La aproximacion para el
denominador es menos critica que para el exponente,' por tanto estudiaremos en
cada caso como se lleva a cabo dicha aproximacién.

Teniendo en cuenta la figura 8.2(b), vemos que ' = 2'u, y r = ru,.. Entonces

‘r — r’| = [r2 + 27— 27 ru, - uz]l/2

con u, -u, = cos?b.

Consideremos ahora los puntos extremos del dipolo en los que 2’ = +1/2. Para

ellos, el valor de R vendré dado por
1/2
1\°_ 1 /
1+ (—) F - cosb
2r T

Ahora bien, si el tamafo del dipolo es muy pequeno comparado con la distancia
al punto donde evaluamos los campos, se verificard que

1\ l

— | K1 y -1

2r r
es decir, ambos términos se pueden despreciar frente a la unidad de forma que el
denominador se puede aproximar por
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ELECTROMAGNETISMO 11

sin cometer error apreciable.

Cuando tratamos el efecto sobre la fase debemos tener en cuenta que |r — 1’|
estd multiplicado por & = 27 /. Al estar en una exponencial pequenias variaciones
de fase implican grandes variaciones de A, de modo que, con la condiciéon [ < r
podemos seguir despreciando el término (I/2r)? que es de segundo orden, pero
no el término [/r. Para buscar una aproximaciéon aceptable se lleva a cabo un
desarrollo en serie del binomio resultante y nos quedamos con los dos primeros
términos. Esto es

l 1/2 l
[121:(3059] ~1F — cosf
r 2r
Entonces, el argumento de la exponencial puede aproximarse por la expresion,
l
k’r—r" :k'/“?k‘icosﬁ

Si se verifica que kl < 1, es decir, que el tamafio del dipolo es mucho menor
que la longitud de onda de la senal, | < A, el segundo término de la expresion
anterior seré despreciable frente al primero. Pero esta suposicién formaba parte de
la hipotesis de partida para poder considerar la amplitud de la corriente constante
a lo largo del dipolo. Por tanto, podemos aproximar la exponencial por

/
k ’r —r ’ ~kr
Con esta aproximacion, la exponencial sale fuera de la integral y tendremos

N I e—Jkr /2
Ar) = Zouzoe/
T r —1/2

dz'
Una vez realizada la integracion con respecto a 2’, la expresion final para el po-
tencial vector debido a un dipolo elemental en el origen viene dada por

fo, €M

A(r) = ol ——u. (8.6)

Conviene repasar las hipétesis que nos han permitido llevar a cabo las apro-
ximaciones para obtener esta expresiéon del potencial vector:
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

b) La longitud de onda del campo oscilante es mucho mayor que el tamano del

dipolo, es decir

A>

En caso de no verificarse estas condiciones, la expresion (8.6) obtenida para el
potencial vector no es valida y tampoco lo serédn las expresiones para los campos

que se derivan a continuacién.

2.1. Campos de un dipolo oscilante

El campo magnético de un dipolo corto se obtiene a partir del rotacional del
potencial vector obtenido en el apartado anterior. Por conveniencia, vamos a ob-
tener los campos en coordenadas esféricas y para ello expresamos dicho potencial
en estas coordenadas. Teniendo en cuenta que

u, = u, cosf —ugsenf

vemos que no hay componente u, lo cual es logico ya que la simetria del dipolo
es cilindrica. En consecuencia, las componentes del potencial vector son

R
A,
R

A

)

©

efjkr

Lo
= 11
47 °

cos

—jkr
= —Heqp,°
41 T

= 0

sen 6 (8.7)

Y el campo magnético, utilizando el rotacional en coordenadas esféricas, viene

dado por

~ 1 1
H(r) = —VxA=—
Ko o

1 0 0
urm <80A50 senf — aSDAQ)

1 1 0 1/0 0
e <senea¢/"r - a#"”A«D)) T <ar(7"A9> ) aeA”'> }

Cartagn
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ELECTROMAGNETISMO 11

Realizando las derivadas indicadas obtenemos

11,1 : —Ihr
(r) = Up o < ik senfe % + < sen 9)

)]

T T

Finalmente, sacando factor coman sen fe 75" multiplicando y dividiendo por jk y
operando, la expresiéon para la intensidad de campo magnético queda de la forma
siguiente

I L1, 2 —jkr | J 1
H(r) = uwﬂk sen fe’ [kr + W} (8.8)

Vemos que el campo magnético es perpendicular la direcciéon de propagaciéon y
consta de dos términos. El término proporcional a 1/r se ha obtenido a través de
la derivada de la exponencial que tiene en cuenta la fase.

El campo eléctrico lo obtenemos a partir del campo magnético. Como éste
solo tiene componente uy,, tenemos

A 1 1 1 P "y
E(r) B jweoVXH B Jweo |:ur’l"S€Il9 <89H§0 ben¢9> - u@; (&-(THSO)>:|

Sustituyendo la expresion para .Ftﬂp dada por (8.8) y realizando operaciones,

- 1 1] k? : 1 1
E = %) _u,~2cosfe P [ — 4 —
() jwe, 4w { Urs o cosve (jkr + (jkr)Q)

k2 . 1 1 1
> eIk [ ik [ — —
o senfe ( / (jk " r(jk)?) (jk>2r2>}

Sacando factor comun jk en el numerador y operando, las componentes del campo

eléctrico quedan de la forma siguiente,

~ K311 : 1 j
E, = 270 Qe Ikr _
we, 2T conve <(k:r)2 (kr)?’)
~ K311, _. J 1 J
Ey = —2e " sen 6 | = — 8.9
o we, 4T cn o (kr * (kr)? (kT)3> (8:9)
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

a) Zona de radiacion. Corresponde a puntos muy alejados del dipolo (kr >
1). En esta zona los términos significativos en la expresion de los campos son
los términos en 1/kr. El resto de los términos se pueden despreciar porque
el valor de los campos cae rapidamente con la distancia.

b) Zona cuasi-estatica. Corresponde a puntos proximos al dipolo. En esta
zona los términos significativos son los de mayor exponente, es decir, el
término en 1/ (kr)? para el campo magnético y los términos en 1/ (kr)®
para el campo eléctrico. A su vez, la exponencial se puede aproximar por
la unidad con lo que los campos magnético y eléctrico se pueden aproximar
por los obtenidos mediante la ley de Biot y Savart y la ley de Coulomb.

¢) Zona de transicion también conocida como zona de induccién. Aqui
ninguna de las aproximaciones anteriores resulta posible y deben conservar-
se todos los términos. El campo de transicion, término en 1/ (kr)* en (8.9),
aunque no contribuye a la radiacién de energia, si contribuye al almace-
namiento de energia durante la oscilacién y cobra importancia en la zona
intermedia.

Las contribuciones de los campos correspondientes a las zonas cuasi-estatica y de
induccién son despreciables en puntos alejados del dipolo, su radio de influencia
se limita al entorno mas proximo del dipolo y no intervienen en la transmisién de
energia a larga distancia. Por este motivo, nuestro interés se centra en los campos
de radiacién.

Campos de radiacion

Como se ha comentado més arriba, la zona de radiacién corresponde a puntos
muy alejados del dipolo (kr > 1) donde se pueden despreciar los términos en
1/ (kr)® y 1/ (kr)? de las expresiones generales (8.8) y (8.9). Las expresiones para
los campos de radiaciéon son,

~ U1, jk _,
H(r) = uwj%e_]kr sen 6
(O 100
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ELECTROMAGNETISMO 11

estdn en fase. Si tenemos en cuenta que,

1/2
k = w\/eolto y Ly = <’u0>

€o
podemos expresar el campo eléctrico como sigue,

~ 1, jk _
E(r) =up Z, Lo JE =ikT s ¢ (8.11)
4 r
Es decir, la relacion entre sus modulos es igual a la impedancia caracteristica del

medio.

Asi pues, es posible expresar el campo eléctrico en funcién del magnético y vice-
versa,

1 -~ ~ ~
= ur % E E(r) = —Z,u, x H(r)

)]

A la distribucién espacial de los campos corresponde una fase, dada por el
término e ~7*" cuya constante de propagacion esta relacionada con la longitud de
onda por la relacién siguiente,

2T 2 c

A= — = —— — _—
Eo wyeoo  f
Podemos observar que las caracteristicas de los campos de radiacién de un dipolo

elemental son las mismas que vimos en el tema 5 para una onda plana que se
propaga en el vacio.

2.2. Potencia radiada por un dipolo corto

La potencia promedio radiada por un dipolo situado en el origen se obtiene
1ntegrando el valor promedlo del vector de Poy ntlng soble una esfera de radlo
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Se deja como ejercicio comprobar que la parte real del vector complejo de
Poynting es debida a los términos correspondientes a la zona de radiacién, es
decir, aquellos que varian segun 1/r. Por tanto, ademas de que los campos de
radiacion son los Unicos que tienen valores apreciables a grandes distancias de
la fuente, desde el punto de vista del flujo de energia por unidad de tiempo que
atraviesa una esfera centrada en el dipolo, sé6lo los términos correspondientes a los
campos que varian como 1/r contribuirdn a un flujo medio de potencia radiada
no nulo.

Esta conclusion, a la que hemos llegado desde un punto de vista analitico, no
es exclusiva del caso particular del dipolo oscilante, como se puede comprobar con
el siguiente razonamiento: Si consideramos dos superficies concéntricas de radios
Ry v Rs, que encierran a la fuente, evidentemente la velocidad del flujo medio de
energia a través de la superficie de radio Ry debe ser la misma que para la de radio
Ry (supuesto el medio no disipativo), pues de lo contrario habria acumulacion (o
disipacion) de la energia radiada en el espacio entre las dos superficies conside-
radas. En consecuencia se requiere que el flujo promedio de potencia disminuya
como 1/72, ya que el area de la superficie crece segiin r2. Por tanto, los términos
de E v H que contribuyen a la densidad promedio de potencia radiada deben
ser proporcionales a 1/r, independientemente de la frecuencia y de la geometria
de la distribucién de corrientes que originaron el campo electromagnético que se
propaga. Las componentes de E y H que sean proporcionales a 1/r? o 1/r3 dan
cuenta de la energfa almacenada en el campo, es decir, es la energfa que sale de
la fuente y vuelve a la misma periédicamente, sin que jaméas se pierda para el
sistema.

Teniendo en cuenta el razonamiento anterior y sustituyendo las expresiones
para los campos de radiacién en la ecuacién para el valor promedio del vector de
Poynting, tenemos

1 11, ; ik
(S) = 25)?{u9 X Uy (Zo4e-7kT sen 6 ‘7>
T

r
I o

(loseneem J’f)}
47 r
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ELECTROMAGNETISMO 11

en el dipolo sera

donde ds = r2sen df dy es el elemento diferencial de superficie. Sustituyendo la
expresion para (S) e integrando, obtenemos

1 [ 11,\* k?
(P) = 2/(u,.-u,‘)Zu (477) T—sen 30 r2df dyp

1 Io 2 27 ™
= =7,k (l> / dy / sen® 6 df
2 47T 0 0

1, 1 2
= 72 Zk:2< > |:—Sen29COS(9—COS(9
47 3 3

™

0

Finalmente tenemos

(P) = EZ ok? (11,)* (8.13)

Este resultado nos muestra que la potencia radiada no depende de la distancia,
siempre que se cumplan las aproximaciones que hemos utilizado y que la radiacién
se propague en el vacio o en un medio no disipativo. También podemos comprobar
que depende del cuadrado de la frecuencia a traves de k = w/c y del cuadrado de
la amplitud de la corriente que alimenta al dipolo.

Resumiendo lo visto en este apartado, el dipolo genera una onda que se propa-
ga transportando energia. La onda no se atenuara salvo que se produzca transfe-
rencia de energfa mediante interaccién con particulas cargadas o que se propague
en un medio material con pérdidas. Los campos que constituyen esta onda y que
se denominan campos de radiacién son inicamente aquellos proporcionales a 1/7
ya que son los unicos que pueden transmitir energia (y por tanto, informacion) a
puntos alejados del dipolo.

En conclusion, desde un punto de v1sta Clas1co la generamon y propaga(:lon
An ~rndan an maiadan i ,J AL
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=)

Figura 8.3. Lineas de campo eléctrico que rodean
a un dipolo oscilante en un instante dado

3. ANTENAS

Como se ha comentado en la introduccién, una antena es un dispositivo dise-
nado para radiar (o recibir) energia con la mayor efectividad posible. La antena
actiia como un transductor entre un campo electromagnético guiado y un cam-
po que se propaga en el espacio libre. La antena puede ser considerada en su
doble faceta, como sistema radiante y como elemento de circuito y, en consecuen-
cia, sus parametros caracteristicos que vamos a definir a continuacion, seran los
determinados por esta doble funcién.

Diagrama de radiacion

El diagrama de radiacion de una antena es una representacion grafica, en tres
dimensiones, que muestra la densidad de potencia en funcién de una direccién
especificada por el angulo polar 0 y el dngulo azimutal ¢. En virtud del teorema
de reciprocidad?, una antena tiene el mismo diagrama de radiacion cuando opera
como emisora o como receptora. En este tltimo caso, el diagrama de radiacién
nos informa de la densidad de potencia que recibe la antena de cada direccién del
esbacio.
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(a) (b)
(c) (d)

Figura 8.4. Diagramas de radiaciéon para distintas antenas: a) Isotropica;
b) Omnidireccional; ¢) de radiacion fina y d) tipo cosecante

a una hipotética antena isotréopica. Una antena de estas caracteristicas no es
realizable en la practica, pero es de interés su utilizacion como referencia. Una
antena omnidireccional, figura 8.4(b), es la que tiene iguales amplitudes en
todas las direcciones de un plano que corta a la antena. El plano omnidireccional
es usualmente el horizontal para los sistemas de comunicacion. Una antena de
radiacion fina, figura 8.4(c), es aquella cuyo diagrama de radiacion consta de un
l6bulo principal relativamente estrecho, con seccién transversal circular. Por alti-
mo, existen algunas antenas que no tienen un eje de simetria, tal como la antena
tipo cosecante mostrada en la figura 8.4(d), en la que el diagrama admite un
plano de simetria y en este plano dicho diagrama varia segin la funcién prescrita.

En general, los diagramas de radiacién de la mayoria de las antenas contienen
un l6bulo principal y varios l6bulos de menor amplitud, llamados 16bulos laterales
o secundarios.

Un diagrama completo de radiacién, para todo angulo 6 y ¢ requiere una re-
presentacién tridimensional que es dificil visualizar graficamente. Por este motivo

ennrnnnalinnndba qn was

Aol 1 1
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Figura 8.5. Definicién de angulo sélido

elemental dA de dicha esfera sera
dPgg =< S > -dA =< S > ‘u,dA

En la region de campo lejano, que es la que nos interesa, el vector de Poynting de
cualquier antena siempre tendré direccién radial, por tanto

dP,qq = SdA = Sr*sen 0dfdyp

En esta expresiones, tanto P,.,q como S hacen referencia a los valores promedios.
En adelante seguiremos usando esta descripcién para simplificar la notacién. El
angulo solido diferencial asociado al area elemental dA se define como el cociente
entre dicho 4rea y el cuadrado de la distancia al origen, esto es

dA

y se mide en estereorradianes. Teniendo en cuenta lo anterior, se define la in-
tensidad de radiaciéon como la potencia promedio radiada por una antena por
unidad de angulo sélido, esto es
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entre la intensidad de radiacién en una direccién cualquiera y la intensidad de
radiacién maxima, Ipqq.

F(0,¢) = 16.0) _56.¢) (8.15)

IWL(Z{L’ Smax

y coincide con el cociente entre la densidad de potencia S(r, 6, ) y la densidad
de potencia maxima Sy, para un valor de r determinado.

F(0)
Lobulo
principal —
0\F (o)
o, =HPBW
o=BWFN
Lobulos
secundarios —
60 -30 30 60
0 (grados)
(a) (b)

Figura 8.6. Diagrama de radiacién normalizado de una antena en
a) forma polar y b) forma rectangular

En la figura 8.6(a) se muestra el diagrama de radiacién normalizado en coor-
denadas polares para una antena con un lébulo principal y varios 16bulos laterales
y posteriores. En la figura 8.6(b) se muestra el mismo diagrama en coordenadas
rectangulares.

Ejercicio de autoevaluacién 8.1

Obtener la potencia radiada por unidad de angulo s6lido y la intensidad de
radiacién normalizada para el dipolo corto estudiado en apartados anteriores
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Solucién
Para el dipolo hertziano, la densidad de potencia viene dada por
1, (1IL,\*k
S = §ZO (471') 7"72 sen” 0

Y la potencia radiada por unidad de dngulo sélido o intensidad de radiacién
sera

1. [1,\?
I:Sr2:§Zo (4) k?sen’ 0
T

El valor maximo de la intensidad de radiacién se dard para sen = 1, y por
tanto, la intensidad de radiacién normalizada para el dipolo corto es

F(#) =sen’6

Angulo sélido patrén

El angulo sélido patron Qp de una antena con un tdnico lobulo principal se
define como la integral de la intensidad de radiacién normalizada sobre una esfera

Qp = /F(H, ©)dQ2 (8.16)
El dngulo s6lido del haz define un cono equivalente sobre el cual toda la radiacion

de la antena se concentra con intensidad igual a la maxima del diagrama real,
véase la figura 8.7.

Este parametro caracteriza el diagrama de radiacién tridimensional

Anchura del lobulo principal

Otro parametro util para caracterizar el diagrama de radiacién de una antena

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

rtagens

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICA

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STU

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en v
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de jt
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo



ELECTROMAGNETISMO 11

Figura 8.7. Angulo solido patron

b) O bien, la més frecuente, como la anchura del haz a media potencia (Half
Power Beam Width, HPBW) que es el angulo determinado por las direccio-
nes que marcan la emisién de la mitad de la potencia maxima, es decir, a 3
dB del maximo.

La anchura del 16bulo principal es un pardmetro que nos informa de la resolucién
de una antena, es decir, de la minima separacién angular que tiene que haber
entre dos fuentes para que pueden ser diferenciadas por una antena cuando actua
como receptora.

Nivel lobulos secundarios

Como ya hemos dicho, es practicamente imposible tener un diagrama de an-
tena sin lébulos secundarios. Es indispensable a efectos de evitar errores de in-
terpretacion en las medidas realizadas, conocer la importancia de la amplitud
méxima de estos l6bulos secundarios, al menos del primero que es, en general, el
mas importante.
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Darectividad

La directividad de una antena es una medida de las propiedades direccionales
o de la concentracion relativa de potencia radiada en diferentes direcciones y se
define como el cociente entre la intensidad de radiacién méxima normalizada,
Fraz (que por definicion es igual a la unidad) y el valor promediado a toda la

esfera de la intensidad de radiacién normalizada.
1 4
ﬁ f47r F(0.p)dQ2 Qp

donde Qp es el angulo solido patréon definido por la ecuacion (8.16). Por tanto,
cuanto mas estrecho sea )p mayor serd la directividad de la antena. Para una
antena isotropica Qp = 1y, por tanto, la directividad es la unidad ,Digo = 1.

Teniendo en cuenta la expresion (8.15) la directividad se expresa como

D= Smax Sm(wc

L[ 5(0,0)dQ  Sprom

donde Spom es el valor promediado a toda la esfera de la densidad de potencia
radiada y es igual a la potencia total radiada por la antena dividida entre el area
de una esfera de radio r. En consecuencia, podemos excribir

A2 S 0w

D:
Prad

(8.18)

Ganancia de una antena

De la potencia total suministrada a la antena que designaremos por P, una
parte es radiada hacia el espacio, P4, y otra parte, Py, se disipa como calor en
la estructura de la antena. La eficiencia de radiacién £ se define como la razéon
entre la potencia radiada y la potencia total suministrada a la antena.

I rad
= — 8 - 19
f P, ( )
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Podemos ver que esta expresion es semejante a (8.18) con la diferencia de que se
refiere a la potencia de entrada a la antena, P;. De acuerdo con la definicion de
eficiencia, tenemos entonces la siguiente relacién entre ganancia y directividad

G=¢D (8.21)

Resistencia de radiacion

Para una linea de transmisién conectada a una antena, ésta es simplemente
una impedancia. Podemos considerar que la parte real de esta impedancia esta
compuesta por una resistencia que llamamos resistencia de radiaciéon R,.,; mas
una resistencia de pérdidas R,.,. La resistencia de radiaciéon se define como la
resistencia equivalente que disiparia una cantidad de potencia igual a la potencia
total radiada. Por tanto

P,
Rygd = 2 }“gd (8.22)
o
mientras que
Pper
Rper — 7 (823)
(o]

donde I, es la amplitud de la corriente sinusoidal que excita la antena. En términos
de la corriente eficaz, tendremos

Prad

Rrad = IeQ

Y P,
Ry = 125

Recordemos que en estas expresiones P,.qq ¥ Pper son potencias promediadas tem-
poralmente puesto que estamos tratando senales sinusoidales. La eficiencia de
radiacion, de acuerdo con su definicion en (8.19) se puede expresar en funcion de

la resistencia de pérdidas y de la resistencia de radiacién como sigue
Prad o Prad Rrad

= = = 8.24
5 Pt Prad + Pper Rrad + Rper ( )
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sistema puesto que ésta constituye la fuente de los campos. En una antena real, las
distribuciones de corriente son, en general, muy complejas y la resolucién analitica
no es posible. En este apartado vamos a estudiar el caso simplificado de la antena
lineal alimentada en el centro.

Prog) —=a o7 "~ - Tln. -
=7 ~< =T S _ I

Le
(a) (b) %L

Figura 8.8. Antena lineal formada por una linea de transmision abierta

z

Los estudios experimentales muestran que las distribuciones de corriente en
una antena lineal son aproximadamente ondas sinusoidales estacionarias, siempre
que la antena sea muy delgada. Cualitativamente, una antena lineal abierta como
la mostrada en la figura 8.8(a) puede considerarse como una linea de transmision
abierta (figura 8.8(b)), mientras que una antena circular (o de lazo) mostrada en
la figura 8.9 puede considerarse como una linea de transmision cortocircuitada.

o __ 1(z
RN %\W

~ -

—- ~o_ P~ g

1
~

max

max
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hertzianos alineados de forma que el campo radiado por la antena vendra dado
por la suma de las contribuciones debidas a estos dipolos. Los resultados que se
obtienen con este modelo simplificado para el calculo de los campos de radiacién
son consistentes con los experimentales, a pesar de las desviaciones introducidas
por factores como la disipacion debido al efecto Joule, la eficiencia de la antena,
la capacidad antena-tierra, etc.

@ )

Figura 8.10. Ejemplos de antenas lineales y circulares

En la figura 8.10(a) se muestran ejemplos de antenas lineales alimentadas
por una fuente sinusoidal y las correspondientes ondas estacionarias de corriente.
Estas ondas estacionarias se obtienen aplicando las siguientes reglas:

a) El flujo de corriente a través de la fuente de alimentacion debe ser continuo.
Esto se deduce del hecho de que toda la corriente que sale de la fuente por
un terminal debe entrar por el otro.

b) Silos extremos de la antena estan abiertos, la corriente en los extremos debe
anularse. Esto es consecuencia de la conservacién de la carga.

c¢) Las distribuciones de corriente a ambos lados del generador deben ser ondas
sinusoidales estacionarias con un factor de fase constante k = w./lio&,. Por
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i N
Ao R .-~ dE,
124 >/ o
4 V
i
I z'cosO
\\ h

Figura 8.11. Antena lineal alimentada en su
centro por una sefial sinusoidal

Estas reglas, aplicadas a una antena lineal alimentada en su punto medio como
la mostrada en la figura 8.11 conducen a la siguiente distribucién de corriente:

Iysenk(l—2') 0<2z2 <l
I(z) = (8.25)
Iysenk(l+2) —-l<z' <0

donde I, es la amplitud méaxima de corriente.

Las ondas estacionarias dadas por (8.25) son continuas en el punto en que
se localiza el generador, 2z’ = 0, de acuerdo con la regla (a) y se anulan en los
extremos de la antena, 2’ = +I, como requiere la regla (b). Si el generador no se
pone en el centro, como muestra la figura 8.10(a), se producen ondas estacionarias
de corriente no simétricas. Las reglas aplicadas a este caso nos proporcionan la
siguiente distribuciéon de corriente

Ipsenk(ly —2') 0<z2 <1y

Iosenk(lo +2') —la<2' <0
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En la figura 8.106 podemos observar el efecto producido cuando unimos los
terminales de una antena formando una curva cerrada. La onda estacionaria de
corriente se puede predecir mediante un cambio en la regla (b):

b) En lugar de que la corriente se anule en los extremos de la antena, debera
ser continua en el punto M y simétrica respecto de él.

Consideremos el caso simplificado de una antena lineal de longitud | = 2h ali-
mentada en su centro y con una distribucion de corriente dada por (8.25). La
contribucién al campo eléctrico total en un punto campo @ debida a un elemento
de corriente I(2')dz’ viene dada por

kI(z')dz' sen @ e—IkR
4m R

dE@ =720
donde R, de acuerdo con la figura 8.11, viene dado por
R=r—2cosf

De manera que el campo eléctrico total se obtiene integrando en toda la longitud
de la antena

5 _ ikZo i / "sen0'1(2)d2" it coss (8.26)

Eo = 47 _p |r—2"cosb)]
Ahora bien, puesto que estamos considerando unicamente la zona de campo
lejano, o zona de radiacién, la distancia R entre el elemento de corriente y el
punto de observacién es muy grande comparada con la longitud de la antena,
R > | y por tanto, podemos aproximar el denominador de (8.26) por r, y por
la misma razon, podemos considerar que 6’ ~ 6. Sin embargo, la exponencial de
esta expresion debemos tratarla con més cuidado. El factor elkz cos0 qa cuenta
de las contribuciones a la fase de cada elemento de campo dFEy en el punto Q, y
por tanto, la integral es muy sensible a pequefios cambios de la exponencial por
lo que no podemos hacer ninguna aproximacién. Teniendo en cuenta lo anterior,
queda la siguiente expresion para el campo eléctrico
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Integrando por partes y operando obtenemos

_jkr | cos (khcos ) — cos kh

-~ jZOIO
FEp="——
27mr € sen 0

) (8.27)

mientras que el campo magnético viene dado por

i, - b
=7
De estas expresiones se deducen las siguientes propiedades de los campos de ra-
diacion

= Kl campo electromagnético en la zona de campo lejano es una onda esférica
TEM. La relaciéon entre las amplitudes de los campos viene dada por la
impedancia intrinseca del medio y las amplitudes de E y H disminuyen con
1/r

= Los campos son directamente proporcionales a la amplitud de la corriente
de excitacién de la antena, I,.

= E v H son independientes del dngulo azimutal ¢, es decir, el campo de
radiacion tiene simetria axial y la dependencia con el dngulo polar 0, queda
recogida en el siguiente factor:
cos (khcos @) — cos kh
sen 0

f(0) =

que se denomina factor de antena y especifica como varian los campos
con el dngulo polar 6, en la zona lejana.

(8.28)

La potencia promedio total radiada por una antena lineal vendra dada por

B Z,I?

p=Zt /07r £(6)]? sen 00 (8.29)

Esta expresiéon no es integrable analiticamente y debe ser evaluada por métodos
numeéricos.

Merece estudio especial aquellas antenas lineales cuva longitud es un multiplo
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ELECTROMAGNETISMO 11

ara m par
2mr sen 0 P P

B - jZOIOe—jkr [sen (mg cos@)]

En la figura 8.12 se muestran algunos diagramas de radiaciéon para antenas lineales
con distintos valores de m.

mw%

m=1

Figura 8.12. Diagramas de radiacién para diversos valores de m

Antena de media longitud de onda

Una de las antenas lineales mas usuales es aquella cuya longitud es igual a
media longitud de onda. Para este caso, h = A/4, tenemos el siguiente valor para
la intensidad de campo eléctrico

5, _ 990 s [cos (gcose)] (8.30)

T sen 6

donde se ha tomado el valor de Z, para el vacio, Z, = 1207. El valor medio del
vector de Poynting viene dado por

Sy — 1512 | cos (% cos6) ? <31
(8) =" sen 0 tr (8.31)

r

y la potencia total radiada

™ Leos (T casf) 12
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

En consecuencia, la resistencia de radiacién

2P,
Rogg= 9 =731 0 (8.33)
IO
y la directividad,

Por tanto, la antena de media longitud de onda da un diagrama discretamente di-
reccional y se utiliza cuando su radiacién debe aprovecharse por igual en todas las
direcciones de un plano. En general, y como veremos més adelante, para sistemas
directivos, esta antena se usard agrupada con otras similares.

3.2. Antena de cuadro

Este tipo de antena consiste en un conductor que se cierra en lazo como se
mostré en la figura 8.9. La aplicacién mas frecuente de esta antena es su uso como
receptora y se emplea especialmente como sonda para medir el campo magnético.
Por este motivo, generalmente sus dimensiones son pequenas. Si consideramos
que las dimensiones son pequetnias comparadas con la longitud de onda, podemos
suponer que la corriente es uniforme en todo el lazo.

Para evaluar los campos en la zona de radiacién obtendremos previamente el
valor del potencial vector dado por (8.3) particularizado a una corriente filamental,
esto es

~ _ . L
A(r) = Lo gibr Luy et gy
4mr espira

dE, P(1,0,0)

/ “un

-
-
- -
-
-
-
-

] %/
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ELECTROMAGNETISMO 11

Para evaluar el argumento de la exponencial de esta expresiéon tenemos en
cuenta las expresiones para u, y r’ en coordenadas cartesianas

u, = sendtcospu, + senfsenpu, + cosfu,

r = 1> (cos ¢'u, + sen (p') u,
y realizamos el producto escalar
u.-r' =b (sen 6 cos ¢ cos ¢’ + sen O sen p sen cp’) = bsen @ cos(p — ')

Entonces, el potencial vector queda

—jk 27
A(I’) _ Mobloe J r/ Sen()0/ 6jkbsen€cos(<p7go/)uwld(p/
i T Jo
Mob e—Jkr /271' ,
= —I,—— kbsend =
ey A [cos (kbsen 6 cos(p — ¢'))

+ jsen (kbsendcos(p — ¢'))] uydy

Si se verifica que la longitud de onda de la senal es mucho mayor que el radio de
la antena A > b, entonces el argumento de las funciones coseno y seno es mucho
menor que la unidad y podemos aproximar el coseno por la unidad y el seno por
el argumento

cos (kbsenfcos(p — ¢')) ~ 1

sen (kbsenf cos(p — ¢')) =~ kbsenfcos(p — ¢')
Con lo cual

R ,Uob efjkr 2 ' , ,
A(r) =~ i I, . [ [1+ jzcos(p — ¢')] updp
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Es facil comprobar que la integracion del primer término es nula. La integracion
del segundo término es relativamente facil teniendo en cuenta la expresién para
el coseno de una diferencia y obtenemos

N Lob’k sen@l eIk

A(r) T

[— sen pu, + cos puy]

Luego el potencial vector en la zona de campo lejano para esta antena de cuadro
de pequenas dimensiones viene dado por la siguiente expresién

~ b’ ksenf e Ikr
Ar) ~ Ho LS, (8.35)
4 r
Una vez obtenida la expresién para el potencial vector, podemos derivar las ex-

presiones para los campos

N 1 . ]{52()2] —jkr o 0
H= V<A 064T "N e (8.36)
o
~ =] ~  Z,k*b eIk sen 6
E:W;VXH: o Ojr N, (8.37)
o

El valor promedio del vector de Poynting para los campos radiados por la
antena de lazo con la hipotesis de corriente constante es

Zo(kb)* sen? 012 u
32r2 "

(S) = %%{E X I/{\} - (8.38)

Y la potencia total radiada vendra dada por

Poa = /<S>r286n0d9d<p

Zo (kW) 12 [T
= T2 % (kD) O/ sen® 0d6
16 0

7z (1034 12
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ELECTROMAGNETISMO 11

La resistencia de radiacion, en esta aproximacion, vale

2Prad

Ryad = P 2072 (kb)*
Y la directividad para esta antena valdra
4rr? (S). .
Digzo = R = L5
Prad

Es importante resaltar que para esta antena los campos son, en su configuracion,
duales de los de un dipolo colocado segtn el eje Z. Podemos comprobar que el
campo eléctrico y el campo magnético para la antena de lazo tienen las direcciones
cambiadas con respecto a los campos del dipolo corto.

3.3. Antenas situadas frente a tierra

En la practica, las antenas se encuentran a menudo en presencia de una su-
perficie conductora aproximadamente plana que es, en general, la superficie de la
tierra.

El campo electromagnético generado por la antena induce cargas y corrientes
en esta superficie conductora. Por tanto, el campo total radiado por el sistema es
el debido a todas las cargas y corrientes: las presentes en la antena y las inducidas
en la superficie conductora. En el caso mas general, la determinacién del campo
resultante, para una antena situada frente a una superficie conductora real, es muy
complicada. Ahora bien, si hacemos la aproximacion de considerar la tierra como
conductor perfecto, la contribuciéon al campo debido a las cargas y corrientes
inducidas en la superficie conductora se puede calcular facilmente aplicando el
método de las imagenes. Los campos obtenidos con esta aproximaciéon concuerdan
bastante bien con los reales.

Como se muestra en la figura 8.14 el problema del comportamiento de una
antena situada frente a tierra, considerada ésta como conductor plano perfecto,
se resuelve considerando que el sistema formado por una distribucion de cargas
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Figura 8.14. Antena situada frente a tierra

y de valor p; = —p,. De forma andloga, la densidad de corriente imagen J; estara
definida de forma tal que sea simétrica de la real, J,, respecto al plano z =0y
con sentido opuesto. En la figura 8.15(b) y (c¢) se muestran dos posibilidadas.

J
o ']0
P i =+  --
"""""" ++ A ——
d d d
d di d
l! __________ -—— v ++
pi : : —_—— ++
J, J,
+|+
+¥+
(a) (b) (©

Figura 8.15. Distribuciones de carga y corrientes y sus imigenes correspondientes

Con estas distribuciones de carga y corrientes imagen, las expresiones de los
potenciales en un punto P por encima de la superficie (z > 0) resultan

R e—jkr

~ ~ A~ 1 ek 1
V)=V, +V; = Po dv’ + Pi
dme, Jy r dre, Jy,

dv’

r
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ELECTROMAGNETISMO 11

Si consideramos el punto P situado en z = 0, las distribuciones de carga iguales y
opuestas, y estan situadas a la misma distancia de P. Por ello, resulta ‘7(2’ =0)=0
y, por tanto, VV es perpendicular al plano z = 0. Para las componentes del campo
eléctrico, tenemos

~

Et - 0
E'n = — (V?) — jw;l\n
v, v\ . o~ =~
- - ( 871 + 871) - ]UJ(AOJL + Azm)

Tal y como se desprende de la figura 8.14, se verifica que

A\o,n = A\i,n
v, ademas

oV, B aV;

on  On

debido a la simetria de la distribucién de cargas reales e imagen. Por tanto, po-
demos concluir que

. v, - ~
E,=-2 ( ) 2 +]WAO,7L> = 2Eo,n
n

Es decir, la componente del campo normal a la superficie conductora en el semi-
espacio z > 0 es igual a dos veces la componente normal del campo debida a las
cargas reales. De forma andloga, para el campo magnético, se llega a que

B, =0

y la componente tangencial
B, =2B,;
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E

LV

+ + -
s T s v S

I(z)

Figura 8.16. Antena de media longitud de onda situada frente a tierra

El campo eléctrico radiado por la antena, viene dado por la expresion (8.27)
para todos los puntos por encima del plano de tierra (0 < 6 < 7/2), y es nulo para
todos los puntos situados por debajo (7/2 < 6 < ). Por tanto, para el calculo de
la potencia radiada, la integral de la ecuacion (8.29) ha de extenderse iinicamente
desde cero hasta 7/2, esto es

B Z,I?

w/2
P = / [F(0)]*sen 6 do
47 0

En resumen, podemos decir que, en el caso de una antena vertical de longitud
h situada frente a tierra, en el semiespacio en que se encuentra la antena real
obtenemos el mismo diagrama de radiacién que el producido por una antena de
longitud 2h alimentada en su centro por la misma corriente. Sin embargo, la
antena real de altura h radia s6lo en el semiespacio situado sobre el plano, de
forma que su potencia radiada es solo la mitad de la correspondiente a la antena
equivalente (de longitud 2h) y en consecuencia la resistencia de radiacion de la
antena real es aproximadamente la mitad de la de aquella.

4. AGRUPACIONES DE ANTENAS LINEALES

FEn apartados anteriores hemos establecido las bases para el estudio de antenas
lineales aisladas y hemos obtenido los parametros en algunos casos concretos.
Hemos visto que la directividad de las antenas lineales no es funcién del dngulo
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ELECTROMAGNETISMO 11

que juega un papel fundamental, en lo referente a la directividad del conjunto,
la amplitud y fase en la alimentacién de cada radiador individual asi como la
distribucién espacial de los mismos.

Cuando trabajamos a frecuencias altas, las pequenas dimensiones de las an-
tenas de media longitud de onda (usuales en estos sistemas) permiten el agrupa-
miento de un nimero relativamente considerable de elementos en un volumen no
excesivo y esto facilita el diseno de sistemas radiantes fuertemente directivos con
una ganancia elevada.

El campo electromagnético en la zona de radiacién es el resultado de las inter-
ferencias de los campos radiados por cada elemento, de tal modo que en ciertas
direcciones estos campos interfieren destructivamente mientras que en otras lo
hacen sumando amplitudes y dando lugar a un maximo de radiacion.

Para obtener sistemas fuertemente directivos el ntimero de elementos de la
agrupacion debe ser elevado pero esto origina que la resistencia de radiacion del
conjunto sea extraordinariamente baja lo que exige grandes corrientes de alimen-
tacion para producir campos de intensidad apreciable y esto implica, a su vez,
pérdidas de eficiencia importantes.

Por otra parte, los célculos de las impedancias de entrada para cada elemento
son muy complejos debido a las influencias mutuas entre los distintos radiadores
que en estos casos no se pueden despreciar. Esto supone que los diversos elementos
del conjunto, aun siendo idénticos, no presenten la misma impedancia en sus
puntos de alimentacién. Para resolver este problema se utilizan transformadores
de acoplo que son costosos y de dificil ajuste.

Por dltimo, el hecho de utilizar normalmente dipolos de media longitud de
onda como radiadores, impone que la anchura de banda 1til es muy restringida,
lo cual significa que los diagramas de radiacion se alteran rapidamente con ligeras
variaciones de la frecuencia.

Este tipo de sistemas es muy utilizado en la regién de ondas decamétricas
y métricas. Sin embargo, para ondas centimétricas se prefieren los sistemas de
radiacion por apertura. La razon fundamental se encuentra en la dificultad de
excitar convenientemente un nimero muv elevado de dinolos para frecuencias
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

El estudio de agrupaciones constituye un aspecto de enorme interés por su
utilizacion real, asf{ como porque sus planteamientos se aplican también en el
célculo de antenas de apertura y sobre todo, como método de sintesis, es decir,
como método para disenar sistemas radiantes con unos diagramas de radiacion
preestablecidos.

En ocasiones algunos elementos de la agrupaciéon pueden estar desconecta-
dos del generador de alimentacién y las corrientes que por ellos circulan son las
inducidas por los otros elementos activos. El uso de radiadores pasivos tiene
aplicacién préactica en diversos sistemas reales tales como la antena Yagi, usada
generalmente como receptora en TV.

Nos limitaremos al estudio del caso mas usual, una agrupacién de antenas
idénticas, con distribuciones de corrientes similares y todas ellas con la misma
orientaciéon. Estas agrupaciones las podemos clasificar de acuerdo a su estructu-
ra geométrica en lineales, circulares, planares, etc., segin que los elementos que
componen el conjunto se encuentren, respectivamente, sobre dichas formas geo-
métricas.

4.1. Principio de multiplicacién de diagramas. Factor de agrupacion

Nuestro objetivo es el célculo del campo generado por una agrupacion de an-
tenas en la zona de radiacién. Vamos a ver que dicho campo puede expresarse
como el producto de dos cantidades: una de ellas es el campo creado por uno de
los elementos del conjunto; la otra, denominada factor de la agrupacién, es una
magnitud que caracteriza a la agrupaciéon y depende tan sélo de las excitaciones
y posiciones relativas de los radiadores que la componen. El proceso de separa-
cion del campo en estas dos partes se conoce como factorizacién o principio de
multiplicacién de diagramas.

Asi pues, partiremos una agrupaciéon formada por N antenas iguales con distri-
buciones de corriente similares que sélo se diferencian unas de otras por constantes
complejas. A continuacién, fijamos una antena de referencia con respecto a las res-
tantes, estando todas igualmente orientadas entre si, y tomamos un punto de la
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ELECTROMAGNETISMO 11

referencia la trasladaria a la posicién de dicho elemento; y una constante compleja
C.n, que representa el coeficiente de excitaciéon por el cual debe multiplicarse la
distribucién de corriente de la antena de referencia para obtener la del elemento
en estudio.

Figura 8.17

De acuerdo con la figura 8.17, si llamamos r’ al vector de posicion de un
punto de la antena de referencia, y r/, el vector de posicion del punto homologo
del m-ésimo radiador, debera cumplirse que

/ /
r, =r +7r,

Jn(t)) = Condyes (r')

donde J, y J,er son, respectivamente, las distribuciones de corriente relativas al
elemento m-ésimo y a la antena de referencia.

La expresion del potencial vector magnético para el radiador m-ésimo en la
zona de radiacion viene dado por

~ —Jjkr ~ 4
Ap(r) = 25 / Tin(xy,) e Ty,
Vin

CA4r o
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

donde

~ —gkr ~ . ,
Aref(r) _ M€ / Jref(r/) e]kur-r dv'

A o

es el potencial vector debido a la antena de referencia y

N
FO,0) =" Cy, elhurmm (8.41)
m=1

es una magnitud compleja adimensional, conocida como factor de la agrupa-
cién, que depende sélo de los coeficientes de excitacion C,, y de la posicion
relativa de los elementos (r;,) y que es independiente del tipo de radiadores de
que se trate.

A partir de las ecuaciones

~ 1 ~

H=—VxA
Mo

E = —J Vxﬁ
WE,

que expresan los campos eléctrico y magnético en funciéon del potencial vector A,
podemos concluir que los campos para la agrupacion se pueden expresar también
de la siguiente forma

E(I‘) = Eref(r) f(97 SO) (8-42)

~

H(r) = H,.f(r) f(6,¢) (8.43)

donde Eref y I/-\Iref son los campos eléctrico y magnético correspondientes a la
antena de referencia y f(6, ) es el factor de la agrupacion.

Las ecuaciones (8.42) y (8.43) expresan analiticamente la condicién de facto-
rizacién de una agrupacién: el diagrama de radiacién de una agrupaciéon se puede
considerar como el producto de otros dos, el diagrama de un elemento del sistema
situado en el origen de coordenadas, y el factor de la agrupacién que representaria
el diagrama de radiacién de una agrupacién de elementos is6tropos.
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ELECTROMAGNETISMO 11

radiacion individual de un radiador puede modificarse cuando estd en presencia
de otros elementos.

Todo el estudio sobre las agrupaciones estd basado en la obtencion y anali-
sis del factor de la agrupacion dado por (8.41). Si en esta expresion utilizamos
coordenadas rectangulares, tenemos

I;m = TpUg + YnUy + 20Uz

u, = senfcosp u, +senffsenp u, +cosf u,

y el factor de agrupacion vendrd dado por

N
f(9, @) — § : Cm 6]k($m, sen 6 cos ¢ +ym sen 0 sen p+zy, cos )

m=1

que pone de manifiesto que, incluso en agrupaciones de pocos elementos, interviene
un namero relativamente elevado de parametros. En la mayoria de las ocasiones
el estudio de la agrupacion se realiza mediante el andlisis de la magnitud

S(0,0) = |£(0,9)” (8.44)
que representa la densidad de potencia de una agrupacién de elementos isétropos.

En la préctica el espaciado entre las antenas que constituyen una agrupacién
es regular y con frecuencia estén colocadas a lo largo de una linea. Vamos a hacer
el estudio de estas agrupaciones partiendo del caso general de una configuracion
tridimensional de antenas dipolares como la que se muestra en la figura 8.18.

Consideremos los elementos de la agrupacion ordenados en forma de red tri-
dimensional con vectores di,ds, ds, segiin los ejes X, Y y Z. Con esta estructura
el vector de posicion ry,, la fase 5, y la constante de excitacion C), de la antena

m vienen dados por
3
Iy = E m;d;
i=1
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Figura 8.18. Agrupacion tridimensional de antenas dipolares con espaciado regular

siendo ¢; la fase constante de cualquier elemento con respecto al vecino mas pro-
ximo sobre el eje definido por el vector base d;. De la definicién de factor de
agrupacion tendremos que

E — Eref Z ej(kr'm‘ur"i‘ﬁ'm)
m

expresion que debido a la cantidad de pardmetros de que depende puede adaptarse
a casi cualquier forma de radiacion deseada. Ahora bien, en la exponecial vemos
que

Iy, - U, = mydy sen 6 cos @ + mads sen @ sen p + mads cos 0

Entonces, el campo eléctrico de la agrupacion queda

3 Ni—1
E:Erefnfi con  fi= Z eImivi
i=1 m;=0
con
1 = kdysenfcosyp+ 01
Py = kdysenfsen p+ 09
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ELECTROMAGNETISMO 11

progresion geomeétrica de razén e?¥i. Si recordamos que la suma de loa n primeros
términos de una progresién geométrica viene dada por

r’—1

r—1

E:al

donde a; es el primer término y r es la razén, obtenemos

f = itz 500 (Nithi/2)
' sen (¢ /2)

por lo que el médulo del campo eléctrico vendré dado por

con 1=1,2,3

3
E| = [Ees| [T 151
=1

con

|fil =

sen (Nﬂ/h/?) ‘
sen (t;/2)

Particularizando para el caso en que los elementos de la agrupacién sean dipolos

de media longitud de onda onda, tendremos para el campo eléctrico

601,
r

|Eref| = ’fo(e)‘

con f,(0) el factor de la antena. Por tanto el modulo del campo total serd

601,

Bl =
.

[ fo(O)I[ f1ll f2l | f5 (8.45)

Si consideramos que los elementos del agrupacion son antenas isotropas, f,(6) = 1,
(aunque ya sabemos que no existen) entonces la direccionalidad de la radiacion
depende tnica y exclusivamente del factor de agrupacion, es decir

B[ = [Eresll frll 211 5]

bclaal da 1 L
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

qa '] N2 N3y
g > N=6
Z|5 05 =8
2=
I
= 06
04 T N:3
02 1
0 + + + + i + + ¥ + + ¥ + + + + +
0 60 120 180 y
360 300 240
Figura 8.19

Estas funciones se caracterizan porque presentan nulos para N;i/2 = +pm,
con p numero entero, excepto para p = 0 en que presentan un maximo de va-
lor igual a N;, como puede comprobarse aplicando la regla de L’Hopital. Entre
cada dos ceros existe un maximo de amplitud sensiblemente inferior al méaximo
principal y de valor decreciente a media que aumenta 1. Dividiendo f;(¢)) por
N; obtenemos una curva normalizada. En la figura 8.19 se representan las curvas
normalizadas para varios valores de N. Podemos comprobar que estas curvas son
simétricas respecto a ¥ = 180°.

[fil _ 1 sen(Nithi/2)
|Fif = M8 = L5 S

N N sen(1/2) (8.16)

4.2. Agrupacion vertical de dipolos

La agrupaciéon vertical que se muestra en la figura 8.20, corresponde a un
caso particular de la distribucién tridimensional con N1 = Ny = 0. Llamando
d=dz, N = N3y d =43, tendremos
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ELECTROMAGNETISMO 11

y por tanto
sen (% (6 + kdcos®))
5+decos€)

E| = [E,/| (8.48)

sen (

donde puede observarse que en el plano ecuatorial no hay directividad pues la
expresion anterior tiene simetria de revolucion.

Z

X

Figura 8.20. Agrupacion vertical de dipolos

4.3. Agrupacién horizontal de dipolos

La directividad en el plano ecuatorial puede mejorarse con una agrupaciéon de
antenas colocadas verticalmente segtn el eje Y como muestra la figura 8.21. Esta
agrupacion es otro caso particular de la distribucion general con Ny = N3 = 0. El
moédulo del campo eléctrico vendra dado en este caso por

sen (5 (6 + kd cos 7))

semn <6+kd2COS"/>

E| = |E.s (8.49)

donde d = do, n =no y § = d2. El dngulo 7y es el formado por el vector de posicion
r con el eje de la agrupacion, en este caso, el eje Y. Entonces
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Figura 8.21

Si las antenas fueran isdtropas, la orientacion de las mismas no influiria, 16gi-
camente, en la directividad del diagrama de radiaciéon. En este caso, un agrupa-
miento lineal en el eje Y seria equivalente a un agrupamiento lineal en el eje Z,
va que el dngulo ~ serfa el angulo polar.

4.4. Analisis del diagrama de radiaciéon de una agrupaciéon

Partiremos para dicho estudio de la expresion del factor de agrupacion, ecua-
cion (8.47), obtenida para un agrupacion vertical lineal.

sen (N1 /2)

10) = sen (¢/2)

Los nulos del diagrama de radiacién de la agrupaciéon son aquellos para los que el
numerador de este factor se anula, a excepcién del caso ¥ = 0 que corresponde al
méaximo absoluto. Es decir, los N — 1 ceros de f(1)) entre 0 y 27 se obtienen de

N%:pw con p=1,2,..N—1

Entre cada dos nulos se encuentra un méaximo secundario cuya amplitud ird de-

AnnnianAda a vaadida A

1 1000 A VIR | 4
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ELECTROMAGNETISMO 11

El moédulo del factor de la agrupacion sera entonces

sen (N”Td cos 9)

sen (%d cos 0)

F(0)] =

Y el méximo absoluto de esta magnitud corresponde a

wd T
Yv=0 = —coslnix=0 = Opnix=—

A 2
es decir, la direccion de méxima radiacion es perpendicular al eje del agrupa-
cién e independiente del espaciado d. Este tipo de agrupacién se conoce como
agrupacion de radiacién transversal o broadside.

Los N — 2 méximos secundarios de esta agrupaciéon los obtendremos impo-
niendo la condicién de méaximo al numerador del valor absoluto del factor de
agrupacion

)f

sen<N7T)\dcos(9>::|:1 = N%dcosez(2k+12 (k=1,2,...)

Entonces, tenemos

A
cos@zm@k—i—l) (k=1,2,...)

El primer méximo secundario tiene lugar para k =1

3\

cosf) = INd

donde d, recordemos, es la separacion entre los radiadores individuales. De la
expresion anterior se puede concluir que cuando

3\
d< 22
<2N

no habré l6bulos secundarios. Por tanto, si la agrupacion se utiliza para reforzar
Ta Aivanticridad snana | |
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

exigimos que el desfase entre la alimentacion de sus radiadores sea tal que cumpla
1 =0 con O = 0,7, de (8.47) obtenemos para 1

de donde

=0 = 06+kd=0

2

Figura 8.22. Diagrama de radiacién de una
agrupacion de cinco radiadores tipo Broadside

Las figuras 8.22 y 8.23 corresponden a los diagramas de radiacion de una
agrupacion vertical de cinco elementos separados una distancia d = \/2, de tipo
transversal o broadside y de tipo longitudinal o endfire. Fn ambos casos se observa
una directividad del factor de agrupacion en el plano XY. Es también evidente de
las figuras que la directividad es menor para la configuracion endfire que para la

broadside.

Vemos en la figura 8.22, que en la configuracién tipo horizontal o broadside,
el maximo se encuentra en § = 7/2, lo que no es de extranar ya que estamos
suponiendo que todas las corrientes de la agrupacién en linea recta tienen el
mismo modulo y fase y, por tanto, sus contribuciones a la radiacién se sumaran
en fase en el plano perpendicular al eje de la agrupacion.

4.5. Propiedades directivas de agrupaciones uniformes

Como va se definio, recordemos que el tamano del haz entre los primeros nulos,

rtagens
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ELECTROMAGNETISMO 11

Figura 8.23. Diagrama de radiacién de una
agrupacién de cinco radiadores tipo Endfire

donde 6, representa la direcciéon de méxima radiacion o del 16bulo principal y que
estd determinado por la condicién ¥ = 0, esto es

6+ kdcosfy =0

Sean 07 y 02 las direcciones correspondientes a los dos nulos adyacentes definidos

por Ni/2 = +pm, esto es

2
0+ kdcosfy = _r

n

2
0+ kdcosfy = il
n

Teniendo en cuenta estas expresiones, podemos escribir

_2m
nkd
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

que conduce a

2\

Nd

A partir de esta ecuacién puede determinarse la anchura del 16bulo principal de
la agrupacion. Para los casos particulares estudiados resulta:

a?cosb, + 2asenf, =

» Agrupacion de tipo transversal o broadside. Para este tipo 0, = /2 y en-

tonces o) o)
T
2asen§——Nd = BWFN—204——Nd

= Agrupacion de tipo longitudinal o endfire. Para este tipo 6, = 0 y entonces

2\ [ 2\
2= Z BWFN = 2a = 24/ —
o Nd = W 200 = 2 Nd

Vemos pues, que el haz es tanto més estrecho cuanto menor es la relacion \/d.
Ademés, cuanto mas se aleje el 16bulo principal de la direccién 7/2, més se en-
sancha éste, perdiendo directividad. En general, en los diagramas de radiacion
tipo endfire la anchura del 16bulo principal aumenta con relacion a la agrupacion
de tipo transversal (broadside), pero el namero de 16bulos secundarios de este
altimo es superior al del primero y si la magnitud de estos l6bulos fuese aprecia-
ble, supondria que una parte considerable de la energia radiada se dispersaria en
direcciones no deseadas. De aqui que sea importante realizar un estudio previo
sobre ambas magnitudes, ancho del l6bulo principal y nivel del 16bulo secundario,
para obtener la optimizacién mas adecuada al problema de radiacién en cuestion.

<
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5. EJERCICIOS PROPUESTOS

E 8.1 Dadauna antena lineal de longitud L = A, con una distribucién de corriente
como la expresada por la ecuacion (8.25). Obtener el diagrama de radiacion y
calcular la resistencia de radiacion y la directividad.?

E 8.2 Dada una antena lineal de longitud L = 3\/2, con una distribucion de
corriente como la expresada por la ecuacion (8.25). Obtener el diagrama de ra-
diacién; calcular la resistencia de radiacién y la directividad.

E 8.3 Dada una antena lineal de longitud L = /2, con una distribucion de
corriente de la forma, I(z/,t) = I,cos(wt). Obtener el diagrama de radiacion.
Calcular la resistencia de radiacion y la directividad.

E 8.4 Sobre el gje Z se mueve una carga ¢. El movimiento de la carga obedece a
la ecuacion z = z,coswt. ;Se radia campo electromagnético?

E 8.5 Tenemos un anillo circular de radio a y seccion despreciable frente al
radio. Esté situado en el plano XY con centro en el origen. Dicho anillo esta
compuesto por un dieléctrico ideal (aislante perfecto). Sobre el anillo hay una
distribucion lineal de carga A = A,sen(y/2). El anillo gira con una velocidad
angular w constante alrededor del eje 7, manteniéndose en el plano XY.

Calcular los campos radiados y el valor medio del vector de Poynting en la
zona de radiacion. jQué ocurre si A = A\,7
E 8.6 Un sistema estd compuesto por dos dipolos elementales situados respec-
tivamente sobre el eje X el eje Y. Dichos dipolos oscilan de la forma siguiente:
P1 = PoCOSwi Uy Y P2 = Pp COSwily,.

Obtener los campos eléctrico y magnético en la zona de radiacion. Calcular la
potencia radiada.

E 8.7 En el origen y en el punto A(0, 0, d) se hallan situadas dos antenas idénticas
en magnitud y fase. Demostrar que el factor de agrupacion viene dado por

1
CoS <2kd CoS 9> ‘

Representar para d = A/2 los diagramas de radiacion en los planos X = 0 e
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

Figura E8.7

E 8.8 Una agrupacién lineal de cinco antenas isétropas separadas entre s por la
distancia d se colocan en el eje OY', en las posiciones (0, md,0) conm = 0, 1,2, 3,4,
tal como se indica en la figura. Las corrientes estdn en fase y tienen valores
respectivos I, Io, ....I5 dados por la relacion

4
Im+1:Io<m>

con m=0,1,2,3,4. Demostrar que el factor normalizado de la agrupacién es
|£(0)] = [cos(kd/2 cos 0)]*

Representar el diagrama de radiacion en el plano z = 0 para d = A/2 y hallar la
anchura del 16bulo principal.

Figura E8.8

E 8.9 Dos antenas presentan un factor de agrupaciéon normalizado
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E 8.10 Se dispone de N antenas isétropas idénticas alineadas sobre la recta
0 = 0. Su separacion mitua es d = mA y pueden emitir con una diferencia de fase
0 entre dos contiguas sucesivamente. A partir del diagrama de radiacién adjunto,
determine N, m y 4.

6=90°
6 =70,53°

0 =48,2°

Figura E8.10

E 8.11 El diagrama de radiaciéon de dos antenas isétropas idénticas es el repre-
sentado en la figura 8.11(a). Si la longitud de onda es de 100 m, halle la separacion
entre las antenas y la diferencia de fase con que emiten.

Ocho antenas isétropas idénticas que emiten en fase se colocan en la forma
que indica la figura 8.11(b), lo cual equivale a tener cuatro antenas de intensidad
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RADIACION ELECTROMAGNETICA

<«
A2

(@ (b)
Figura E8.11

E 8.12 Dos antenas isotropas idénticas, alineadas sobre la recta § = 0 y separadas
por una distancia d = mA , emiten con una diferencia de fase §. Su diagrama de
radiacion presenta nulos en cuatro direcciones para las cuales senf vale 3/4 ¢

—1/4
Determine m y §. Dibujar el diagrama polar de radiaciéon del sistema.

E 8.13 Dos antenas isotropasse encuentran situadas en el plano XY, emiten
ondas electromagnéticas con una frecuencia de f = 300MHz, una diferencia de
fase 0, y amplitudes A; =1y Ay = A. La primera antena se halla en el origen de
coordenadas (0,0). ;Cual debe ser la posicion (xg, y2) de la segunda y los valores
de A y § para obtener los siguientes diagramas de intensidad de la radiacién
resultante?

2 o
4Y__ 460
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APENDICE A

TEOREMA DE RECIPROCIDAD

Segtn el teorema de reciprocidad, la corriente en un detector dividida por el
voltaje de la fuente permanece constante si se intercambian la fuente y el detector
siempre que no varien las impedancias del sistema ni la frecuencia de operacién.
Este teorema se utiliza ampliamente para estudiar tanto circuitos eléctricos co-
mo antenas. Vamos a demostrarlo en el caso general aplicando las ecuaciones de
Maxwell.

Espira A Espira B

Figura A.1

Un par de espiras como las mostradas en la figura A.1, una de ellas empleada
como antena emisora y la otra como antena receptora nos serviran para fijar
ideas en la discusion sin pérdida de generalidad. Los conductores y el medio de
propagacion se suponen is6tropos. La fuente suministra a la antena de la izquierda
un voltaje V', mientras el detector, conectado a la antena de la derecha, mide una
corriente I. El teorema de reciprocidad establece que la razon I/V no se modifica
si, como se indica en la figura A.2 se intercambian la fuente y el detector.

Para demostrar el enunciado anterior, denominaremos con subindice 1 los vec-
tores de campo que se obtienen cuando las antenas se emplean en la configuracion
1 de la figura A.2, v con subindice 2 cuando trabajamos con la configuracion 2
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ELECTROMAGNETISMO 11

V(El XHQ—EQXHl): (Al)

=Hy VXE —E;-VxHys—H; - VXEs+Ey - VxH;

v empleando las ecuaciones de Maxwell

OB oD

V- (E, xHy —Ey xH;) = —Hg-atl—El-<J2+at2>
0B3 oD,

Hl'at+E2'<J1+at>

Sin pérdida de generalidad, suponemos campos armoénicamente variables con
el tiempo. Entonces, la expresion anterior en notacion fasorial se reduce a

V'<E1XI/‘\I2—E2XI/‘\11):Eg'jl—ﬁl-jg (AQ)

Configuracion 1:

Transmisor: Regeptor:
Espira 4 Vectores de campo E,, H, Espira B
Configuracion 2:
Z, 7
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TEOREMA DE RECIPROCIDAD

Para puntos situados fuera de la fuente, la densidad de corriente J es sencilla-
mente vE. Sin embargo, dentro de cada generador existird un campo electromotor
E’, por tanto la expresion general para la densidad de corriente sera

jl =7 (El +Ei4>
32 =7 <E2 —|—E’B>

donde E;‘ v f}}g son respectivamente las intensidades del campo eléctrico electro-
motor en el interior de los generadores de la espira A y de la espira B cuando el
sistema esta funcionando en la configuracién 1 o en la 2. Despejando E, y E; en
estas expresiones y sustituyendo en (A.2), resulta

V'(E1XI/‘\IQ*EQXI/‘\11):E%-jgfﬁb'jl (A3)

expresion que, en general, tiene un valor no nulo y que es valida para cualquier par
de campos electromagnéticos en cualquier punto del espacio, incluso en el interior
de las fuentes. A continuacion integramos esta expresion sobre un volumen V'

[V (Boxi - Box)a = [ (B3 By 30) v
y teniendo en cuenta el teorema de la divergencia, se tiene
[ (BB Boxi)oas = [ (ByDa-Bp3)a ()

Si extendemos el volumen V’ a todo el espacio, puesto que las fuentes ocupan un
volumen finito, la superficie de integracion estard infinitamente alejada de ellas
v podemos suponer que los campos corresponden a ondas planas para las que se

verifica .
-~ n X E1
H, = A5
1 7 (A.5)
donde n es el vector unitario en la direccién de propagacion y Z, es la impedancia
caracteristica del vacio. Y andlogamente para Hy v Es.

T cancnmiinncia an oaandoc 30 Gnibornond losadoc dolac Saonioc ]l it occeand
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ELECTROMAGNETISMO 11

desarrollando los productos y recordando que n es perpendicular a El y EQ se
puede comprobar facilmente que la cantidad entre corchetes de (A.6) se anula.
Asi pues, (A.4) queda

/ (B 3o~ By -3 ) v/ = 0

donde la integracion se habia extendido a todo el espacio. Ahora bien, esta inte-
gracion se puede limitar al volumen ocupado por las fuentes, ya que fuera de ellas
los campos electromotores son nulos. Por tanto

/E’A.jg dv—/ﬁjgﬁl dv (A.7)
A J B

Operando sobre la integral del primer miembro se llega a
/ E, - Jyd = / E, -dl'Jy-ds' = VAL (A.8)
A A

donde VlA es el voltaje suministrado por la espira A en la configuraciéon 1 e Ié“ es
la corriente que circula por esta espira en la configuracion 2 (cuando se excita la
espira B).

La integral del segundo miembro de (A.7) puede expresarse de forma analoga,
obteniendo finalmente
Vitlg = vilIY
o lo que es igual
o_ I
v v
que significa que el cociente entre la corriente que circula por la espira receptora y
voltaje aplicado a la espira transmisora es igual en las dos configuraciones, es decir,
cuando se intercambian los papeles de las antenas, siempre que las frecuencias y

las impedancias no se modifiquen. Este es el teorema de reciprocidad vélido para
cualquier par de antenas.

(A.9)

IL/Y |
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TEOREMA DE RECIPROCIDAD

antena en funcién del dngulo cuando se emplea como receptor. Este hecho se
emplea corrientemente para determinar los diagramas de radiaciéon.

Nuestra demostracion del teorema es general, suponiendo que los medios son
lienales e is6tropos. En consecuencia se puede aplicar a los circuitos eléctricos
corrientes.

<
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APENDICE B

RELACIONES MATEMATICAS I

AREAS Y VOLUMENES

= Paralelepipedo rectangulo de lados a, b, ¢

Area de la superficie = 2(a b+ ac+ be) (B.1)
Volumen = abce (B.2)
= BEsfera de radio r
Area =47 r? (B.3)
4
Volumen = 37 7 (B.4)

= Cilindro recto de radio r y altura h

Area superficie lateral = 277 h (B.5)
Volumen = 772 h (B.6)

= Cono recto de radio r y altura h

Area de la superficie lateral = 7 r(r? + h%)'/? (B.7)

1
Volumen = 3™ 2 h (B.8)

s Casauete esférico de radio r v altura h
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ELECTROMAGNETISMO 11

= Tronco de cono recto de radios a, b y altura h

= Toroide de radio interior a y exterior b

= Elipsoide de semiejes a, by ¢

NUMEROS COMPLEJOS

N

Area de la superficie lateral = m(a + b)(h? + (b — a)?)'/? (B.11)

1
Volumen = 3™ h(a® +ab+ b%) (B.12)
Area de la superficie = 72(b* — a?) (B.13)

1
Volumen = Zﬂz(a +b)(b—a)? (B.14)

4
Volumen = gwabc (B.15)
a+ jb= Mel* = M(cos o + jsen a) (B.16)
M = (@+0)"?; j=v=1; j>=-1

Conjugado de z es z* =z =a — jb (B.17)
71tz = (a1 + ag) + j(bl + bg) (B.lS)
Z1 - Z9 = (a1 —I—jbl)(ag —I—jbg) = aiays — b1by —I—j(albg + b1a2) (B.lg)
-2y = Mye?™ Moel®? = My Mo (1702 = MiMyexpj(ar +as) (B.20)
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RELACIONES MATEMATICAS |

RELACIONES TRIGONOMETRICAS

sen(a &+ 3) = sen «cos 3 & cos a sen 3 (B.23)
cos(a £ ) = cosa cos B F sen « sen 3 (B.24)
sen(a + ) + sen(a — ) = 2sen« cos 3 (B.25)
cos(a + ) + cos(av — B) = 2cosacos (B.26)
sen(a + ) —sen(a — ) = 2cos « sen 3 (B.27)
cos(a + ) — cos(a — ) = —2sena sen 3 (B.28)
sena%—senﬁ:ZSena;ﬁcosa;B (B.29)
Sena—sen6:2cosa;_5 senagﬁ (B.30)
Cosa+cosB:2cosazﬁcosa;B (B.31)
cosa—cosﬁz—Qsena;rﬂsena;B (B.32)
sen 2« = 2 sen & cos « (B.33)

cos 200 = cos? o — sen 2a (B.34)

sen 2a + cos’a =1 (B.35)

et = cosa + jsena (B.36)

RELACIONES HIPERBOLICAS
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ELECTROMAGNETISMO 11

RELACIONES LOGARITMICAS

logigz =logx ; log.xz=Inzx B.40)
logz =0,4343 Inz ; In x =2,3026logx (B.41)
P 1%
Decibelio  dB = 10log — = 20log — (B.42)
Py Va
1 . . %1 . .
— = relacién entre potencias; A = relacién entre tensiones
2 2
In(re’¥) = Inr + jop + j2kr  (k = entero) (B.43)
DESARROLLOS EN SERIE
1
f@) = fla)+ o)z —a)+ f(a)g@—a)?+ (B.44)
(n—1) _
(n—1), (@ a)

(1+2)2=1+-= }xQ—&—ia:S (B.45)

2 8 16 .
(14+2)7"Y2=1 PP DI (B.46)

2 8 16 ’

Lo, 13 14
ln(l—i—w):x—§m toa -5 (—-1l<x<1) (B.47)
1.1 1

ilnli_w:x §x3+5x5 (-l<z<]) (B.48)
e"”—l—kx—i—lxz—klx?’%— (B.49)

= 51 3 e .
1 3 1 5 1 7 (D =0
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RELACIONES MATEMATICAS |

L s, 15
senhx:x+3!x +5!x +... (B.53)
o —x b L2y LB B.54
cos m—x+2!:1: +4!x +-- (B.54)

VECTORES EN FORMA COMPLEJA

» Parte real A’(r,¢) de un vector en forma compleja

Al(r, t) = R[A(r, t)e?] (B.55)
A(r,t) = Ap(r, t) + jA(r, t) (B.56)
R(A) = %(A +AY) (B.57)

R(A) R(Belt) = %(Aejm + (A?H*) ((Be¥t + (Bel“h)*)  (B.58)
R(AI) (B = %%(A “B* + A - BeHWt) (B.59)

= Valor medio de un producto de vectores en forma compleja

< R(ASY) R(Belt) > = %%(A -B¥) (B.60)

rtagens
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APENDICE C

RELACIONES MATEMATICAS 11

RELACIONES VECTORIALES

Componentes de un vector

Vectores unitarios uj, ug, us

Producto escalar

A+B=C (C1
A+B=B+A; m(A+B)=mA+mB (C.2)
B
A
C
Figura C.1. Composicién de vectores.
A = Aju; + Asuy + Aszug (03)
A-B=ABcosa (a = angulo que forman A y B) (C.4)
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ELECTROMAGNETISMO 11

Producto vectorial

Figura C.2. Producto vectorial.

A xB=nAB sena (C.7)

| A x B |= érea del paralelogramos cuyos lados son A y B, y « el angulo que
forman.

u; uz us

AxB=|A; Ay Aj (C.8)
B, By By

AxB=-BxA; Ax(B+C)=AxB+AxC (C.9)
A1 Ay Aj

A(BXC): B1 B2 B3 (ClO)
Cq, Co C3

A - (B x C) = al volumen del paralelepipedo de lados A, By C.

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A B) (C.11)

ELEMENTOS DE LONGITUD Y VOLUMEN
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RELACIONES MATEMATICAS [T

dv =dx dy dz (C.13)
Z V4
" A de dl
r P 4
: dx
d
u, y zZ X Y Y
A 0 ~
X 4, X
Figura C.3. Coordenadas cartesianas: Figura C.4. Coordenadas cartesianas:
elemento de longitud. elemento de volumen.
Coordenadas cilindricas
dl = (dp® + (pdp)? + dz?)1/? (C.14)
dv = dp pdyp dz (C.15)
7 Z
u, ‘ dv
CF
O
Y
Y p
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ELECTROMAGNETISMO 11

Coordenadas esféricas

1/2

dl = (dr2 + (rdf)? + (rsen 9dg0)2) (C.16)
dv = 1 sen § dr df dy (C.17)
V4
S0 dv
RSty dl
0 . Lu, rsene-.
e | v rdb) dr
r YUy
rsenbde
z o
o y %
X
""""" (p y rde
X X 9
Figura C.7. Coordenadas esféricas: elemento Figura C.8. Coordenadas esféricas: elemento
de longitud. de volumen.

TRASFORMACION DE COMPONENTES

p= (11}2 +y2)1/2; r— ($2 JryQ + 22)1/2

Cartesianas a cilindricas
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RELACIONES MATEMATICAS [T

Cartesianas a esféricas

A, = Agsenfcosp + Aysenfsenp + A, cosf
Ag = Azcosbcosp+ Aycosbfsenyp — A, senf (C.19)
A, = —Agsenp+ Aycosp

Cilindricas a cartesianas

Ay = Ajcosp— A, sengp
Ay = Apsenp+ A cosp (C.20)
A, = A,

Coordenadas del vector de posicion (x,y, 2)

T =pcosp; y=psenyp; z=2z (C.21)
Esféricas a cartesianas

A, = Arsenflcosp+ Agcostcosp — A, senp
A, = A,senfsenyp+ Agcostisenyp + A, cosp (C.22)
A, = A,cos0— Agsenb

Coordenadas del vector de posicion (z,y, 2)

x=rsenfcosp; y=rsenfdseny; z=rcosb (C.23)

DERIVACION DE VECTORES
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ELECTROMAGNETISMO 11

d(A+B) dA dB

= — + — C.25
dx dx * dx ( )
dPA dd dA
=A—+d— 2
dx dz * dx (C.26)
d(A-B) dA dB
- . A 9
dx dx B+ dx (C.27)
d(AxB) dA dB
=—xB+Ax— 2
dz dx B A dz (€.28)
Si A(z) = A(z)n(z); n(x) =%
dA(x) d A(x) dn(x)
_ . 2
o = ) — =+ Alr) — (C.29)
En coordenadas cartesianas A(x) = A, (x)u, + Ay(z)u, + A.(2)u;
dA(z)  dAz(z) dAy(x) dA,(x)
dr % dz Ty dx e dx (C.30)
Derivada de los vectores unitaros
Coordenadas cilindricas
u, = Uu;cosy+uyseny
u, = —Uzseny -+ u,cosy (C.31)
u, = u,
ou, ou
_— = 0 N 7’2 =
dp Dy e
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RELACIONES MATEMATICAS [T

Coordenadas esféricas

u, — ugsenbcosy+u,senfseny + u,cost
up = uycoslcosp+ u,cosbseny —u,send (C.33)
U, = —Ugseny + Uy, Ccosy
8u,ﬂ_0' 8ur—u ; 811T—u sen 6
ar a0 ' ap 7
Jug Jdug Ouy
W:O g = W W:uwcosﬁ (C.34)
0 0 0
81?: ;%: ;%::—(uxcosgo%—uysengo)

Formulas de analisis vectorial

V(A-B)=(A-V)B+(B- V) A+ AXx (VxB)+Bx (VxA)

V-

Vx(AxB)=

V(f+¢)=Vf+Vo
V(fo)=oVf+fVo

(C.35)

(C.36)

(C.37)
V- (A+B)=V-A+V-B (C.38)
V- (pA)=A -Vo+¢V-A (C.39)
(AxB)=B-VxA-A-VxB ( )
Vx(A+B)=VxA+VxB (C.41)
V x (pA) =Vp x A+ ¢V x A ( )
AV-B-BV-A+(B-V)A—-(A-V)B (C.43)
VxVxA=V(V-A)-V?A (C.44)
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ELECTROMAGNETISMO 11

/ V-Adv= 7{ A -ds (Teorema de la divergencia) (C.48)
1% S
/VxAdv:%nxAdS (C.49)
|4 S
/ n x Vodv :% odl (C.50)
1% C
/(V X A)-ds= 7{ A -dl (Teorema de Stokes) (C.51)
S C
Coordenadas cartesianas
_0¢ 00 09
V¢—8$ux+8yuy+azuz (C.52)
0A 0A 0A
A = T Y z '
\V 92 ay + P (C.53)
0A, 04, 0A, 0A,
VA= <8y 82>ux+(82 ; 6m>uy
0A, 0A,
— .54
+ < 9, 92 > u, (C.54)
Py  0%¢ 0%
20
v ¢_8x2+8y2 0 22 (C.55)
Coordenadas cilindricas
09 d¢ 9o
Vo = Opup+p8g0u“0+ 5, (C.56)
10 10 0
CA=——(pA —-—A — A, C.57
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RELACIONES MATEMATICAS [T

2y L0 (00 1 (00N ¢
\Y ¢_p8 (9p +p2 52 +822 (C.59)
Coordenadas esféricas
_9¢ 9¢ ¢
ng = 5ur + @ uy + m U, (060)
1 0 1 0 1 0
V . A = <28( AT) -+ mae(Ag Sen 0) - sen QWA¢> (C61)
u, 0 0Ap
VxA= p— (60(14“9 senf) — 8@) +
uy 1 04, 0(rAy) u, (0(rdy) O0A,
— - —+ - .62
r <sen0 Op or i r or 00 (C62)
9 10 8(;5 1 0 ¢
Vo= 2ar\" ar +7'28en980 senHaH
1 0%
r2sen26 Op? (C-63)
DELTA DE DIRAC
Se define 0(r) de la forma siguiente:
d(r) =0parar#0,y /(5(r/)dv = (C.64)

La integral se extiende a todo el espacio.

Propiedades de la delta de Dirac

DNada 1mna funcidn f

(1)
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ELECTROMAGNETISMO 11

Aplicaciones
Carga puntual Expresion de una carga puntual situada en el punto r,,
plx) = gd(x —1,) (C.67)

Divergencia del campo eléctrico

v ( ¢ rov ) — Ls5e — 1) (C.68)

47750 ‘I‘ — I'/|3 Eo

Laplaciana

V2 < ! > = —4ms(r —1') (C.69)

v — x|
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APENDICE D

TABLAS

CONSTANTES
CONSTANTES FISICAS

Nombre Simbolo
Velocidad de la luz c 2,998 x10° m/s
Carga del electron e 1,602x10719 C
Masa del electréon Me M 9,109x 10731 kg
Razoén carga/masa (e/me) | e/me 1,76x10' C/kg
Masa del neutron Moy, 1,675%x10727 kg
Masa del protén my 1,672><10_27 kg
Constante de Plank h 6,626 10734 J-s
Permitividad del vacio €o 8,854x 1012 F/m
Permeabilidad del vacio Mo 47x1077 H/m
Constante de Boltzmann k 1,380x10723 J/K
Constante de los gases R 8,314 J/mol K
Constante de Avogadro N, 6,023 10723 mol !
Equivalente mecanico calor J 4,186 J/caloria
Constante de gravitacion G 6,67x10" 1 N . mz/Kg2
Energia en reposo del e Mec? 0,5110 MeV
Energia en reposo del p mp02 938,3 MeV
Energia equivalente a 1 uma | uma 1,66><10_27 kg = 931,5 MeV
Momento magnético del e e 9,273x10724J . 71
Radio de Bohr a 0,5292x 10710 m
Radio basico del e Te 2,818 X107 m
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ELECTROMAGNETISMO 11

UNIDADES
Magnitud fisica Unidad S 1 Unidad S. Gauss
CGS
Longitud (I) metro (m) cm = 1072 m
Masa (m) kilogramo (kg) gramo (g)=1073 kg
Tiempo (t) segundo (s) segundo

Frecuencia (f)

Periodo ( T

Fuerza (F)

Energia (W)

Potencia (P)

Carga eléctrica ( @, q)
Momento dipolar (p)
Polarizacion (P)
Potencial eléctrico( V)
F.em. (£) o (V)

Int. campo eléctrico (E)
Desplazamiento eléc. (D)
Capacidad (C)
Permitividad (e)
Corriente eléctrica([/, 1)
Densidad de corriente (J)
Resistencia elec. (R)
Conductividad (v, o)
Inducciéon magnética (B)
Int. de camp. magn. (H)
Flujo magnético (P)
Momento dipo. mag.(m)
Tmanacion (M)
Inductancia (L)

F.m.m. ( F)
Permeabilidad (u)
Reluctancia (R)

Potencial vector (

herz (Hz) = ¢/s
1/f=s

newton(N)=kg-m /s?

julio (J) =N-m
vatio (W) = J/s
culombio (C)

Cm (q-)

p/vol = C/m?
voltio (V) — J/C
voltio (V) = J/C
V/m; N/C

Q/m2 = C/m2
faradio (F) = C/V
capac./m = F/m
amperio (A) = C/s
A/m?
V/I=V/A=Q
mho/m — 1/(£2 m)
Tesla(T) = Wh/m?

A/m

Weber (WB)
Am?

m/m3 =A/m
henrio = (H)

Amperio-vuelta
Induc./m = H/m
fm.m./Wb = H~!
O /m — Wh/m

ciclos/s (c/s)

dina = 107° N
ergio = 1077 J
erg/seg = 1077 W

statculombio = %10_9 C

statvolt — 299,8 V

9x10M em

abamperio = 10 A

gauss(G) = 1074 T

47 x 1073 Oersted(Oe)

108 Maxwells (Mx)

1,257 Gilbert(Gb)
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TaBLAS

Equivalencias
Electron voltio (eV) 1eV = 1,602 x 10719J
Angstrom 1A =107 m
Pulgada 1 pulg. = 2,5401 cm
Caloria lcal. =4,18417
Grados 0°C = (273,15+6)K
Kilovatio hora 1kWh =3,6x10°J

RESISTIVIDAD, PERMITIVIDAD Y PERMEABILIDAD

Material Resitividad | Permitividad | Permeabilidad
(p)(m)(2m) | relativa(s,) relativa (u,)

Aire 1,0006

Acetato de celulosa 7

Agua(destilada) 10* 81

Arena seca 3.4

Aluminio 2,83 x 1078 1,00002 (Para)

Ambar 5 x 10 3

Azufre 101°

Baquelita 1014 5

Bismuto 0,999983(Dia)

Cobalto 250 (Ferro.)

Cobre 1,69 x 1078 0,999991 (Dia.)

Constantan 44,0 x 1078

(Cu 60, Ni 40)

Cuarzo(fund.) 7,5 x 1017 5

Ebonita 1013 a 106

Germanio (puro) 0,45

Glicerina 50

Hierro (0°C) 8,85 x 1078 5000 (Ferro.)

Madera 10%a 101 2.1
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ELECTROMAGNETISMO 11

Material Resitividad | Permitividad | Permeabilidad
(p)(m)(Qm) | relativa(s,) relativa (u,)

Nitrato de celulosa 5

Oro 2,44 x 1078

Parafina 10° 2.1

Petroleo 1014 2.2

Plata (0°C) 1,47 x 1078 0,99998 (Dia.)

Polietileno 101 2.2

Polivinilo 101 3,2

Resina epoxi 10° 3.7

Silicio(puro) 640,0

Soluc.Sat. NaCl 0,044

Supermalloy 800.000 (Ferro.)

Teflon 101° 2.1

Tungsteno(Wolframio) | 5,51 x 1078

Vidrio 101% 10 |6

POTENCIAS DE DIEZ

-

Potencia Prefijo Abreviatura

1012 Tera T
10° Giga G
106 Mega M
103 kilo k
1072 centi c
1073 mili m
1076 micro "
1079 nano n
1012 pico p
10719 femto f
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