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8 Optimizacién

8.1 Introduccién a la optimizacion

La optimizacién, en el contexto del tema que estamos tratando, se refiere a los procedimien-
tos que pueden seguirse para determinar dénde una funcién y = g(x) toma valores espe-
cificos o valores extremos (méximos y minimos). En una funcién definida en forma expli-
cita, a menudo podemos obtener su correspondiente funcién inversa que expresamos de la
formax = g~'(y), en cuyo caso puede determinarse qué valores de x producen una y dada
por medio de la evaluacién de la funcién inversa. Por otra parte, muchas funciones, inclu-
yendo algunas de las més simples, no tienen o no puede calcularse su funcién inversa. En
estos casos, querriamos poder estimar los valores de x que producen un valor dado de y por
medio de procedimientos iterativos. En la practica, este procedimiento de iteracién se de-
nomina biisqueda de los ceros de la funcién (“zero finding”), ya que encontrar x tal que y =
g(x) para algtin y es equivalente a encontrar x tal que f(x) = 0, donde f(x) = y - g(x).

Para conocer dénde una funcién tiene un valor especifico, es normal que busquemos sus
valores extremos, es decir, aquellos valores que son un maximo o un minimo. Como hemos
dicho antes, en muchas ocasiones la bisqueda de esos valores no puede ser hecha mas que
por medio de procedimientos iterativos. Ya que el maximo de una funcién es el minimo del
negativo de la funcién (esto es, max f(x) = min {—f(x)}), normalmente lo que se suele
hacer es encontrar solo los valores minimos. Por este motivo es por el que los procedimien-
tos que vamos a estudiar se suelen denominar algoritmos de minimizacién

8.2 Problemas de aplicacion de maximos y minimos

Una de las aplicaciones mas comunes del célculo implica la determinacién de los valores
maximo y minimo. Recordar cudntas veces hemos oido hablar de utilidad (beneficio) ma-
xima(0), minimo coste, tiempo minimo, voltaje maximo, forma 6ptima, tamafio minimo,
maxima resistencia y maxima distancia.

Estrategia para resolver problemas aplicados de minimos y méaximos.

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible, elaborar
un dibujo.

2. Escribir una ecuacién primaria para la cantidad que se va a maximizar o minimizar.

3. Reducir la ecuacién primaria a una que tenga una sola variable independiente. Esto quizé

implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables independientes
de la ecuacién primaria.
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Ejemplo 1. Determinacion del volumen maximo

—— ¥
-

Un fabricante quiere disefiar una caja abierta que tenga una base cuadrada y un érea su-
perficial de 108 cm?, como se muestra en la figura. ;Que dimensiones producirdn una caja
con un volumen maximo?

Solucion
Debido a que la caja tiene una base cuadrada de lado x, su volumen es:
V =x%h

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion primaria porque proporciona una férmula
para la cantidad que se va a optimizar. El 4rea de la superficie de la caja es:

S = area de la base + area de los cuatro lados

S =x?+4xh =108

Como V se va a maximizar, escribir V como una funcién de una sola variable. Para ha-
cerlo, es posible resolver la ecuacion x? 4+ 4xh = 108 para h en términos de x y obtener:

b= 108 — x2
N 4x

Sustituyendo en la ecuacién primaria, se obtiene:

=27x ——
4x x

108 — x? x3
V=xh=V=x?— )

Antes de determinar que valor de x producira un valor méximo de V, se necesita determi-
nar el dominio admisible. Esto es, jque valores de x tienen sentido en este problema? Se sabe
que V = 0. También que x debe ser no negativa y que el area de la base (4 = x*) es a lo
sumo 108. De tal modo, el dominio admisible es:

0<x<+/108
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De tal modo, los puntos criticos son x = +6. No se necesita considerar x = —6 porque esta

fuera del dominio. La evaluacién V en el punto critico x = 6 y en los puntos terminales del
dominio produce V(0) =0,V (6) = 108y V(\/ 108) = 0. De tal modo, V es maximo cuando
x = 6 y las dimensiones de la caja son 6 x 6 x 3 centimetros.

En el Ejemplo 1 se nota que hay un ntimero infinito de cajas abiertas que tienen 108 centi-
metros cuadrados de area superficial. Para empezar a resolver el problema es necesario
preguntar que forma bésica podria producir un volumen maximo. ;La caja debe ser alta,
muy baja o casi ctibica?

Se puede tratar de calcular unos cuantos volimenes, para ver si se obtiene una mejor idea
de lo que deben ser las dimensiones 6ptimas. Recuerda que no se puede resolver un pro-
blema hasta que no haya sido identificado con toda claridad.

Ejemplo 2. Area minima

Una pagina rectangular ha de contener 24 centimetros cuadrados de impresion. Los marge-
nes de la parte superior y de la parte inferior de la pagina son de 1,5 centimetros, y los
margenes de la izquierda y la derecha de 1 centimetro. ; Cudles deben ser las dimensiones
de la pagina para que se use la menor cantidad de papel?

1 .,
3em  Solucion

Sea A el 4rea que se va a minimizar: A = (x + 3)(y + 2)  (ecuacion primaria)

El 4rea impresa dentro del margen esta dada por: 24 = xy (ecuacion secundaria)

Despejando de esta ecuacién la y se obtiene: y = 2x—4

Sustituyendo en la ecuacién primaria obtenemos:
24 72
A= (x+3)(7+2) =30+2x+—

Debido a que x debe ser positiva, s6lo interesan los valores de 4 para x > 0. Para encontrar
los puntos criticos, derivamos con respecto a x.

dA 2 72 0 2 = 36
_— —_——_—= —1 =
dx x2 x
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Ejemplo 3. Se le ha pedido disefiar una lata con capacidad de un litro que tenga la forma de un cilindro

circular recto. ;Que dimensiones haran que se utilice la menor cantidad de material?

‘ Solucion
‘ Siry h se miden en centimetros, entonces el volumen de la lata es:
V=mnr’h cm?
El area superficial de la lata es:
A = area total = area lateral + area de las tapas = 2nrh + 2mr?

¢{Coémo podemos interpretar la frase “menor cantidad de material”? Como una primera
aproximacion, es posible ignorar el grosor del material y el desperdicio en la fabricacién.
Después nos preguntamos acerca de las dimensiones r y h que hacen que el area de la su-
perficie total sea tan pequefia como sea posible y que se satisfaga la restriccion nr?h = 1000.

Para expresar el drea de la superficie como una funcién de una variable, despejamos una de
las variables en wr?h = 1000y sustituimos esa expresion en la féormula para el area de la
superficie. Es mas sencillo despejar h:

1000
h=—
nr

Y la sustituimos en la expresién del area total:

1000 2000
+2nr? = — + 2nr?

A =2mrh + 2nr? = 2mr —;
nr

Nuestro objetivo es determinar un valor de r > 0 que minimice el valor de A.

Como A es diferenciable para r > 0, un intervalo que no tiene extremos solo puede contar
con un valor minimo donde la primera derivada sea cero.

JdA 2000 21000
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d?A 4000
a2 =t

Es positiva en todo el dominio de A. Por tanto la grafica es concava hacia arriba en todo su

. 3 [s00 Iy
dominio y el valor de A parar = _|— es un minimo absoluto.

1000 _3[500
h=—p=2|—=2r
nr T

La lata de un litro que utiliza la menor cantidad de material tiene altura igual a dos veces el

r= 3/5&% 542cmyh = 23/50—0z 10,84 cm
T Vs

El valor correspondiente de h es:

radio, en este caso:
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