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9 Series de Taylor vy MacLaurin

9.1 Introducciéon

En muchas ocasiones solemos encontrarnos con el problema de calcular el valor de una
funcién en un punto que puede ser, o bien dificil de calcular, o bien computacionalmente
costoso, o bien no disponemos de las herramientas analiticas o numéricas para hacerlo.

En estos casos, serfa de gran ayuda el disponer de una herramienta matematica que fuera
capaz de “sustituir” la funcién que queremos calcular por un polinomio de facil estructura
y, por tanto, de calculo maés facil.

Normalmente, en los problemas del mundo real, no necesitamos conocer todo el comporta-
miento de la funcién en todo su campo de existencia. Nos bastara conocer su comporta-
miento en un determinado intervalo que es el que necesitamos para su calculo o estudio.

Un ejemplo: para la entrada en la atmésfera terrestre, una nave sigue una trayectoria com-
pleja, conocida, que tiene que ver con la solucién a un conjunto de ecuaciones diferenciales.
Justo en el punto de entrada, punto critico, cualquier desviacién puede hacer que la nave
“rebote” y no entre en la atmoésfera, segtin el angulo de llegada, o que penetre muy répida-
mente dando lugar a un calentamiento excesivo. Ante cualquier desviacién en la llegada,
los ordenadores tienen que ser capaces de corregir instantdneamente la trayectoria de en-
trada, y para ello es fundamental que puedan recalcular esta lo més rapida y precisamente
posible. Esto es mas facil y rapido con un polinomio que con la funcién original. Pero hay
mas, también necesitaremos conocer exactamente el error cometido en dicha sustitucién
para determinar si es tolerable o no. Esto también sera posible calcularlo con la rapidez y la
precisién necesarias para que el angulo de entrada sea el correcto.

9.2  Aproximaciones polinémicas a funciones elementales

Para encontrar una funcién polindmica P que aproxime a otra funcién f, se empieza por
elegir un nimero c en el dominio de f en el que Py ftengan el mismo valor: P(c) = f(c); esto
es, ambas funciones pasan por el punto (c, f(c)).

Se dice entonces que la aproximacién polinémica se expande alrededor de ¢ o esta centrada
en c. Geométricamente, el requisito de que P(c) = f(c) significa que la gréfica de P debe pasar
por el punto (c, f(c)). Hay muchos polinomios cuya gréfica pasa por ese punto; la tarea es
encontrar un polinomio cuya grafica se parezca a la funcién f en la cercania de ese punto.
afe Una manera de hacer esto es imponer el requisito adicional de que la pendiente de la fun-
cién polinémica sea la misma que la pendiente de la gréfica de fen el punto (c, f(c)). Dicho

-« de otro modo:

P(c) = f(c)
P'(c)=f'(c)

f
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Como f(x) = e*y f'(x) = e* el valor y la pendiente de f en x = 0 estan dados por:

{f(0)=1
=1

Como P, (x) = ay + a;x se puede usar la condicion P1(0) = f(0) para concluir que ao = 1. Es
mas, como P’(x) = a;, se puede usar la condicién P’(0) = f (0), para concluir que a; =1 . Por
tanto, P, (x) = 1 + x. En la siguiente figura se ven representan ambas funciones:

P(x)=1+x

-3

Vemos que la aproximacién es buena, pero que si nos alejamos del punto (0,1), la precisién
de la aproximacién disminuye. Para mejorar esta, podemos imponer otro requisito todavia:
que las segundas derivadas de P y fsean iguales en el punto x = 0. El polinomio de menor
grado, P, (x), que satisface los tres requisitos P,(0) = f(0), P',(0) = f'(0),P",(0) = f""(0) es

P(x)=1 +x+%x2
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Si se contintia requiriendo que los valores de P, (x) y de sus primeras n derivadas coincidan
con las de f(x) enx = 0, se obtiene lo siguiente:

1 2 1 3 1 n
Pn(x)=1+x+§x +€x +---+Ex

~ 17

/ P(x)=1+x

Pz(x)=1+x+%x2\ I

1% 3 3
P(x l+x+—x4—x

9.3 Polinomios de Taylor y de MacLaurin

La aproximacién polinémica de f(x) = e* dada en el ejemplo anterior estaba centrada en
¢ = 0. Para aproximaciones centradas en un valor arbitrario de ¢, es conveniente escribir el
polinomio en la forma:

B (x)=ay+a,(x—c)+a,(x—c)*+az(x—c) ..+ a,(x—c)"
En esta forma, las derivadas sucesivas dan como resultado:

P'(x) =a; +2a,(x —c) +3az(x — c)? + -+ na,(x —c)*?
P", (x) =2a, + 6as(x —c) + -+ n(n— Da,(x — c)* 2

PP =n(n-1DMn-2)..2-1-a,

Si hacemos x = ¢ obtenemos:
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Con estos coeficientes se puede obtener la definicién siguiente de polinomios de Taylor, en
honor al matematico inglés Brook Taylor, y polinomios de MacLaurin, en honor al mate-
matico inglés Colin MacLaurin (1698-1746).

Definicion 1 Polinomios de Taylor y MacLaurin

Si f tiene n derivadas en ¢, entonces el polinomio:

" (n)
PG = @ + @ -+ D eyt bt L

Se llama polinomio de Taylor de grado n para f en el punto c.

Si ¢ = 0, entonces:

" (n)
'@ ., PO,

By (x) = f(e) + f'(0)x +—; n!

Se llama polinomio de MacLaurin de grado n para f.
Ejemplo 2. Encontrar los polinomios de Taylor Py, Py, P,, P; y P, para f)x) = Inx centradoenc =1
Solucién

Desarrollando respecto a ¢ = 1 se obtiene los siguiente:

f(x)=Inx= f(1)=Inl=0
f@ =t = fl)=t=1
X 1
Fr0) =t = fr(ly=-1
X

fm(x) = 2_3' = fm(l) =2
X

FO) = -2 = FO1)=6
X

Por consiguiente los polinomios de Taylor son como sigue:

P,(x)= f(1)=0
P(x)= f()+ £ (Dx=1)=(x=1)
PN £ > 1 2
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Ejemplo 3. Encontrar los polinomios de MacLaurin Py, P,, P, y P, para f (x) = cos x y aproximar el valor
de cos 0,1 mediante Pg(x).

Solucidn
Desarrollando respecto de ¢ = 0 se obtiene:

f(x)=cosx=> f(0)=cos(0)=1
f'(x)==-sen x= f'(0)=-sen (0)=0
f"(x)==cosx= f"(0)=-cos(0)=-1
f"(x)=senx=> f"(0)=sen (0)=0

A través de repetida derivacién vemos que el patrén 1,0, —1, 0 se repite y se obtienen los
polinomios de MacLaurin siguientes:

P(x)=1

1

Pz(x)=1—2—!x2

P(x)=1- ! X+ ! x!
A YRT]
Pé(x)=1—ix2+ix4—ix6

2! 4! 6!

Usando Pg(x), se obtiene una aproximacién de cos(0.1) = 0.995004165. La gréfica de am-
bas funciones, en el entorno de x = 0 es la siguiente:

v

/V—
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Ejemplo 4. Encontrar el polinomio de Taylor de tercer grado desarrollado en el entorno de ¢ = % para

f(x) =senx
Solucion

Desarrollando respecto de ¢ = % se obtiene:

N
f'(x)=cosx = f‘(%) = cos (%)zg
FU(x)=—sen x = f(%) _ _Sen(%) _ %
£(x)=—cosx = f(%) _ _cos (%)z ?

Por tanto el polinomio de Taylor de tercer grado desarrollado en el entorno de ¢ = % para

f(x) =senxes:

H”
e L B B R e
} 6 6 6 2! 6 3! 6 2 2 6/ 22 6 231 6

3

f(x)=senx L

272 220\"T6) 269" 6

s Bt lnl 3] -l3]
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Asi, al valor absoluto de R, (x) se le llama error de la aproximacioén. Es decir:

IR, ()] = |f(x) = P

El siguiente teorema da un procedimiento general para estimar el resto de un polinomio de
Taylor. Este teorema es conocido como Teorema de Taylor, y el resto dado en el teorema se
denomina formula del resto de Lagrange:

Teorema de Taylor y resto de Lagrange

Si una funcién fes derivable hasta el orden n + 1 en un intervalo I que contiene a ¢, enton-
ces, para toda x en I, existe z entre x yc tal que:

Teorema 1 FO) = F©+ FS)x— c>+f Dyl m“(x ¢)" +R,(x)

Donde:

1)

( +1)' ( C)n+1

R, (x)=

Demostracion
Partiendo de: R, (x) = f(x) — B,(x)

Derivando sucesivamente...
Ry(c) = f(c) = P(c) =0
R =f'(c) = P'p(c) =0
R"(©) =f"(0) = P"n(c) =0

R™p(€) = f®(c) = PMy(e) = 0
R0 = £ 0@ = BMY @) = 060

Ya que la derivada (n+1)-ésima de un polinomio de grado n es cero.

Hemos llegado a la ecuacién: RV (x) = f+1(x)

Vamos a acotar la funcién de error R,,(x) enun punto a > c: |R,(a)| £ K

Supongamos que | oD (x)| < M; x € (c, a) loqueesciertosi f es continua en el intervalo.

Como f™D(x)= RV (x)

Por tanto, también se cumple que:|R,(l"+1)(x)| <M

e
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|[ reoax| < [irlax

U RV (x) dx| < f|R,(L"+1)(x)|dx < fde
Dado que:
[ REP @ dx = RE @
Obtenemos:
RV )| < [Mdx=Mx+C, (1)

Para x = ¢ sabemos que R,(Q")(c) = 0, por tanto:0 < Mc + C; =

C, = —Mc; minimizamos C; tomando C; = —Mc

Sustituyendo en (1):
IR™ ()| < Mx —Mc = M(x —c); x€(c, a) (2)

Si volvemos a integrar a ambos lados de la desigualdad (2):

J|R§")(x)|dx < fM(x—c) dx

Operamos de igual forma y obtenemos:

M(x—c)?

RSV (0] < 2=

+G )

Andlogamente evaluamos la desigualdad en x = ¢, como R"P()=01la desigualdad (3)
quedaria: 0 < C, , minimizamos C, = 0, por lo que (2) queda:

_ M(x —c)?
Ry V0] < ———
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Ejemplo 5. El polinomio de MacLaurin de tercer grado para la funcién y = sen x estd dado por:
P =x -2
X)=x——
3 3

Usar el teorema de Taylor para aproximar sen (0.1) mediante P;(0.1) y determinar la pre-
cision de la aproximacion.

Solucion

Aplicando el teorema de Taylor se tiene que:

donde 0 < z < 0.1, es decir, el error es menor que el primer término suprimido. Por con-
siguiente:

©.1)°

sen (0.1)=0.1- =~0.1-0.000167 =0.099833

Como: f¥W(z) = senz
El error |R3(0.1)| puede acotarse como sigue':

sen z
41

=~ (0.000004

0<R,0.1)=

(0.1)° <0001
41

Esto implica que:

0.099833 < sen (0.1) = 0.099833 + R;(x) < 0.099833 + 0.000004
0.09983 < sen (0.1) < 0.099837

Ejemplo 6. Aproximar un valor con una precision determinada

Determine el grado del polinomio de Taylor P, (x) desarrollado respecto de ¢ = 1 que debe
usarse para aproximar [n(1.2) de manera que el error sea menor de 0.001.

Solucion

En primer lugar calculamos las sucesivas derivadas y buscamos un patrén que defina la
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" 1 -2
[ = ez X
" 2 -3
[l =5=2x
6
fR0) = - =—6x*

(-1)" - !

Dy = —(n+1) —
fOD(x) = (=1)"nlx~+D = e

Usando el teorema de Taylor, se sabe que el error |R,,(1.2)|esta dado por:

£
(n+ 1)

|Rn(12)| =

PR TR L PP

(n+1)! Tz (n+1)

donde 1 < z < 1.2. En este intervalo:

(0_2)n+1 (0_2)n+1
zZ"(n+1) (m+1)

Asi pues, se busca un valor de n tal que:

(0.2)n+1
———<0.001 = 1000 < (n + 1) -5"**
n+1)

n Exror Por ensayo y error, puede determinarse que el menor valor de n que
1| 0,0200000 satisface esta desigualdad es n = 3. Por tanto, se necesita el polino-
2| 0,0026667 mio de Taylor de tercer grado para lograr la precisién deseada al
31 0,0004000 aproximar In (1.2).

4{ 0,0000640
5[ 0,0000107
6[ 0,0000018
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