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3.1 Espacios vectoriales'

Sea V un conjunto en el que se han definido dos operaciones:

e Suma de vectores

e Producto de un vector por un escalar
Se dice que V tiene estructura de espacio vectorial sobre R si se verifica para todo u,v,w €Vy
para todo A,p €R las siguientes propiedades:

1. utveV La suma es cerrada

2. utv=vtu Propiedad conmutativa

3. ut(viw)=(utv)+w Propiedad asociativa

4. 3 0€V,Vu€eV,uto=u Elemento neutro de la suma

5. Vu€V,3-ueV,u+(-v)=o Elemento inverso de la suma

6. AueVv Multiplicacién por un escalar es cerrada
7. N (uty)=AutAv Propiedad distributiva
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e Suma de vectores: u + v = (uy, u,) + (v1,v,) = (U + vy, u, +v,)
e Producto por un escalar: A u = (Auy, Au,)

Dotan a R? de estructura de espacio vectorial sobre R con el vector o = (0,0) como elemento
neutor de la suma y (—u,, —u,) como elemento inverso.

2. El conjunto de las matrices de tamafio mxn, con las operaciones habituales de suma de matrices
y producto por un escalar, posee estructura de espacio vectorial sobre R.

3. El conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual que n con la suma
y multiplicacién por un numero real habituales.

4. El conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado n no es un espacio vectorial ya
que, por ejemplo, la suma de x™ + 2x + 1 y —x™ + 3x da como resultado 5x + 1 que no es un
polinomio de grado n, es decir la suma no es una operacién cerrada.

4. El conjunto de las funciones reales continuas en toda la recta real, con las operaciones:
f)+gx)=F+9)x)
AN =Af(x)

3.1.1 Propiedades de la multiplicacién por un escalar

Sea V un espacio vectorial sobre R, siu,v € Vy A, u € R, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Oov=o0

2. lo=o

3. Silv=0= A1=006v=o0
4, -(lu) =(—ADu=2A(—u)

5. lu=puyu+o0)=>1=yu
6. lu=Avyd=0)=u=v

3.2  Subespacios vectoriales

Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V, es un subespacio vectorial de V si W es
espacio vectorial con las mismas operaciones de suma y producto por un escalar definidas en V.
Para que W pueda ser subespacio de V, las dos operaciones han de ser cerradas en W.

Para concluir que un conjunto es espacio vectorial, hay que comprobar los diez axiomas (3.1).
Sin embargo, al ser W un subconjunto de un espacio vectorial V basta con verificar que las dos
operaciones son cerradas en W, es decir:

Teorema 1 Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V es subespacio de V si, y sélo si, se satis-
facen las dos condiciones:

1. u+veW,vuv eW
2. lueW,vueW yvieR
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VweEWyconi=0,se tiene que:
Aw=o0
Dw=-w
ambos pertenecen a W, luego se satisfacen los axiomas 4 y 5.

Si W es un subespacio del espacio vectorial VV, ambos deben tener el mismo vector 0. De hecho
el subespacio vectorial méds pequetio de un espacio vectorial, es aquél que posee como tnico
vector el vector nulo y se denomina como subespacio cero: W = {o0}.

Otro subespacio vectorial de V es el propio V. Todo espacio vectorial contiene estos dos subes-
pacios, denominados triviales. Los subespacios distintos de estos dos se llaman subespacios
propios o no triviales.

Ejemplo 2. 1. El conjunto de matrices simétricas de orden 2, es subespacio del espacio vectorial de las ma-
trices de orden 2, con las operaciones usuales de suma de matrices y multiplicacién por un es-
calar.

La suma de matrices simétricas, produce una matriz simétrica y el producto por un escalar
también produce una matriz simétrica ya que V 4,B € My y VA € R:
A+B)T=A"T+B"=A+8B
(AA)T =247 = 24
2. El conjunto de matrices singulares de orden 2 no es subespacio del espacio vectorial de las

matrices de orden 2, porque, por ejemplo, la suma de dos matrices:

1 0] ,_[0 O]. _
A= [0 O] B = [O 1 singulares , da como resultado:

peoefy !

que es no singular.

321 Interseccion de subespacios vectoriales

Si V y W son subespacios del espacio vectorial U, la interseccion de V' y W (denotada por V n W)
es también un subespacio de U.

Demostracion
a) Por ser V y W subespacios de U, ambos contienen el vector cero, luego V N W es no vacio.

b) Para ver que la suma es cerrada en V N W, sean v, y v, dos vectoresde VNW. Alser Vy W
subespacios de U, la suma es cerrada en ambos. Por tanto, como v, y v, estinenV, v, + v, € V.
Andlogamente, comov, y v, estin en W, v; + v, € W. Lo que implica que v, + v, EV NW, de
modo que en V N W la suma es cerrada.

) De forma anéloga se demuestra que la multiplicaciéon por un escalar es cerradaenV N W.

3.2.2  Subespacios de R"
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vy + U, = (22, 6) + (=28, 6) = (2(4 + ).t + ) = (=25, t3)
donde t; = t; +t,. Asi pues, v; + v, estd en la recta y, por tanto, la suma es cerrada. De forma
analoga se demuestra que la multiplicacién por un escalar es cerrada en este conjunto y, por
tanto es subespacio de R2.

b) Este subconjunto de R? no es subespacio porque no contiene al vector cero.
Un subconjunto W de R? es subespacio si y solo si, esta formado por alguno de estos conjuntos
de puntos:

a) El punto (0, 0) tnicamente.

b) Una recta que pasa por el origen

c) Todo R2.
Otro ejemplo

Probar que el subconjunto de R? formado por todos los puntos de la circunferencia unidad x? +
¥2 = 1 no es subespacio de R?.

Solucion

Este subconjunto no es subespacio porque los puntos (1, 0) y (0, 1) pertenecen a él, mientras que

su suma (1, 1) no pertenece, por tanto, la suma no es cerrada. También podria llegarse a la misma
conclusion, al denotar que el vector cero (0, 0) no pertenece a él.

3.3 Sistemas generadores

Definicién 1 Se dice que los vectores v;,v,, ..., v,, de un espacio vectorial V generan V si todo vector de V se
puede escribir como combinacién lineal de los mismos. Es decir,

Vv eEV,3A A, ..., ;v = Lv; + L, +--+ 4,1,

Ejemplos

a) El conjunto S = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es un sistema de generadores de R3 porque todo vec-
tor u = (uy, u,, u;) de R3 puede expresarse como combinacion lineal de los vectores de S, de la
forma:

u =1u,(1,0,0) + u,(0,1,0) + u3(0,0,1) = (uy, uy, us3)

b) El conjunto S = {1, x, x*} genera P,2 porque cualquier polinomio p(x) = a + bx + cx* de P, se
puede expresar como:

p(x) = a(l) + b(x) + c(x?)
Los sistemas de generadores de los ejemplos anteriores se denominan sistemas candnicos de R3
y P, respectivamente.

Ejemplo 3. Probar que el conjunto S = {(1,2,3),(0 1,2),(—2,0,1)} genera R3.
Solucion
Sea u = (uy, u,, u3) cualquier vector de R3, necesitamos encontrar escalares 1, 1,, 15 tales que:
(U, up,uz) =24, (1,2,3)+4,(0,1,2) + 45 (=2,0,1) = (A4, — 245,24, + 1,34, + 21, + 43)
Igualando componente a componente, obtenemos un sistema lineal de ecuaciones:
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1 0 -2
21 0]=-1
3 2 1

El sistema tiene solucién tnica, por lo tanto, todo vector de R? se puede escribir como combi-
nacién lineal de los vectores de S, es decir, S genera R3.

o generado por un conjunto de vectores.

Sea vy, v,, ..., Vy, k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado por {v,,v,, ..., v;} es
el conjunto de combinaciones lineales de vy, v,, ..., Uy, es decir:

gen{v,,v,, ..., v} ={v:iv= L v, + v, ++ L}
donde A4, 4,, ..., 4 son escalares arbitrarios.
A este conjunto también se le denomina como envolvente lineal y se escribe lin{v,, v,, ..., v;}
Demostracion

Para probar que el conjunto de todas las combinaciones lineales de v, v,, ..., v}, es un subespacio
de V bastara ver que las dos operaciones son cerradas.

Dados dos vectores cualesquiera u, w € lin(S) tales que:
K

u=A4v,+A4Lv,+ -+ v, = Zlivi

i=1

k
W=V + oy + o+ g Uy = Z/ijj
j=1

con 4;, i escalares. Entonces:

ut+w= R +u)v; + (A + v, + -+ (A + )y

au = (ad))v; + (ad)v, + -+ () v,
lo que implica que u + w y au también pertenecen a lin(S), ya que se pueden escribir como
combinaciones lineales de los vectores de S. Por tanto lin(S) es subespacio vectorial de V.

Teorema 2 Si v;,v,, ...,V son vectores en un espacio vectorial V, entonces S = gen{v,,v,, ..., v} es un
subespacio de V

Ejemplo 4. Ecuacién del espacio vectorial generado por dos vectores en R3
Seanv; = (2,-1,4) yv, = (4,1,6).
Entonces H = gen{v,,v,} ={viv=1,(2,-1,4) + 1,(4,1,6)}

;Qué forma tiene H?. Si v = (x,y,z) € H, entonces se tiene:

X=le+4/12
y=_/11 +AZ
Z=4A, 4+ 64,
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El sistema tiene una solucién tnicamente 51— + Y +2=0=5x—2y—32=0, que es la ecua-
ci6én de un plano en R? que pasa por el origen.

Este ejemplo se puede generalizar para probar que el espacio generado por dos vectores diferen-
tes de cero en R? que no son paralelos es un plano que pasa por el origen.

3.3.2 Dependencia e independencia lineal

Dado cualquier conjunto de vectores S = {v,,v,, ..., v} de un espacio vectorial V, la ecuaciéon
vectorial:

/11171 + szz + -+ /’lkvk =0
tiene siempre la solucién trivial ; = 4, = .- =1, = 0.
Ahora bien, muchas veces existen otras soluciones no triviales. Esta caracteristica se describe

diciendo que el conjunto S es linealmente dependiente. Si hubiera existido solamente la solu-
cién trivial dirfamos que el conjunto S es linealmente independiente.

Definicion 2 Se dice que un conjunto de vectores S = {vy,V,, ..., v} } de un espacio vectorial V es linealmente
independiente si la ecuacion vectorial:

Lo+ ,v, + -+ A =0

tiene sélo la solucién trivial 4; = 4, = - = 4, = 0. Si hay otras soluciones no triviales, se dice
que S es linealmente dependiente.

Anadlisis de la independencia lineal

Sea S = {v,,v,, ..., v, } un conjunto de vectores de un espacio vectorial V. Para saber si S es lineal-
mente independiente hay que seguir los siguientes pasos:

1. Reescribir la ecuacion vectorial A, v; + 4,v, + -+ + 1, v, = 0, como un sistema lineal ho-
mogéneo en las variables A, 1,, ..., 4.
2. Averiguar si el sistema tiene solucion tinica mediante eliminacién gaussiana.
Si tiene solucién tnica (la trivial con 4, = 4, = .- = 1, = 0), S es linealmente indepen-
diente. Si el sistema admite soluciones no triviales, S es linealmente dependiente.
Ejemplo 5. Determinar si es linealmente independiente en P, el conjunto formado por los vectores:
S={1+x—2x2%2+5x —x?%,x + x?}
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2‘1 + 512 + A?, =0
_2/11 - /12 + 13 =0
Su matriz ampliada se reduce por eliminaciéon gaussiana:

[1200] 1 2 0 0

{ A +21,=0

1 5 1 0l—1 1150

-2 -1 10 00 0 O
Esto implica que el sistema tiene infinitas soluciones. Por tanto admite soluciones no triviales,
luego el conjunto S es linealmente dependiente.
Una solucién no trivial es:

M=2 A,=-1, 23=3
que permite escribir la combinacién lineal no trivial:
20 +x—2x)—2+5x—x>)+3(x+x*) =0

Ejemplo 6. Determinar si es linealmente independiente en M, , el conjunto de vectores:
(2 1113 011 0O
S_{[O 1]’[2 1 '[2 0}
Solucion

De la ecuacion vectorial:
M+ 4,0, + A3v3 =0

afy alvaly desl o=l o

que produce el sistema de ecuaciones lineales en 1;, 1,, A5:
22.1 +3)’Z +/’{3 =0

resulta:

)11:0
20+ 15 =0
M+A,=0

Por eliminacion gaussiana, su matriz ampliada se reduce ast:
2 3 10 1 0
1 0 0 O 0 1
—
0 2 2 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 O

Asi pues, el sistema tiene s6lo la solucién trivial de modo que el conjunto S es linealmente independiente.

= oo
o OO

Teorema 3 Una propiedad de los conjuntos linealmente dependientes.

Un conjunto S = {v,,v,, ..., v}, k = 2, es linealmente dependiente si, y sélo si, al menos uno de
sus vectores v; se puede escribir como combinacién lineal de los demas vectores de S.

Demostracion

a) Supongamos que S es linealmente dependiente. En tal caso, existen escalares 4, 4,, ..., 4, no
todos nulos, tales que:

M+ v, + -+ v, =0

Puesto que alguno de los coeficientes ha de ser no nulo, podemos suponer que 4, # 0. Entonces,
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v+ ALV, + v+ -+ 4 =0
tiene al menos un coeficiente, —1, no nulo. Concluimos que S es linealmente dependiente.
Corolario

Los vectores u y v del espacio vectorial VV son linealmente dependientes si, y sélo si, uno de ellos
es multiplo escalar del otro.

El vector cero es multiplo escalar de cualquier otro vector del espacio vectorial.

Teorema 4 Un conjunto de n vectores en R™ es siempre linealmente dependiente si n > m.
Demostracion
Sean vy, v,, ..., V,, n vectores en R™ e intentemos encontrar constantes «;, a5, ..., &, , no todas cero
tales que:
v+ av, + -+ v, =0
Sean v; = (Ay1, A1, ovor A1)y V2 = (Q12, 022, oy Az),s ooy Uy = (170, Aoy - Ay )- Entonces la ecua-
cién anterior se convierte en:

a1 + Aa, + -+ Anly = 0
Ay 01 + [0S PX%%) + -+ a2n0(n = 0

_ M

A1 + @y + -+ apmnat, =0
Pero este sistema tiene un niimero finito de soluciones si n = m. De esta forma, existen escalares
Qy, &y, ..., 0, NO todos cero que satisfacen el sistema y, por lo tanto, los vectores v,,v,, ..., v, son
linealmente dependientes.
Corolario

Un conjunto de vectores linealmente independiente de R™ contiene a lo sumo n vectores.

Teorema 5 Sean vy, v,, ..., VU, Vy,1, 1 + 1 Vectores que estan en un espacio vectorial V. Si vy, vy, ..., v, genera
aV, entonces vy, vy, ..., Uy, V44 también genera a V. Es decir, si se agregan uno o mds vectores a
un conjunto generador, se obtiene otro conjunto generador.

Teorema 6 Sea
a1 Qi 't Qg
A1 Gz ** Qpp
A= ¢ : ) :
Ami Amz2  *° Amn
Entonces las columnas de A consideradas como vectores son linealmente dependientes si y s6lo
5
Lo e . . .. B
si el sistema, que se puede escribir como A4 = 0, tiene soluciones no triviales. Donde 4 = |
An

Ejemplo 7. Considérese el sistema homogéneo:
{x1+2x2—x3+2x4 =0
3x1+7x, +x3 +4x, =0
Haciendo una reduccién de filas:
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X 91— 6u 9 —6
Xy —41 4+ 2u —4 2
= = A

x5 p 1 [T o
X4 u 0 1

9 -6

Obsérvese que _14 y g son soluciones linealmente independientes para el sistema dado
0 1

porque ninguno de los dos es multiplo del otro. Como A y ¢ son nimeros reales arbitrarios, se
ve que el conjunto de soluciones al sistema es un subespacio de R* generado por estos dos vec-
tores solucién linealmente independientes.

Teorema 7 Sean v,, v,, ..., v, n vectores de R" y sea A una matriz de n x n cuyas columnas son
V,,V,, ..., V,. Entonces v,, v,, ..., v, son linealmente independientes si y sélo si la tinica solucién
al sistema homogéneo Ax = o es la solucion trivial x = o

Teorema 8 Sea A una matriz de n x n. Entonces det (4) # 0 si y s6lo si, las columnas de A son linealmente
independientes.
Teorema 9 Cualquier conjunto de n vectores de R™ linealmente independiente, genera R™

Demostracion
aqq aqo Ain X1
Sean v; = Ia?ll , U, = [a:u] y e, Uy = a?" vectores linealmente independientes y sea v = 2
anl 2 ann xn
un vector de R™. Debemos demostrar ge existen escalares 1,,1,, ..., 4, tales que:

V= Alvl + Az”z + -+ Anvn

Es decir:
X1 a1 iz Ain
HEEN A I TN
Xn Qn1 2 Ann

Desarrollando la ecuacién vectorial anterior obtenemos el sistema de n ecuaciones con n incég-
nitas (A4, 45, ..., 4,):

allll + a12/12 + -+ alnﬂ.n = X1

Ap1 Ay + Appy + -+ Aypdy, = X,

Ay + Appdy + o+ Appdy = Xy

Que se puede escribir como A4 = v, donde:

A1 Az Qg M
An1  Qn2 Ann /Ln

Pero det (4) # 0 ya que las columnas de A4 son linealmente independientes. De manera que el

sistema tiene una solucién tnica 4 como queriamos demostrar.
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Ejemplo 9. 1 0 2 -1 1 4 -1 0 1 . .
jemp En M, 3, sean A; = 3 1 _1], A, = 2 3 0], A; = 1 2 1]. Determinar si 44, 4,, A3
son linealmente independientes o dependientes.
Solucién
Sopongamos que a;4; + a,A, + azA; = 0, entonces:
0 0O 10 2]+a[114]+a101=
0 00 3.1 -1 Fl2 *l1 2 1
_ a1 - az - a’3 0(2 20.’1 + 4(12 + a3]
- 3“1 + 2“2 + 0(3 a1 + 3“2 + 2a3 —0(1 + a3
Esto nos proporciona un sistema homogéneo de seis ecuaciones con tres incégnitas a4, a,, s en
el cual resulta sencillo verificar que la tinica solucién es a; = a, = a3 = 0, lo que demuestra que
las tres matrices son linealmente independientes.
Ejemplo 10. En P; determinar si los polinomios 1, x, x? y x* son linealmente dependientes o independientes.
Solucion
Supongamos que ¢; + ¢;x + c3x% + c,x* = 0. Esto debe cumplirse para todo nimero real x. En
particular, si x = 0, se obtiene ¢; = 0. Entonces, dando sucesivamente a x los valores x = 1,—1, 2
se obtiene:
c,+c3+c, =0
—C+c3—¢c, =0
2¢; +4c3 +8c, =0
El determinante de este sistema homogéneo es:
1 1 1
-1 1 -1|=12+#0
2 4 8
De manera que el sistema tiene una solucién tnica ¢; = ¢, = ¢; = 0y los cuatro polinomios son
linealmente independientes.
3.4 Basesy dimension de un espacio vectorial
341 Base de un espacio vectorial
Definicién 3 Un conjunto de vectores S = {v;,v,, ..., v} de un espacio vectorial I es una base de V si se cum-
ple:
1. SgeneraVl

2. S es linealmente independiente

Esta definicién no asegura que todo espacio vectorial V tenga una base formada por un nimero
finito de vectores. Si un espacio vectorial V admite una base finita, se dice que V es de dimension
finita. En el caso contrario, se dice que V es de dimensién infinita.

El espacio vectorial P de todos los polinomios y el espacio vectorial C(—oo, o) de las funciones
reales continuas son espacios de dimension infinita. El espacio R* es un espacio vectorial de
dimension 3.
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ag+ a;x + a,x? 4+ azx® =0(x) =0,vx
De este polinomio de tercer grado se dice que es idénticamente nulo, es decir, que todos sus
coeficientes sonceroa, =a; =a, =a; =0

Por tanto S es linealmente independiente y, como consecuencia, es una base de P, que se deno-
mina base canonica.

Teorema 10 SiS = {v,,v,,..,v,} es una base de un espacio vectorial V, cada vector de V se puede escribir
como una, y s6lo una, forma como combinacion lineal de los vectores de S.

Demostracion
Como S genera V, cualquier vector u € V se puede expresar como:
u= 4v, + Lv,+-+ 4,v,.
Para probar la unicidad, supongamos que u tiene otra expresién de la forma :
U= gV + PV, + ot Uy,
Restando ambas expresiones resulta:
u—u=W —p)vi+ (A = p)vy 4+ (g — vy =0

Ahora bien, si S es linealmente independiente, la tinica solucién de esta ecuacién es la soluciéon
trivial:

A —u)=0 AG—p)=0, A, —p) =0
Lo cual significa que A; = y;, Vi = 1,2, ...,n. Por tanto u tiene un tnico desarrollo en términos
de la base S dada.

Ejemplo 12. Sea u = (uy, u,, uz) cualquier vector de R3. Demostrar que la ecuacion:
U=a,v, + a,v, + a3v;
tiene una tnica solucién en términos de la base S = {v,,v,,v3} ={(1,2,3),(0,1,2),(-2,0,1)}
Solucion
(ug,uy,us) = a4(1,2,3) + a,(0,1,2) + a3(—2,0,1) = (a; + 2a3), 2a, + a3), Ba; + 2a, + a3).
Da lugar, componente a componente al siguiente sistema de ecuaciones lineales:
a, +2a3 =uy 1 0 =21 Uy
201 + a; = uy [2 1 0] [a2]=[uz
3 2 1/las Uz

3“1 +2a2 +a3 =u3

Aa=u

Como la matriz A es invertible, el sistema tiene una tnica solucion, dada por @ = A™'u . Calcu-
lando A~ ! resulta:

Lo cual implica que:
a, = —u; +4u, — 2u,
a, = 2uy — 7u, + 4u,

Az = —u, +2uU, — U,
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Si el espacio vectorial V admite una base B = {v,, v,, ..., v,,} se llaman coordenadas de un vector
x € V respecto de la base B, a los tnicos escalares 14, 4, ...., 4,, para los que:

n
X = z Aivi
i=1

Los vectores A;v; se llaman componentes del vector x respecto de la base B.
La matriz de coordenadas (o vector de coordenadas) de x en la base B es la matriz columna en
R" cuyas componentes son las coordenadas de x:
A

(g = |
An
Una ventaja de las coordenadas es que nos permiten representar vectores de un espacio n-di-
mensional arbitrario con la notacién de R" como vemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 13. Hallar la matriz de coordenadas de p(x) = 3x3 — 2x% + 4 en la base canonica de P;, S =
{1,x,x% x3%}.
Solucion
En primer lugar expresamos p(x) como combinacioén lineal de los vectores de la base:
p(x) = 4(1) +00x) + (—=2)(x*) + 3(x*)
Esto quiere decir que la matriz de coordenadas de p(x) en la base S es:

4
s =20,
3
Ejemplo 14. Hallar la matriz de coordenadas de:
_1]
X=14
3
en la base canénica de M ;:
11 [07 [O
[l i)
ol Lol 11
Solucion
Como X se puede escribir:
-1 1 0 0
X = 4]=(—1) o|+4(1]1+3]|0
3 0 0 1
su matriz de coordenadas en la base S es:
-1
X]s=| 4 ]
3
Teorema 11 SiS = {vy,v,,..,v,} es una base de un espacio vectorial V, todo conjunto que contenga méas de

n vectores es linealmente dependiente

Demostracion
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um = Clmvl + Cvaz + -+ Cnmvn
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (1) y reagrupando términos, obtenemos:

dvy +dyv, + -+ d, v, =0

m
di = Z CL]k]
=1

Sin embargo, como, los v; forman un conjunto linealmente independiente, concluimos que cada

donde:

d; = 0, con lo que llegamos al sistema de ecuaciones lineales:
Cllkl + C12k2 + -+ Clmkm =0
Carky +cppky + -+ ok, =0

Cnlkl + ankz + -+ Cnmkm =0
Pero este sistema lineal homogéneo tiene menos ecuaciones que variables (ky, ky, ..., k,,), por lo

que, como sabemos, debe tener soluciones no triviales. En consecuencia, S; es linealmente de-
pendiente.

Teorema 12 Si un espacio vectorial V tiene una base formada por n vectores, toda base de V contiene exacta-
mente n vectores.

Demostracion

Sea S; = {v;,V,,...,v,} la base de V dada, y sea S, = {u,,u,, ...,u,,} otra base de V. Como S; es
una base y S, es linealmente independiente, por el teorema anterior, implica que m < n. Analo-
gamente n < m porque S; es linealmente independiente y S, es una base. Por tanto n = m.

34.3 Dimension de un espacio vectorial

Definicion 4 Si un espacio vectorial tiene una base formada por n vectores, se dice que V tiene dimensién n
(o que es n-dimensional), y se escribe dim(V) = n. Si V contiene sélo el vector cero, se define
como de dimension cero.

Teorema 13 Criterio para bases de un espacio vectorial de tipo finito. Sea V un espacio vectorial de dimensién

n, un sistema de n vectores B = {v;,v,, ..., ¥, } es base si, y s6lo si, se cumple una cualquiera de
las condiciones:

1. B esun sistema linealmente independiente
2. B esunsistema generador (es decir, genera V).
Demostracion

Si B es independiente es base, pues de lo contrario se podria encontrar una base con més de n
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En efecto, si {v,, v, ..., vp} generase V, serfa una base y no se hace necesario afadir ningtin vector.
Si{vy,v;, ..., v,} no genera V, ha de haber en V un vector, al menos, Vpi1s independiente de ellos;
si {vy,V;, ..., Vp, Vpy1} genera V, la propiedad esta demostrada, y si no lo es, se procede como en
el caso anterior. Razonando de esta forma sucesivamente, se consigue una base, puesto que, de
lo contrario, el proceso se prolongaria indefinidamente y V no podria ser de tipo finito.

Propiedad. Si {e;, e,, ...., e,} es una base del espacio vectorial V y {v;,v,,...,v,} es un sistema
linealmente independiente, se puede asegurar que hay n — r vectores de la base que afiadidos a
los v,,v,, ..., v,, constituyen una nueva base.

En efecto, segtn la propiedad anterior, se puede construir una base a partir de los vectores

v,,V,, ..., v, afladiendo, de modo adecuado, vectores independientes de ellos y éstos siempre es
posible buscarlos de entre los de la base.

3.5 Rango de una matriz y sistemas de ecuaciones lineales

3.5.1 Espacio de filas y espacio de columnas de una matriz

Sea A una matriz m x n, se define:
1. Elespacio de filas de A es el subespacio de R™ generado por los vectores fila de A.

2. El espacio de columnas de A4 es el subespacio de R™ generado por los vectores co-
lumna de A.

Recordemos que dos matrices son equivalentes por filas si una puede obtenerse de la otra me-
diante operaciones elementales por filas.

Teorema 14 Sean A y B matrices mxn. Si A es equivalente por filas a B, el espacio de filas de A es igual al
espacio de filas de B.

Demostracion

Como las filas de B se obtienen de las de A por operaciones elementales por filas (suma y mul-
tiplicacién por un escalar), cada uno de los vectores fila de B se puede escribir como combinacion
lineal de los vectores fila de A. Por tanto los vectores fila de B y por tanto, el subespacio generado
por los vectores fila de B, estan contenidos en el espacio de filas de A. Pero también es cierto que
las filas de A se pueden obtener de las de B mediante operaciones elementales, de modo que
cada uno de los espacios de filas es subespacio del otro, lo cual implica que son iguales.

Nota. Segtn el anterior teorema, el espacio de filas de una matriz no cambian al efectuar opera-
ciones elementales por filas, Sin embargo, las operaciones elementales por filas pueden modifi-
car el espacio de columnas.

Si la matriz B es escalonada por filas, sus vectores fila no nulos forman un conjunto linealmente
independiente, por tanto, forman una base del espacio de filas de B y, por el teorema anterior,
también del espacio de filas de 4, lo que resulta en el siguiente teorema.

Teorema 15 Si A es una matriz equivalente por filas a una matriz B _escalonada por filas, los vectores fila no
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Solucion

Mediante operaciones elementales por filas, reescribimos 4 como:

1 3 1 3
0110
B=|0 0 0 1
0 0 0O
0 0 0O

Por el teorema anterior podemos concluir que los vectores fila de B:
w; =(1,3,13), w,=(0110), w;=(0001)
forman una base del espacio de filas de A.
Para hallar una base del espacio de columnas de una matriz A tenemos dos opciones:

1. Como el espacio de columnas de 4 es el espacio de filas de A7, basta aplicar el método
del ejemplo anterior a la matriz A”.

2. Aunque las operaciones por filas cambian el espacio de columnas de la matriz, no cam-
bian las relaciones de dependencia entre las columnas.

Consideremos las dos matrices del ejemplo anterior:

1 3 1 3 13 1 3
01 1 o0 0110
A=[-3 0 6 -1 B=[0 0 0 1
3 4 -2 1 0 00O
2 0 -4 -2 0 00O
Las columnas 1, 2y 3 de B satisfacen la ecuacién b; = —2b, + b, y también las correspondientes

columnas de 4 la satisfacen.

Andlogamente los vectores columna by, b, y b, de B son linealmente independientes y también
lo son las correspondientes columnas de A.

Ejemplo 16. Hallar una base del espacio de columnas de la matriz A del ejemplo anterior.

Solucion 1

Tomamos AT, y la reescribimos, mediante operaciones elementales por filas, en forma escalo-

nada:
1 0 -3 3 2 1 0 -3 3 2 1w
qT = 31 0 4 0] _,]0 1 9 -5 —6(wW:
11 6 -2 —4 00 1 -1 -1|ws
30 -1 1 =2 0 0 O 0 0

Asi pues, wy, w, y w3 forman una base del espacio vectorial de filas de la matriz A”. Eso equivale
a decir que los vectores columna:

1 -0 0
0 1 0
-3 9 y |1
3 -5 -1
2 6 -1

forman una base del espacio de columnas de A.

CAliiniiaa N
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Noétese que esta base del espacio de columnas es distinta de la obtenida en la solucién anterior.
Compruébese que ambas generan el mismo subespacio de R®.

Nota. En la segunda solucion la forma escalonada por filas de B indica que las columnas de 4
forman una base del espacio de columnas. No utilice los vectores columna de B para construir
la base.

Teorema 16 El espacio de filas v el espacio de columnas tienen la misma dimension.

Si A es una matriz de m x n su espacio de filas y su espacio de columnas tienen la misma dimen-
sion.

3.5.2 Rango de una matriz

La dimension del espacio de filas (o de columnas) de una matriz A se denomina rango de A y se

denota por rango(4).
Ejemplo 17. Calcular el rango de la matriz:
1 -2 0 1
A=|2 1 5 -3
0 1 3 5
Solucion
La llevamos a forma escalonada por filas:
1 -2 0 1 1 -2 0 1
A=12 1 5 =3|—B=|0 1 1 -1
0 1 3 5 0 0 1 3

y vemos que B tiene 3 filas no nulas, por lo que el rango de A es 3.

3.5.3 Ntcleo de una matriz

Considérese el sistema lineal homogéneo Ax = o

A1 Az 0 Qip] [X1 0
A1 Gzz - Qo | | X2 0
A= : : : F B I
Am1 Amz  ** Amnl [ Xn 0
Teorema 17 Si A es una matriz m x n, el conjunto solucién del sistema lineal homogéneo
Ax=o0

es un subespacio de R" que se llama niicleo de A y se denota por N(A). Asi pues,
N(A) = {x € R™: Ax = 0}
La dimensién de N(A) se llama nulidad de A.

Demostracion
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A(cxy) =c(Ax)) =co=o0
Asi pues, tanto x; + x, como cx; son soluciones de Ax = 0, lo que permite concluir que el con-
junto solucién es un subespacio de R™.

Ejemplo 18. Hallar el niicleo de la matriz:
12 -2 1
=13 6 =5 4
12 0 3
Solucion

El nacleo de A es el conjunto solucién del sistema homogéneo Ax = o.

Para resolver este sistema, hay que escribir su matriz ampliada [4 : O] en forma escalonada re-
ducida por filas. Sin embargo, al tratarse de un sistema homogéneo, la columna de la derecha de
la matriz ampliada es nula, y no cambia bajo operaciones elementales por filas. Por tanto, es
suficiente hallar la forma escalonada reducida por filas de A.

-2 1 1 2 0 3
3 6 —5 4] [O 0 1 1]

0 0 0O

A=

El sistema de ecuaciones Correspondlente es:

{x1+2x2+3X4=0
x3+x4_=0

Elegimos x, = sy x, = t como variables libres para representar las soluciones en forma paramé-
trica:

x, = —2s — 3t
X3=_t

Eso significa que el espacio de soluciones de Ax = o consta de todos los vectores solucién x de

x —25—3t
_|* 1
X = x 0
X4 0

Asi pues, el nticleo de A esta generado por los vectores:

la forma:

w N

2 -3
1 0
ol ¥ |-1
0 1

Es decir, estos dos vectores son solucién del sistema Ax = o0 y cualquier otra solucién es combi-
nacion lineal de ellos.

Se puede demostrar que cuando se resuelve un sistema homogéneo a partir de la forma escalo-
nada reducida, el sistema generado es siempre linealmente independiente.

En este ejemplo la matriz A tiene 4 columnas, rango 2 (columnas 1y 3 de la matriz escalonada)
y nulidad 2 (columnas 2 y 4 de la matriz escalonada).
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a la solucion, las descartamos para quedarnos con una matriz B’, de tamarfio r x n, donde B’ =
[1. i C]. La matriz C tiene n — r columnas correspondientes a las variables x,, 1, X, 42, ..., X,. Asi
pues, el espacio de soluciones de Ax = o viene representado por el sistema:

X1 FC1Xpy1 FCiXpypy + v FCpXy =0
X2 FCa1Xrp1 FCa2Xpy2 0 ACop X

X3 +C31 X410 FC3Xpp2 o ACpXy =0

Xp  HCXpyr FCXpyp  F Xy =0

Resolviendo en las primeras r variables, expresadas en términos de las n — r tltimas, se obtienen
n — r vectores de la base del espacio de soluciones. En consecuencia, el espacio de soluciones tiene
dimensiénn — r.

Ejemplo 19. Dada la matriz:

Denotemos los vectores columna por a,, a,, a;, a,, as

a) Calcular el rango y la nulidad de 4

b) Hallar un subconjunto de los vectores columna de A que formen base del espacio de co-
lumnas de A.

c) Escribir, si es posible, la tercera columna de A como combinacién lineal de las dos prime-
ras.

Solucion

Sea B la forma escalonada reducida por filas de A:

1 0 -2 1 0 10 -21 0
a0 -1 -3 1 3| _ p_ o1 3 0 —4
-2 -1 1 -1 3 00 0 1 -1
0 3 9 0 -12 00 0 0 0

B tiene 3 filas no nulas, luego el rango de A es 3. Ademads A tiene n = 5 columnas, de modo que
la nulidad de A esn —rango(4A) =5—-3 =2

Como las columnas 1, 2 y 4 de B son linealmente independientes, las correspondientes columnas
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La tercera columna de B es combinacién lineal de las dos primeras: b; = —2b, + 3b,, por tanto,
la misma relacién es vélida para las columnas correspondientes de A:

-2 1 0
_|-31__,|o0 -1
a; = 1= 2_2 +3 -1
9 0 3

Una idea fundamental en dlgebra lineal consiste en ver una combinacion lineal de vectores como
el producto de una matriz y un vector.

Definicién 5 Si A es una matriz de m x n, con columnas a,, ..., a, y si x es un vector de R", entonces el pro-
ducto de A y x, denotado como Ax, es la combinacién lineal de las columnas de A utilizando
como coeficientes las coordenadas correspondientes de x; es decir,

X1
X2
Ax=[a; a; = @] [ 7| =xa;+ X0, + -+ X0,

Xn

Observa que Ax esta definido solamente si el ntimero de columnas de A es igual al namero de
coordenadas de x.

R | R TR P R AR A R R

Ya hemos visto como escribir un sistema de ecuaciones lineales como una ecuacién vectorial que
implica una combinacién lineal de vectores. Por ejemplo, el sistema:

@)

Xp+ 2%, —x3=4

—5x, +3x; =1

afol+ =5+ x [F]=[1] @

la combinacién lineal en el lado izquierdo es una matriz por un vector, de manera que (2) se

Es equivalente a:

convierte en:

FR|
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Ax=0»b 4)
tiene el mismo conjunto solucién que la ecuacién vectorial
X104 + X4, + -+ x,a, =b )
la cual, a la vez, tiene el mismo conjunto solucién que el sistema de ecuaciones lineales cuya
matriz aumentada es:
[a, a, - a, b] (6)

El teorema anterior constituye una poderosa herramienta para comprender problemas de élge-
bra lineal, porque ahora un sistema de ecuaciones lineales puede verse en tres formas diferentes,
pero equivalentes:

e Como una ecuacién matricial,

e como una ecuacién vectorial o

e como un sistema de ecuaciones lineales.
Siempre que construyas un modelo matemético de un problema de la vida real, tendrés libertad
para elegir qué punto de vista es mas natural. Ademas, sera posible pasar de una formulacién
del problema a otra, segtin sea conveniente. En cualquier caso, la ecuacién matricial (4), la ecua-
cién vectorial (5) y el sistema de ecuaciones se resuelven de la misma manera: por reduccién de
filas de la matriz aumentada (6).

3.5.4 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales

Teorema 20 El sistema de ecuaciones lineales Ax = b es compatible si, y s6lo si, b estd en el espacio de colum-
nas de A o lo que es lo mismo, b es combinacién lineal de las columnas de A

Demostracion

Sean:
a1 dy2 QAin X1 by
g =% OG22 a?n x| b= b,
Am1 Amz2  *** Amn Xn by,

la matriz de coeficientes, el vector columna de incégnitas y el vector columna de los términos
independientes, respectivamente del sistema Ax = b. Entonces:

a;; Az o Q] [% A11X1 + 12X + o+ A Xy
A1 Qzz o Qop| |X2| _ | Q21X1 + Q22Xp + -0+ AzpXy
Am1  Am2 Amn] [ Xn Am1X1 T ApaXy + 0+ Ay Xy

La

Ca a La a
s
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Ejemplo 20. 1 3 4 b,
SeanA=|-4 2 —6] yb= [bz ¢La ecuacion Ax = b es compatible para todos los valores
-3 -2 -7 b,
de by, by, b3?
Solucién
Se reduce por filas la matriz aumentada para Ax = b:
1 3 4 b
1 3 4 b7 1 3 4 b, 1
[—4 2 -6 b2]~[0 14 10 b, +4b|~|0 14 10 b, +14b1
=3 =2 =7 byl 10 7 5 by3+3bl [0 0 O by +3by — 5 (bz + 4by)
La tercera entrada en la columna 4 es igual a b; — %bz + b;.La ecuacién Ax = b no es compatible
para toda b porque algunos valores de b pueden hacer que b; — %bz + b3 sea distinto de cero.
. . 1

Para que sea compatible se debe cumplir que by —2b, + b; = 0.

L]
La ecuacién Ax = b del ejemplo anterior no es compatible para todas las b porque la forma es-
calonada de A tiene una fila de ceros. Si A tuviera un pivote en las tres filas, no habria que preo-
cuparse por los calculos en la columna aumentada, ya que, en este caso, una forma escalonada
de la matriz aumentada no tendria una fila como [0 0 0 1].
En el siguiente teorema, la frase “las columnas de A generan a R™” significa que cada b en R™ es
una combinacién lineal de las columnas de A. En general, un conjunto de vectores {v;,v,, ..., U, }
de R™ genera a R™ si cada vector de R™ es una combinacién lineal de {v;, v,, ..., v,,} es decir, si
gen{vy, v,, ..., v} = R™,

Ejemplo 21. Considérese el sistema lineal:

X1+X3=3

{xl +x2—X3=—1
3x1+2x2_x3:1

La matriz de coeficientes se reduce:

A=

1 1 -1 1 0 1
10 1] —10 1 -2
3 2 -1 0 0 O

Se observa que el rango de la matriz de coeficientes es 2.

Procedemos de igual forma con la matriz ampliada:

11—1—1] 1013]
[A:b]=]1 0 1 3|— |0 1 -2 —4
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b) Cadab de R™ es una combinacion lineal de las columnas de A.
c) Las columnas de A generan R™.

d) A tiene una posicién pivote en cada fila.

Advertencia: El teorema anterior se refiere a una matriz de coeficientes, no a una matriz aumentada.
Si una matriz aumentada [A b] tiene una posicién pivote en cada fila, entonces la ecuaciéon Ax =
b puede o no ser compatible.

Resumen de condiciones equivalentes para matrices cuadradas
Si A es una matriz cuadrada de orden n, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A esinvertible

Los n vectores fila de A son linealmente independientes.

2. Ax = b tiene solucién tinica para cualquier matriz b de tamarfio n x 1.
3. Ax = 0 tiene s6lo la solucién trivial

4. A es equivalente por filas a la matriz identidad de orden n, I,,.

5. |Al#0

6. rango(A) =n

7.

8.

Los n vectores columna de A son linealmente independientes.

3.6 Cambios de base

Sean B = {v,,v,, ..., v, } y B’ = {uy, u,, ..., u,} dos bases de un espacio vectorial V. Si

VU, = 11U + Cr1 U, + -+ Cnlun
172 = 612u1 + szuz + -+ anun

Yy = Cipy + CopUy + -+ + Cpuy,

entonces la matriz de cambio de B a B’ es:

€11 C12 Cin
0= €1 Ca2 Con
Cn1 Cn2 Cnn

Demostracion

Seav =d,v, +d,v, + -+ d,, v, un vector arbitrario de V. Su matriz de coordenadas en la base
B es, por tanto:

d
v=|%
d.n
Asi pues:
€11 €12 Cia][dy c11d; + C1pdy + -+ c1pdy

C1 Ca2 't O dz _ C21d1 + szdz + -+ Cann

Qvlg =
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c11dy + c12d, +

et Clndn

[v]B, — C21d1 + szdz: + -+ Cann

Cnldl + andz + b + Cnndn
Por tanto Q[v]z = [v]yr y concluimos que Q es la matriz de cambio de B a B'.

Teorema 22 Inversa de la matriz de cambio de base.

Si P es la matriz de cambio de una base B’ a otra base B de R™, P es invertible, y la matriz del
cambio de B a B’ viene dada por P71

Demostracion

Por lo demostrado anteriormente, sea Q la matriz de cambio de base de B a B'. Entonces:
[vlg = Pvlp y [Vl = Q[v]g
Lo cual implica que [v]z = PQ[v]p para todo vector v de R™. De ahi se sigue que PQ = I,,. En
consecuencia P es invertible y P! = Q, la matriz de cambio de B a B'.
Teorema 23 Sean B = {v,,v,, ..., v} y B’ = {uy, u,, ...,u, } dos bases de R". La matriz de cambio de B a B’ se
puede hallar aplicando el método de eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz [B" : B] como si-
gue:
[B': Bl — [I, i P™]
Demostracion
Supongamos que:
Uy = CqUy + CoqUp + o0+ Oy Uy
Uy = CrpUy + Uy + 000+ Cpply
Uy = Ciplty + C21‘lu2 t ot Gty

de modo que:

Ugq Uz Uny Vi1
Ugp U2 Unpa Viz .
Cy| ¢ | FCu| |t ton| =] | parai=12,...,n
Uin Uon Unn Vin
Esta ecuacién vectorial da lugar, componente a componente, al sistema lineal:
Vi = CiUy1 + CoiUpy + - + Cping
v'z =C1‘u12+C2'uZ2+"'+C iU 2 .
¢ ¢ L M parai=1,2,..,n
Vin = C1iUin T Coilpp T+ + Cpillpp
Como los n sistemas tienen la misma matriz de coeficientes los podemos reducir simultanela-
mente usando la matriz ampliada:

Ugp U1 " Upa 2 Vi1 V21 0 Umg
Uiz Upz ° Upp ¢ Vizg Uz 0 Upp
Uin Uzp " Upn ¢ Vin Von " VUnpp

Aplicando el método de eliminacién de Gauss-Jordan a esta matriz, se obtiene:

1 O A 0 E Cll ClZ 00 Cln
0 1 A 0 E C21 C22 b CZTL
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Solucion
Con los vectores de las dos bases formamos las matrices B y B":
1 00 1 0 2
B=|0 1 0] vy BB=|0 -1 3
0 0 1 1 2 =5
Ahora construimos [B' : B] y usamos Gauss-Jordan para reescribirla como [/ : P71]:
1 0 2 : 1 0 0] 10 0 : -1 4 2
o -1 3 +: 010 —010 : 3 =7 =3
1 2 -5 : 0 0 1l o 01 : 1 -2 -1
Por tanto la matriz de cambio de B a B es:
-1 4 2
p1=|3 -7 -3
1 -2 -1

Si B es la base canonica, como en el ejemplo anterior, el proceso de transformar [B': B] a
[L, : P71] se convierte en:

[B'il,] — [I,:iP]
Pero este es el mismo proceso utilizado para calcular la inversa de la matriz B'. Es decir, si B es
la base canénica de R™, la matriz de transiciéon de B a B’ viene dada por:

pl=(BH"1
El proceso es aun més simple si B’ es la base canénica, ya que la matriz [B' : B] estd yaen la
forma
[I,:B] =[I,:P™]
En este caso la matriz de transiciéon es simplemente:
p~l=pB
Ejemplo 23. Hallar la matriz de cambio de B a B’ para las siguientes bases de R?:

B ={(-3,2),(4,-2)}

B' ={(-1,2),(2,-2)}
Solucidn

Empezamos formando la matriz:

ropr_[-1 2 ¢ =3 4
=, 505 5
y usamos el método de eliminacién de Gauss-Jordan para obtener la matriz de cambio P~* de B
aB"
sp-17 1 0 8 =1 2
LiP=lp 1 ¢ —2 3
Por tanto:
1_[-1 2
R
Podriamos calcular la matriz de cambio de B’ a B obteniendo:
.p_[-3 4 -1 2
[B:B] = [ 2 =2 2 —2]

P N S O PR
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