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3.1 Espacios vectoriales1 

  

 Sea V un conjunto en el que se han definido dos operaciones: 

• Suma de vectores 
• Producto de un vector por un escalar 

Se dice que V  tiene estructura de espacio vectorial sobre  R si se verifica para todo u,v,w ∈V y 
para todo λ,µ ∈R las siguientes propiedades: 

1. u+v∈V    La suma es cerrada 
2. u+v=v+u   Propiedad conmutativa 
3. u+(v+w)=(u+v)+w  Propiedad asociativa 
4. ∃ o∈V,∀ u∈V,u+o=u  Elemento neutro de la suma 
5. ∀ u∈V,∃-u∈V,u+(-v)=o               Elemento inverso de la suma 
6. λu∈V    Multiplicación por un escalar es cerrada 
7. λ (u+v)=λu+λv   Propiedad distributiva 
8. (λ+µ)  u=λu+µv   Propiedad distributiva 
9. λ(µu)=(λµ)  u   Propiedad asociativa 
10. 1·u=u    Identidad escalar 

  
  1. Puede demostrase que definidos en ℝ! los vectores como pares ordenados de números % =

((", (!) y las operaciones: 

 
1 En adelante los vectores se representarán mediante letras en negrita, así el vector cero se nota mediante o 
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• Suma de vectores: + + % = (-", -!) + ((", (!) = (-" + (", -! + (!) 

• Producto por un escalar:	/	+ = (/-", /-!) 

Dotan a ℝ! de estructura de espacio vectorial sobre ℝ con el vector 0 = (0, 0) como elemento 
neutor de la suma y (−-", −-!) como elemento inverso. 

2. El conjunto de las matrices de tamaño 3x5, con las operaciones habituales de suma de matrices 
y producto por un escalar, posee estructura de espacio vectorial sobre ℝ. 

3. El conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual que 5 con la suma 
y multiplicación por un numero real habituales. 

4. El conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado 5 no es un espacio vectorial ya 
que, por ejemplo, la suma de 6# + 26 + 1 y −6# + 36 da como resultado 56 + 1 que no es un 
polinomio de grado 5, es decir la suma no es una operación cerrada. 
4. El conjunto de las funciones reales continuas en toda la recta real, con las operaciones: 

;(6) + <(6) = (; + <)(6) 

(/	;)(6) = /=;(6)> 
 § 

 
 Propiedades de la multiplicación por un escalar 

 Sea ? un espacio vectorial sobre ℝ, si +, %	 ∈ ? y  /, @ ∈ ℝ, se cumplen las siguientes propiedades: 

1. 0% = 0 

2. /0 = 0 

3. AB	/% = 0	 ⟹ 	D = 0	ó	% = 0 

4. – (/+) = (−D)+ = D(−+) 
5. (/+ = @+ y + ≠ 0) ⟹ / = @ 

6. (/+ = D% y D ≠ 0) ⟹ + = % 

  

 
3.2 Subespacios vectoriales 

  
 Un subconjunto no vacío H de un espacio vectorial ?, es un subespacio vectorial de ?  si H es 

espacio vectorial con las mismas operaciones de suma y producto por un escalar definidas en ?.  
Para que H pueda ser subespacio de ?, las dos operaciones han de ser cerradas en H. 
Para concluir que un conjunto es espacio vectorial, hay que comprobar los diez axiomas (3.1). 
Sin embargo, al ser H un subconjunto de un espacio vectorial ? basta con verificar que las dos 
operaciones son cerradas en H, es decir: 

  
Teorema 1    Un subconjunto no vacío H de un espacio vectorial ? es subespacio de ? sí, y sólo sí, se satis-

facen las dos condiciones: 

1. + + % ∈ H,∀	+, %	 ∈ H 
2. /+ ∈ H,∀+ ∈ H	I	∀/ ∈ ℝ 

  Demostración 

a) En una dirección la demostración es inmediata, si H es subespacio  de ? , entonces H es un 
espacio vectorial, y deben ser cerradas la suma y la multiplicación por un escalar. 
b) Para demostrar el teorema en la otra dirección, supongamos que la suma y la multiplicación 
por un escalar son cerradas en H. Nótese que si +, % y J ∈ H, también pertenecen a ? por lo que 
los axiomas, 2, 3, 7, 8, 9 y 10 de espacio vectorial se cumplen automáticamente. Además como la 
suma y la multiplicación por un escalar son cerradas en H: 
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∀	J ∈ H y con / = 0, se tiene que: 

/J = 0 

(−1)J = −J 

ambos pertenecen a H, luego se satisfacen los axiomas 4 y 5. 

Si H es un subespacio del espacio vectorial ?, ambos deben tener el mismo vector 0. De hecho 
el subespacio vectorial más pequeño de un espacio vectorial, es aquél que posee como único 
vector el vector nulo y se denomina como subespacio cero: H = {0}. 

Otro subespacio vectorial de ? es el propio ?. Todo espacio vectorial contiene estos dos subes-
pacios, denominados triviales. Los subespacios distintos de estos dos se llaman subespacios 
propios o no triviales. 

 § 

  1. El conjunto de matrices simétricas de orden 2, es subespacio del espacio vectorial de las ma-
trices de orden 2, con las operaciones usuales de suma de matrices y multiplicación por un es-
calar. 
La suma de matrices simétricas, produce una matriz simétrica y el producto por un escalar 
también produce una matriz simétrica ya que ∀	M, N ∈ ℳ!

$ y ∀/ ∈ ℝ: 

(M + N)% = M% + N% = M + N 
(/M)% = /M% = /M 

2. El conjunto de matrices singulares de orden 2 no es subespacio del espacio vectorial de las 
matrices de orden 2, porque, por ejemplo, la suma de dos matrices: 

M = P1 0
0 0Q 		N = P0 0

0 1Q singulares , da como resultado: 

M + N = P1 0
0 1Q 

que es no singular. 
 § 

 
 Intersección de subespacios vectoriales 

 Si ? y H son subespacios del espacio vectorial R, la intersección de ? y H (denotada por ? ∩H) 
es también un subespacio de R. 
Demostración 

a) Por ser ? y H subespacios de R, ambos contienen el vector cero, luego ? ∩H es no vacío. 

b) Para ver que la suma es cerrada en ? ∩H, sean %" y %! dos vectores de ? ∩H. Al ser ? y H 
subespacios de R, la suma es cerrada en ambos. Por tanto, como %" y %! están en ?, %" + %! ∈ ?. 
Análogamente, como%" y %! están en H, %" + %! ∈ H. Lo que implica que %" + %! ∈ ? ∩H, de 
modo que en ? ∩H la suma es cerrada. 

c) De forma análoga se demuestra que la multiplicación por un escalar es cerrada en ? ∩H. 
  

 
 Subespacios de ℝ# 

 ¿Cuál de estos conjuntos es subespacio de ℝ!? 

a) El conjunto de los puntos de la recta 6 + 2I = 0 

b) El conjunto de puntos de la recta 6 + 2I = 1 
Solución 

a) Un punto de la recta	6 + 2I = 0 es de la forma (−2T, T), donde T es cualquier número real. 

Sean %& = (−2T", T") y %' = (−2T!, T!), dos puntos cualesquiera de la recta. Entonces: 
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%& + %' = (−2T", T") + (−2T!, T!) = (−2(T" + T!), T" + T!) = (−2T(, T() 
donde T( = T" + T!. Así pues, %& + %' está en la recta y, por tanto, la suma es cerrada. De forma 
análoga se demuestra que la multiplicación por un escalar es cerrada en este conjunto y, por 
tanto es subespacio de ℝ!. 

b) Este subconjunto de ℝ! no es subespacio porque no contiene al vector cero. 

Un subconjunto H de ℝ! es subespacio sí y sólo sí, está formado por alguno de estos conjuntos 
de puntos: 

a) El punto (0, 0) únicamente. 
b) Una recta que pasa por el origen 

c) Todo ℝ!. 
Otro ejemplo 

Probar que el subconjunto de ℝ! formado por todos los puntos de la circunferencia unidad 6! +
I! = 1 no es subespacio de ℝ!. 
Solución 

Este subconjunto no es subespacio porque los puntos (1, 0) y (0, 1) pertenecen a él, mientras que 
su suma (1, 1) no pertenece, por tanto, la suma no es cerrada. También podría llegarse a la misma 
conclusión, al denotar que el vector cero (0, 0) no pertenece a él. 

  

 
3.3 Sistemas generadores  

  
Definición 1  Se dice que los vectores %", %!, … , %# de un espacio vectorial ? generan ? si todo vector de ? se 

puede escribir como combinación lineal de los mismos. Es decir,  

∀% ∈ ?, ∃	/", /!, … , /#; % = 	/"%" +	/!%!, +⋯+	/#%# 
 Ejemplos 

a) El conjunto A = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es un sistema de generadores de ℝ( porque todo vec-
tor + = (-", -!, -() de ℝ( puede expresarse como combinación lineal de los vectores de A, de la 
forma: 

+ = -"(1,0,0) + -!(0,1,0) + -((0,0,1) = (-", -!, -() 
b) El conjunto A = {1, 6, 6!} genera X!2 porque cualquier polinomio Y(6) = Z + [6 + \6! de X! se 
puede expresar como: 

Y(6) = Z(1) + [(6) + \(6!) 
Los sistemas de generadores de los ejemplos anteriores se denominan sistemas canónicos de	ℝ( 
y X! respectivamente. 
 

  Probar que el conjunto A = {(1, 2, 3), (0	1, 2), (−2, 0, 1)} genera ℝ(. 
Solución 
Sea + = (-", -!, -() cualquier vector de ℝ(, necesitamos encontrar escalares /", /!, /( tales que: 

(-", -!, -() = /"	(1, 2, 3) + /!	(0, 1, 2) + /(	(−2, 0, 1) = (/" − 2/(, 2/" + /!, 3/" + 2/! + /() 
Igualando componente a componente, obtenemos un sistema lineal de ecuaciones: 

]
/" − 2/( = -"
2/" + /! = -!

3/" + 2/! + /( = -(
 

 
Dado que la matriz de coeficientes tiene determinante no nulo: 
 

 
2 !! es el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que 2 
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^
1 0 −2
2 1 0
3 2 1

^ = −1 

 
El sistema tiene solución única, por lo tanto, todo vector de	ℝ( se puede escribir como combi-
nación lineal de los vectores de A, es decir, A genera ℝ(. 

 
 Espacio generado por un conjunto de vectores.  

 Sea %", %!, … , %) , _ vectores de un espacio vectorial ?. El espacio generado por {%", %!, … , %)} es 
el conjunto de combinaciones lineales de %", %!, … , %), es decir: 

<`5{%", %!, … , %)} = {%: % = 	/"%" +	/!%!, +⋯+	/)%)} 
donde 	/", /!, … , /) son escalares arbitrarios.  

A este conjunto también se le denomina como envolvente lineal y se escribe bB5{%", %!, … , %)} 
Demostración 

Para probar que el conjunto de todas las combinaciones lineales de %", %!, … , %) es un subespacio 
de ? bastará ver que las dos operaciones son cerradas. 

Dados dos vectores cualesquiera +,J ∈ bB5(A) tales que: 

+ = /"%" + /!%! +⋯+ /)%) =c/*%*

+

*,"
 

J = @"%" + @!%! +⋯+ @)%) =c@-%-

)

-,"
 

con /* , @- 	escalares. Entonces: 

+ +J = (/" + @")%" + (/! + @!)%! +⋯+ (/) + @))%) 

y 

d+ = (d/")%" + (d/!)%! +⋯+ (d/))%) 

lo que implica que + +J y d+ también pertenecen a bB5(A), ya que se pueden escribir como 
combinaciones lineales de los vectores de A. Por tanto bB5(A) es subespacio vectorial de ?. 

  
Teorema 2  Si %", %!, … , %) son vectores en un espacio vectorial ?, entonces A = <`5{%", %!, … , %)} es un 

subespacio de ?  
  

  Ecuación del espacio vectorial generado por dos vectores en ℝ(  

Sean %& = (2,−1, 4) y %! = (4, 1, 6). 

Entonces h = <`5{%&, %!} = {%: % = /"(2, −1, 4) + /!(4, 1, 6)} 

¿Qué forma tiene h?. Si % = (6, I, i) ∈ h, entonces se tiene: 

6 = 2/" + 4/! 
I = −/" + /! 
i = 4/" + 6/! 

Si se piensa que (6, I, i) está fijo, entonces estas ecuaciones se pueden ver como un sistema de 
tres ecuaciones con dos incógnitas (/", /!). Este sistema se resuelve en la forma usual: 
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El sistema tiene una solución únicamente si ./0( + !1

( + i = 0 ⟹ 56 − 2I − 3i = 0, que es la ecua-
ción de un plano en ℝ( que pasa por el origen. 
Este ejemplo se puede generalizar para probar que el espacio generado por dos vectores diferen-
tes de cero en ℝ( que no son paralelos es un plano que pasa por el origen. 

  

 
 Dependencia e independencia lineal  

 Dado cualquier conjunto de vectores A = {%", %!, … , %)} de un espacio vectorial ?, la ecuación 
vectorial: 

/"%" + /!%! +⋯+ /)%) = 0 
tiene siempre la solución trivial /" = /! = ⋯ = /) = 0. 
Ahora bien, muchas veces existen otras soluciones no triviales. Esta característica se describe 
diciendo que el conjunto A es linealmente dependiente.  Si hubiera existido solamente la solu-
ción trivial diríamos que el conjunto A es linealmente independiente.  

  
Definición 2  Se dice que un conjunto de vectores A = {%", %!, … , %)} de un espacio vectorial ? es linealmente 

independiente si la ecuación vectorial: 

/"%" + /!%! +⋯+ /)%) = 0 
tiene sólo la solución trivial /" = /! = ⋯ = /) = 0. Si hay otras soluciones no triviales, se dice 
que A es linealmente dependiente. 

 Análisis de la independencia lineal 

Sea A = {%", %!, … , %)} un conjunto de vectores de un espacio vectorial ?. Para saber si A es lineal-
mente independiente hay que seguir los siguientes pasos: 

1. Reescribir la ecuación vectorial /"%" + /!%! +⋯+ /)%) = 0, como un sistema lineal ho-
mogéneo en las variables /", /!, … . , /). 

2. Averiguar si el sistema tiene solución única mediante eliminación gaussiana. 

3. Si tiene solución única (la trivial con /" = /! = ⋯ = /) = 0), A es linealmente indepen-
diente. Si el sistema admite soluciones no triviales, A es linealmente dependiente. 

  Determinar si es linealmente independiente en X! el conjunto formado por los vectores: 
A = {1 + 6 − 26!, 2 + 56 − 6!, 6 + 6!} 

Solución 
Desarrollando la ecuación vectorial /"%" + /!%! + /(%( = 0, se tiene: 

/"(1 + 6 − 26!) + /!(2 + 56 − 6!) + /((6 + 6!) = 0 + 06 + 06! 
(/" + 2/!) + (/" + 5/! + /()6 + (−2/" − /! + /()6! = 0 + 06 + 06! 

Igualando los coeficientes de los polinomios de ambos lados de la ecuación, se llega al sistema 
lineal: 
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]
/" + 2/! = 0

/" + 5/! + /( = 0
−2/" − /! + /( = 0

 

Su matriz ampliada se reduce por eliminación gaussiana: 

j
1 2 0 0
1 5 1 0
−2 −1 1 0

k ⟶ m
1 2 0 0
1 1 1

3n 0
0 0 0 0

o 

Esto implica que el sistema tiene infinitas soluciones. Por tanto admite soluciones no triviales, 
luego el conjunto A es linealmente dependiente. 
Una solución no trivial es: 

/" = 2,			/! = −1,			/( = 3 
que permite escribir la combinación lineal no trivial: 

2(1 + 6 − 26!) − (2 + 56 − 6!) + 3(6 + 6!) = 0 
 

  Determinar si es linealmente independiente en ℳ"," el conjunto de vectores: 

' = )*2 1
0 1. , *

3 0
2 1. , *

1 0
2 0.0 

Solución 
De la ecuación vectorial: 

1$2$ + 1"2" + 1%2% = 4 
resulta: 

1$ *2 1
0 1. + 1" *

3 0
2 1. + 1% *

1 0
2 0. = *0 0

0 0. 
que produce el sistema de ecuaciones lineales en 1$, 1", 1%: 

5
21$ + 31" + 1% = 0

1$ = 0
21" + 1% = 0
1$ + 1" = 0

 

Por eliminación gaussiana, su matriz ampliada se reduce así: 

6
2 3 1 0
1 0 0 0
0 2 2 0
1 1 0 0

7 ⟶ 6
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

7 

Así pues, el sistema tiene sólo la solución trivial de modo que el conjunto ' es linealmente independiente. 

  

Teorema 3  Una propiedad de los conjuntos linealmente dependientes. 
Un conjunto A = {%", %!, … , %)}, _ ≥ 2, es linealmente dependiente sí, y sólo sí, al menos uno de 
sus vectores %- se puede escribir como combinación lineal de los demás vectores de A. 

  
 Demostración 

a) Supongamos que A es linealmente dependiente. En tal caso, existen escalares /", /!, … . , /), no 
todos nulos, tales que: 

/"%" + /!%! +⋯+ /)%) = 0 
 

Puesto que alguno de los coeficientes ha de ser no nulo, podemos suponer que /" ≠ 0. Entonces, 
despejando %" como combinación lineal de los demás vectores, resulta: 

/"%" = −/!%! − /(%(…− /)%) 

%" = −
/!
/"
%! −

/(
/"
%(…−

/)
/"
%) 

b) Recíprocamente, supongamos que el vector %"	de A es combinación lineal de los demás, o sea: 

%" = /!%! + /(%( +⋯+ /)%) 

Entonces la ecuación: 

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Matemáticas para la ingeniería  3. Espacios vectoriales 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

_______________________________________________________________________________________________ 
© Ignacio García-Juliá · Ricardo Visiers Bañón · 2020   
 

 

8 

−%" + /!%! + /(%( +⋯+ /)%) = 0 

tiene al menos un coeficiente, −1, no nulo. Concluimos que A es linealmente dependiente. 
 Corolario 

Los vectores + y % del espacio vectorial ? son linealmente dependientes sí, y sólo sí, uno de ellos 
es múltiplo escalar del otro. 
El vector cero es múltiplo escalar de cualquier otro vector del espacio vectorial. 

  
Teorema 4  Un conjunto de 5 vectores en ℝ2 es siempre linealmente dependiente si 5 > 3. 

 Demostración 

Sean %", %!, … , %#, 5 vectores en ℝ2 e intentemos encontrar constantes d", d!, … , d#	, no todas cero 
tales que: 

d"%" +	d!%! +⋯+ d#%# = 0 

Sean %" = (Z"", Z!", … , Z2"), %! = (Z"!, Z!!, … , Z2!), … , %# = (Z"#, Z!#, … , Z2#). Entonces la ecua-
ción anterior se convierte en: 

r

Z""d" + Z"!d! +⋯+ Z"#d# = 0
Z!"d" + Z!!d! +⋯+ Z!#d# = 0

⋮
Z2"d" + Z2!d! +⋯+ Z2#d# = 0

		        (1) 

Pero este sistema tiene un número finito de soluciones si 5 ≥ 3. De esta forma, existen escalares  
d", d!, … , d# no todos cero que satisfacen el sistema y, por lo tanto, los vectores %", %!, … , %# son 
linealmente dependientes. 

 Corolario 
Un conjunto de vectores linealmente independiente de ℝ# contiene a lo sumo 5 vectores. 

  

Teorema 5  Sean  %", %!, … , %#, %#3", 5 + 1 vectores que están en un espacio vectorial ?. Si %", %!, … , %# genera 
a ?, entonces %", %!, … , %#, %#3" también genera a ?. Es decir, si se agregan uno o más vectores a 
un conjunto generador, se obtiene otro conjunto generador. 

  

Teorema 6  Sea  

M = t

Z"" Z"! ⋯ Z"#
Z!" Z!! ⋯ Z!#
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Z2" Z2! ⋯ Z2#

v 

Entonces las columnas de M consideradas como vectores son linealmente dependientes si y sólo 

si el sistema, que se puede escribir como MD = 	w, tiene soluciones no triviales. Donde D = t

/"
/!
⋮
/#

v 

  

  Considérese el sistema homogéneo: 

x 6" + 26! − 6( + 264 = 0
36" + 76! + 6( + 464 = 0 

Haciendo una reducción de filas: 

P1 2 −1 2 0
3 7 1 4 0Q ⟶ P1 2 −1 2 0

0 1 4 −2 0Q ⟶ P1 0 −9 6 0
0 1 4 −2 0Q 

El último sistema es: 

x6" − 96( + 664 = 0
6! + 46( − 264 = 0 

Se ve que este sistema tiene un número infinito de soluciones, que se escriben como combina-
ción lineal de los vectores columna, para ello basta tomar como variables libres: 6( = / y 64 = @ 

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Matemáticas para la ingeniería  3. Espacios vectoriales 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

_______________________________________________________________________________________________ 
© Ignacio García-Juliá · Ricardo Visiers Bañón · 2020   
 

 

9 

t

6"
6!
6(
64

v = {

9/ − 6@
−4/ + 2@

/
@

| = /{

9
−4
1
0

| + @{

−6
2
0
1

| 

Obsérvese que {

9
−4
1
0

| y {

−6
2
0
1

| son soluciones linealmente independientes para el sistema dado 

porque ninguno de los dos es múltiplo del otro. Como / y @ son números reales arbitrarios, se 
ve que el conjunto de soluciones al sistema es un subespacio de ℝ4 generado por estos dos vec-
tores solución linealmente independientes. 

  
Teorema 7  Sean %", %!, … , %#, 5 vectores de ℝ# y sea M una matriz de 5	x	5 cuyas columnas son 

%", %!, … , %#. Entonces %", %!, … , %# son linealmente independientes si y sólo si la única solución 
al sistema homogéneo M} = 0 es la solución trivial } = 0 

  
Teorema 8  Sea M una matriz de 5	x	5. Entonces det	(M) ≠ 0 si y sólo si, las columnas de M son linealmente 

independientes. 
  

Teorema 9  Cualquier conjunto de 5 vectores de ℝ# linealmente independiente, genera ℝ# 
 Demostración 

Sean %" = t

Z""
Z!"
⋮
Z#"

v , %! = m

Z"!
Z!!
⋮
2
o , … , %# = t

Z"#
Z!#
⋮
Z##

v vectores linealmente independientes y sea % = t

6"
6!
⋮
6#

v 

un vector de ℝ#. Debemos demostrar qe existen escalares 	/", /!, … , /# tales que: 

% = 	/"%" + 	/!%! +⋯+ 	/#%# 
Es decir: 

t

6"
6!
⋮
6#

v = 	/" t

Z""
Z!"
⋮
Z#"

v + /! m

Z"!
Z!!
⋮
2
o +⋯+ /# t

Z"#
Z!#
⋮
Z##

v 

Desarrollando la ecuación vectorial anterior obtenemos el sistema de 5 ecuaciones con 5 incóg-
nitas (	/", /!, … , /#): 

r

Z""/" + Z"!/! +⋯+ Z"#/# = 6"
Z!"/" + Z!!/! +⋯+ Z!#/# = 6!

⋮
Z#"/" + Z#!/! +⋯+ Z##/# = 6#

 

Que se puede escribir como MD = 	%, donde: 

M = t

Z"" Z"! ⋯ Z"#
Z!" Z!! ⋯ Z!#
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Z#" Z#! ⋯ Z##

v   y    D = t

/"
/!
⋮
/#

v 

Pero det	(M) ≠ 0 ya que las columnas de M son linealmente independientes. De manera que el 
sistema tiene una solución única D como queríamos demostrar. 

Observación. Esta demostración no sólo muestra que % se puede escribir como una combina-
ción lineal de los vectores independientes %", %!, … , %#, sino también que esto se puede lograr 
de una sola manera (ya que el vector solución D es único).  

  
Los vectores (2, −1, 4), (1, 0, 2) y (3, −1, 5) generan ℝ( porque ^

2 1 3
−1 0 −1
4 2 5

^ = −1 ≠ 0 y, por lo 

tanto, son independientes. 
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  En ℳ!,(, sean M" = P1 0 2
3 1 −1Q,			M! = P−1 1 4

2 3 0Q,			M( = P−1 0 1
1 2 1Q. Determinar si M", M!, M( 

son linealmente independientes o dependientes. 
Solución 

 Sopongamos que d"M" + d!M! + d(M( = 0, entonces: 

P0 0 0
0 0 0Q = d" P

1 0 2
3 1 −1Q + d! P

−1 1 4
2 3 0Q + d( P

−1 0 1
1 2 1Q = 

= Å d" − d! − d( d! 2d" + 4d! + d(
3d" + 2d! + d( d" + 3d! + 2d( −d" + d(

Ç 

Esto nos proporciona un sistema homogéneo de seis ecuaciones con tres incógnitas d", d!, d( en 
el cual resulta sencillo verificar que la única solución es d" = d! = d( = 0, lo que demuestra que 
las tres matrices son linealmente independientes. 

  En X( determinar si los polinomios 1, 6, 6! y 6( son linealmente dependientes o independientes. 
Solución 

Supongamos que \" + \!6 + \(6! + \46( = 0. Esto debe cumplirse para todo número real 6. En 
particular, si 6 = 0, se obtiene \" = 0. Entonces, dando sucesivamente a 6 los valores 6 = 1,−1, 2 
se obtiene: 

\! + \( + \4 = 0 
−\! + \( − \4 = 0 
2\! + 4\( + 8\4 = 0 

El determinante de este sistema homogéneo es: 

^
1 1 1
−1 1 −1
2 4 8

^ = 12 ≠ 0 

De manera que el sistema tiene una solución única \" = \! = \( = 0 y los cuatro polinomios son 
linealmente independientes. 

  
 

3.4 Bases y dimensión de un espacio vectorial 

 
 Base de un espacio vectorial 

Definición 3  Un conjunto de vectores A = {%", %!, … , %#} de un espacio vectorial ?	es una base de ? si se cum-
ple: 

1. A genera ? 

2. A es linealmente independiente 
 Esta definición no asegura que todo espacio vectorial ? tenga una base formada por un número 

finito de vectores. Si un espacio vectorial ? admite una base finita, se dice que ? es de dimensión 
finita. En el caso contrario, se dice que ? es de dimensión infinita. 

El espacio vectorial X de todos los polinomios y el espacio vectorial Ñ(−∞,∞) de las funciones 
reales continuas son espacios de dimensión infinita. El espacio ℝ( es un espacio vectorial de 
dimensión 3. 

  Probar que el espacio vectorial X( admite como base el conjunto A = {1, 6, 6!, 6(} 
Solución 

Es evidente que A genera X(, porque la envolvente lineal de A contiene todos los polinimios de la 
forma: 

Z6 + Z"6 + Z!6! + Z(6( donde Z6, Z", Z!, Z( son reales 

Para verificar la independencia lineal de A, hay que recordar que en X( el vector cero es el poli-
nomio dado por w(6) = 0, ∀6. Así pues el criterio de independencia lineal da la ecuación: 
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Z6 + Z"6 + Z!6! + Z(6( = w(6) = 0, ∀6 
De este polinomio de tercer grado se dice que es idénticamente nulo, es decir, que todos sus 
coeficientes son cero Z6 = Z" = Z! = Z( = 0 

Por tanto A es linealmente independiente y, como consecuencia, es una base de X(, que se deno-
mina base canónica. 

  
Teorema 10  Si A = {%", %!, … , %#} es una base de un espacio vectorial ?, cada vector de ? se puede escribir 

como una, y sólo una, forma como combinación lineal de los vectores de A. 
 Demostración 

Como A genera ?, cualquier vector + ∈ ? se puede expresar como: 

 + = 	/"%" +	/!%!, +⋯+	/#%# . 

Para probar la unicidad, supongamos que + tiene otra expresión de la forma : 

+ = 	@"%" +	@!%!, +⋯+	@#%#. 

Restando ambas expresiones resulta: 

+ − + = (/" − @")%" +	(/! − @!)%!, +⋯+	(/# − @#)%# = 0 

Ahora bien, si A es linealmente independiente, la única solución de esta ecuación es la solución 
trivial: 

(/" − @") = 0,			(/! − @!) = 0,				(/# − @#) = 0 
Lo cual significa que /* = @* , ∀B = 1, 2, … , 5. Por tanto + tiene un único desarrollo en términos 
de la base A dada. 

  
  Sea + = (-", -!, -() cualquier vector de ℝ(. Demostrar que la ecuación: 

+ = d"%" + d!%! + d(%( 

tiene una única solución en términos de la base A = {%", %!, %(} = {(1, 2, 3), (0, 1, 2), (−2, 0, 1)} 
Solución 

(-", -!, -() = d"(1, 2, 3) + d!(0, 1, 2) + d((−2, 0, 1) = (d" + 2d(), (2d" + d!), (3d" + 2d! + d(). 
Da lugar, componente a componente al siguiente sistema de ecuaciones lineales: 

]
d" + 2d( = -"
2d" + d! = -!

3d" + 2d! + d( = -(
            j

1 0 −2
2 1 0
3 2 1

k	j
d"
d!
d(
k = j

-"
-!
-(
k 							MÜ = +    

Como la matriz M es invertible, el sistema tiene una única solución, dada por Ü = M."+   . Calcu-
lando M." resulta: 

M." = j
−1 4 −2
2 −7 4
−1 2 −1

k 

Lo cual implica que: 

d" = −-" + 4-! − 2-( 
d! = 2-" − 7-! + 4-( 
d( = −-" + 2-! − -( 

Por ejemplo, el vector + = (1, 0, 0) se puede representar de forma única como combinación lineal 
de A, como sigue: 

(1, 0, 0) = −%" + 2%! − %( 

  

 
 Coordenadas y componentes de un vector en una base.  
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 Si el espacio vectorial ? admite una base N = {%", %!, … , %#} se llaman coordenadas de un vector 
} ∈ ? respecto de la base N, a los únicos escalares /", /!, … . , /# para los que: 

} =c/*%*

#

*,"
 

Los vectores /*%* se llaman componentes del vector } respecto de la base N. 

La matriz de coordenadas (o vector de coordenadas) de } en la base N es la matriz columna en 
ℝ# cuyas componentes son las coordenadas de }: 

[}]7 = t

/"
/!
⋮
/#

v 

 Una ventaja de las coordenadas es que nos permiten representar vectores de un espacio 5-di-
mensional arbitrario con la notación de ℝ# como vemos en los siguientes ejemplos. 

  Hallar la matriz de coordenadas de Y(6) = 36( − 26! + 4 en la base canónica de X(, A =
{1, 6, 6!, 6(}. 
Solución 
En primer lugar expresamos Y(6) como combinación lineal de los vectores de la base: 

Y(6) = 4(1) + 0(6) + (−2)(6!) + 3(6() 
Esto quiere decir que la matriz de coordenadas de Y(6) en la base A es: 

[Y(6)]8 = t

4
0
−2
3

v 

  Hallar la matriz de coordenadas de: 

â = j
−1
4
3
k 

en la base canónica de ℳ(,": 

A = ]j
1
0
0
k , j

0
1
0
k , j

0
0
1
kä 

Solución 
Como â se puede escribir: 

â = j
−1
4
3
k = (−1) j

1
0
0
k + 4 j

0
1
0
k + 3 j

0
0
1
k 

su matriz de coordenadas en la base A es: 

[â]8 = j
−1
4
3
k 

  
Teorema 11  Si A = {%", %!, … , %#} es una base de un espacio vectorial ?,  todo conjunto que contenga más de 

5 vectores es linealmente dependiente 
 Demostración 

Sea A" = {+", +!, … , +2} un conjunto de 3 vectores de ?, con 3 > 5. Para probar que A" es lineal-
mente dependiente, debemos encontrar escalares _", _!, … , _2 (no todos cero), tales que: 

_"+" + _!+! +⋯+ _2+2 = 0   (1) 

Puesto que A = {%", %!, … , %#} es una base de ?, cada +* es combinación lineal de los vectores de 
A, con lo que podemos escribir: 

+" = \""%" + \!"%! +⋯+ \#"%# 

+! = \"!%" + \!!%! +⋯+ \#!%# 
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⋮ 
+2 = \"2%" + \!2%! +⋯+ \#2%# 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (1) y reagrupando términos, obtenemos: 

ã"%" + ã!%! +⋯+ ã#%# = 0 

donde: 

ã* =c\*-_-

2

-,"
 

Sin embargo, como, los %* forman un conjunto linealmente independiente, concluimos que cada 
ã* = 0, con lo que llegamos al sistema de ecuaciones lineales: 

\""_" + \"!_! +⋯+ \"2_2 = 0 
\!"_" + \!!_! +⋯+ \!2_2 = 0 

⋮ 
\#"_" + \#!_! +⋯+ \#2_2 = 0 

Pero este sistema lineal homogéneo tiene menos ecuaciones que variables (_", _!, … , _2), por lo 
que, como sabemos, debe tener soluciones no triviales. En consecuencia, A" es linealmente de-
pendiente. 

  
Teorema 12  Si un espacio vectorial ? tiene una base formada por 5 vectores, toda base de ? contiene exacta-

mente 5 vectores. 
 Demostración 

Sea A" = {%", %!, … , %#} la base de ? dada, y sea A! = {+", +!, … , +2} otra base de ?. Como A" es 
una base y A! es linealmente independiente, por el teorema anterior, implica que 3 ≤ 5. Análo-
gamente 5 ≤ 3 porque A" es linealmente independiente y A! es una base. Por tanto 5 = 3. 

  
 

 Dimensión de un espacio vectorial 

  
Definición 4  Si un espacio vectorial tiene una base formada por 5 vectores, se dice que ? tiene dimensión 5 

(o que es 5-dimensional), y se escribe dim(?) = 5. Si ? contiene sólo el vector cero, se define 
como de dimensión cero. 

  
Teorema 13  Criterio para bases de un espacio vectorial de tipo finito. Sea ? un espacio vectorial de dimensión 

5, un sistema de 5 vectores N = {%", %!, … , %#}   es base sí, y sólo sí, se cumple una cualquiera de 
las condiciones: 

1. N es un sistema linealmente independiente 

2. N es un sistema generador (es decir, genera ?). 
 Demostración 

Si N es independiente es base, pues de lo contrario se podría encontrar una base con más de 5 
vectores. Si N genera ? no puede ser dependiente, pues si lo fuese habría una base con menos de 
5 vectores y en consecuencia, N es generador y es independiente, es decir, es base. Los recíprocos 
son evidentes. 

Propiedad. Si ? es un espacio vectorial de tipo finito y {%", %!, … , %9} es un sistema linealmente 
independiente de vectores de ?, siempre es posible encontrar unos vectores %93", %93!, … , %# de 
? tales que, siendo 5 ≥ Y, el sistema {%", %!, … , %9, %93", … . , %#} sea una base de ?. 
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En efecto, si {%", %!, … , %9} generase ?, sería una base y no se hace necesario añadir ningún vector. 
Si {%", %!, … , %9} no genera ?, ha de haber en	? un vector, al menos, %93", independiente de ellos; 
si {%", %!, … , %9, %93"} genera ?, la propiedad está demostrada, y si no lo es, se procede como en 
el caso anterior. Razonando de esta forma sucesivamente, se consigue una base, puesto que, de 
lo contrario, el proceso se prolongaría indefinidamente y ? no podría ser de tipo finito. 

Propiedad. Si {è", è!, … . , è#} es una base del espacio vectorial ? y {%", %!, … , %:} es un sistema 
linealmente independiente, se puede asegurar que hay 5 − ê vectores de la base que añadidos a 
los %", %!, … , %:, constituyen una nueva base. 
En efecto, según la propiedad anterior, se puede construir una base a partir de los vectores 
%", %!, … , %:, añadiendo, de modo adecuado, vectores independientes de ellos y éstos siempre es 
posible buscarlos de entre los de la base. 

  
 3.5 Rango de una matriz y sistemas de ecuaciones lineales	
 

 Espacio de filas y espacio de columnas de una matriz 

 Sea M una matriz 3	x	5, se define: 

1. El espacio de filas de M es el subespacio de ℝ# generado por los vectores fila de M. 

2. El espacio de columnas de M es el subespacio de ℝ2 generado por los vectores co-
lumna de M. 

Recordemos que dos matrices son equivalentes por filas si una puede obtenerse de la otra me-
diante operaciones elementales por filas. 

  
Teorema 14  Sean M y N matrices 3	x	5. Si M es equivalente por filas a N, el espacio de filas de M es igual al 

espacio de filas de N. 
 Demostración 

Como las filas de N se obtienen de las de M por operaciones elementales  por filas (suma y mul-
tiplicación por un escalar), cada uno de los vectores fila de N se puede escribir como combinación 
lineal de los vectores fila de M. Por tanto los vectores fila de N y por tanto, el subespacio generado 
por los vectores fila de N, están contenidos en el espacio de filas de M. Pero también es cierto que 
las filas de M se pueden obtener de las de N mediante operaciones elementales, de modo que 
cada uno de los espacios de filas es subespacio del otro, lo cual implica que son iguales. 
Nota. Según el anterior teorema, el espacio de filas de una matriz no cambian al efectuar opera-
ciones elementales por filas, Sin embargo, las operaciones elementales por filas pueden modifi-
car el espacio de columnas. 

Si la matriz N es escalonada por filas, sus vectores fila no nulos forman un conjunto linealmente 
independiente, por tanto, forman una base del espacio de filas de N y, por el teorema anterior, 
también del espacio de filas de M, lo que resulta en el siguiente teorema. 

  
Teorema 15  Si M es una matriz equivalente por filas a una matriz N escalonada por filas, los vectores fila no 

nulos de N forman una base del espacio de filas de M 
  

  Hallar una base del espacio de filas de la matriz: 

M =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 3 1 3
0 1 1 0
−3 0 6 −1
3 4 −2 1
2 0 −4 −2⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
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Solución 

Mediante operaciones elementales por filas, reescribimos M como: 

N =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 3 1 3
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
 

Por el teorema anterior podemos concluir que los vectores fila de N: 

J" = (1, 3, 1, 3),								J! = (0, 1, 1, 0),							J( = (0, 0, 0, 1) 
forman una base del espacio de filas de M. 

 Para hallar una base del espacio de columnas de una matriz M tenemos dos opciones: 

1. Como el espacio de columnas de M es el espacio de filas de M%, basta aplicar el método 
del ejemplo anterior a la matriz M%. 

2. Aunque las operaciones por filas cambian el espacio de columnas de la matriz, no cam-
bian las relaciones de dependencia entre las columnas. 

Consideremos las dos matrices del ejemplo anterior: 

M =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 3 1 3
0 1 1 0
−3 0 6 −1
3 4 −2 1
2 0 −4 −2⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
                N =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 3 1 3
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
 

Las columnas 1, 2 y 3 de N satisfacen la ecuación ó( = −òó" + ó! y también las correspondientes 
columnas de M la satisfacen. 

Análogamente los vectores columna ó", ó! y ó4 de N son linealmente independientes y también 
lo son las correspondientes columnas de M. 

  
  Hallar una base del espacio de columnas de la matriz M  del ejemplo anterior. 

Solución 1 

Tomamos M%, y la reescribimos, mediante operaciones elementales por filas, en forma escalo-
nada: 

M% = t

1 0 −3 3 2
3 1 0 4 0
1 1 6 −2 −4
3 0 −1 1 −2

v ⟶ t

1 0 −3 3 2
0 1 9 −5 −6
0 0 1 −1 −1
0 0 0 0 0

v

J"
J!
J(

 

Así pues, J", J! y J( forman una base del espacio vectorial de filas de la matriz M%. Eso equivale 
a decir que los vectores columna: 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
−3
3
2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 																	

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
1
9
−5
−6⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
       y     

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
1
−1
−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

forman una base del espacio de columnas de M. 
Solución 2 

Es fácil ver que en N los vectores columna 1, 2 y 4 son linealmente independientes, por tanto las 
correspondientes columnas de M son linealmente independientes, luego una base del espacio de 
columnas viene dada por los vectores: 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
−3
3
2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
            

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
3
1
0
4
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
           

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
3
0
−1
1
−2⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
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Nótese que esta base del espacio de columnas es distinta de la obtenida en la solución anterior. 
Compruébese que ambas generan el mismo subespacio de ℝ/. 

Nota. En la segunda solución la forma escalonada por filas de N indica que las columnas de M 
forman una base del espacio de columnas. No utilice los vectores columna de N para construir 
la base. 

  
Teorema 16  El espacio de filas y el espacio de columnas tienen la misma dimensión. 

Si M es una matriz de 3	6	5 su espacio de filas y su espacio de columnas tienen la misma dimen-
sión. 

  
 

 Rango de una matriz 

 La dimensión del espacio de filas (o de columnas) de una matriz M se denomina rango de M y se 
denota por êZ5<ô(M). 

  
  Calcular el rango de la matriz: 

M = j
1 −2 0 1
2 1 5 −3
0 1 3 5

k 

Solución 

La llevamos a forma escalonada por filas: 

M = j
1 −2 0 1
2 1 5 −3
0 1 3 5

k ⟶ N = j
1 −2 0 1
0 1 1 −1
0 0 1 3

k 

y vemos que N tiene 3 filas no nulas, por lo que el rango de M es 3. 
 § 
 

  Núcleo de una matriz 

 Considérese el sistema lineal homogéneo M} = 0 

M = t

Z"" Z"! ⋯ Z"#
Z!" Z!! ⋯ Z!#
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

Z2" Z2! ⋯ Z2#

v	t

6"
6!
⋮
6#

v = t

0
0
⋮
0

v 

  
Teorema 17  Si M es una matriz 3	6	5, el conjunto solución del sistema lineal homogéneo 

M} = 0 

es un subespacio de ℝ# que se llama núcleo de ö y se denota por õ(M). Así pues, 

õ(M) = {6 ∈ ℝ#:	M} = 0} 
La dimensión de õ(M) se llama nulidad de ö. 

 Demostración 

Como M es una matriz 3	6	5, } tiene tamaño 5	6	1, de modo que el conjunto solución es un sub-
conjunto de ℝ#. Este subconjunto es claramente no vacío, ya que M0 = 0 (es decir el vector nulo 
de ℝ# pertenece a dicho subconjunto). 
Para comprobar que es un subespacio, basta ver que la suma y la multiplicación por un escalar 
son cerradas en él. Sean }& y }' dos vectores solución del sistema M} = 0, y sea \ un escalar. De 
M}& = 0 y M}! = 0, se sigue que: 

M(}" + }!) = M}" + M}! = 0 + 0 = 0 
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M(ú}") = \(M}") = \0 = 0 

Así pues, tanto }" + }! como \}" son soluciones de M} = 0, lo que permite concluir que el con-
junto solución es un subespacio de ℝ#. 

  
  Hallar el núcleo de la matriz: 

M = j
1 2 −2 1
3 6 −5 4
1 2 0 3

k 

Solución 

El núcleo de M es el conjunto solución del sistema homogéneo M} = 0. 

Para resolver este sistema, hay que escribir su matriz ampliada [M ⋮ ù] en forma escalonada re-
ducida por filas. Sin embargo, al tratarse de un sistema homogéneo, la columna de la derecha de 
la matriz ampliada es nula, y no cambia bajo operaciones elementales por filas. Por tanto, es 
suficiente hallar la forma escalonada reducida por filas de M. 

M = j
1 2 −2 1
3 6 −5 4
1 2 0 3

k 	⟶ j
1 2 0 3
0 0 1 1
0 0 0 0

k	 

El sistema de ecuaciones correspondiente es: 

x6" + 26! + 364 = 0
6( + 64 = 0  

Elegimos 6! = û y 64 = T como variables libres para representar las soluciones en forma paramé-
trica: 

6" = −2û − 3T 
6( = −T 

Eso significa que el espacio de soluciones de M} = 0 consta  de todos los vectores solución } de 
la forma: 

} = t

6"
6!
6(
64

v = t

−2û − 3T
û
−T
T

v = û t

−2
1
0
0

v + T t

−3
0
−1
1

v 

Así pues, el núcleo de M está generado por los vectores: 

t

−2
1
0
0

v    y      t

−3
0
−1
1

v 

Es  decir, estos dos vectores son solución del sistema M} = 0 y cualquier otra solución es combi-
nación lineal de ellos. 

Se puede demostrar que cuando se resuelve un sistema homogéneo a partir de la forma escalo-
nada reducida, el sistema generado es siempre linealmente independiente. 

En este ejemplo la matriz M tiene 4 columnas, rango 2  (columnas 1 y 3 de la matriz escalonada) 
y nulidad 2 (columnas 2 y 4 de la matriz escalonada). 

  
Teorema 18  Dimensión del espacio de soluciones de un sistema lineal 

Si M es una matriz 3	6	5 de rango ê, la dimensión del espacio de soluciones del sistema  M} = 0 
es 5 − ê, esto es: 

5 = êZ5<ô(M) + 5-bBãZã(M) 

 Demostración. Puesto que M tiene rango ê, sabemos que es equivalente por filas a una matriz esca-
lonada reducida N con ê filas no nulas. Sin pérdida de generalidad, suponemos que la esquina 
ê	6	ê superior izquierda de N es la matriz identidad ü:. Como las filas nulas de N no contribuyen 
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a la solución, las descartamos para quedarnos con una matriz N′, de tamaño ê	6	5	, donde N; =
[ü: ⋮ °]. La matriz °	tiene  5 − ê columnas correspondientes a las variables 6:3", 6:3!, … , 6#. Así 
pues, el espacio de soluciones de M} = 0 viene representado por el sistema: 

 6"        +\""6:3" +\"!6:3! + ⋯ +\"#.:6# = 0 
 6!       +\!"6:3" +\!!6:3! + ⋯ +\!#.:6# = 0 

  6(   +\("6:3" +\(!6:3! + ⋯ +\(#.:6# = 0 
       ⋮     
     6: +\:"6:3" +\:!6:3! + ⋯ +\:#.:6# = 0 

 

Resolviendo en las primeras ê variables, expresadas en términos de las 5 − ê últimas, se obtienen 
5 − ê vectores de la base del espacio de soluciones. En consecuencia, el espacio de soluciones tiene 
dimensión 5 − ê. 

  

  Dada la matriz: 

M = t

1 0 −2 1 0
0 −1 −3 1 3
−2 −1 1 −1 3
0 3 9 0 −12

v 

 

Denotemos los vectores columna por ¢", ¢', ¢(, ¢4, ¢/ 

a) Calcular el rango y la nulidad de M 
b) Hallar un subconjunto de los vectores columna de M que formen base del espacio de co-

lumnas de M. 
c) Escribir, si es posible, la tercera columna de M como combinación lineal de las dos prime-

ras. 
 

 

 

Solución 

Sea N la forma escalonada reducida por filas de M: 
 

M = t

1 0 −2 1 0
0 −1 −3 1 3
−2 −1 1 −1 3
0 3 9 0 −12

v 	⟶ 		N = t

1 0 −2 1 0
0 1 3 0 −4
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

v	 

 

N tiene 3 filas no nulas, luego el rango de M es 3. Además M tiene 5 = 5 columnas, de modo que 
la nulidad de M es 5 − êZ5<ô(M) = 5 − 3 = 2 
 

Como las columnas 1, 2 y 4 de N son linealmente independientes, las correspondientes columnas 
de M: 

¢" = t

1
0
−2
0

v      ¢! = t

0
−1
−1
3

v      ¢4 = t

1
1
−1
0

v 

 

forman una base del espacio de columnas de M. 
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La tercera columna de N es combinación lineal de las dos primeras: ó( = −2ó" + 3ó!, por tanto, 
la misma relación es válida para las columnas correspondientes de M: 
 

¢( = t

−2
−3
1
9

v = −2 t

1
0
−2
0

v + 3 t

0
−1
−1
3

v 

 Una idea fundamental en álgebra lineal consiste en ver una combinación lineal de vectores como 
el producto de una matriz y un vector.  

  
Definición 5  Si M es una matriz de 3	x	5,	con columnas ¢", . . . , ¢# y si 6 es un vector de ℝ#, entonces el pro-

ducto de M y }, denotado como M}, es la combinación lineal de las columnas de A utilizando 
como coeficientes las coordenadas correspondientes de }; es decir,  
 

M} = [¢" ¢! ⋯ ¢#] · t

6"
6!
⋮
6#

v = 6"¢" +	6!¢! +⋯+ 6#¢# 

  
 Observa que M} está definido solamente si el número de columnas de M es igual al número de 

coordenadas de }. 
 

P1 2 −1
0 −5 3 Q j

4
3
7
k = 4 P10Q + 3 P

2
−5Q + 7 P

−1
3 Q = P40Q + P

6
−15Q + P

−7
21Q = P36Q 

 

Ya hemos visto cómo escribir un sistema de ecuaciones lineales como una ecuación vectorial que 
implica una combinación lineal de vectores. Por ejemplo, el sistema: 

 

6" + 26! − 6( = 4 
					−56! + 36( = 1 

Es equivalente a: 

6" P
1
0Q + 6! P

2
−5Q + 6( P

−1
3 Q = P41Q    (2) 

 
la combinación lineal en el lado izquierdo es una matriz por un vector, de manera que (2) se 
convierte en: 
 

P1 2 −1
0 −5 3 Q j

6"
6!
6(
k = P41Q					(3) 

 
La ecuación (3) tiene la forma M}	 = 	ó. Tal ecuación se llama ecuación matricial, para distin-
guirla de una ecuación vectorial como la que se muestra en (2).  
Observa cómo la matriz en (3) es justamente la matriz de coeficientes del sistema (1). Cálculos 
similares indican que cualquier sistema de ecuaciones lineales, o cualquier ecuación vectorial 
como (2), se puede escribir como una ecuación matricial equivalente en la forma M} = ó. 

  
Teorema 19  Si M es una matriz de 3	x	5, con columnas ¢", . . . , ¢# y si ó es un vector de ℝ2, la ecuación matri-

cial  

(1) 
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                    M} = ó	                       (4) 
tiene el mismo conjunto solución que la ecuación vectorial  

6"¢" +	6!¢! +⋯+ 6#¢# = [									(5) 
la cual, a la vez, tiene el mismo conjunto solución que el sistema de ecuaciones lineales cuya 
matriz aumentada es: 

    	[¢" ¢! ⋯ ¢# ó]               (6) 
  
 El teorema anterior constituye una poderosa herramienta para comprender problemas de álge-

bra lineal, porque ahora un sistema de ecuaciones lineales puede verse en tres formas diferentes, 
pero equivalentes:  

• como una ecuación matricial,  
• como una ecuación vectorial o  
• como un sistema de ecuaciones lineales.  

Siempre que construyas un modelo matemático de un problema de la vida real, tendrás libertad 
para elegir qué punto de vista es más natural. Además, será posible pasar de una formulación 
del problema a otra, según sea conveniente. En cualquier caso, la ecuación matricial (4), la ecua-
ción vectorial (5) y el sistema de ecuaciones se resuelven de la misma manera: por reducción de 
filas de la matriz aumentada (6).  

  

 
 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales 

  

Teorema 20  El sistema de ecuaciones lineales M} = ó es compatible sí, y sólo sí, ó está en el espacio de colum-
nas de M o lo que es lo mismo, ó es combinación lineal de las columnas de M 

  

 Demostración 

Sean: 

M = t

Z"" Z"! ⋯ Z"#
Z!" Z!! ⋯ Z!#
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

Z2" Z2! ⋯ Z2#

v 							} = t

6"
6!
⋮
6#

v 													ó = t

["
[!
⋮
[2

v 

 

la matriz de coeficientes, el vector columna de incógnitas y el vector columna de los términos 
independientes, respectivamente del sistema M} = ó. Entonces: 
 

t

Z"" Z"! ⋯ Z"#
Z!" Z!! ⋯ Z!#
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

Z2" Z2! ⋯ Z2#

v	t

6"
6!
⋮
6#

v = t

Z""6" + Z"!6! +⋯+ Z"#6#
Z!"6" + Z!!6! +⋯+ Z!#6#

⋮
Z2"6" + Z2!6! +⋯+ Z2#6#

v = 

 

= 6" t

Z""
Z!"
⋮

Z2"

v + 6! t

Z"!
Z!!
⋮

Z2!

v +⋯+ 6# t

Z"#
Z!#
⋮

Z2#

v 

 

Por tanto, M} = ó sí, y sólo sí, ó es combinación lineal de las columnas de M. Es decir, el sistema 
es compatible sí, y sólo sí, ó pertenece al subespacio de ℝ2 generado por las columnas de M. 
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Sean M = j

1 3 4
−4 2 −6
−3 −2 −7

k y ó = j
["
[!
[(
k  ¿La ecuación M} = ó es compatible para todos los valores 

de [", [!, [(? 
Solución 

Se reduce por filas la matriz aumentada para M} = ó: 
 

j
1 3 4 ["
−4 2 −6 [!
−3 −2 −7 [(

k ~ j
1 3 4 ["
0 14 10 [! + 4["
0 7 5 [( + 3["

k~ t

1 3 4 ["
0 14 10 [! + 4["

0 0 0 [( + 3[" −
1
2 ([! + 4[")

v 

 

La tercera entrada en la columna 4 es igual a [" −
"
! [! + [(.La ecuación M} = ó no es compatible 

para toda ó porque algunos valores de b pueden hacer que [" −
"
! [! + [( sea distinto de cero.  

Para que sea compatible se debe cumplir que [" −
"
! [! + [( = 0. 

 § 

 La ecuación M} = ó del ejemplo anterior no es compatible para todas las ó porque la forma es-
calonada de M tiene una fila de ceros. Si M tuviera un pivote en las tres filas, no habría que preo-
cuparse por los cálculos en la columna aumentada, ya que, en este caso, una forma escalonada 
de la matriz aumentada no tendría una fila como [0	0	0	1].  

En el siguiente teorema, la frase “las columnas de A generan a ℝ2” significa que cada ó en ℝ2 es 
una combinación lineal de las columnas de M. En general, un conjunto de vectores {%", %!, … , %9} 
de ℝ2 genera a ℝ2 si cada vector de ℝ2 es una combinación lineal de {%", %!, … , %9} es decir, si 
<`5{%", %!, … , %9} = ℝ2. 

  Considérese el sistema lineal: 

]
6" + 6! − 6( = −1

6" + 6( = 3
36" + 26! − 6( = 1

 

 
La matriz de coeficientes se reduce: 
 

M = j
1 1 −1
1 0 1
3 2 −1

k 	⟶	j
1 0 1
0 1 −2
0 0 0

k 

 

Se observa que el rango de la matriz de coeficientes es 2. 
Procedemos de igual forma con la matriz ampliada: 
 

[M ⋮ ó] = j
1 1 −1 −1
1 0 1 3
3 2 −1 1

k 	⟶	 j
1 0 1 3
0 1 −2 −4
0 0 0 0

k 

 

El rango de la matriz ampliada es 2, por tanto ó está en el espacio de columnas de M y el sistema 
es compatible. 

Teorema 21  Sea M una matriz de 3	x	5. Entonces, los siguientes enunciados son lógicamente equivalentes. Es 
decir, para una M particular, todos los enunciados son verdaderos o todos son falsos.  

a) Para cada ó de ℝ2, la ecuación M} = ó tiene una solución.  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b) Cada b de ℝ2 es una combinación lineal de las columnas de M.   
c) Las columnas de M generan ℝ2.   
d) M tiene una posición pivote en cada fila.   

  

 Advertencia: El teorema anterior se refiere a una matriz de coeficientes, no a una matriz aumentada. 
Si una matriz aumentada [M		ó]	tiene una posición pivote en cada fila, entonces la ecuación M} =
ó puede o no ser compatible. 

  

 

Resumen de condiciones equivalentes para matrices cuadradas 

Si M es una matriz cuadrada de orden 5, las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1. M es invertible 
2. M} = ó tiene solución única para cualquier matriz ó de tamaño 5	6	1. 
3. M} = w tiene sólo la solución trivial 
4. M es equivalente por filas a la matriz identidad de orden 5, ü#. 
5. |M| ≠ 0 
6. êZ5<ô(M) = 5 
7. Los 5 vectores fila de M son linealmente independientes. 
8. Los 5 vectores columna de M son linealmente independientes. 

  

 
3.6 Cambios de base 

 Sean N = {%", %!, … , %#} y N′ = {+", +!, … , +#} dos bases de un espacio vectorial ?. Si 

r

%" = \""+" + \!"+! +⋯+ \#"+#
%! = \"!+" + \!!+! +⋯+ \#!+#

⋮
%# = \"#+" + \!#+! +⋯+ \##+#

 

entonces la matriz de cambio de N a N′ es: 

¶ = t

\"" \"! ⋯ \"#
\!" \!! ⋯ \!#
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
\#" \#! ⋯ \##

v 

 Demostración 

Sea % = ã"%" + ã!%! +⋯+ ã#%# un vector arbitrario de ?. Su matriz de coordenadas en la base 
N es, por tanto: 

% = t

ã"
ã!
⋮
ã#

v 

Así pues: 

¶[%]< = t

\"" \"! ⋯ \"#
\!" \!! ⋯ \!#
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
\#" \#! ⋯ \##

v t

ã"
ã!
⋮
ã#

v = t

\""ã" + \"!ã! +⋯+ \"#ã#
\!"ã" + \!!ã! +⋯+ \!#ã#

⋮
\#"ã" + \#!ã! +⋯+ \##ã#

v 

Por otra parte, podemos escribir: 

% = ã"%" + ã!%! +⋯+ ã#%#
= ã"(\""+" + \!"+! +⋯+ \#"+#) +⋯+ ã#(\"#+" + \!#+! +⋯+ \##+#) 
= (ã"\"" +⋯+ ã#\"#)+" +⋯+ (ã"\#" +⋯+ ã#\##)+# 

lo cual implica que: 
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[%]<! = t

\""ã" + \"!ã! +⋯+ \"#ã#
\!"ã" + \!!ã! +⋯+ \!#ã#

⋮
\#"ã" + \#!ã! +⋯+ \##ã#

v 

Por tanto ¶[%]< = [%]<! y concluimos que ¶ es la matriz de cambio de N a N′. 
Teorema 22  Inversa de la matriz de cambio de base. 

Si X es la matriz de cambio de una base N′ a otra base N de ℝ#, X es invertible, y la matriz del 
cambio de N a N′ viene dada por X.". 

 Demostración 

Por lo demostrado anteriormente, sea ¶ la matriz de cambio de base de N a N′. Entonces: 

[%]< = X[%]<!   y [%]<! = ¶[%]< 

Lo cual implica que [%]< = X¶[%]< para todo vector % de ℝ#. De ahí se sigue que X¶ = ü#. En 
consecuencia X es invertible y X." = ¶, la matriz de cambio de N a N′. 

Teorema 23  Sean N = {%", %!, … , %#} y N′ = {+", +!, … , +#} dos bases de ℝ#. La matriz de cambio de N a N′ se 
puede hallar aplicando el método de eliminación de Gauss-Jordan a la matriz [N; ⋮ N] como si-
gue: 

[N; ⋮ N] ⟶ [ü# ⋮ X."] 
 Demostración 

Supongamos que: 

r

%" = \""+" + \!"+! +⋯+ \#"+#
%! = \"!+" + \!!+! +⋯+ \#!+#

⋮
%# = \"#+" + \!#+! +⋯+ \##+#

 

de modo que: 

\"* t

-""
-"!
⋮
-"#

v + \!* t

-!"
-!!
⋮
-!#

v +⋯+ \#* t

-#"
-#!
⋮
-##

v = t

(*"
(*!
⋮
(*#

v 	YZêZ	B = 1, 2, … , 5 

Esta ecuación vectorial da lugar, componente a componente, al sistema lineal: 

 

(*" = \"*-"" + \!*-!" +⋯+ \#*-#"
(*! = \"*-"! + \!*-!! +⋯+ \#*-#!

⋮
(*# = \"*-"# + \!*-!# +⋯+ \#*-##

		YZêZ	B = 1, 2, … , 5 

Como los 5 sistemas tienen la misma matriz de coeficientes los podemos reducir simultánela-
mente usando la matriz ampliada: 

t

-"" -!" ⋯ -#" ⋮ ("" (!" ⋯ (#"
-"! -!! ⋯ -#! ⋮ ("! (!! ⋯ (#!
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
-"# -!# ⋯ -## ⋮ ("# (!# ⋯ (##

v 

Aplicando el método de eliminación de Gauss-Jordan a esta matriz, se obtiene: 

t

1 0 ⋯ 0 ⋮ \"" \"! ⋯ \"#
0 1 ⋯ 0 ⋮ \!" \!! ⋯ \!#
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 1 ⋮ \#" \#! ⋯ \##

v 

Ahora bien, por lo demostrado anteriormente la parte derecha de esta matriz es ¶ = X.", luego 
la matriz tiene la forma: 

[ü# ⋮ X."] 
lo cual demuestra el teorema. 

  Hallar la matriz de cambio de base de N a N′ para las bases de ℝ(: 

N = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}  y  N; = {(1, 0, 1), (0, −1, 2), (2, 3, −5)} 
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Solución 

Con los vectores de las dos bases formamos las matrices N y N′: 

N = j
1 0 0
0 1 0
0 0 1

k    y   N′ = j
1 0 2
0 −1 3
1 2 −5

k 

Ahora construimos [N′ ⋮ N] y usamos Gauss-Jordan para reescribirla como [ü ⋮ X."]: 

j
1 0 2 ⋮ 1 0 0
0 −1 3 ⋮ 0 1 0
1 2 −5 ⋮ 0 0 1

k 	⟶	 j
1 0 0 ⋮ −1 4 2
0 1 0 ⋮ 3 −7 −3
0 0 1 ⋮ 1 −2 −1

k 

Por tanto la matriz de cambio de N a N′ es: 

X." = j
−1 4 2
3 −7 −3
1 −2 −1

k 

Si N es la base canónica, como en el ejemplo anterior,  el proceso de transformar [N′ ⋮ N]	 a 
[ü# ⋮ X."] se convierte en: 

[N; ⋮ ü#] 	⟶	 [ü# ⋮ X."] 
Pero este es el mismo proceso utilizado para calcular la inversa de la matriz N′. Es decir, si N es 
la base canónica de ℝ#, la matriz de transición de N a N′ viene dada por: 

X." = (N;)." 
El proceso es aún más simple si N′ es la base canónica, ya que la matriz [N′ ⋮ N]  está ya en la 
forma 

[ü# ⋮ N] = [ü# ⋮ X."] 
En este caso la matriz de transición es simplemente: 

X." = N 
  Hallar la matriz de cambio de N a N′ para las siguientes bases de ℝ!: 

N = {(−3, 2), (4, −2)} 
N; = {(−1, 2), (2, −2)} 

Solución 

Empezamos formando la matriz: 

[N′ ⋮ N] = P−1 2 ⋮ −3 4
2 −2 ⋮ 2 −2Q 

y usamos el método de eliminación de Gauss-Jordan para obtener la matriz de cambio X." de N 
a N′: 

[ü! ⋮ X."] = P1 0 ⋮ −1 2
0 1 ⋮ −2 3Q 

Por tanto: 

X." = P−1 2
−2 3Q 

Podríamos calcular la matriz de cambio de N′ a N obteniendo: 

[N ⋮ N′] = P−3 4 ⋮ −1 2
2 −2 ⋮ 2 −2Q 

que se reduce a: 

[ü! ⋮ X] = P1 0 ⋮ 3 −2
0 1 ⋮ 2 −1Q 

Por tanto la matriz de cambio de N′ a N es: 

X = P3 −2
2 −1Q 

Podemos comprobar que esta matriz es la inversa de la matriz de cambio hallada anteriormente 
sin más que calcular el producto: 
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XX." = P3 −2
2 −1Q P

−1 2
−2 3Q = P1 0

0 1Q = ü! 
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