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Sistema formal de demostracion

* Un sistema formal de demostracién consiste en:
— Un lenguaje formal (alfabeto y reglas de formacion de formulas)
— Un conjunto de axiomas logicos (formulas validas sin prueba)
— Un calculo, o conjunto de reglas de inferencia para demostrar férmulas
— Una definicion de demostracion

 Recordando el ejemplo del juego del MIU, teniamos:
— Un lenguaje formal (alfabeto era {M,I,U}) y ninguna regla de formacidn
— Un Unico axioma (M)
— Un calculo (reglas de transformacion RT1-RT4)
— Una definicion de demostracion (poder derivar una férmula)



Teorias 4

Una teoria T es un sistema formal ampliado con un conjunto de axiomas
no logicos o premisas (es decir, que se consideran como verdad)

T[r]

Si =Y entonces T es la teoria basica del sistema formal




Demonstracion

— Una demostracion o prueba de una formula G en una teoria T [[]

(escrito T[T'] - G ) es una secuencia finita de férmulas tal que toda férmula de
la secuencia es o bien un axioma de la teoria o bien el resultado de aplicar
alguna regla de inferencia a formulas anteriores de la secuencia.

— La notacion suele ser: _
[premisas]

[nombre_de_la_regla] =
[conclusidn]

— G esla ultima formula de la teoria. A menudo es llamada teorema.

— Un teorema de la teoria T [ '] es una formula para la que existe al menos
una pruebaen T[]

Deduccién natural

Las demonstraciones deberian ser suficientemente inteligibles,
como para ser verificadas por un humano, y suficientemente
formales como para estar libres de errores (1934, Gentzen)

Gerd nzen
(1909-1945)



Notacion

T[T]F Gsepuede leer como

«De la teoria que toma como axiomas el conjunto de
proposiciones gamma, se deduce G»

T[] EGsepuede leer como

«De la teoria que toma como axiomas el conjunto de
proposiciones gamma, es consecuencia semantica G»



Metal6gica. Propiedades de un sistema formal 7

— Solidez. Que todos los teoremas de T[] sean consecuencias logicas suyas (sinénimos:
correccion, validez, soundness).
Es decir, que si T[] - G entonces T E G
— Completitud. Dada una teoria T[l'] todas las consecuencias logicas de I son teoremas
de T[I] (inglés: completeness):.
Es decir, que si T[] E G entonces T[] - G
— Consistencia. Que en el sistema no sea posible derivar una contradiccion:
Es decir, que si T[I'|#* G A =G

— Decidibilidad. Que exista un algoritmo tal que dada una formula cualquiera, pueda
decidir si es (i) demostrable o no (ii) valido o no:

Es decir, que dado G pueda decidirsi T[] -G o T[l] #+ G
Es decir, que dado G pueda decidirsi T[I] EGo T[N EG



Metalogica

— Validez de una formula sin premisas:

* Decir @ E G es igual que decir que G es valida (no necesita de premisas)
— Consecuencia légica y demostrabilidad

 Si el calculo es sélido y completo, entonces E vy I son equivalentes
— Decidibilidad

* Lalogica proposicional es decidible, porgue existe un algoritmo (la tabla

de verdad) que permite demostrar la validad de cualquier férmula en un
numero finito de pasos



Metalogica

Un calculo es solido s1 toda formula que se deriva en el calculo es
una verdad logica.

Un célculo es completo si toda verdad logica puede deducirse en
el calculo.

Un céalculo es decidible s1 existe un procedimiento finito y
algoritmico que permita decidir si una férmula o deduccion es
demostrable en el calculo.




Metalodgica de la logica proposicional

e La Logica Proposicional puede sistematizarse en sistemas
formales que sean:
— Validos, Consistentes y Completos.
— Decidibles para los problemas de validez (tautologicidad) y deducidibilidad.
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Cabria pensar también en axiomas negados y formulas refutadas...

Formulas
B cofutadas

Axiomas
negados

Formulas verdaderas que no se pueden Férmulas falsas que no se pueden
deducir refutar







Metalogica: sobre el sistema de Peano

Primer teorema de incompletitud de Godel

Cualquier teoria aritmética recursiva que sea consistente es incompleta.

Sistema axiomatico de Peano

— Cinco Axiomas

* P10 es un nimero.

+ P2 El sucesor de un nimero es siempre un nimero.

« P3 Dos nimeros nunca tienen el mismo sucesor.

* P4 0 no es el sucesor de numero alguno.

+ P5 Si P es una propiedad tal que (a) cero tiene la propiedad P, y (b)
siempre que un niamero n tenga la propiedad P el sucesor de n también
tendra la propiedad P, entonces todos los nimeros tendran la propiedad Fj

— Ejemplos:

+ 0

* S0 es el sucesor de 0 (1)

+ 880 es el sucesor del sucesor del 0 (2)

— Ejemplo:
« Definicion de suma: (a) n + 0 = n; (b) n + Sk = S(n + k)
* Ejemplo SO + SS0 = §(S0 + S0) = S(S0+0) = SS(S0) = SSS0O
(uno mas dos igual tres):

No es completo!

nunca se podra encontrar un sistema axiomatico que
sea capaz de demostrar todas las verdades
matematicas y ninguna falsedad

Kurt Gédel
(1906-1978)
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Métodos de razonamiento

e iCOmo determinarsil E G?

— Métodos semanticos

 Mirando las tablas de verdad, quizas haya que estudiar un numero
muy grande de interpretaciones posibles. Para I'={A,, A,, ..., A}
habria que explorar 2" posibles interpretaciones.

* En logica de predicados de primer orden, es imposible.

— Métodos sintacticos

* Manipulando las formulas conforme a unas reglas, y conseguir
deducir G (I' - G). Si el calculo es correcto y completo, -y k& son
equivalentes.

16



Deduccion natural

* Deduccion natural
— Sin axiomas logicos
— Dos reglas de inferencia para cada conectiva: introduccion y
eliminacion

— Permite hacer supuestos

17



Ejemplo de deduccion natural

* Démuestreseque{p—>qg,rA—=qfFrA—p

1:p—>q premisa

2:r A—(Q premisa

3:—Q elim A(2)

4: —p MT(1,3)

5:r elima(2)

6:rA—p intron (4,5)

u (a veces QED, (Quod erat demonstrandum) o L)

18



Sistema formal de deduccion natural 19

e Lenguaje formal para la Logica de Enunciados
— Conectivas: —, v, A, >,
— Conjunto finito de variables proposicionales atémicas: p, g, r...

— Paréntesis
* Reglas de inferencia: diez (dos por cada conectiva)

— [Propuestas por Gentzen en 1934]

e Definicion de prueba:
— Una prueba de una formula en una teoria es una secuencia de formulas en la
gue cada elemento es:
* Premisa o supuesto temporal de la teoria, o bien

* Resultado de la aplicacion de una regla de inferencia sobre formula/s
anteriores en la secuencia, y tal que la ultima férmula de la secuencia es |la

formula probada

* Definicion de teorema:
— Una férmula B es teorema de una teoria T[A,,...,A,] ) si B tiene una prueba en
dicha teoria (T[A4,...,A,] - B)



Notacion de las reglas de inferencia

— Las reglas se suelen expresar de esta manera:

[premisal]
[premisa2]

[conclusion]

— Ademas, se usan metavariables (A,B,C...) donde cada
simbolo representa una formula bien formada
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Reglas de la conjuncion

Introduccion: ‘l;l
ot B
l[intron] 1B
o , AnB _ AnB
Eliminacion: [elimAn] 1 lelimn,]

Ejemplo: T[p,q] Fp A g

1l:p premisa
2:q premisa
3:pAQ intron (1,2)

21

Podemos escribir «<E » o

bien« Agy» 0 bien «elima», pero
se recomienda mantener una
notacidén consistente




Reglas de la disyuncion

A
Introduccion: introv
| 1] 1B
Eliminacion: AvB
A—->C
[elimv] B—C

C

Ejemplo: T[pV a,p > -r,q > -r] - -r
1. pV q premisa

2.p > -r premisa
3.9 -r premisa
4. -r elimVv (1,2,3)

B
AvB

lintrov,]

También llamada
«prueba por casos»
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Reglas de la negacion 23

Introduccion: [mtro I] También llamada
—A «reduccion al absurdo»
L _ ——4
Eliminacion: lelim—] y

Ejemplo: T[-p 2> qA-q] Fp
l.-p>qA-q premisa

2. -=p intro- (1)

3.p elim-(2)

O



Reglas de la bicondicional

A—>B
Introduccion: _ B—A
intro<> |
Ao B
Eliminacion: : AoB li AB
- [elime>] . [elim«>,] Ty,

Ejemplo: T[p QAT p] - r
1.p<>qAr premisa
-P=>gAr < (1)
- P premisa

2
3
4. g AT o (2,3)
5.r /\E(4)

|




) . ., \O+  e0®
Reglas de implicacion (S
&(\“‘e’cw\l(}d N
a5 \:’e o 8% Q,“\OS:;G’\O A
., A(supuesto) . e
Introduccion: ( pB to) - smo“zfemaoz
. %Q/ (\00
intro— W
[ ] A—)B Teorem_q de la
deduccion
A—>B
Eliminacion: I A También llamado
[e im— ] B «Modus Ponens»

Ejemplo:T[p2>q9,g>rlFp—>r

l.p—>q premisa
2.9—>r premisa
3. P supuesto
4. g —¢(1,3)
5. r —(2,4)

6.p—r —,(3,5) =



Supuestos 26

A(supuesto)
B
A—>B

lintro— |

— Supuestos

* Los supuestos se anaden a la teoria basica sdlo temporalmente, sin necesidad
de demostracion. Un supuesto se introduce en un punto de la demostracion y
se cancela (descarga) en otro punto posterior. Cuando se introduce un
supuesto hay que mover la siguiente secuencia de formulas hacia la derecha,
hasta descargar (o devolver, o cancelar) el supuesto con —, Como resultado
de la cancelacidn, una nueva formula queda demostrada

— En otras palabras, equivale a decir...
«supongamos que A»

«entonces demuestro (usando A) que B»

«en realidad acabo de mostrar que si tuviera A como premisa, entonces podria
demostrar B»

«eso equivale a decir que he demostrado la implicacion A —B»



Supuestos (1I)

— Region de un supuesto

27

La region de un supuesto es la secuencia de lineas entre la introduccion del
supuesto (inclusive) y su descarga (no inclusive): basicamente, la parte que
se desplaza a la derecha.

Puede haber regiones anidadas

Dos regiones pueden estar totalmente separadas

Al descargar un supuesto, se justica el paso con — (m-n), donde my n son

la primera y la ultima linea de la regidn correspondiente

Las reglas se aplican a formulas que estan en la misma region

deduccion
bajo
supuesto 2

deduccion
bajo
supuesto 3

Diagrama tomado de David

n
.

OK

deduccion
bajo
supuesto 1

o




Teorema de la deduccion 28

— Siendo T[A, A,, ..., A ] una teoria basica ampliada con un conjunto
de n premisas, si la incorporacion como supuesto de un formula A
permite deducir otra féormula B:

T[A, A,, .., A]U{A} B
entonces
T[A, A, ., Al-FA—B

— Teorema de la deduccion: En general, tanto para premisas como
para supuestos:

T[A] -BsiysolosiTHA—B

Tarski (1901-1983)
Herbrand (1908-1931)

Observacion: la transpa se titula “teorema...”. Naturalmente, no es un teorema del sistema que hemos definido, sino un
metateorema de la l6gica proposicional.



29

Reglas basicas
A _ AnB . AnB
[intron] _B_ [elimA] e [elimA] B
AnB
AvB
- A : B A—C
Introv] _—__ S _
fintrov] AvVB [introv] AvVB lelimv] BC
C
o ADBA-B felim—] ——4
[intro—] ) 2
A(supuesto) A—B
- b [elim—] —4—
[intro—] A—B —~17p MP
A—>B
_ A-B . AoB :
[elimeo]—— [elimeo]—— lintrocs] 224
A—>B B—A Ao B




Modus ponens 30

 Modus ponens (MP)
A—>B

[elim—>] %

e Curiosidad histoérica 1

— Estudiado por primera vez por Teofrasto

» o Teofrasto
— También estudié el modus tollens (MT) 371 aC — 287 aC

P—Q,—-QF P

e Curiosidad historica 2

— En la primera formalizacion de la l6gica proposicional (1879),

Frege escogid 6 axiomas una unica regla: MP.
* A>(B>A)

« (A>(B>0)>((A>B)>(A>C)

+ A>(B->0C)>(B~>(A>0)

* (A>B)->(-B->-A)

¢ —ASA

Gottlob Frege



Regla de identidad

d tA
[len]A

Una formula se deduce de si misma

(ojo con las regiones!)



Ejemplo de uso de la regla de identidad

T[] HF A—>A

1. A supuesto

2. A ident(1)
3.A—>A intro—(1,2)

32



Ejemplo de deduccion natural

Deducir: T[sA(pvq),p—>—rg—>—r]EsA—r

sA(pVvqg) premisa

pVQ elima (1)
P— —r premisa
q— —r premisa

—r elimv (2,3,4)
S elima (1)

S A I intron (5,6)

mE N O U s wWDhRe



Reglas derivadas

34

En distintas demostraciones se repiten con frecuencia los

MISMOS pasos:

Tr—(qAs), (qAs)]+r

1.r—(qQAS) premisa
2.7(qQAS) premisa

3. r supuesto

4. qAsS elim— (1,3)
5. (QASs)A(gAs) introA (2,4)
6.r > (QAS)A(qAs) intro— (3,9)
7.7r intro— (6)

Tlp—>q, rAq]FrA-p

1.p—( premisa
2.rAq premisa
3.9 elimA (2)

4. p supuesto

5. @ elim— (1,4)
6. QqQATQ introA (3,9)
/.p—>qA"q intro— (4,6)
8.p intro= (7)

9. r elimA (2)
10.rAp intron (8,9)

Podriamos acortar las dos demostraciones si previamente demostramos con
caracter general que T[A — B, 7B] - 7A, para cualesquiera formulas Ay B.



Reglas dertvadas (I11)

T[A — B, "B] - ~A Las reglas derivadas se representan
1 A—B premisa como las reglas basicas:

2.7B premisa Modus Tollens A—B

3. A supuesto

4. B elim— (1,3) MT] —5-—

5. BA-B introA (2,4) —A
6.,A—-BA"B intro— (3,95)

7.7A intro— (6)

Las demostraciones anteriores quedarian ahora:

T[p—qg,rAq]FrAp
Tlr— (4 A's), ~(a AS)] - r }-P= 4 premisa
1.r—>(gAS) premisa 2.rA7q | premisa
2.7(q AS) premisa 3.7q elimA (2)
3. r MT (1,2) 4.7p MT (1,3)

S.r elimA (2)

6.r Ap introA (8,9)
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Reglas derivadas (111)

Reglas para la implicacion:

T[A=>B,B>C]|FA->C Transitividad
T[A - B, -B] - -A Modus Tollendo Tollens (MT)
Reglas asociativa y conmutativa:
T(AVB)VC]FAV(BVC(C) Asociatividad
TIAVB]-FBVA Conmutatividad
T(AAB)ACIFAA(BACQC) Asociatividad
TIAAB]-FBAA Conmutatividad
Reglas de De Morgan:
T[-(AAB)]--AV -B De Morgan
T[-(AV B)] --AA-B De Morgan
Reglas de corte:
T[AVB,-A] B Corte (o Modus Tollendo Ponens (MTP))
T[AVB,-AVC]-FBVC Corte

— Las reglas derivadas se pueden deducir de las basicas (ejercicio!)
— Introducir reglas derivadas en el calculo no lo hacen mas fuerte

.36



Teorema de intercambio

Sea A una féormula y B1 una subférmula de A, si

A
Bl <> B2
A’ resulta de sustituir en A todas o algunas de las apariciones de B1 por B2
entonces
A
T[perng—o>s,s—>tarlFqopat
1.9—>s premisa
2.8 > tAar premisa
3. (¢ supuesto
4. s Elim— (1,3)
5. tAar Elim— (2,4)
6. peor premisa
7. tAp Intercambio (5,6)
8. pnat conmutatividad (7)
9.9g—->pnat - (3,8)

37



Deduccion natural

en la practica




Deduccion natural en la practica 39

e Como conclusion, équé podemos utilizar para demostrar la
correccion de una argumentacion mediante deduccion natural?

Las 10 reglas basicas

Las reglas derivadas mencionadas previamente (en ocasiones se piden
demostraciones sin usar estas reglas)

El (teorema de) intercambio, que resume unas pocas reglas

Y nada mas




Reglas basicas y derivadas para deducciéon natural

i b ima] 228 | [etimal 222 {iintro—] 225278 lretim— =24
[introA] 15 [elimA] i z — - -l —
A B :VBC A(sup.) A>B
[introv] —— [|[introv] —— — intro]—B . A
AvB VB | [felimv] B=>C ! =755 |lelim-1—5
C
[Intercambio] de una formula F y
A—B _ A<>B A<sp || de la equivalencia G <> H, se
[introo] B—A4 |lelime] T5B [elim«>] —— [| deduce F’ que resulta de sustituir
A< B — B—A | en F todos los G por H
A—B A—B (AvB)vC AvVB —(AAB)
MT] —E- || [trans] B2L lasoc] Av(BVC) [conmIZ72 | Ivorgand B
A—B AB [aSOC] (A/\B)/\C [Conm] ANB de ] _I(AVB)
[aef=] —AVB || [trans] 2L AAN(BAC) BAA | |Morgan® _AA—B
—AvB Aol AvB AvB
[det—>] ——— [corte] =4 [corte] 24vC
BvC




Algunas equivalencias logicas 41

Puedes aplicar el intercambio utilizando estas equivalencias en los dos sentidos

—A =A
ANA=A
AVA=A
AAB=BAA
AVB=BVA

ANBAC)=(AAB)AC
AvV(BvC)=(AvB)VvC
A->B=—-AVB
(AVB)=—=AA—=B
—(AAB)=—=AV B
ANBVC)=(AAB)V(AACQ)
AV(BAC)=(AVB)A(AVC()
A B=(A>B)A (B A)

doble negacion

ley de idempotencia de |la conjuncidn
ley de idempotencia de la disyuncion
conmutatividad de la conjuncion
conmutatividad de la disyuncion
asociatividad de la conjuncion
asociatividad de la disyuncidon
implicacion en funcion de la disyuncion
ley de De Morgan

ley de De Morgan

distributividad de la conjuncion respecto a la disyuncion

distributividad de la disyuncion respecto a la conjuncion

doble implicacion en funcion de la implicacion



Procedimiento practico

Deducir: T[sA(pvq),p—>—r,q—>—r] EsA—r

1. sA(pvaq) premisa

2. pvgelima (1) AvB

3. p——r premisa A—C

4. q— —r premisa [elimv] %

5. —r elimv (2,3,4)

6. s elima (1) Al utilizar una regla, es necesario indicar qué regla se usa,
_ y sobre qué formulas. En este ejemplo, la elim V necesita

7. SA—r intron (5,6) de tres formulas. No es posible escribir elimv (2) por tanto.

|

Al utilizar la regla, uno ha de ser capaz de identificar qué
es A, qué es By qué es C. En este caso, por ejemplo, C es
—r. Lo importante es la forma logica.



