Tema 3: Limites y continuidad de funciones de una variable real

Limites de una funcion

El concepto de limite permite analizar el comportamiento
de una funcién en un entorno reducido’.

Definicién: Se dice que el limite de una funcién, f, cuando
x tiende a X¢ es 1, que se denota como limy_, f(x) =1,
si Ve > 0, 36 > 0 tal que

fix)—1l<e si 0<|x—xo <

Fig. 1: Representaci6n grafica del limite de una funcién.

Se dice que 1 es el valor al que se aproxima f(x) cuando
X se acerca a Xo.
e 1 no depende de los valores de f en puntos lejanos a
X0,
® 1 no depende del valor de f en xo (0 < [x —xq| < 8,
excluye esta posibilidad)

e puede ocurrir que el valor f(xg) no esté definido.

Propiedades:
Si existen limy_y, f(x) y limy_x, g(x), se tiene que:
@ Unicidad del limite. Si limy_,, f(x) =11 y
limy_, f(x) = 15, entonces l; =1,
® Suma.
limy e, (F(%) + g(x)) = limy—yx, F(x) 4 limy—_y, g(x)
© Producto.
limy e (F(%) g (%)) = limy_y £(X) - limy_yy, g(x)
o Cociente. limxﬂo% = %ﬁ% si
limy_y, g(x) # 0
o Potencia.
limxﬂm(f(x))g(") = (limy_x, f(x)) i 909 g
1#0°
@ Logaritmo. lim,_, log, f(x) = logg limy_, f(x),
a> 0y limy y, f(x) >0
@ Funcién acotada’ Si limy_,,, f(x) =0y g est4
acotada en un entorno reducido de x,, entonces
dimg f(x)g(x) =0
@ Lema del sandwich. Si
limy o (%) = limyq ho(x) =1y
hi(x) < f(x) < ha(x) en un entorno reducido de
«, entonces
Ji fix) =1
con o = Xg,xF, F00.
Otros tipos de limites:
e Limites laterales.
e Por la izquierda. Se dice que el limite por la izquierda de
f(x) cuando x tiende a X es 1, que se denota
o T(X) = Lsi

Ve >0, 38 >0, tal que [f(x)—1 < e six € (x—5,xo)

lim,

e Por la derecha. Se dice que el limite por la derecha de
f(x) cuando x tiende a x{ es 1, que se denota
lim, s f(x) = si
Ve >0, 38 >0, tal que [f(x)—1 < € six € (xo,x0+0)

X—iXg

3 lim f(x) =1, & 3 lim f(x) = lim f(x) =1
X—Xg x—IXg
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e Limites infinitos.
e Eje y. Se dice que limy_,x, f(x) = +00(—00) si VM € R
36 > 0 tal que
f(x) > (<)M si 0<|x—x0l <
e Eje x. Se dice que limy_,;o(—o0) F(x) = 1si Ve >0,
IM € R tal que
[fx) =1l <e si x> (<)M

Fig. 2: Limites infinitos en el eje x e y.

Expresiones con co.

a+ 00 =00 a—00=—00
400 + 00 = +00
(400) - (+00) = 00| § =00, a#0

(—00) - (—00) = 400 705 =0

—00 — 00 = —0O0

(—00) + (+00) = —c0

a® =00, a>1 |a®=0,0<a<]

Indeterminaciones. Son expresiones cuyo valor numérico
no se puede determinar a priori, pues este depende del
limite en particular®.

Las indeterminaciones mas importantes son:

f’ 00 — o0, 15, 9, 0% 000, °
00 0
Sugerencias:

e 2 + f cociente de polinomios o raices + x — Fco
= dividir numerador y denominador por la variable
elevada a la mayor potencia que aparecen en el
denominador (numerador).

® 00 — 00 = reducir a comiin denominador (f es una
diferencia de fracciones) o multiplicar y dividir por el
conjugado (f es una diferencia de raices cuadradas).

° % + f un cociente de polinomios + x — +o00 =
factorizar numerador y denominador y simplificar las

potencias de x — Xo.

= % y 0 - 0o = regla de Bernouilli-L'Hépital.

Si limy_yq f(x) = 1y limy_,4 g(x) = %00, entonces

lim, (£(x))90) = elimvalf)=Tlg(x)

_ +
i & = X0, Xy, 00

Continuidad de funciones

Definicién: Se dice que una funcién f es continua en un
punto Xg si

o 3f(xo)

@ 3 lim,_ - f(x) = lim,_, f(x) = limyx, f(x)

@ limy_y, f(x) = f(xo)
Gréaficamente, si f es continua en xo, la grafica de f no
tiene un “salto” en el punto xo.

flza) @ =,

Dado el punto o, se define un entorno reducido como el conjunto (xo — 81, % + 82) \ {xo}, para ciertos 81,8, > 0
2Una funcién f se dice que estd acotada en un conjunto A C codom(f) si 3IM € R tal que [f(x)] < M Vx € A.
*No existe un criterio general para resolver indeterminaciones. Cada indeterminacién requerira un abordaje particular.

Fig. 3: Grafica de una funcién continua.

f es continua en un abierto, (a,b), si es continua en
todos y cada uno de los puntos de dicho intervalo (sin

incluir los extremos).

Propiedades:
Sea f y g funciones continuas en X, se tiene que:
e Suma. f(x) + g(x) es continua en X
e Producto. f(x)- g(x) es continuaen xg
e Cociente. % es continua en X, si g(xo) # 0.
o Potencia. (f(x))9%) es continua en Xy, si
(f(x))9%) est4 definida en xo.
e Composicion. Silim,_,o f(x) =1y g(x) es
continua en 1, entonces limy_,o g(f(x)) = g(1), con
o = X, X3, £00.

Otros tipos de continuidad:
e Continuidad lateral:
e Por la izquierda. Se dice que f es continua por la

izquierda en xg si 3 lim,_,- f(x) = f(xo).

e Por la derecha. Se diZ:Zue f es continua por la derecha
en xo si 3 lim, . F(x) = f(xo).
La continuidad lateral permite definir la continuidad de
una funcién f en un cerrado.
o Se dice que f es continua en un cerrado, [a, b],
si:
® es continua en (a,b)
® es continua por la derecha en a y continua por la izquierda
enb.

Funciones continuas:
@ Los polinomios, las funciones a*, cos(x), sin(x),
arctan(x), |x| son continuas en R.
@ Las funciones x¢, log,(x), tan(x), cot(x), sec(x),
cosec(x), arccos(x) y arcsin(x) son continuas en su

dominio.

Discontinuidades: existen tres situaciones en las que una
funcién f no es continua en un punto Xo:

© discontinuidad evitable.
Ff(xo)
f(x), x#xo

limy_y, f(Xx), X =1%o
es continua en Xo.

= g(x) =

@ discontinuidad inevitable.
B Jing, £0x)
@ tipo salto finito.
lim f(x) # lim f(x) < oo
X% X
@ tipo salto infinito.

lim f(x) # lim f(x) = +o00
g Poarss:

Fig. 4: Gréfica de funciones discontinuas.

Apuntes de Calculo: Limites y continuidad de funciones de una variable real



