Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

Aplicaciones de la derivada

Introduccion

Este capitulo, dividido en tres apartados, es, en cierto modo, un compendio de la
mayoria de los capitulos anteriores.

En el primer apartado, analizaremos el crecimiento o decrecimiento de funciones en
intervalos, fundamentalmente a través de sus derivadas. Estudiaremos la existencia de
extremos de funciones que modelizan problemas de optimizacion en diversas situaciones
en el ambito econdmico, téenico, ...

En el segundo apartado, analizamos la convexidad y concavidad de una funcion, con-
ceptos muy ligados al estudio de la derivada segunda de la funcién.

Finalmente, analizamos la representacion grafica de una funcién y = f(z), recopilando
informacién sobre su dominio, asintotas, cortes con los ejes, maximos, minimos, puntos de
inflexion, ..., que corresponden a conceptos ya analizados.

Dejamos para el capitulo siguiente la representacion de curvas expresadas en coorde-
nadas paramétricas o polares.

1. Crecimiento. Extremos

Para presentar este capitulo de forma mds o menos autocontenida, empezaremos recor-
dando algunas definiciones que se vieron en capitulos anteriores.

1.1. Definiciéon. Crecimiento en un intervalo

Una funcion f es creciente en el intervalo I C Dom f si para todo par de puntos
z,y € I con z < y, se tiene f(z) < f(y).

La funcién f es estrictamente creciente en I si dados z,y € Iconz < y,es f(z) < f(y).

1.2. Definicién. Decrecimiento en un intervalo

La funcién f es decreciente en el intervalo I € Dom f si para todo par de puntos
z,y € I con z <y, es f(z) 2 fly).

La funeidn f ge denamine estrictamente desrecriente on [ sidadasr e Teonr < u
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| Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

1.4, Definicién. Extremos absolutos

a) La funcién f tiene un méximo absoluto en z si f(z) < f(zy) para todo x € Dom f.
b) La funcién f tiene un minimo absoluto en z; si f(z) > f(zo) para todo z € Dom f.
OBSERVACION: Los conceptos de crecimiento o decrecimiento y extremos se definen sin
atender a la derivabilidad de la funcion; pero si la funcién es derivable, las derivadas

suministran mucha informacion sobre los conceptos anteriores, como ponen de manifiesto
los resultados siguientes.

1.5. Teorema.

Sea f derivable en un intervalo I. Entonces

1) f es crecienteen I'siy sélosi f'(z) >0 Vzel.

ii) f es decreciente en I'si y solo si f'(z) <0 Vzel.

iii) Si f'(z) > 0 para todo z € I entonces f es estrictamente creciente en I.
iv) Si f'(z) < 0 para todo z € I entonces f es estrictamente decreciente en I.

NoOTA: Los reciprocos de las dos iltimas afirmaciones no son ciertos, En un entorno de
un punto de derivada nula, se puede producir cualquier situacién.

EJEMPLOS:

y = z° es estrictamente creciente en un entorno de 0.

y = —z° es estrictamente decreciente en un entorno de 0.
y = «* tiene un minimo en z = 0,
y = —z* tiene un maximo en z = ().

y todas las funciones tienen derivada nula en z = 0,

En lo que sigue se van a caracterizar los extremos haciendo uso de derivadas. Recorde-
mos que en el capitulo anterior (teorema 1.2) se daba la condicién necesaria de extremos

“Sea f una funcién derivable en zy € (a,b). Si zp es un extremo relativo
de f, entonces f'(zg) = 0."
1.7. Teorema. Condicién suficiente de extremos

Sea g € ] C Dom f. Supéngase que f tiene n derivadas continuas en o y ademas
que f'(z0) = ... = £ (z0) = 0, f"(20) £ 0.
Si n es par
f™(z) >0 = f tiene un minimo relativo en z,
f"(zg) <0 = f tiene un maximo relativo en zg
Si n es impar, f no tiene extremo en zp.

1.8. Técnica para el cdlculo de extremos en intervalos cerrados
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OBSERVACION: Todo maximo absoluto es relativo, pero el reciproco no es cierto, y ocurre
lo mismo con los minimos.

;

I~

g

1.9. Extremos de funciones relacionadas con una dada

i) Si f tiene un méximo (minimo) en 2, la funcién f_(:z—) tiene un minimo (méximo) en

2o (supuesto f(z) # 0 en un entorno de ).
ii) Si ¢ es una funcién creciente y f(z) tiene un méximo (minimo) en o entonces g o f
tiene un maximo (minimo) en .
iii) Si ¢ es decreciente y f(z) tiene un maximo (minimo) en zo, entonces g o f tiene un
minimo (maximo) en zp.
OBSERVACION: De lo anterior se deduce que conocidos los extremos de f(x) se pueden

conocer los de \/f(z) (si tiene sentido) 6 los de ef®) ya que 2'/? y * son funciones
crecientes en IR* y IR respectivamente.

Si f(z) € [0, %) y se conocen los extremos de f también se conocen los de tg f(z),

. v
va que la funcion tangente es creciente en [0, 5)

2. Convexidad y concavidad. Puntos de inflexién

2.1. Definicién intuitiva de funcién convexa y céncava

a) La funcién f es convexa en un intervalo I si para todo a,b € I, el segmento que une
(a, f(a)) y (b, f(b)) queda por encima de la gréfica de f correspondiente al intervalo
[a, B].

b) La funcién f es concava en un intervalo [ si para todo a, b € I, el segmento de extremos
(a, f(a)) y (b, f(b)) queda por debajo de la grafica de f en dicho intervalo (ver figura
9.7)
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2.2. Definicién. Funcién convexa y céncava
a) La funcién f es convexa en el intervalo I si para todo a,b,z € Icona<zr <bes

f(8) - f(a) o f(z) - fla)

b—-a = T—a

b) La funcién f es concava en el intervalo I si para todo a,b,2 € Icona <z < bes

f(b) — f(a) . f(z) - f{a)

b—a - T-a

NOTAS:
1) Si f es convexa, la funcion (—f) es concava, y viceversa.
2) Si f es derivable en I, f es convexa en I si y sdlo si para todo zg,z € I es

f(z) 2 f(zo) + f'(zo)(z = 2a),

es decir, la gréfica de f queda encima de la tangente a la curva de f en el punto z,.

3) A veces, se utiliza la nomenclatura de concava hacia arriba y concava hacia abajo; en
la literatura, pueden aparecer cambiados los conceptos de funcion convexa y concava
definidas aqui.

2.3. Teorema. Convexidad y derivabilidad

i) Sean f una funcién convexa (coéncava) en un intervalo I, y a,b € I cona < b. Si f es
derivable en I, se verifica f'(a) < f'(b) (f'(a) 2 f'(5)).

i) Si f tiene derivada segunda en I, se tiene que si f” > 0 en el intervalo I, f es convexa
(al ser f' estrictamente creciente). Si f" < 0 en el intervalo I, f es concava (al ser f'
estrictamente decreciente).
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2.5. Teorema. Condiciones suficientes de punto de inflexién

Sea la funcién f suficientemente derivable en el punto zo. Si la primera derivada que
no se anula, posterior a la primera, en el punto z; es de orden impar, f tiene un punto de
inflexion en zg.

NoTA: La concavidad, convexidad y puntos de inflexion se estudian, a la vista de los
teoremas anteriores, fundamentalmente a través de la segunda derivada.

3. Representacién grafica de funciones explicitas

Dada la funcién f: Dom f — IR su representacién gréfica es el compendio del estudio,
més o menos profundo, de los epigrafes siguientes, que ya han sido previamente analizados.

1. Determinacién del dominio o campo de existencia de f.

2. Corte con los ejes. Son los puntos (0, f(0)), si 0 € Dom f, y (20,0) para zq € Dom f
tal que f(xo) = 0.

3. Periodicidad. Si la funcién f es periédica, el periodo T es el minimo valor positivo
que cumple

f(z)=f(z+T) Vz€Dom f.

4. Simetrias. Si f(z) = f(—z) para todo z € Dom f (funcién par), la grifica de f es
simétrica respecto al eje OY.
Si f(~2) = —f(z) para todo z € Dom f (funcién impar), la gréafica de f es simétrica
respecto al origen.

NoTA: La periodicidad y simetria permiten obtener la gréfica de la funcion sin mas que
analizarla en un subconjunto de Dom f.

5. Asintotas horizontales, verticales y oblicuas.
6. Crecimiento y decrecimiento, Extremos.
7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

Dibujando la informacién recogida en estos epigrafes sobre el plano XY, es facil
obtener la grafica de la funcion.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Estudiar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento o decrecimiento de la funcin
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Si z < —1 se tiene que f'(z) < 0. Luego, f es decreciente en el intervalo (—o0, —1).
Si z > —1 entonces f'(z) > 0. En este caso, f es creciente en (-1, 00).

Si z = —1, al ser f continua y pasar de decreciente a creciente, habra un minimo
relativo.
También se podria haber visto que el punto z = —1 corresponde a un minimo de f
usando
f'(z) = ez +2)
fi(-1)=e1>0.
B
2. Demostrar _
a)senz <z siz20. b)log(l+z)<z siz2>0.
SOLUCION:

a) Basta demostrar que la funcién f(z) = z — senz verifica f(z) > 0 para z 2 0.
Como f'(z) = 1 — cosz, entonces f'(z) > 0 para todo z € RR.
Luego la funcién f(z) serd creciente en z > 0. En el punto z = 0, la funcién vale
£(0) = 0. Entonces, f(z) >0 si z > 0; en consecuencia, senz < 7.

b) Sea la funcién ¢(z) = log(1 4 z) - z. Su derivada es

A
g(x)_li-z'

Por tanto, ¢'(z) <0 si z > 0. Luego g es decreciente en (0,00). Dado que g(0) = 0 se
tiene g(z) < 0 para todo « > 0. Es decir, log(1+ z) < z.

P
3. Sea la funcién f tal que su derivada es

i 2z -1 (z -2 (z -3)"

’ ER.
' f (I) 1+ T4 »
Hallar los puntos donde f tiene extremos relativos y los intervalos en que es creciente o
decreciente.
SOLUCION:

- - - A5
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Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

Si z<0 f(z)>0,por tanto f es estrictamente creciente en (—o0,0)
Si 0<z<1 f(z)<0,por tanto f es estrictamente decreciente en (0,1)
Si 1<z<?2 f(z)<0,por tanto f es estrictamente decreciente en (1,2)
Si 2<z<3 f(z)>0,por tanto f es estrictamente creciente en (2,3)

Si 3<z f'(z)>0,por tanto f es estrictamente creciente en (3,00)

En z = 0 hay un maximo (al pasar la funcién de creciente a decreciente). En z =2
hay un minimo (la funcién pasa de decreciente a creciente). Enz =1y z =3 no hay
extremos.

4. Estudiar si el punto = = () es extremo relativo de las funciones

M siz#0
e b) g(z) = z°sen® z.
4 ftz) {0 siz=0. ) 9(z)
SOLUCION:
a) Segiin se vio en el problema 19 (resuelto) del Capitulo anterior,
f(0)=f"(0)=-+-=f™(0)=0 ¥YneN.

Luego, no sirve el criterio de si la primera derivada que se anula es par o impar,
Sin embargo, e~/ 5 0siz # 0. Como f(0) = 0 la funcién tiene un minimo en
$=1
b) La derivada de la funcién es ¢'(z) = 52* sen® z + 22° sen £ cos 7, cuyo valor en z =0

es ¢'(0) = 0 (luego z = 0 puede ser un extremo). El cdlculo de las siguientes derivadas
para encontrar la primera que no se anule se hace mas dificil. La funcién g(z) verifica
en un entorno de 0

Siz<0 esg(z)<0 (z°<0; sen’z>0)

Siz>0 esg(z)>0 (2°>0; sen’z>0)
Por tanto, en z = 0 no hay extremo.

B
9. Hallar el nimero de raices de la funcién f(z) = z* - 12z + 1.

SOLUCION:

La derivada de la funcién es f'(z) = 3z% — 12, que se anula en los puntos r = -2 y
z=2

La derivada segunda es f"(z) = 6z. Como f"(—2) = —12 < 0, f tiene un méximo en
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a) b) c)

Al ser f(-2) = 1T y f(2) = —15 estamos en la situacién b) y tenemos tres raices
reales para la funcién f(z).

6. Hallar los extremos relativos de las funciones

2) f(z) =log V3T F3  b)gle) = \,—_T——-g_m

SOLUCION:
a) El dominio de f serd {zéR/Zz’-i-Srg')O}={x€R/x>—g J:#O}.

Por ser las funciones logz y /Z crecientes en R*, el calculo de los extremos de la
funcién f es equivalente al céleulo de los extremos de 2z° + 32°.
Sea

h(z) =2z* + 32  h'(z) = 62 + 62.
La derivada primera vale 0 en los puntos r = 0 y £ = ~1. La derivada segunda es
h"(z) = 12z + 6, por tanto h"(—1) = —6 (z = 0 no pertenece a Dom f). Se concluye
que z = —1 es un médximo de h y en consecuencia de f.

b) Puesto que para todo z € IR es 2 — 8z + 17 > 0, el dominio de ¢ es IR.
El célculo de los extremos de ¢ es equivalente al calculo de los extremos de

j(z) = V/z? -8z + 17

1 .
(si g(z) tiene un minimo, j(z) tendrd un méximo y viceversa, ya que - decreciente).
Los extremos de j(z) son los mismos que los de k(z) = 2% — 8z + 17 puesto que ¥z
es una funcion creciente en z > 0.
Pero ya que K'(z) = 2z — 8, se tiene que si k'(z) = 0 es z = 4. La derivada segunda
de kesk'(z) =2 Yz € R.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Www.cartagenaggl}égﬁ‘?ﬂ@ggﬂﬁéeIR—:%%B@éﬁl@%ﬁéﬁﬁfﬁﬁﬁé&%%@ﬂ!ﬁﬁda en el presente documento en wadal

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



| Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

7. Calcular los mdximos y minimos absolutos en los intervalos que se indican de las funciones

siguientes
|z| si —2<2<1
a)f(:r)-{z+3 sil<e<?
b) g(x)=2* z€[-1,2]. c)h(z)=2* ze€[-1,1].

z € [-2,2).

SOLUCION:

a) Los candidatos a extremos son los puntos z = —2, r = 2 (extremos del intervalo),
z = () (donde la funcién no es derivable) y z = 1, donde la funcién no es continua.
Puesto que la derivada primera es

-1 si2<z<0
flz)=¢ 1 #0<a<l
1 sil<z<?2

no hay mas posibles extremos ya que' f'(z) # 0si z € (=2,2) (z # 0,1).
La evaluacion de la funcion f en los puntos anteriores resulta
f(-2)=2 f(0)=0 f1)=1 f(2) = 5.
Por tanto, el maximo absoluto de f es el valor 5 (alcanzado en z = 2) y el minimo es 0
(alcanzado en z = 0).
NOTA: En z = —2 hay mdximo relativo y en z = 1 no hay extremo.

b) Los candidatos a extremos son z = —1, z = 2 (por ser los extremos del intervalo) y
z = (), que es el inico punto del intervalo (—1,2) que cumple ¢'(z) = 0.
Por ser g(—1) = 1, ¢(0) = 0 y g(2) = 4 el minimo absoluto se alcanza en z = 0, siendo
g(0) = 0, y el maximo absoluto se alcanza en z = 2, siendo ¢(2) = 4.

¢) Dado que A'(z) = 3z?, que es mayor o igual que 0 para todo r € IR, la funcién h es
creciente en IR, y en particular en [-1,1].
Por lo tanto, el minimo se alcanza en z = —1 y el méximo en z = 1, siendo =1 y 1
los valores minimo y méximo respectivamente.

B
8. Con una cartulina de 8 x 5 metros se desea construir una caja sin tapa, de volumen
maximo. Hallar las dimensiones de dicha caja.

SOLUCION:
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X 8-2x X
X
5-2x
X
Fig. 9.9

Sea z el lado de los cuadrados pequefios, El volumen de la caja serd

v(z) = (8 — 22)(5 - 22)z = 42° — 262° + 40z
v'(z) = 122% — 52z + 40

conloquev'(z)“—‘OSiI:léI:1_'0~ (J;:%notienesentidoyaque5—2-1?:2 < 0,

dando lugar a dimensiones negativas de la caja.)

Al ser v"(z) = 24z — 52 se tiene v"'(1) = —28. Por tanto, z = 1 es maximo,
La caja tendra de dimensiones 6 x 3 x 1 y su volumen serd }8m®,

9. Hallar las dimensiones del rectingulo de drea maxima que tiene un lado sobre el eje X y
estd inscrito en el tridngulo determinado por las rectas y = 0, y = z, y = 4 — 2z (véase

figura 9.10).
=X
A B
y=4-2x
C D
Fig. 9.10
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4-3h\, 4h—3R?
ﬂm=(_3_)h= —

2 A
Por tanto, f'(h) = %(4 —6h) y f'(k) = 0 en el punto h = 3 la derivada segunda es

2 2 7
f"(h) = =3 <0, para todo h. Luego, en h = 3 hay un méximo.
4
2

2
Entonces, las dimensiones seran para la base = 1 y para la altura 3 el valor

2
del drea es —.

3

@
10. Los cauces de los rios Ry y R, tienen por ecuaciones y —z°> =0 yz—y=2=10
respectivamente (véase figura 9.11).

Hallar el coste minimo del canal rectilineo que une ambos rios, sabiendo que cada kilémetro
de canal cuesta 15 millones de pesetas y las coordenadas vienen expresadas en kilometros.

y=x?

X-y=

AN

Fig. 9.11

SOLUCION:

La distancia de un punto (z,y) arbitrario a la recta que determina el cauce de R, es

d=

z—y—2|

V2

Si el punto (z,y) es de la pardbola y = z? estard situado en el semiplano z —y—2 < 0
¥, por tanto, la distancia sera
z—-22-2

d(z) = - ;:
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Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

1 1
212 e
2 g

El coste en millones serd Z‘sié + 15, es decir de, aproximadamente, 18 561553 pesetas,

LJ
11. La velocidad de la luz en dos medios distintos es, respectivamente, vy y v,. Sabiendo
que la luz viaja desde un punto P a un punto () empleando el minimo tiempo posible,
demostrar la ley de refraccion, es decir,
seni v

senr vy

siendo i el dngulo de incidencia y r el dngulo de refraccién (véase figura 9.12).

P
]
al i
v
| x d-x !
0 | <
AL
|
el
Fig. 9.12

SOLUCION:

Definamos la funcién f en un intervalo [0,d] de la forma siguiente

5] v L] vz

Dicha funcién representa el tiempo que tarda en llegar la luz del punto P a Q cambiando
de medio en un punto cuya abscisa es z unidades mas que la abscisa de P. El punto O

deberia ser tal que minimice f(z)

T d—z
F() = g — —
nvel+al 12 4 (d-2)?

y teniendo en cuenta que
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| Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

Si f'(z) =0 debe ser

sent  senr

" vy
Obviamente, el valor de z para esta igualdad hace minimo f(z), dejando para el lector
los detalles del célculo de la derivada segunda.

12. Un circuito se compone de una pila de fuerza electromotriz E de resistencia interna r y una
resistencia variable R. Calcular la relacion entre R y r para que la potencia suministrada

sea maxima.
SOLUCION:
La intensidad del circuito es
P E
T R4r

La potencia viene dada por P = I* R, es decir, se debe optimizar la funcién

E*R
(R+r)’

P(R) =

para lo cual habré que encontrar los puntos en los que se anula la derivada:

(R+r)2-2(R+r)R_E,(R-H)—zn
(R+r)* (R4r)
P(R)=0 ¢+ R+4r-2R=0 < R=r.

P'(R) = E?

Dejamos al lector comprobar que P"(r) < 0, siendo, por tanto, la potencia maxima si

R=r.

13. Un campo de fiitbol tiene la forma y dimensiones de la figura 9.13.

b
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Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

;Desde qué punto de la banda AB serd mds facil meter un gol en la porteria p?

SOLUCION:

Serd tanto mas ficil meter gol cuanto mayor sea el dangulo con el que se ve la porteria
desde la banda. Debemos, pues, maximizar el dngulo ¢ = ¢, — 3, siendo dicho angulo el
de la figura 9.14.

Al ser la tangente una funcion creciente

T q joy
en |0, -—} , es equivalente calcular el maximo

de ¢ y el de tgy. Como

I tgp1 — g2
B = Trtgenteen ,
siendo
b+a b
Ml =u s
se tiene
b+a _fi
e _ ar _
= — N = Frarp
gl

Para calcular el méximo de f(z) evaluamos su derivada obteniendo
2 a[z? +(a+b)b] —2az®  (a+b)ba - az’
fle)= [ +(a+ b8  [¢2+(a+ b))
fiz)=0 <= z=x/{a+b)
Se descarta la solucién negativa porque dicho punto se sale del campo de fiitbol.
Se comprueba que f" (\/(a-i-__b)_b) < (), dejando los detalles al lector.
Por tanto, se deberfa de lanzar desde el punto para el cual z = \/@——WT).

NoTa: Si ¢ < y/(a+ b)b, lo que daria lugar a un campo de fiitbol no usual, el mejor .sitio
para marcar un gol seria el punto B, es decir, z = ¢, ya que Ja funcion f(z) es creciente

en el intervalo [0,¢.

.
2 r ars
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Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

f(a) = osz > f'(s) = ~senz

‘s ; T 2 :
Por tanto, la funcién es coéncava en (0, -) al ser la derivada segunda negativa en

2
dicho intervalo, -

Los valores de la funcién f(z) enlos puntos z =0y z = % son, f(0) = f (5) =0,

Puesto que la funcién es concava, la grifica esta por encima de la recta que une los puntos

(0, £(0)) ¥ (%J (%)), que es el eje X.

f)
Por tanto, f(z)>0siz € ((}, I), es decir, senz > —1.
2 T . _
Por tanto, como f(0) = f (%) = () se tiene que senz > ~Tparaz C [O, ;}
L]

18. Dada la funcién f(z) = {/z*(1 - z), se pide
a) Determinar sus asintotas.
b) Estudiar su derivabilidad.
¢) Determinar sus intervalos de crecimiento y concavidad.
d) Determinar sus maximos y minimos relativos.
e) Dibujar su grifica.
SOLUCION:

a) Obviamente, f no tiene asintotas verticales. Para el estudio de las horizontales y
oblicuas, se procederd en dos etapas: hacia la izquierda (—oc) y hacia la derecha (o).
i) Hacia la izquierda, la funcién no tiene asintotas horizontales ya que

lim ¢/r}(l1-z2)= lim V/-r*=o
E=+—00

z—=00

Veamos si las tiene oblicuas

1)y O3]

m= lim =]
r——00 I T=00 T
r
= h - = i | 21 =
n ‘Exfm[f(z) maz| z-li[Pool z3(1 z)+z]
2
= lim [\‘/t%l-}-t)-—t] = lim (’ : (l+t) —l)t.
1 #2771 4 3\ 4 32 , 48 \
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Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

ii) Se deja como ejercicio al lector la comprobacién de que la recta y = —z + 3

también es asintota de f cuando r — 400,
b) La derivada de la funcién es

’ 1,2 _s\-2p8 3 _ 1 2(2-32) 1_2-3%
r)= - - 2z -3 = —
f(z) 3 (=% =2%) " (22 - 3a%) 343 (1—2)"*  3p1/3(1 = )

que no es finita paraz =0y z = 1.
f es derivable si x # 0 y z # 1, siendo su derivada

oy 1 2-3z
f(x)_ 321/3 (1—3)2/3

c) Para establecer los intervalos de crecimiento y decrecimiento se consideran los puntos
de no derivabilidad y los que anulan f'. Los posibles cambios se pueden encontrar en

lospuntosm=0,1=§y::=1.

Para —00<z<0 es f'(zr) <0 = la funcién decrece en (—00,0)

Para0 <z <2/3 es f(2)>0 = la funcién crece en 0,5

Para2/3 <z <1 es f(x) <0 = la funcién decrece en (%,1)
—s

Paral <z <o es f'(z) <0 la funcién decrece en (1, +00)

Los intervalos de concavidad se obtienen a partir de la derivada segunda.

Puesto que f'(z) = 3 A90W sera f"(z) = 3 1
9 < 31;1/3(1_3)3/3' o 924/3(1 _x)5/3'

Entonces es
f"(z) >0 si-co<z<1 portanto f es convexa en (—oo,1)
f"(z) <0 si 1<z<oo portanto f es concava en (1,00)

d) A la vista de los cambios de crecimiento y de la continuidad de f, se concluye que

3
tiene un minimo en el punto (0,0) y un maximo en (g, l/ég)

e) Los cortes de la curva con la asintota se obtienen en los puntos cuya abscisa verifica

Vz?— 28 =—1:+l

3

; 1 y 5
lo que ocurre si = —, es decir tinicamente en un punto.
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| Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

19. Representar gréficamente la curva y = (2% ~ 4)*°.

SOLUCION:
1) Dom f = R.
2) Los puntos de corte con los ejes son (2,0), (~2,0), (0,29/2).
3) La curva es simétrica respecto al eje Y, ya que f(—z) = f(z).

4) La primera derivada de la funcién es y' = % (z? - 4)-1/3 2z, que se anula si y sélo si
=0,y quenoestadefinidaenz=2yz=-2,

Como para |z| < 2 es (2* - 4)'/3 <0y para |z| > 2 es (2% - 4)1/3 > () se tiene

Si —co<z<—2esy' <0 = lacurva decrece en (—00,—2)
Si -2<z<0 esy' >0 = lacurva creceen (-2,0)
Si 0<z<2 ey <0 = Ilacurva decreceen (0,2)
Si 2<z<oc esy' >0 = lacurva crece en (2,00)

como consecuencia, la curva tiene minimos en los puntos de no derivabilidad z =2 y
T = —2, y tiene un méaximo local en z = 0.

5) La derivada segunda es

y" = % [(z2 - 4)-1/3 +:1:‘—-3—1 (a:2 - 4) g = 23:]
4 o3 2,] 4 2?4
.o (5 T s8] 2
=39 @037 e
42’ -48
9 (22 —4)*/°

Entonces y" = 0 si y sélo si z = +/12

Si ~co<z<—12esy">0 => lacurvaes convexa
Si —v12<z<V12esy" <0 = la curva es concava
Si Vi2<z<oo esy'>0 = lacurvaes convexa

La curva tiene puntos de inflexién en (—/12,4) y (v12,4).

6) La curva no tiene asintotas oblicuas ni horizontales, ya que

lim f(z)=o00 lim -f—(x—)——-oo

T—stco z—%00 I

Su representacion grafica es
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| Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

20. Estudiar y representar graficamente la funcién f(z) = m
SOLUCION:
1) Dom f = R-{1,3}.
2) El tinico punto de corte con los ejes es (0,0).
3) Simetrias:
-2 -T

f(=z) = (—z-1)(-2-3) (z+1)z+9)

que es distinto de f(z) y también de —f(z). Luego no es simétrica respecto al eje OY
(no es funcién par), ni respecto del origen O (no es funcién impar).

4) Asintotas.
Verticales: 4
e
L
T N . P
B Sl e [P
lim ——— =00
st (z=1)z-3)
L z
im ————m =
e
Las rectas r = 1 y z = 3 son asintotas verticales.
Horizontales:
r z
im =0 lim ————a =0,
LN gy e R 8 Py
luego, y = 0 es una asintota horizontal si z — —o00 y z — 00.
No hay asintotas oblicuas.
5) Crecimiento y decrecimiento. Extremos.
" 22 — 4z + 3 - z(2z2 — 4) -2 43
I(I) -~ 2 2 g 2 2°
(22 =42 4+ 3) (2% -4z +3)
-z 43

Por lo tanto, f'(z) =0 si = 0 es decir para z = +v/3.

(22 - 4z + 3)°
En z = 4/3 puede existir un punto extremo (cumple la condicion necesaria).
La funcién f(z) es decreciente en (—oo, ~v/3) y creciente en (—/3,1). Luego, en
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| Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

6) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién.

228182+
(z-1)(z-3)°

f”(z)

entonces f"(z) =0siy sélosi 2* —9z+12=0.
Las raices de f"(z) nos dan los posibles puntos de inflexién. Sin embargo, z* - 9z +12
no tiene raices enteras.
Denotemos g(z) = z* — 92 + 12. Entonces ¢'(z) = 32% - 9.
Luego los posibles maximos y minimos relativos de g(z) son los puntos z tales que
3z% =9 =0, es decir z = +/3.

¢"(z) = 6z 9" (V38) >0  luego z = v/3 es minimo de g(z)

9" (-v3) <0 luego x = —/3 es méximo de g(z)

Como
gz) 4 -0 siz— -0
o(-v3)>0  ¢(v3)>0
gz) 200 siz—o00
la gréfica de g es del tipo .

Se comprueba fécilmente que g(~4) < 0y g(—3) > 0, luego la tinica raiz de g(z) es
I € (—4, —3)

Es decir, el tnico posible punto de inflexién de f(z) se encuentra en el intervalo
(—4,-3). Sea (29, f(2o)) dicho punto. Entonces

en z € (—00,29) es f'(z) <0 por tanto f(x) es céncava en (—oo0,zp).
en z € (z9,1) es f"(z) > 0 por tanto f(z) es convexa en (zp,1).

(Efectivamente, el punto (o, f(zo)) es un punto de inflexién). Po otra parte, en (1,3)
es f"(z) <0, por lo que f(z) es concava en dicho intervalo; y en el intervalo (3,00),
f"(z) > 0 y la funcién es convexa.
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Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones

14z 1+
3) f(z) = 1 b) o) = =
2. Demostrar que
2
a)r<tgz siz>0 b)cosz)l—% siz>0.

3. Estudiar si el punto = =1 es extremo relativo de las funciones siguientes:

a) fz)=|z-1|.
b) g(z) = (z - 1)° h(z), donde h(z) es una funcidn suficientemente derivable en r = 1
con h(1) = 13.

4. Hallar el nimero de raices de la funcién f(z) = z° — 16z + 9.

6. Hallar los extremos relativos de las funciones siguientes

) ey 1
a) f(z) = eVE oY b)g(x)=m-

7. Hallar los extremos absolutos de las funciones siguientes en los intervalos que se indican.
a) flz)=a*-32*4+7 siz€l0,5)

) g(z)={iz| siz <0

. 1 '-193]\
22 siz>0 z€| ;

8. La figura adjunta es la de la derivada de una funcidn. Estudiar el comportamiento de la
funcion (crecimiento, decrecimiento, extremos, concavidad y convexidad).

A/
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| Tema 6. Aplicaciones de las derivadas

10. Un espejo plano de dimensiones 80 x 90 c¢ms. se rompe por una esquina segun una recta.
De los trozos que quedan, el menor tiene forma de tridngulo rectingulo, de catetos 10 y
12 cms. (correspondiente a los lados de 80 y 90 cms. respectivamente).
Galcular las dimensiones maximas del espejo rectingular que se puede conseguir con el
mayor de los trozos.

11. Inscribir en una esfera de radio R un cilindro circular que tenga
a) volumen maximo b) drea lateral minima

12. Hallar el dngulo de tiro de un caiidn para que el alcance sea maximo y calcular dicho
alcance si la velocidad inicial es vy, sabiendo que sdlo estd sometido a la accién de la
gravedad.

INDICACION: Las ecuaciones paramétricas del movimiento son

r = vgtcosa y=—2—+votsena.

13. Una estatua de 3 metros de altura esti colocada sobre un pedestal de 1 metro de altura.
(A qué distancia hay que contemplar la estatua para tener mejor perspectiva?

15. Un almacenista compra una cierta clase de madera al precio de ¢ = 1200 pts/m*. Un
estudio del mercado, da como resultado que si vende la madera al precio de = pts/m’, el
volumen de madera en m* que vende es V = ae™**~%) con a = 50 y k = 0'0004. Se
pide hallar

a) El precio para el cual el beneficio obtenido por la venta es maximo.
b) El porcentaje del beneficio sobre el capital invertido.

16. Se quiere construir un recipiente de volumen constante, formado por un cilindro rematado
por una semiesfera. Hallar las dimensiones de dicho recipiente para que tenga la menor
superficie. Interpretar el valor obtenido.

17. Dos canales de navegacién se cortan perpendicularmente siendo su anchura 100 y 200

metros respectivamente. Hallar la dimensién maxima de los barcos que pueden transitar
por dichos canales simultineamente.

100
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20. Representar grificamente las siguientes curvas

]
) yas ) -
I
c) y=lg+1|+lz-1] d) i
z p 222 log|z| — 522 siz#0
e) y=arcsen e ) y= 0 &ow o
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