LIMITES Y CONTINUIDAD
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Una mirada previa al calculo:
¢Qué es el calculo?

El calculo es...
e La matematica de los cambios: velocidades y aceleraciones

e El desarrollo de modelos que permite entender situaciones de la vida real - conceptos:
rectas tangentes, pendientes, areas, volumenes, curvaturas...

Estrategia:

Pasar de las matematicas previas al calculo (estaticas) al cdlculo (dinamico) = reformulacion a
través de un proceso de limite

Matematicas Proceso
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Una mirada previa al calculo:
¢Queé es el calculo? Il

Ejemplo: ¢ qué podemos hacer con calculo diferencial?

Sin calculo Con calculo diferencial

Valor de fix) ! y=r Limite de f{x) cuando
cuando x = ¢ | xtiendeac
|
X

Pendiente de una recta Pendiente de una curva

Recta secante _ . Recta tangente ﬁ /
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Una mirada previa al calculo:
¢Queé es el calculo? Il

Ejemplo: équé podemos hacer con calculo integral?

Sin calculo Con calculo integral

y

Area de un Area bajo
rectangulo una curva
X

Trabajo realizado por / Y Trabajo realizado por / N e~
una fuerza constante una fuerza variable
Centro de un { uh“nu ﬂ,.--"" Centroide de una
rectanonlo -8 regiin
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Una mirada previa al calculo:
El problema de la recta tangente

A partir de una funcidn fy de un punto P de su grafica, encontrar la ecuacion de la
recta tangente a la grafica en el punto P
e Calcular la pendiente de una recta secante que pase por P y por otro punto Q de la curva

e SiQtiende a P, la pendiente de la recta secante de aproxima a la de la tangente = la
pendiente de la recta tangente es el limite de la pendiente de la recta secante

y y y

O(c+Ax, flc+Ax)

Rectas
secantes

y= f(}(}

P(e.f(e) flc+Ax) —f(c)

Recta tangente -

Wi

Recta tangente
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Una mirada previa al calculo:
El problema del area

Determinar el drea de una region plana delimitada por graficas de funciones
e  Estimar el drea bajo la curva utilizando varios rectangulos
e La aproximacion mejora al aumentar el numero de rectangulos

e Elareade laregion puede calcularse entonces como el limite de la suma de las areas de los
rectangulos cuando el numero de éstos crece sin fin

v y ¥y

¥y =fx) y=f(x)

/ |
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Introduccion a los limites

Descripcion “informal” de limite:

Si f(x) se acerca arbitrariamente a un nimero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los

dos lados, entonces:

Iim f(x) = L.
X—C ;
limfix)=3 "
x—l f (1,3)
Ejemplo: estimacion del limite de una funcidn de manera grafica
Yy numérica y \

3
x =1
f(x)= . x#]
x—1
x se aproxima a | por la izquierda. > < x se aproxima a | por la derecha.

x 0.75 0.9 099 | 0999 | 1 | 1.001 | 1.01 1.1 1.25

©-1
-1

Jix)=

flv) 12313 1271012970 12997 1 2 [ 3003 | 3030 | 3310
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Limites que no existen

éCuando decimos que un limite no existe?

COMPORTAMIENTOS ASOCIADOS A LA NO EXISTENCIA DE UN LIMITE

1. f(x) se aproxima a numeros diferentes por la derecha de ¢ que por la izquierda.
2. f(x) aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c.
3. f(x) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

I
Ejemplo: Analizar la existencia del limite limsen—

=0 X f) = sen%

X 2/7 | 2/37w | 2/57 | 2/77 | 2/97 | 2/11= x—0 ﬁ /\
| ! X

sen (1/x) —1 — 1 ] El limite no lec.’rle I l B
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Definicion formal de limite

DEFINICION DE LIMITE

Sea funa funcion definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posiblemente
en ¢) y L un numero real. La afirmacion

lim f(x) = L

X—C L+

significa que para todo £ > 0 existe un 6 > 0 tal que si . L) /

0 < |x—c| <é, entonces |fl(x)—L|<e. A

NOTA:

Algunas funciones carecen de limite cuando x > ¢, pero las

LC+3

gue lo poseen no pueden tener dos limites diferentes
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

Definicion informal de la continuidad de una funcion:

Decir que una funcion f es continua en x = ¢ significa que no hay interrupcion de la grafica de fen c >
la grafica no tiene saltos o huecos en ¢

CONDICIONES DE DISCONTINUIDAD DE FUNCIONES:
1. Lafuncidn no esta definidaenx=c
2. Noexisteel limitede f(x) enx=c

3. Ellimite de f(c) en x = c existe, pero no es igual a f(c)

¥ ¥ ¥y

estd definida no existe

lim f(x) # fic)
X—C

| | 1 1 1
| | 1 1 1
| | 1 1 1
| | 1 1 1
| | I-‘ 1 1 1
im f(x)

| ) no I | | |

fle) I A=l I I I
I I | | |
I I | | |
I I | | |
| 1 1 1
| 1 1

U

ﬂ .
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto Il

DEFINICION DE CONTINUIDAD

Continuidad en un punto: Una funcion f es continua en c si se satisfacen las tres
condiciones siguientes:

1. f(c) esta definida.
2. lim f(x) existe.

X—C

3. limf(x) = £(0).

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcion es continua en un intervalo

abierto (a, b) si es continua en cada punto del intervalo. Una funcién continua en la
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto IV

. : o ., 1

Ejemplo: Analizar la continuidad de la funcién f(x) = .

e El dominio de f lo constituyen todos los nimeros reales distintos de cero

e fcumple las tres condiciones de continuidad en todos sus puntos exceptoenx =0

e  Existe una discontinuidad inevitable en x = 0, ya que no hay modo de redefinir f(0) para
qgue la nueva funcién sea continuaen x=0

Discontinuidad

inevitable o no ‘

removibleenx=0
CLASES PARTICUL
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Limites laterales:

1. Limite por la derecha > x se aproxima a c por valores superiores a ¢ ==) lim f(x) =

x—ch

2. Limite por la izquierda > x se aproxima a c por valores inferiores a ¢ == lim f(x)

x—c~

¥ ¥

f A
. X se aproxima
X S€ aproxima a a c por la
¢ por la derecha izquierda
- X -
c<x c=x
y
a) Limite por la derecha b) Limite por la izquierda
3__
L ) 4 h 2
Ejemplo: ~au

Encontrar el limite de f(x) cuando x se aproxima a -2 por la derecha /\
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Continuidad en intervalos
Teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano

Si[a,b) C R, f : [a,b] — IR es continua, y en los extremos del intervalo f toma
valores de signo contrario (sig f(a) # sig f(b)), entonces existe algin punto zp € (a,b) tal
que f(zq) = 0.

o
i B - _

a
g
I
I
I

fla) y .

B
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Continuidad en intervalos
Teorema de Darboux

Teorema de Darboux de los valores intermedios

Si f: [a,b] — IR es continua, entonces f toma todos los valores comprendidos entre

f(a) y £(B).
O = = = = = = ~
l
W~ = |
Y N B
fla)| —

e
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Continuidad en intervalos
Teorema de Weierstrass

Teorema de Weierstrass

Sif: [a,b] — IR es continua, entonces f alcanza el maximo y el minimo en el
intervalo [a, b, es decir, existen zy,z; € [a, b] tales que

flz1) < f(z) < f(z2) Yz €la,b

OBSERVACION: Este resultado es cierto en cualquier subconjunto compacto (cerrado y
acotado) de IR.

Cartagcna99




Limites infinitos:
in

Asintotas verticales

DEFINICION DE ASINTOTA VERTICAL

Si fix) tiende a infinito (0o menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
izquierda, se dice que la recta x = ¢ es una asintota vertical de la grafica de f.

NOTA:

Si la grafica de una funcidn f tiene una asintota vertical en x = ¢, entonces f no es continua en ¢

ASINTOTAS VERTICALES

Sean [y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a c. Si fic) # 0,
g(c) = 0, y existe un intervalo abierto que contiene a ¢ tal que g(x) # 0 para todo
x # ¢ en el intervalo, entonces la grifica de la funcion esta dada por

iy = 1%

c artagenag 9 ONLINE PRIVATE LE-S-_S-ONS IZOF\;OSCIENCE STUDENTS




Limite

s infinitos:

Asintotas verticales Il

Ejemplo:
2
: , . g x<+ 2x — 8
Determinar todas las asintotas verticales de la grafica de f(x) = S
e  En primer lugar es necesario simplificar la expresion:
x2+2x—8
fo) =
2+ 2x — 8 - x -4
B8 A= _xtd .
x2—4 x+2)x—2) x+2 B N
|
i 4 No definido
e Aplicando el teorema de las asintotas verticales se puede | enx=2
. ] v . 2
concluir que existe una asintota vertical en x = -2 i T——
B i | =X
" _ | 2
x2+2x—8 x2 4+ 2x — 8 + |
s - _ - — | Asintota
.IET'!‘ x2—4 - y .r—l}lE}l* x2—4 - i —2  vertical
| ny=_-72
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Limites infinitos:
Asintotas verticales Il

PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS

Sean ¢ y L numeros reales, y /'y ¢ funciones tales que

lim f(x) = oc y Iim g(x) =

1. Suma o diferencia: Iim [ f(x) = g(x)] =
2. Producto: lim [ f(x)g(x)] = o0, L > 0
Ilim [ f(x)g(x)] = —o0., L < 0

X—C

3. Cociente: lim

Cartagcna99




Limites infinitos:
Asintotas verticales IV

Ejemplo: Calculo de limites utilizando las propiedades de los limites infinitos

1

a) Puesto que lim 1 = 1y lim — = oo, se puede escribir

x—0 x—0 X

) 1

lim|1 + 5| = o0. Propiedad |

x—0 X

b) Puesto que lim (x> + 1) = 2y lim (cot 7x) = — oo, se deduce que
x—1- x—1"
Y
x=+ 1
lim — = 0. Propiedad 3
x—17 cOol 7mX

c) Alser lim 3 =3y lim cotx = oo, se tiene

x—07" x—07
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Infinitésimos

Definicién. Infinitésimo
La funcién f : A — IR es un infinitésimo en el punto a € IR si lim f(z) = 0.

I—a

Definicién. Infinitésimos comparables

f(z)

Dos infinitésimos f y ¢ en a son comparables si existe lim 9(z)

Definicién. Orden de infinitésimos

Si f,g: A — IR son infinitésimos comparables en el punto a, diremos que:

a) fygsondelmismoordensi:li_xgi(%=l€R—{0}

Cartaééﬁa”




Infinitésimos

Definicién. Infinitésimos equivalentes

Dadas dos funciones f y ¢ que sean infinitésimos en el punto a, si ,h_'ﬂ ﬁ—g =1 las

funciones f y ¢ se llaman infinitésimos equivalentes, cuando z — a, y se escribe f ~ g.

Tabla de infinitésimos equivalentes

Las siguientes funciones son infinitésimos equivalentes cuando = — 0

senr ~ I ~ arcsenr

tgr ~z ~arctgz

Cartagcna99 -:




Limites al infinito:
Limites en el infinito

DEFINICION DE LIMITES AL INFINITO

Sea L un nimero real.

1. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > 0 existe un M > 0 tal que

X—roo

f(x) — L| < £ siempre que x > M.

2.  Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > () existe un N < 0 tal que

N ——ie2

f(x) — L| < £ siempre que x < N.

- "t

j . lim fix) =L
Para un numero positivo dado € \H"’

existe un numero positivo M tal
que, para x > M, la grafica de f ==
estara entre las rectas horizontales

L
CLASES PARTICULARES, UTO RIAS TECNICAS ONLINE
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Limites al infinito:
Limites en el infinito Il

Ejemplo: Limites en el infinito de f(x)

2
‘ 3x
f( -}") -2
x +1 v
b )= 3x2
< > 4+ 24+
x decrece sin limite. X crece sin [imite.
X —ooé— | —100 —-10| —1 0 | 10 100 — oo 2
: : : flx) =3 flx)y — 3

f(x) 3¢ 29997 | 297 | 1.5 0 1.5 | 2.97 2.9997 -3 cuando x — —ee\ cuando 1 —s oo

| | | | | | | [
| | | | | | | |
- - 4 3 2 -1 1 2 3 4
Jlx) se aproxima a 3. Jlx) se aproxima a 3.

El limite de f(x) cuando x tiende a —c0 o
00 es 3

lim f ) = 3 Limite en infinito negativo.
CLASES PARTICULARES, U'I('SOQRI STE%NICAS ONLINE
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales

DEFINICION DE UNA ASINTOTA HORIZONTAL

La recta y = L es una asintota horizontal de la grafica de f si

lim f(x) =L o lim f(x) =L.

X— —00 X—co

NOTA: a partir de esta definicion se concluye que la grafica de una funciéon de x puede tener como
mucho dos asintotas horizontales (una hacia la derecha y otra hacia la izquierda)

LIMITES AL INFINITO

Si r es un namero racional positivo y ¢ es cualquier nimero real, entonces

Para evaluar limites en . c
el infinito, resulta util r—oo x7
el siguiente teorema:

Cartagcna99 -:




Limites al infinito:
Asintotas horizontales Il

Ejemplo: Determinacién de un limite al infinito

X—oo

J— (]
[fm lr+ ll mmmmmw) |forma indeterminada —
x—oo X o0
\lfm(x+l)—>oo .
X—C0o .
of
|5
2x — 1 1 AT s
i 2x — 1 = I X — 2= ; i 34 fix) = x+1
M S i S = T R —

- L+ .
x: ' ——) | /x

lim 2 — lim

Cartagcna99 -:




Limites al infinito:
Asintotas horizontales lll

Estrategia para determinar limites en =< de funciones racionales

1. Si el grado del numerador es menor que el grado de denominador, entonces el
limite de la funcién racional es 0.

2.  Siel grado del numerador es igual al grado de denominador, entonces el limite
de la funcién racional es el cociente de los coeficientes dominantes.

3. Siel grado del numerador es mayor gque el grado del denominador, entonces el
limite de la funcién racional no existe.

Ejemplo:

F) = — |

x2+ 1 T =

El limite de f(x) cuando x tiende a infinito es 0 porque el

grado del denominador supera al del numerador

CLASES PARTICULARE S, UTORI S TECNICAS ONLINE
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales IV

Si en vez de funciones racionales tenemos funciones algebraicas y trascendentes mezcladas es
posible que sea necesario utilizar la regla de L’'Hopital para evaluar los limites al infinito

En este caso, la regla de L’Hopital se establece de la siguiente manera:

Si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a oo (0 —00)
produce la forma indeterminada 0/0 si 0 /00, entonces

LW FW)
o g e g0

suponiendo que el limite de la derecha existe.

EjempIO'

—flnx]

Cartagena99




Limites al infinito:
Limites infinitos al infinito

Muchas funciones no tienden a un limite finito cuando x crece (o decrece) sin limite:

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS AL INFINITO

Sea f una funcion definida en el intervalo (a, ©0).

1. El enunciado lim f(x)=° significa que para cada numero positivo M, existe

T——o

un numero correspondiente N > 0 tal que f(x) > M siempre que x > N.

2. Elenunciado lim f(x)=—00 significa que para cada nimero negativo M, existe

X——

un numero correspondiente N > 0 tal que f(x) < M siempre que x > N.

Pueden darse definiciones similares para los enunciados:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Limites al infinito:
Limites infinitos al infinito Il

Ejemplo: Determinacién de limites infinitos al infinito

a) lim x° b) Iim x° y
X—0C0O X— — OO0 1

a) Cuando x crece sin limite, x3 también crece sin limite,

por tanto: flo) =27
’ 3 ]——
lim x” =00
X—0
e y : I I I I =X
b) Cuando x decrece sin limite, x> también decrece sin -3 -2 12 3

limite, por tanto:

s 3
lim x° =—-00

X——0©

NOTA: los resultados deben concordar con los que se

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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