5. TEORIA CUALITATIVA

Estabilidad

38.— Analizar la estabilidad del sistema X = AX para cada una de las
siguientes matrices A.

-1 1 -1 -2 -1 1
(1| o o0 -1 2 0 -3 1
I -1 0 0 1 -3
[0 —1 1 [ -1 0 1
3)]0 -1 1 ol 1 -2 1
0 1 -1 1 -2 1
[ -3 —2 —2 —1] [0 -1 -2 0
5 2 2 1 0 2 0 4
(5) -4 -2 =2 0 (6) 0 -1 -2 0
1 0 0 -1 0 -3 —2 —4
1 2 2 —1] [0 -1 2 1
-3 -6 —6 1 1 1
(7) 4 6 6 0 (8) 0 0 1
| -3 —4 -4 -1 |0 -1 0

39.— Determinar la estabilidad de las siguientes ecuaciones diferenciales
LU+ 7Y + 17§ + 17y + 6y = 0.
2.y =Y -Ty+y+6y=0.
3. Yy =Yy —-Ty=0.

40.— Probar que si X = AX es asintéticamente estable, entonces toda solu-
cién tiende a cero exponencialmente. Mds concretamente, probar que
existen a > 0, C' > 0 y t; > 0 tales que

[le"! Xol] < Ce™||Xoll,
para todo Xy € R™ y todo t > ;.
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2.+ vy + (W — )y =0.

42.— Analizar la estabilidad de las siguientes ecuaciones diferenciales
LY +j§—2)+y=0
2. yW 42U + 3jj+4y+y=0
3. y© — 590 4 2y® — i+ 5 +3y=0

Diagrama de fases

43.— Supongamos que A es una matriz real 2 x 2 con valores propios ima-
ginarios, por lo que las drbitas son elipses. ; Co6mo podemos encontrar
los ejes de dichas elipses?

44.— Dibuja con precisién el diagrama de fases de cada uno de los sistemas
diferenciales lineales siguientes, calculando los elementos geométricos
que lo determinan (ejes, semiejes, etc.).

of]-Af) @)=k AL
o[- 3] [ b=l
o3 =12 3] o) =175 ][]
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15. PROPIEDADES CUALITATIVAS

Estabilidad

149.— Sea p un punto de equilibrio de un sistema unidimensional auténomo
& = f(z), con f continua en R y derivable en p. Demostrar que si
existe 7 > 0 tal que f(z) < 0 para = € (p,p+ 1)y f(x) > 0 para
x € (p — r,p) entonces p es asintéticamente estable. Demostrar que
si existe un entorno reducido de p en el que f tiene signo definido,
entonces p es inestable. Probar que si (x —p) f(x) > 0 en algin entorno
reducido de p entonces p es inestable. Dibujar las distintas situaciones
anteriores en el diagrama de fases.

150.— Para las siguientes ecuaciones diferenciales, el punto x = 0 es un punto

de equilibrio. Analiza su estabilidad.
3

2

1. & = 2®sen(x?),
2. & = z?sen(z?),
3. = z*(sen(z) — tan(z)).

151.— Proporcionar ejemplos explicitos de ecuaciones diferenciales & = f(x)
que satisfagan las siguientes propiedades:

1. Tiene exactamente dos puntos de equilibrio ambos inestables.
2. Tiene exactamente un punto de equilibrio estable, pero no asintoti-
camente estable.
. Tiene infinitos puntos de equilibrio, todos ellos inestables.
4. Tiene exactamente dos puntos de equilibrio, uno estable y otro
inestable.

w

152.— Encontrar los puntos de equilibrio de los siguientes sistemas de ecua-
ciones diferenciales y estudiar su estabilidad

{:’c:yz—Sx—l—Q {:'c:y

y = 2% —g? Y =—x+ 23
{ T = sen(x + y) { & = —xcos(y)
i=y y = —ycos(z).

153.— Analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio de las siguientes ecua-
ciones diferenciales

1. §j=ye ¥
2.4+ 2y+5y+ 9> =0.
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4. 4§ —yly| = 0.

154.— Consideremos la ecuacién diferencial Z + g(z) = 0, donde g es de clase
C' en R. Sea p un cero de g tal que ¢'(p) < 0. Prueba que p es un
punto de equilibrio inestable. Interpretar las condiciones anteriores en
términos de la funcién (energia potencial) V(z) = fpx g(s)ds.

Orbitas de sistemas auténomos en el plano
155.— Hallar las érbitas de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

T =2
1. )

Yy=-y

r=x—2
2.{. !

Yy=y.

156.— Un sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes es un centro si
y sélo si la matriz del sistema tiene traza nula y determinante positivo,
es decir, es de la forma

—C —aQ

A:{ @ b] con be > a’.

Como sabemos, las trayectorias son elipses centradas en el origen. Ha-
llar la ecuacién implicita de las trayectorias. A partir de ésta, indica
cémo se pueden calcular sus ejes y su excentricidad. Relacionar con los
resultados obtenidos anteriormente para sistemas lineales.

157.— Consideremos un péndulo, cuya evolucion temporal viene descrita por
la ecuacién diferencial & + w? sen(x) = 0. Plantear el sistema de primer
orden equivalente y hallar las dérbitas. ;jCudl es el significado de la
solucién F(z,t) = c?

Diagramas de fases
158.— Dibujar los diagramas de fases de los siguientes sistemas planos.

L2 .2
L{x—x Y 1

Y= 2xy.

9. J =Y
" | ¥ =sen(x).
3 !:tzl—xQ—yz
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159.— Un modelo para la evolucién de un sistema predador-presa viene dado
por el sistema de ecuaciones diferenciales de Lotka-Volterra,

{ T =ar— Bry

Yy = oxy —y,

donde «, 3,7,d son constantes positivas. En estas ecuaciones, la va-
riable x representa el nimero de presas, mientras que la variable y
representa el nimero de predadores, siendo ambas no negativas. Hallar
la ecuacién de las érbitas y resolverla. Representa el diagrama de fases
y explica el comportamiento cualitativo de las soluciones en términos
de las poblaciones citadas.

Trayectorias ortogonales

160.— Halla la familia de curvas ortogonal a la familia de circunferencias de
centro en el eje X y que pasan por el origen.

161.— Halla las trayectorias ortogonales a las siguientes familias de curvas
l.xy=c
2.y = cx?

162.— Calcula la familia de curvas que forma un angulo de 45 grados con la
familia de circunferencias cuyo centro esta en la bisectriz del primer
cuadrante y pasan por el origen.

163.— Prueba que las trayectorias ortogonales a una familia de curvas dada
en coordenadas polares (r, ) por la ecuacién diferencial

dr
@ = f(ra 9)
verifica la ecuacién
dr_ 1
o f(r, 9)'

Calcula las trayectorias ortogonales a las siguientes familias de curvas

1. r =2csenf
2. r=c/(1—cosb)
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