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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La integral hasta 1900 - la integral de Riemann

DEFINICION 1.1 Sea f : [a,b] — R acotada y sea P = {a =9 < x1... < x, = b}
una particion del intervalo [a,b]. Sea I; = [xj—1,24], j = 1,2,... y sean tambien s; =
supy, f(x) y i; = Infy, f(z).

Definimos las sumas superior e inferior como

Ly(P)=> ij(xj—zj)

Jj=1

Decimos entonces que f es integrable en el sentido de Riemann s:i existen particio-
nes que permitan aproximar las sumas anteriores de forma arbitraria.

TEOREMA 1.1 Toda funcion f continua definida en un intervalo cerrado es integrable
en el sentido de Riemann. Lo mismo es cierto si f es acotada y tiene solo un numero
finito de discontinuidades.

Sea f : [0,1] — R definida por f(z) = 2. Consideramos la particién P = {z; = %,
con j =0,1,...n}. Entonces

n N2 PR 2
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n—oo

De esta forma se tiene que Us(P) — L;(P) = % — 0, lo que implica que

1
1
/ 22dr = =.
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Figura 1.1: Suma inferior para la funcién x2. En este caso n = 10
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Figura 1.2: Suma superior para la funcién z2. En este caso n = 10

Damos a continuaciéon un ejemplo de funcién no integrable Riemann (la funcién de
Dirichlet):

1, »eQnlo,1];
0, x¢QnJo,1].

m—0o0 N—oo

f(z) = lim lim (cos(mm!x))*" = {

Esto es debido a que VP particion se tiene que Us(P) = 1y que L¢(P) = 0. Con lo

n—oo

que no es cierto que Ug(P) — L#(P) — 0.
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Fernando Soria 3

de Riemann y se tiene / fm(x)dz =0, VYm. En particular

lim [ fm(z)dz =0.

m— 00

Antes de desarrollar su teoria, Lebesgue demostré el siguiente resultado de caracteri-
zacién de funciones que son integrables en el sentido de Riemann:

TEOREMA 1.2 (de Lebesgue) Sea f : [a,b] — R acotada. Las dos afirmaciones
siguientes son equivalentes:

s [ es integrable en el sentido de Riemann

» Bl conjunto de discontinuidades de f, es decir, Dy = {x € [a,b] : fnoescontinuaenx}
verifica la propiedad de que Ve > 0 podemos encontrar un cubrimiento numerable de
Dy por intervalos abiertos {(a;j,b;j}j>1 que cumple

i(bj —aj) <e. (1.1)

Jj=1

(Los conjuntos con esta propiedad se denominan de medida cero).

1.2. La cuerda vibrante (método de Fourier))

Queremos encontrar u(z,t) que verifique

O _ a0

"o T Y 9
» u(0,t) = u(m,t) =0, Vt;

(Ecuacién de Ondas)

v u(x,0) = f(z), Vr; (dato inicial).

Observamos que uy,(z,t) = cos (wnt) sen (nx), n € N, son soluciones simples de la EDP
y, por ser la EDP lineal, cualquier combinacién lineal de éstas,

N
un(x,t) = Zan cos (wnt) sen (nz), con a, € R,C,

n=1

también es solucién. Para que uy(z,t) verificase las condiciones iniciales y de contorno,

se deheria tener
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4 Teoria de la integral y de la medida

La idea de Fourier es la siguiente: como “toda”funcion w-perddica f se puede escribir
en la forma
oo
= Z ap sen (nx),
n=1

para ciertos “ntmeros”{ay},, entonces

o0
Z an cos (wnt) sen (nx),

n=1

es la solucién a la ecuacién de ondas dada.

Nos preguntamos como serian los a, para que esto fuera posible. Para ello debemos
fijarnos en que

s
/ sen(nz) sen(mzx) de = { (,)r’ n7m
0 bR n=m.
o
Entonces, si f(z) = Z an sen (nx), se tiene formalmente que
n=1

/wa(x) sen(mz)dr = /7r <§: an sen(ng:)> sen(mz) dz

= Z / sen(nz) sen(mz) dr = ap, 5

con lo que obtenemos una férmula para los a,, (1):

_ % /0 " (2) sen(nz) da

El problema es que para llegar a este resultado, hemos integrado término a término
una serie infinita, y eso hay que justificarlo. Si la suma fuera finita, no habria problema.
Luego se trata de determinar cuando es cierto que

i @y = i [ fte)dr
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Fernando Soria 5

1.3. Diferenciacion y la integral de Lebesgue

Uno de los logros del Célculo diferencial e integral es el denominado T.F.C. (Teorema
Fundamental del Calculo):

TEOREMA 1.3 (T. FUNDAMENTAL DEL CALCULO) Sea f continua y defi-
namos F(x) = / f(y)dy. Entonces F es derivable y ademds F'(x) = f(x), V.
0

Esto nos permite calcular primitivas para la funcién f. En general, si sabemos que G
es una primitiva de f (i.e. G’ = f), entonces

b
| =6 -6

Por definicion de limite, lo que el T.F.C. dice es que

Flo) = lim LEENZF@) o 1 / " ) a,

Pero, jpodemos esperar que el limite de la derecha exista, incluso si f no es continua,
y coincida ademads con el valor de f en x?7 La respuesta viene dada por el hecho de que
el limite si coincide con f(x) en casi todo punto, en un sentido que precisaremos mas
adelante.

A las preguntas planteadas en esta introduccion daremos respuesta con teoremas im-
portantes que permiten obtener resultados de gran utilidad en otras areas de las matemati-
cas como la Probabilidad, la resolucién de EDPs o el Anélisis Funcional.

Ademads veremos que cualquier teoria de la medida da lugar de forma natural a una
teoria de la integral. Y es que INTEGRAR es MEDIR ... y RECIPROCAMENTE !!

1.4. La integral segin Lebesgue

“Hay dos formas de contar el dinero en billetes:

1. sumando su valor directamente segin van apareciendo

| 1 G 1 | | 4+ bl

amcriindndalac A
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6 Teoria de la integral y de la medida

Dos formas de contar billetes, segun Lebesgue

100
20
80 -
70 -
60
50 Obillete

304 HHHH H

20 1HHHA il
10--—ﬂ————— AHHET THHEHE
0

| 12 forma: 50+50+20+100+50+50+50+20+20+10+10+10+20+20+20+100+50+50+5+5+5+5+5+5+10+10+ .... = 1000€ |

| 2? forma (agrupando los conjuntos de nivel): 100x2 + 50x11 + 20x8 + 10x6 + 5x6 = 1000 € |

dado € > 0 y k € N, definimos los conjuntos de nivel
Epr.={zx€D:ke< f(z) < (k+1)e}.

Supongamos que conocemos la “longitud”de cada FEj .. Entonces una aproximacién por
exceso del drea encerrada por f viene dada por

oo

As = 3" (k + Ve long(Ey.),
k=1

mientras que por defecto viene dada por

o
B. = Z kelong(Ey ).
k=1
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Figura 1.3: Esquema de las aproximaciones a la integral de Lebesgue

si al menos uno de los conjuntos es finito. La funcién podria no ser acotada.
Ejemplo: | f : (0,1) — [0, 00), f(z) = ﬁ

= El método descrito reduce la cuestién a determinar apropiadamente qué se entiende
por longitud de un conjunto arbitrario.

= Este es el primer gran concepto de la integral de Lebesgue:
Para integrar funciones es necesario “medir” primero conjuntos.

Ejemplo: | El conjunto (ternario) de Cantor (ver figura).

1.5. El conjunto (ternario) de Cantor
= Los intervalos {I, 1}, conn=1,...,00 y k=1,...,2""! son abiertos y disjuntos
» Los intervalos {J,, ;}, conn=1,...,00y k=1,...,2", son cerrados
» En cada paso retiramos 1/3 (el tercio central) de cada intervalo J, j ya construido

» Cada Intervalo .J. . es “nadre”de dos intervalos de 1a clase .J del naso n + 1
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8 Teoria de la integral y de la medida

PRIMEROS PASOS EN LA CONSTRUCCION DEL CONJUNTO DE CANTOR

0 1
. _________________________________________________________________________________________________________________________|
h
0 1 0 1
] ]
by lyy b
0 19 209 13 13 119 8/9 1
| | | |
hy s h hs 9 by
0
| | | | | | | |
j3,1 |3,l J3,l J!,! |3,2 13,4 J3,5 IS,S ]3,6 J3,7 |3,4 13,8
0
I | [ ] I | [ ] [ ] o E [ ] I |
JM Jn,Z"n
oo 271 oo 2"
Figura 1.4: [0,1] = OUC, donde O = U U Ink, v C= ﬂ U I ke
n=1 k=1 n=1k=1

= Por un lado podemos calcular la medida del abierto O que es la unién disjunta de
todos los intervalos abiertos {I,, 1. }:

oo 271 00 2n—1 3
med(O ZZ long (1, k) :Z an 1_2/3 =1.
n=1 k=1 n=1

Como O y C son disjuntos, se debe tener

med(O) + med(C) = med([0,1]) =1, luego med(C) = 0.

s Por otro, si llamamos C,, = Uzll JIn i, se tiene C C Cp, Vn, y por tanto

med (C) < med (C Zmed k) 37—>0 si n — oo.
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Fernando Soria 9

Algunas propiedades del conjunto ternario de Cantor:

= C es un conjunto perfecto, es decir

e es cerrado

e coincide con todos sus puntos de acumulacion (i.e., no tiene puntos aislados)

» C es compacto (cerrado y acotado)

C es totalmente desconexo (i.e., dados dos puntos cualesquiera de C el segmento
que los une no estéd en C)

= Kl conjunto de Cantor se puede caracterizar a partir de la descomposicién en base 3
de todo ndmero de [0, 1] como

C:{xG[O,l]:xzzg—Z, con ap = 0,2}.
k>1

» C tiene el cardinal del continuo (en realidad todo conjunto perfecto de la recta
real es no numerable). La siguiente aplicacién es biyectiva (!):

b 2b
0:[0,1] = C; siz= Z Q—Z,bk = 0,1, entonces p(x) = Z 3—:
E>1 E>1
(Paso de base 2 a base 3).
= ... ademas, como hemos visto, el conjunto ternario de Cantor

tiene medida O.

= Dirichlet conjeturé que todo conjunto cerrado totalmente desconexo deberia tener
medida cero.

Sin embargo, se pueden construir conjuntos de Cantor similares al ternario pero que
NO tengan medida cero:
Conjuntos de Cantor generalizados

El proceso es similar:
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10 Teoria de la integral y de la medida

= El conjunto de Cantor de orden « viene definido por la expresiéon

oo 271 oo 2"
C*=[0,1]\ 0% donde O%= (] |J I3 (ca =NU Jg,g) :

n=1 k=1 n=1k=1

= Como
oo 271 00 a
_ _ -1 _
med(O%) = Z Z long (I} ;) = ZQ” a = T oa
n=1 k=1 n=1
obtenemos L3
med(C*) =1 @ _-T

1-2a 1-2a
Este valor es estrictamente positivo si a < 1/3, lo cual coincide con la condicién
impuesta.

s Es facil ver también que

n—o0

2’!’L
med(C*) = lim med(Cy), donde Cg = (] J3.
k=1

1.6. Una primera definicién de medida de Lebesgue en R
A la vista de lo anterior, nos aventuramos a hacer la siguiente
DEFINICION 1.2 Dado un conjunto A C R, se define su “medida”de Lebesgue como
med(A) = inf Z long (It), con {I} intervalos, y U Iy DA
E>1 E>1
En particular se tiene

LEMA 1.4 Un conjunto A C R tiene “medida”de Lebesgue cero si y solo si

Ve >0, F{Iy} sucesion de intervalos, con U Iy O A, tal que Z long (I) < e.
E>1 E>1

DEFINICION 1.3 Una determinada propiedad P se dice que se cumple en cast todo
punto (c.t.p.) si el conjunto de puntos donde NO se cumple P tiene medida cero.
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3. Dada una familia numerable de subconconjuntos, { Ay}, entonces

med [ | Ap | £ med(4p).

k>1 k>1

Ademas,
= La unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero.

LEMA 1.5 Si I CR es un intervalo, entonces med(I) = long(I).
(La demostracion utiliza propiedades topoldgicas muy finas ... )

Conjuntos no medibles para la “medida”de Lebesgue
La propiedad 3 anterior no es totalmente satisfactoria. Nos gustaria que si la familia
de conjuntos {Ag}x fuera disjunta, entonces, se tuviera la igualdad:

med tl-J A | = Z med(Ag), (numerablemente aditiva).
k>1 k>1

Ademads, para que recoja las propiedades habituales de los movimientos rigidos, de-
berfa cumplirse que la medida no cambiara si realizamos una traslacién (o rotacién). En

particular,
med(z + A) =med(4), VzeR,VACR.

El problema es que, con estas condiciones no todo todo conjunto es medible.

’ Contraejemplo: ‘
En [0, 1] definimos la relacién de equivalencia xRy <= x —y € Q. Sea A* el conjunto
formado por un elemento de cada clase de equivalencia (axioma de eleccién). Entonces A*
“no se puede medir”.

1.7. Medida exterior
DEFINICION 1.4 La funcion sobre conjuntos definida anteriormente se denomina me-

dida exterior para la medida de Lebesgque y se denota por m*; es decir, VA C R,

m*(A) = inf Z long (It), con {Iy} intervalos, y U Iy DA
k>1 k>1

, . . . .
Qamin vravramnc nnctaricrmant seicta e elaca do cnbicawninntoc cuia doanaxainaranaac
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12 Teoria de la integral y de la medida

» NOTA: como siempre se tiene m*(A) +m*(CA) > 1 (por la propiedad 3), basta con
exigir m*(A) + m*(CA) <1 para que A se medible.

: Probar que, con esta definicién, todo subconjunto de [0, 1] de medida cero
es medible.

1.8. A modo de RESUMEN

Los aspectos fundamentales que hemos resaltado en esta introduccion a la Teoria de
la Integral de Lebesgue son:

s La integraciéon de funciones se puede obtener a partir de un desarrollo apropiado de
una teoria de medir conjuntos.

s Esta teoria proporciona inicialmente una aproximacion a la medida de “cualquier”
conjunto, a través de la medida exterior de Lebesgue,

s Aunque existen conjuntos que no pueden ser medidos, ...si permite analizar con-
juntos “extranos”de medida pequena, como el conjunto de Cantor.

= Kl que no todos los conjuntos sean medibles nos obliga a restringir la teoria de
la medida a clases de conjuntos que sean cerradas por uniones, intersecciones y
complementarios (dlgebras, o-dlgebras).

= La Teoria de Lebesgue permite en condiciones muy generales el intercambio del orden
de funcionales limites (sumas, integrales, Fubini, etc) a través de teoremas intrinsicos

(TCM, Fatou, TCD).

» Existe una Teoria de Diferenciacion que extiende el conocido Teorema Fundamental
del Célculo y que se puede usar no solo sobre funciones sino también sobre medidas
(Teorema de Radon-Nikodym)
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Capitulo 2

Teoria de la medida de Lebesgue

En la introduccién nos hemos referido siempre, por cuestiones histéricas, a la me-
dida original de Lebesgue (es decir, a la que asigna a un intervalo de la recta I =
[a, b]; [a, b); (a,b]; (a,b), su longitud |I| =b— a).

Sin embargo, la teoria de Lebesgue se extiende de una forma natural y sencilla a casos
mas generales. Primero consideramos la estructura de la clase de conjuntos que vamos a
medir, (y que eventualmente llamaremos medibles).

DEFINICION 2.1 Dado un conjunto X (en general X = R,R",Z,N,[0,1],...), se dice
que A C P(X) es o-algebra si verifica:

1. X e A
2. A es cerrada por complementacion, esto es A€ A=— A°ec A.

3. A es cerrada por uniones numerables, finitas o no, esto es

Ape A= J A A

n>1

NOTAS:

» (2) y (3) nos dicen que A es cerrada por intersecciones, porque

[

(14 ) = U4

n>1 n>1

s A es cerrada por diferencias, porque
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14 Teoria de la integral y de la medida
= Si en la definicién, nos limitamos a exigir s6lo que la unién finita de conjuntos esta
en A, entonces se dice que A es una algebra

» A ="P(X) es siempre una o-élgebra.

LEMA 2.1 Si {Ay}aep e€s una coleccion arbitraria de o-dlgebras, entonces ﬂ Ao es

aeD
una o-dlgebra.

Demostracion: Ejercicio

Este Lema nos permite hablar para una familia B C P(X) de la o-dlgebra generada
por B como la interseccién de todas las o-algebras que contienen a B.

Ejemplo: En R se define la o-dlgebra de Borel, Bg como aquella generada por los
intervalos abiertos
{(a,b): a,beR, a<b}.

Ejercicio: Probar que By coincide con la generada por los intervalos cerrados {[a, b] :a,b €
R,a < b}, o por los semiabiertos {[a,b) : a,b € R,a < b}, o {(a,b] : a,b € R,a < b} o por
las semirectas {[a,00) : @ € R} o {(00,b]) : b € R}...

2.1. Funciones medibles Lebesgue
A continuacién pasamos a describir las funciones que vamos a integrar

DEFINICION 2.2 Diremos que f : X — R es A-medible (o medible respecto a la
o-dlgebra A) siVa € R se tiene

1 ((a,00)) ={z € X : f(x) >a} € A
LEMA 2.2 Dada f: X — R, A-medible, la familia

A; = {BCR:fY(B)e A},

es una o-dlgebra en R. En consecuencia, contiene a Bgr (o-dlgebra de Borel) porque
(a,00) € Ay, Va, por definicion.

En particular, la definicién de funciéon medible es equivalente a pedir
» {x: f(z)<b}e A, Wb
» {x: f(x) >a}l € A Va.
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Fernando Soria 15

Finalmente, damos la definiciéon abstracta de medida:

DEFINICION 2.3 Dada una o-dlgebra A en X. Se dice que pu : A — [0,00] es una
medida sobre A si :

1. p(0) = 0.

2. Para toda familia numerable {A;};>1de A cuyos elementos son disjuntos dos a dos,
se tiene
pl 4| =" uA)).
i>1 i>1
Ejemplos:
1. En R, sea A =P(R) y fijemos xg € R. Definimos para A C R,

- 1,sizg € A
5900(‘4) - { 0, si xg ¢ A,

entonces d,, (Delta de Dirac en x) es una medida.

2. En R, sea A = P(R). Definimos

card(A), si card(A) < oo,
wA) = { 00 e(n C)aso contlfargo.
Entonces, p es una medida.
3. En Z sea A = P(Z). Definimos para A C Z, u(A) = Z .

neA
entonces, p es una medida.

)\n
4. En Ng = NU {0}, sean A =P(Ng), A > 0y pr(A4) = e Z 5
ncA
para cada A € A. Entonces, u) es una medida. (Medida de probabilidad asociada a

la distribucién de Poisson de indice \).
2.2. Espacios de medida

DEFINICION 2.4 Llamaremos espacio de medida a toda terna (X, A, 1) compuesta
por un coniunto X . unaag-dlaebra A de P(X). v una medida 1 definida sobre A. Diremos
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16 Teoria de la integral y de la medida

Ejercicios:

1. Si f,g : X — R son medibles, probar que las funciones méx(f,g) y min(f,g) son
medibles.

2. Probar que el supremo y el infimo de una familia numerable de funciones medibles,
es medible. Indicacion: {sup,, f,, > a} =J,, {fn > a}; (obsérvese la nueva notacion).

3. Deducir que el limsup, liminf y lim de funciones medibles son todos medibles

4. Si f,g: X — R son medibles, probar que su suma f + g es medible. Indicacion:

(frg>a}=J U > n{g>a—q}).
q€Q

5. 81 f: X — R es A-medible y g : R — R es continua, probar que la composicién
gof es A-medible.

Primer resultado de monotonia para conjuntos

PROPOSICION 2.3 Sea u una medida sobre la o-dlgebra A; se tienen los siguientes
resultados:

1. Si A,B € A, con AC B, entonces u(A) < u(B). Ademds si p(A) < oo, se tiene que
u(B\ A) = u(B) — u(A).

2. 81 A1 C...C A, CAnt1..., An € A, Vn, entonces U Aj | = lim p(A4)).
j=1

3. 81 A1 DDA D A1, An € A, Vn, y n(Ay) < oo, entonces

Jj—00

pl (4] = lim p(4y).
j=1

Un ejemplo de por qué la condicién p(A;) < oo de 3 es necesaria: en el ejemplo 3 de paginas
anteriores, sean A, = {m,m + 1,m +2,...} con m = 1,2,3, ..., entonces [\ °_; Ap, = 0
pero limy, o0 f(Am) = oo (porque de hecho p(A,,) = co, Ym) .
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Fernando Soria 17

DEFINICION 2.5 Dado un conjunto A, se define la funcion caracteristica o indicatriz
de A como:

(z) = 1, size A
XA = 0, six ¢ A.

DEFINICION 2.6 Dado un espacio de medida (X, A, p) (X conjunto, A o-dlgebra,
w medida) se dice que s : X — R es una funcion simple si se puede escribir como
una combinacion lineal finita de funciones caracteristicas de conjuntos de A. Es decir

n
s(x) = ¢ixa, (@), concieR, Aje A, j=1,2,3,..,n.
7=1

» Por un reordenamiento de las constantes c;, se puede suponer siempre que los A;
son disjuntos.

s Una funcién es simple si y solo si es medible y su rango estd compuesto por un
nimero finito de valores.

DEFINICION 2.7 = Para una funcion simple
s(z) = chXAj(:c), (2.1)
j=1

se define su integral como sigue:

n

[ st@dn =" cjutay).

X =

siempre que bien (1(A;) < oo para todo j = 1,2,...n, o bien los c; sean positivos,
en cuyo caso no importa que los A; sean de medida finita o no.

El valor de la integral va a ser el mismo si pasamos de la representacion de s(x) a

otra, s(x) = Z?lzl C;-XA;. (z) donde los conjuntos A’ son disjuntos. Se puede deducir

que la definicion de la integral fX sdp no depende de la eleccion de los conjuntos A;
en la representacion de s.

» Para una funcion medible y f(x) > 0, Va se define su integral como sigue:

L f(x)dp = sup { /Y s(z)dp : 0 < s(z) < fla); S(x)simple}_
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18 Teoria de la integral y de la medida

Ejemplos

1. Si o es la medida de Lebesgue en R y f es la funciéon de Dirichlet, entonces f es

simple, f = xqnjo,)) ¥ A fdp=0

2. Si 4y, es la medida “Delta de Dirac en z(”, entonces toda funciéon f : R — R es

medible y si f > 0, se tiene /]‘5360 = f(=o)

3. En general, si p es la medida de contar sobre Z, entonces /fdu = Z f(m).

keZ
4. Si p es la medida del ejemplo 3 inicial y definimos f : Z — R, f(m) = %, con
2
m # 0y f(0) =0, entonces / fdu = %
Z
Observaciones:

1. Es fécil ver que si u y v son funciones simples, u + v es simple y

/(u+v)du:/ud,u+/vdu.

2. También, si f vy g son medibles y 0 < g < f se tiene /gdu < /fd,u.

2.4. Teorema de la Convergencia Mondtona

n

Ejercicio importante: Si (X, A, u) es un espacio de medida y s = ZCJ'XA]. es una
j=1

funcién simple positiva, entonces la funcién v : A — [0, 00| dada por

V(A)Z/SdMZ/ sxadp,
A X

define una medida sobre A. Escribiremos dv = s du. Diremos que s es la funcion densidad
(o funcién derivada) de v con respecto a p.

TEOREMA 2.4 (de la convergencia monétona) Si{f;}32, es una sucesion mondto-
na creciente de funciones medibles positivas (0 < f1 < ... < fr < fog1 < ... < 400) y sea

VN U FNN £ (2N Lol
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Fernando Soria 19

Demostracion:

Observemos primero que /f1 < /f2 < /f3 < .. <Z /fn < ..., asi que el limite
de las integrales siempre existe (aunque podria valer +00). Ademads si f, < f, entonces
[ fn < [ f por lo que se tiene

n—oo

i [ fudn < / fdp,
X

Veamos la otra desigualdad, para ello seleccionamos una funcién simple arbitraria entre las

7 b

que cumplen 0 < s(z) < f(z). Dado @ € R con 0 < a < 1 (podemos imaginar ” o’ préximo
a 1) definimos para cada n

Ay = {2 € X : folw) > as(z)}.
Es facil ver:

1. A, es medible, (porque A, = (f, — as)71([0,00])). (Nétese que la funcién s solo
toma valores finitos)

2. {A,,} es creciente (41 C A2 C ...) y

[:j _

Ademds
/An( < — </fn du><a<jlggo/fg du)

Usando el resultado de monotonia para conjuntos con respecto a la medida v = s(z)du

obtenemos )
dy = 1 <= (1 x)d
/Xs(x) p= lim Ans( )dp < — (Jggo/ filx u)

Tomando el supremo sobre las funciones simples s(z), con 0 < s(z) < f(z) queda

/f du<<]15~go/ fi(z du)

Como ademds « es arbitrario (y préximo a 1) se deduce

/Xf( du<]1;ngo/ fi(@)dp

Q.E.D.
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20 Teoria de la integral y de la medida

Probar entonces que v(A) = [, fdu define una medida sobre A. Al igual que antes,
escribiremos dv = fdu (6 dv = dpuy).

Convergencia mondétona para series

Del TCM deducimos un resultado que era uno de los objetivos presentados en la intro-
duccién:

COROLARIO 2.5 Sea {gn(z)}>2, una sucesion de funciones medibles y positivas. En-
tonces:

/X (g:l gn(:c)> dp = g:l (/X gn(x)dﬂ> .

De forma andloga al TCM, se admite que la serie S ;2% g, (x) tome el valor +0o para
k=1
algunos valores de x). )

Demostracion: N
Definimos paracada N =1,2,3,... Gn(z) = Z gn(x). Por definicién de serie, Y o2 | gn(z) =

limy 00 Gy (). Ademds 0 < G; < G2 < ... < Gy, < ..., por ser las g, positivas.
Si probamos que:

N
)+ [ Gn@in =3 [ ou(ordn,
n=1
(integral término a término, suma finita), entonces por el TCM

/Zgn(aj)du:/ lim Gy (z)dy = lim /GN(x)du:
—1 N—oo N—oo

< 3 [oton= 3" [ ot

Q.E.D.

Nos falta probar () que dice que la integral de una suma (finita) es igual a la
suma de las integrales, al menos, para funciones positivas. Por un sencillo proceso de
induccién, es suficiente probarlo para el caso de dos funciones.

Para ello necesitamos el siguiente resultado técnico que nos serd de utilidad en numerosas
ocasiones.
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Fernando Soria 21

Notas:

s Como consecuencia del TCM se deduce de lo anterior:

/X (Jgﬁo S”(x)) dp = /X fx)dp = lim (/X sn(x)dﬂ>

s Este resultado sirve ademas para dar otra demostracion de que si f y g son medibles
entonces f + g, g- f, f/g (cuando esté bien definida) son medibles, por ser limites
puntuales de funciones medibles.

Demostracion del lema técnico:

La idea consiste en considerar los conjuntos de nivel de f en franjas de anchura 2% y

hacer n — oo.
Sean € N; para k = 1,2, ...,n2" definimos

k — k
5o (5 4))

F" = 71 ([n, 00)).

Estos conjuntos son medibles (y de medida finita cuando / fdp < oo; ver ejercicio

posterior). Asi que

es una funcién simple y positiva (para cada n).
Para probar la monotonia, observamos que

n _ rn+l n+1
Elc - EQk—l W E2k

k—1 k _ 2k—2 2k —1 2k—1 2k
on ’27 - on+1l 7 9n+l U on+1l 7 gnt1

k—1 < 2k —2 2k —1
n XE/? — 9n+l XE;Lk—l + on+1 XESk

porque

por tanto,

y se sigue que s, < Sp41.

Finalmente, para probar la convergencia a f(z), supongamos que f(x) < oo, por
1 . 2 1

rroN ~
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22 Teoria de la integral y de la medida

Si por el contrario, f(z) = oo, entonces x € (.~ F, que nos da s,(z) > n, Vn y eso
implica que

lim s,(z) = o0
n—oo

Q.E.D.
Ejercicio: Probar que si f es medible, positiva y su integral es finita entonces Va > 0 el

conjunto A = {z € X : f(x) > a} tiene medida finita. ;Que ocurriria si a = 07

Integral de una suma
Estamos ya en condiciones de probar el siguiente resultado que quedaba pendiente.

PROPOSICION 2.7 : Si f,9 > 0 medibles, entonces:

[+ aau= [ gau+ [ gan

Si [ f =006 [g= o0, no hay nada que probar. En caso contrario, por el lema ante-
rior, existen sucesiones de funciones simples 0 < 51 < 59 < ... <8, < $p41 < ... — fy
0<t; <to< . <ty <tpi1 <...—>g.

Demostracion:

Como 0 < (s1+1t1) < (s2+t2) < .. < (sn+tn) < (Snt1 ttny1) < oo — (f +9),
en particular f + g es medible, y como el resultado que buscamos es cierto para simples,
concluimos

/)((f+g):nlin;o/)((sn+tn):7L1erc>10</Xsn+/th>:/Xf+/Xg
Q.E

.D.

2.6. Lema de Fatou

LEMA 2.8 ( Fatou) Dada una sucesion de funciones medibles y positivas, { f,}, se tie-

- /X (timinf (fu(2))) dyu < Timinf ( /X fn(ﬂ?)du>-

Demostracion: Es una consecuencia del Teorema de la Convergencia Mondntona.

Sea gp(x) = If{fn, fa+1, fat2, ...} Entonces 0 < g1 < g2 < ... < g < gnt1 < ...
y limy, o0 g = liminfy . fr por definicién de limite inferior. Ademas g, < f, Vn. por

tanto
p
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2.7. Integral de una funciéon medible arbitraria

Si f:X — [~00,00] es medible, entonces se puede escribir f = f* — f~ con fT,
f~ funciones medibles positivas (fT = max(f,0); f~ = —min(f,0)).

DEFINICION 2.8 Se dice que f es integrable si /f+du <00y /f_du < 00 Y escri-

bimos
[ tin= [ £rau- [ ran

NOTA IMPORTANTE: Si f es medible y f = f* — f~ entonces |f| = fT + f~
y se tiene /]f] = /fJr + /f_. Por tanto, f es integrable <= /\f| < 0o. Ademas

YEEI

Propiedades de la integral

1. La clase de las funciones integrables es un espacio vectorial.
Demostracion:
Si f y g son medibles e integrables y «, 8 € R, entonces af + Sg es medible (;por
que?) y ademds
laf + Bgl < lallf]| +[Bllg]-

Luego, /]af + Bg| < oo.

2. La integral es una aplicacién lineal sobre la clase anterior. Es decir, si f y g son
integrables y a € R entonces

Jt+a=afs+s g

J@n=alr
Demostracion:

La primera igualdad es cierta para funciones positivas. Si f y g son arbitrarias,
denotamos f + g = h, luego

f+ —f-+9+ —9-=hy —h_, esdecir, fi4+gy+h-=f+g-+hq

Se sigue que
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24 Teoria de la integral y de la medida

Para obtener la segunda igualdad, basta considerar los casos a > 0, a <0, a =0y
aplicar la definicién de [(af).

Nota: Es facil ver que para cualquier funcién f integrable, solo uno de los conjuntos
{reX: f(x)=—o0}y{reX: f(x)=+o0} puede tener medida positiva.

Integracién para funciones a valores complejos

DEFINICION 2.9 Si f X — C, podemos escribir f = u+ v, donde u y v son fun-
ciones reales (uw = Re(f), v=1Im(f)).

Decimos que f es medible si u y v lo son, y que es integrable si u y v también lo son.

Escribiremos /fdu = /ud,u—f—i/vdu. (en este caso, no permitiremos que f tome

valores infinitos).

NOTA: Las propiedades de la integral se conservan en este contexto y ademds f es
integrable de nuevo si y solo si |f| también lo es (porque |f| = v/|ul?> + |[v]? ¥ |u], |v] <

VIul? + 1ol < ful + [o]).

2.8. Teorema de la Convergencia Dominada

TEOREMA 2.9 En (X, A, u), espacio de medida, si la sucesion de funciones medibles
{fn(z)}>2, converge puntualmente a una funcion f(x) y ademds |fn(x)| < F(x) Vn, Vz
con F medible, positiva y tal que [y F(x)dp < oo, entonces f(x) es integrable y se tiene

nli“;o/x | fulz) = f(z)| dp = 0. (2.2)
En particular,
/X (nlggofn(:u)) dp = /Xf(w)du:nlggo (/X fn(x)d#) (2.3)

Demostracién (del TCD):
El que f sea integrable es inmediato porque lim, _,~ fn(z) = f(z) implica |f(z)| <
F(z), Yx también y F es integrable (finita). Veamos también que (1) = (2):
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S6lo necesitamos probar (1). Veamos que es una consecuencia del Lema de Fatou:

Sean hy, = 2F(x) — |fo(x) — f(z)|, n =1,2,3,... Entonces h, > 0y liminf,, o hy, =
lim,, 00 Ay, = 2F(z). Por Fatou deducimos:

[ 2p@yn <tgmint [ i = tinint ([ 27 /X Fule) ~ F@)ldn ) =
:/X F(x d#—llisogp/ | fo() — f(2)|dp.

h’msup/ | frn(x) = f(x)|du <0,

n—oo

Despejando queda

y, por tanto, lo anterior debe ser igual a 0. Es decir,

i [ 1fu(e) ~ fa)ldn = 0.

n—o0

Q.E.D.

COROLARIO 2.10 : Si{fi}32,, son medibles y Z/ | fr(z)|du < oo, entonces la serie
f(x) =>"72, fr(z) converge en c.t.p. y
/ me)) =3 ( / fk<x>du> |
X (k:l k=1 X
Demostracion:

Si F(x Z | fx(x)|, aplicamos el TCM para deducir que / F < ~o y, por tanto,
X

F(z) < oo c.t. p A continuaciéon usamos el TCD sobre las sumas parciales de la serie.

Q.E.D.

2.9. ANEXO I: Sobre las funciones simples y su integral

Algunos libros exigen en la definicién de funcién simple la condiciéon adicional de que
los conjuntos que la definen sean todos de medida finita. Para aclarar este punto y como
motivacion general, vamos a estudiar la siguiente situacién en cierta forma “patolégica’:
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26 Teoria de la integral y de la medida

Sea f = xa. Con la condicién adicional, f no serfa simple porque p(A4) = co. Ademds
la tnica funcién simple s con 0 < s < f serfa s = ¢xg, por lo que [ sdu =0y por
tanto f fdu = Sup{f sdp 0 < s < f} =0.Esto crea el problema de desasociar la
nocion de integral con la de medida.

Lo cierto es que si la medida p fuera o-finita esta situacién no se daria porque si
X1, Xo,...,Xp,... tales que

1. X =U,2, X, (podemos suponer que la unién es disjunta)

2. pu(Xy) < oo,
entonces VA € A con pu(A) = oo se tiene incluso en esta situacién més restrictiva
[ xadp = .

Para probarlo, sean 4, = ANX,, n=1,2,3,...y s, = Z?Zl X4, entonces cada sp,
es simple en el sentido actual (porque p(A;) < 00) y 0 <s1 <59 < .. <5 < ... — x4,
por tanto

n
/X xadp = nlggo/x Sndp = 1im 4 UlAj = p(A) = <.
j:

Q.E.D.

Atun admitiendo que las medidas o-finitas son las que con maés frecuencia aparecen, no
debemos olvidar el caso, entre otros, de la medida de contar en un espacio no numerable
que claramente no es o-finita. Por ello, y para evitar la patologia descrita, es conveniente
dar la definicién de funcién simple e integral que hemos introducido anteriormente.

Ya hemos visto que toda funcién medible y positiva tiene asociada en principio una
integral. La clase més importante es de todas formas aquella de las funciones cuya integral
es ademds finita.

DEFINICION 2.10 Dado un espacio de medida (X, A, ) se define la clase de funciones
“integrables” como

LY(dp) ={f: X - C: medible y tal que/X | fldp < oo}.

2.10. Notas sobre los conjuntos de medida cero
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Por ejemplo, decimos que las funciones medibles f y g coinciden en c.t.p. si p({z :

f(x) # g(x)}) = 0.

Ejercicio: Probar que si f y g son integrables y f = g c.t.p., entonces [ f = [ g;
(por ello, en la clase de funciones integrables se suelen identificar las que coinciden

c.t.p.)

2. En la definicién de integral, podemos suponer funciones (medibles) con valores en la
recta real ampliada f : X — [—o00, 0] (es decir,que pueden tomar el valor —oco 6
o0), pidiendo por ejemplo f~!((a,o0]) € A.

Ejercicio: Probar que si f es medible e integrable, entonces |f(x)| < oo c.t.p., es
decir, {z : |f(z)| = oo} tiene medida cero.

Ejercicios Probar:
» Sife L' (dp),
(o @)z a) < & ([ 15@lan) . va>o0
H : = Sa Uy uml, .

(Desigualdad de Chebychev)
» Si f € L' (du), entonces | f(z)| < oo c.t.p.

» Si f € L'(du), el conjunto {x : f(x) # 0} es o-finito

= Sif>0y /fd,u = 0, entonces f=0 c.t.p.

» SifeLl(dy)y / fdu=0,VE € A, entonces f =0 c.t.p.
E

» Si f € L'(du) entonces

/ |f(x)|du(z) = /OO wl{z e X : |f(x)] > t})dt.
X 0

Indicacion: Probarlo primero para funciones simples y usar luego el TCM.

Nota: Esta igualdad demuestra a las claras la relacién existente entre integracion
y medida en la teoria de Lebesgue. Asi, la integral de la funcién |f| con respecto
a la medida p coincide con la integral de Riemann (!) sobre (0,00) de la funcién
decreciente
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28 Teoria de la integral y de la medida

2.11. La integral de Lebesgue, un esquema

_ (. soria)

Para distintas medidas Se especifican: una o- .
obtenemos distintos tipos algebra 4 de conjuntos ((\ VA, H )
de integracién a medir y una medida u
l s(x)= ) cixalz), ¢geRAjeA
Se definen las funciones ,2:‘: P ! ! |
simples

K
m
g
% /'s(]/l = Z('jﬂ(rlj), ¢ >0
ry X j=1

Se definen las funciones medibles

(son limites de
L Y aoo)ed VaeR |

Todas las funciones

medibles y positivas
admiten una integral \ Definimos el espacio de
1 las funciones integrables * > LM dp) {f wedible : /\ [fldu < x} |

-
[fdp = sup sdp:0<s < f,ssimple, %
X X e

/» [fldp= /.)C u({r e X o |f(x)] > t}) ([1‘|
X 0

2.12. Estructura topolégica del espacio L'(du)

Definimos la relacién (de equivalencia) fRg <= f = g c.t.p. De acuerdo a lo anterior,
si fRg entonces / f = [ g. Por abuso de notacién llamamos L'(du) también al espacio

cociente L'(du)/R. Entonces se tiene:

= El espacio L!(du) es un espacio métrico, con la métrica dada por:
a(f,g) = / |f = gldp,  f.g € L' (dp).

= El espacio L!(du) es un espacio normado, con la norma dada por:
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Capitulo 3

Espacios de medida

DEFINICION 3.1 Recordamos que un espacio de medida es una terna (X, A, pn),
donde X es un conjunto, A es una o-dlgebra y u una medida. Un espacio de medida
(X, A, 1) se denomina de Probabilidad si se cumple u(X) = 1.

En este Capitulo vamos a dar ejemplos de las medidas més habituales y de sus pro-
piedades, empezando por la medida original de Lebesgue definida en la recta real R. Para
ello utilizaremos argumentos que nos permitiran construir dichas medidas a partir de su
definicién sobre conjuntos simples, como son los intervalos.

Comenzamos estudiando el concepto de un tipo especial de medida, la que se denomina
completa.

3.1. Medidas completas

DEFINICION 3.2 Una medida i sobre una o-dlgebra A se dice que es una medida
completa si A contiene a todos los subconjuntos de conjuntos (de A) con medida cero, es
decir: St A € A con p(A) =0, entonces VE C A, se tiene que E € A; obviamente se tiene
ademds ((E) = 0.

Las medidas que hemos visto hasta ahora son todas completas (Delta de Dirac dy,
medida de contar en R o en Z, etc) porque en todos los casos se tenfa A = P(X). La
medida de Lebesgue, como veremos, también es completa. Hay una forma directa de
completar cualquier medida como vemos en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1 Sea (X, A, u) un espacio de medida, definimos:
» A={ECX:3A,B€Acon ACECB yu(B\A) =0}
n siEecAcon ACECBuu(B\A =0, definimos 7(F) = u(A)
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30 Teoria de la integral y de la medida

Ejercicio: Probar que también se tiene:

A={AUD: A€ A3Be Atal que u(B)=0y D C B}

Demostracion del teorema:

i) Claramente A C A (porque si A € A, entonces (') ACAC Ay u(A\ A) =0), en
particular X € A.
Ademés si E € A entonces E° € A (porquesi AC EC B,con A,B€ Ay u(B\ A) =0,
se tiene B¢ C E¢ C A®y A°\ B¢ = B\ A, por tanto u(A°\ B¢) =0).

Si B;e A, i=1,2,... entonces U2, Ei € A, porque si A; C E; C By, con A;,B; € A
,u(BZ- \ Az) = 0, se tiene U;A; C U;E; C U;B; y ,U,(UZ'BZ‘ \ UlAZ) < M(Ui(Bi \ Az)) <
B\ 4;) =0

ii) Para probar que i es una medida, veamos primero que estd bien definida:

SSACECByCCECD,con A,B,C;,D € Ay u(B\A) = uD\C) =
tenemos que ver que p(A) = u(C), pero esto es facil porque pu(A) = u(ANC) + u(A\ C)
y W(A\C) < u(D\C) = 0, es decir, pu(A) = p(ANC) y de forma similar, u(C) = u(ANC).

La o-aditividad es similar a lo probado en i).

Sean E; € A, disjuntos, A; C E; C B;, con A;, B; € Ay u(B; \ A;) = 0, se tiene
#(U) (U] - S utag - e
i=1 i=1 i=1

(Osérvese que los A; también son disjuntos).

Por tltimo, 7 es completa porque si A € A es tal que u(4) = 0 y E C A como
existen A, B" € Acon A/ C AC B y u(B'\4") =0y u(A") = 0, entonces u(B') =
(A" + p(B'\ A’) = 0 también. Entonces ) C E C B’ y se deduce que F € A.

q.e.d.

Dos resultados que muestran la importancia de la completitud de una medida:
En el espacio de medida (X, A, p) si u es completa, entonces

1. Si f = gc.t.p.y f es medible entonces g es medible. Dem.:Sea D = {x : f(x) # g(x)}.
Por hipétesis u(D) = 0. Dadoa € R;sean A = {z: f(z) >a}yE={z: g(x) >a}.
Sabemos que A es medible y queremos probar que E también es medible.

[ P S N N L — A1 1 1D A IREINA) 4 4
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2. Si las f, son medibles Vn y f, — f c.t.p. entonces f es medible
Indicacion: Si g = limsup f,, entonces g es medible y g = f c.t.p.

Si u no fuera completa, los resultados anteriores podrian no ser ciertos, como vemos
en el siguiente ejemplo: Sean X = {1,2,3}, A={0,{1,2},{3}, X} y p: A— [0,00) con

p(® =p({1,2}) =0y u({3}) = u(X) = 1. Definimos f,g: X — R con f(1) = f(2) =
f(3) =3y g(z) = x, entonces

= f es medible
» f=gctp. porque {z: f # g} = {1,2}
= g no es medible, porque g7 1((0,1]) = {1} ¢ A

Ejercicio: Completar la o-dlgebra y la medida anteriores. [*]

3.2. Medidas exteriores

Hay una segunda forma de encontrar medidas completas que también sirve para ex-
tender pre-medidas (es decir funciones o-aditivas sobre algebras) a medidas en el sentido
habitual (Teorema de Caratheodory), para ello introducimos la siguiente

DEFINICION 3.3 Se dice que p* : P(X) — [0, 00] es medida exterior si cumple:
1. p*(0) =o0.

2. SiAcC B, p (A <p*(B).
3. ut (U Ai) <> pt(A).
i=1 i=1

Ejemplo: Sea D C P(X) tal que ), X € D y supongamos que p : D — [0, 00] cumple

p(0) = 0. Entonces p*(A) = inf {Zp(AZ) : AieD y U A; DA
i=1 i=1
es una medida exterior.

Demostracion: 1) y 2) son elementales. Probemos 3). Sean { A, }, C P(X).Si ) 7, p*(A4,) =
00, no hay nada que probar. En caso contrario, Ve Vn, existe {E]'};>1 C D tal que

o0

o0
Al lE" o S o(EM < 2 (AN S
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32 Teoria de la integral y de la medida

n=1 i=1 n=1
luego
- (U An> <3 ()
n=1 n=1
q.e.d.
Premedidas.

Un caso particular del ejemplo anterior viene dado por la nocién de pre-medida.

DEFINICION 3.4 Dada una dlgebra By C P(X) se dice que pg : By — [0,00] es una
pre-medida si verifica:

1. po(0) =0

o o oo
2. Si B; € By son disjuntos vy U B; € By entonces, pyg (U Bi> = o (Bi)-
i=1 i=1

=1 (=

(o serfa de hecho una medida si supiéramos de antemano que By es o-édlgebra).
La medida exterior asociada es entonces:

o0 o
p*(A) = inf {Z po(Ai): AieBy y [ JAiD A}
i=1

i=1

Conjuntos medibles (para una medida exterior).

DEFINICION 3.5 Dada una medida exterior w* sobre X se dice que A C X es pu*-
medible (o medible con respecto a j*) si

pH(B) = (ENA) +p*(ENA®) VEC X.

Notacién: A la clase anterior la denotaremos por A* = {A C X : A es p*-medible }.
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3.3. Teorema(s) de Caratheodory

TEOREMA 3.2 (de Caratheodory (I)) Si u* es una medida exterior sobre X y de-
finimos A* como antes. Entonces A* es una o-dlgebra y pu*| 4« (restriccion de p* a A*) es
una medida completa.

TEOREMA 3.3 (de Caratheodory (II)) Sea po una pre-medida sobre By y defina-
mos una medida exterior p* y la clase A* de los p*-medibles como antes. Entonces:

1. A* es una o-dlgebra que contiene a By

2. u= p*lax es una medida completa que extiende a pg
Construccion de medidas: Antes de la demostracién, veamos algunos ejemplos clave:

1-La medida de Lebesgue: Sea el algebra By generada por los intervalos de la forma
(a,b], (a < b : a,b € R). Es decir, By estd formada por las uniones finitas de esos
intervalos y sus complementarios. [*]

Definimos 9((a,b]) = b—a y extendemos la definicién a By de manera obvia. Entonces
se tiene:

= 1" es la medida exterior de Lebesgue

s A* es la o-algebra de los conjuntos medibles de Lebesgue.

» (= p*| 4+ es la medida de Lebesgue (u(I) =Longitud de I, VI Intervalo).

2-Construcciéon de las medidas de Lebesgue-Stieltjes: Con més generalidad, tene-

mos la siguiente afirmacién.

PROPOSICION 3.4 Sea F: R — R una funcion creciente y continua por la derecha.
Definimos pg = pr sobre el dlgebra By, poniendo

pr((a,b]) = F(b) — F(a)

y extendiéndola a uniones finitas de intervalos semiabiertos de tipo (aj,b;]. Entonces pg =
wr es una pre-medida sobre By.

Observacién: La continuidad de F' por la derecha es necesaria que up sea una pre-
medida. Esto se sigue de la férmula (a, b] = U, (a + 1/n, b], luego se tiene que cumplir que
limy, 00 pr((a+ 1/n,0]) = pr((a,bl), lo que se traduce en

lim E(x) — l{m El(g 1t 1/n)— E(g)
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34 Teoria de la integral y de la medida

(*) Si (¢, d] es una unién disjunta de intervalos (ag, by|, entonces

/JJF((c? dD = Z UF(aka bk])
k=1

Es facil ver que para todo N, pup((c,d]) > ch\le wr((ak, bg]), luego pur((c,d]) >

> ey b ((aks bi)).-

Para demostrar la desigualdad contraria, utilizamos la compacticidad de intervalos
finitos cerrados. Fijamos un ¢ > 0. Como F' es continua por la derecha, existe un ¢ € (¢, d|
(cercano a c¢) tal que u((¢,d]) > u((c,d]) —e. Escogemos también puntos by > by, cercanos

a by, de forma que F(by) < F(bg) + 2% 'e. Luego
> nr((ars i) <Y pr((ag, b)) +e.
k=1 k=1

Los intervalos abiertos (ay, by) recubren el intervalo cerrado [¢, d]. Este recubrimiento tiene
un subrecubrimiento finito, lo que nos da

N 7 N 7 A A
Uiz (an;, bk,] D Uiy (aky, bi;) D [¢,d] D (¢,d].
En esta situacion, es facil demostrar (y es obvio) que

N

ZNF((akjvl;ij = MF((év d])

Jj=1

(se puede emplear la induccién en N). Luego

0 N
> wrl(an b)) = (D2 wrl(an b)) = & = (@ d)) = & = (e, d]) - 2=.
j=1 i=1

Esto termina la prueba, porque £ > 0 era arbitrario. q.e.d.

La medida dada por la extensién de Caratheodory se denota por p = dF'. En particular
si F(x) = x estamos en el caso de la medida de Lebesgue que se denota por dzx. [*]

Demostracion del Teorema de Caratheodory (1):
a) A* es o-dlgebra: 0, X € A* y si A € A*, entonces A € A* trivialmente por simetria de
la definicién.
Para la unién, veamos primero que si A, B € A* entonces AU B € A*:
Dado E C X se tiene
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BeA*

+u* (EN AN B) + p* (EN A°N B°) pH(ENA) + (B0 A% <Y 2 (B).

Por induccién, la unién finita de elementos de A* esta en A* y por tanto A* es una algebra.
Ademds p* es aditiva en A*, pues si A, B € A*, y AN B = (), entonces

AeA
)

p (AU B p ((AUB)NA)+ p* (AU B) N A% = u*(A) + p*(B).

Para probar que A* es o-dlgebra sélo tenemos que ver que si {4;}; C A* son disjuntos,
entonces | J ; Aj € A*. Ademas aprovecharemos para probar que

[e.e] o0
U Aj | = 2 1 (4;)
j=1 j=1
y por tanto que u*| 4+ es una medida sobre A*. Para ello sea
n o0 o0
B.=J4 v B=JB.=]J 4,
j=1 n=1 j=1

tal que B, € A*. Sea E C X arbitrario.

WH(ENB,) = p (EN BN An) + p*(ENByNAS) = p*(EN Ap) + 1 (EN Bpy) =

= (ENA) 4+ p (ENAp 1)+ p (ENB, o) = —Z“ (ENA;j)
Por tanto,
(o] o0
Z;u*EﬂA = lim @*(ENB,) < ' (ENB) Z (ENAj)
] :

De esto se deduce la igualdad VE C X

n—o0

oo
lim p*(E N By) =p*(ENB) =Y p*(ENA)
7j=1

si {A4;} C A* son disjuntos. Finalmente

p*(ENB)+ " (ENB°) = lim [u*(ENB,)+ u (EN B9 <

n—oo
< lim (W (ENB,)+ u (ENBS) =p*(F) = Be A"
n o
Ademas, tomando F = X se tiene
[ \
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36 Teoria de la integral y de la medida

q.e.d.

Demostracion del Teorema de Caratheodory (11):
Ya sabemos (por el Teorema (I) anterior) que A* es una o-algebra y que p = p*
medida completa sobre A*. Nos falta por probar:

A+ €s una

a’) By C A*,
b)) pu(A) = po(4), VAE By.
Para ello,

a’) Sea AeByy EC X.Dadoe >0, H{B;j} CBytalque UB; D Ey

S ho(By) < w'(B) +e.

Como
UBind)>EnA y [JBnA)DENA,
se tiene,
WHENA) + (BN A9 <3 0By N A)+ 3 pio(B 0 A%) =
J J
= o(Bj) < p(E) +e Ve
J
Luego

p(ENA)+p (ENAY) <u*(E) y Ae A"
b’) Si A € By, claramente p1(A) = p*(A) < po(A). Para la otra desigualdad, si { Bj} C By
y UB; D A, entonces poniendo
j—1
i=1

{B;} es una familia disjunta de By con U; B, = U; Bj D A. Como A = J;(4 N Bj),
se tiene o o
po(A) = no (ANBy) <Y o (By) <D po(By).
J J J

Tomando infimos, queda pg(A) < p*(A) = u(A).

q.e.d.
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» Por el Teorema de Caratheodory 2, se obtiene (X, A*, u*| 4+), tomando a p* la
medida exterior inducida por p que, al ser medida, también es premedida.

2. La relacién entre ambas formas de completar la medida es la siguiente:
= ACA* y plg=n0 [*]
» Si u es o-finita, entonces A = A* [*]
3. Si pg es una pre-medida sobre By, y A es la minima o-dlgebra que contiene a By
entonces hay una extensién de gy a una medida sobre A. (Simplemente tomamos

p*|4 porque A C A*). Si po es o-finita, esta extensién es tnica.

4. Sip* es una medida exterior en X, que proviene de una pre-medida pg, y p*(X) < oo,
entonces también se tiene

A= {AC X "(A) + p"(A) = w' (X))

(Recordar aqui la definicién de subconjunto medible de [0, 1] dada por Lebesgue:
A C [0,1] es medible si y solo si m*(A) +m*([0,1] \ A) =1.)

[*]
Ejemplos de medidas de Lebesgue-Stieltjes:
1. F(z) =z; pp((a,b]) =b—a; dF = p*| 4+ = m, medida de Lebesgue.
2. F(z) =€ pr((a,b]) =€’ —e* ; VA€ A* |, dF(A) = [, e"dm(z).

3. En general, si sabemos ademés que F € C}(R) y f = F', VA € A* se tiene

dF(A) = /Af(a:)dm(x) :/AF/(:c)dm(:c) (dF = F'dx),
b
poraue ur((a.) = F(5) ~ Fla) = [ fa)d.
. .. 1,sixz >0,
4. Funcién de Heaviside: H(z) = {

0,six<0.

1,sia<0<b, ., . .
pr((a, b)) = { 0.5ib<06a>0. La extension es uj; = 6o (Dirac en 0)
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3.4. Medidas de Borel

DEFINICION 3.6 Se dice que 1 es una medida de Borel en R si estd definida sobre
la o-dlgebra de los conjuntos de Borel Bg.

LEMA 3.5 Toda premedida pup definida como antes sobre By se puede extender (de forma
unica) a una medida de Borel.

Esto es inmediato porque Bg es la minima o-algebra que contiene a By y por tanto
By C Br C A*

La extensién viene dada por la restriccion de dF = u}u* a Bg.

Recordatorio : Su extensién a todo A* se denomina la medida de Lebesgue-Stieltjes aso-
ciada, que hemos denotado por dF'.

En general no es cierto que Bgr y A* coincidan. Asi por ejemplo el caso 3 anterior
(delta de Dirac) se tiene A* = P(R) y, como veremos, Br C P(R). De hecho, se tiene

LEMA 3.6 Sim es la medida de Lebesgue y denotamos por L los conjuntos medibles de
Lebesgue, entonces Br C L C P(R) (contenidos estrictos).

Demostracion: La primera parte es una cuestion de cardinales porque card(Bg) = 2X° = ¢
(va que Bgr estd generada por la familia numerable {(a,00) : a € Q}), mientras que
card(L) > ¢ (puesto que el conjunto de Cantor C € L y como m(C) =0y L es completa,
P(C) C L. Por otro lado, card(C) = ¢y por tanto card(L) > card(P(C)) > c).

Para ver que £ C P(R) basta recordar que, por el axioma de eleccién, encontramos
un conjunto no medible de Lebesgue (para ello utilizamos la invarianza por traslacién
m(z+A)=m(A)sizeR, ACR, A€ L, que veremos mas adelante). q.e.d.

El reciproco a la nota es parcialmente cierto como se ve en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 3.7 Si 1 es una medida de Borel finita sobre conjuntos acotados, en-
tonces pu proviene de cierta pre-medida pp sobre By.

w((0,x]), six >0,
Para verlo basta definir F'(x) = ¢ 0, six =0,
—u((x,0]), si z < 0.
Claramente F' es creciente, continua por la derecha y p((a,b]) = F(b) — F(a). [*]

Ejemplos:

!$,Si3§‘>0 l
1. p=mpr), Flx) =4 0,six=0 =z
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No todas las medidas de Borel provienen de una pre-medida pr. Por ejemplo,
si pu es la medida de contar sobre R, su restriccién p[gr) no viene de una pp porque

wlamw)((a,b]) = oo Va,b.

3.4.1. Observaciones sobre las medidas de Lebesgue-Stieltjes

Sea F' una funcién de distribucién (i.e., creciente y continua por la derecha) y dF la
correspondiente medida de Lebesgue-Stieltjes. Supongamos que existe un conjunto abierto
A en donde F es derivable. Si D = R\ A entonces se tiene para toda funcién f € L'(dF)

/Rde_/Af(t)F/(t)dt"‘/Dde.

Si D corresponde a los puntos de discontinuidad de F' (y es por tanto numerable) entonces
se tiene

/Rde:/Af(t)F'(t)dHZ

zeD

/{ RIS JRCLOEE WO

zeD

Este es el caso mas frecuente que hemos visto hasta ahora ... pero no el tnico.

La funcién de Cantor (o escalera del diablo) Se define de la siguiente forma:
» Flz)=0siz <0y F(z)=1siz>1.

s Sea C el conjunto de Cantor ternario. Si z € C entonces podemos escribir z de forma

tnica como Z bk3_k, con by, =0, 2. Para este x definimos
E>1
bk —k bk
Flx) =2 52" => 5o
E>1 k>1

» Para el resto de puntos en el abierto [0,1] \ C definimos F' de forma constante,
simplemente por interpolacién.

Entonces, F' es una distribuciéon de Probabilidad continua. Ademads es derivable en el
abierto R \ C, con derivada 0. Por lo tanto, si / |fldF < oo,
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40 Teoria de la integral y de la medida

La funciéon de Cantor también se puede construir por aproximaciones sucesivas de la
manera siguiente: Consideramos el complementario en [0, 1] del conjunto de Cantor O =

00 27171

U U In,k-
0, six <0,
1, six > 1,

» En el primer paso, n =1, fi(z) = 1/2, sizel,

——, interpolacion lineal en el resto .

Por induccién, para n > 2,

. —1, 291
fn—l(l'), SLx € U?:l k=1 Ich U(—OO, 0] U[L 00)7
« En el paso n, fu(z) = fo—1(cnk), sizelyy, Cn’f es el punto central de I, 1,
k=1,...,2" .
——, interpolacién lineal en el resto .

Figura 3.1: Funcién de Cantor en el paso n = 6

Con la sucesién de funciones, {f,}n, asi construida se tiene que

|fn(x) = fos1(z)] < 2%, Vn, V.
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3.5. Medidas regulares en R

DEFINICION 3.7 Dado (R, A, ;1) espacio de medida se dice que pi es regular (en R)
si verifica:

» Br C A
= Regularidad exterior, esto es:
w(A) =inf{u(U): ACU, U abierto}
» Regularidad interior, esto es:
pu(A) =sup{u(K): K C A, K compacto}

PROPOSICION 3.8 La medida de Lebesgue, m, es regular.

Ejercicio: Probar lo mismo para cualquier medida de Lebesgue-Stieltjes.

Demostracion de la proposicion:
Regularidad exterior:

Sabemos, por la construccién de m, que

e}

m(A) = inf § Y (b — ay)

Jj=1 J

s

(aj,bj] DA, VA e L.
1

Dados € > 0, A € Ay un recubrimiento arbitrario {(a;, b;]}; de A sea

[:’j(aj,H ).

Entonces U es abierto, U D Ay

m(A) i bj — a;)
7j=1

Tomando infimos, queda m(A) < inf{m(U) : U D A, abierto} < m(A) + . Como ¢ es
arbitrario, la primera desigualdad es realmente una igualdad.

Regularidad interior:

Para nrahar la racnlaridad dntariar cnimancaxnanc nrimaara coa A cc coctada (ax o3 nl
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Tomando supremos queda m(A) = sup{m(K) : K C A compacto}.

Si A no es acotado, aplicamos el resultado a cada conjunto Ay = [N, N| N A y usamos
que m(A) = limy 0o m(An)
q.e.d.

COROLARIO 3.9 : Si A es medible Lebesgue (A € L), existen dos conjuntos de Borel
U,V € Bg tales que U C ACV ym(U) =m(A) = m(V). De hecho se tiene que V es la
interseccion numerable de abiertos y U es una unién numerable de compactos.

Dos resultados sobre la medida e integral de Lebesgue:

TEOREMA 3.10 (Invarianza por traslaciones y dilataciones) Dado E C R, definimos
para xg E R, r >0, o+ E={xo+y: ye E} yr-E={r-y: y € E}. Entonces si
EcL setienexo+Ec A, r-Ec Aym(zo+ E)=m(E), m(r-E)=r-m(E).

Demostracion: Esto se deduce de que m es invariante en la clase By, puesto que si F = (a, b],
xo+ E = (zg + a,xz0 + b y m(zo + E) = b — a = m(E), andlogamente, r - E = (r - a,r - ]
ym(r-E)=r-b—r-a=r-m(F)

q.e.d.

TEOREMA 3.11 Sea f : [a,b] — R acotada e integrable Riemann, entonces f es
medible Lebesgue y por tanto es integrable Lebesgue y ademds

/b f(z)dz = f(x)dm.
a [a,b]

Demostracion: Para cada n € N encontramos una particién P, del intervalo [a, b] tal que
Us(Pp) — L(Py) < % Podemos suponer que Py C P, C ... C P, C Py41 C ... (0 si no,
tomar particiones mas finas).

Si {I}'}j>1 son los intervalos asociados a la particién P, definimos:

sn(z) = Zf}}lf(f) xre(x) 0 Salz) = > sup(f) - xur ().

=1 i>1 1
Entonces {s,} y {Sn} son funciones simples (en el sentido Lebesgue). Ademas

51 <852 < <5, <S5l < S f(2) £ <SSy <SS <L <S8 S
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concluimos /(G — g)dm = 0. Por tanto G — g = 0 c.t.p. Luego f = g = G c.t.p.
f es medible Lebesgue y

fdm = | Gdm = lim [ Spdm = ’ f(z)dw.
[ yim = [ Gam =t [ s = |

q.e.d.
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Capitulo 4

Medidas producto y el Teorema
del cambio de variable

4.1. La medida de Lebesgue en R" como modelo

DEFINICION 4.1 Dados intervalos Ji, Ja, Js,..., Jp de R (finitos o no), al producto
cartesiano R = J1 X Jy X ... X Jp, lo denominaremos rectangulo en R™.

DEFINICION 4.2 Si |Ji|1,...,|Juli # 0, se define el volumen n-dimensional del
rectdngulo R como
|Rln = [J1l1- [ J2l1 - [Inl1,

donde | - |1 denota la longitud en R (Si no hay problema de confusion, escribiremos |-| en
lugar de | - |, ). Si se tuviera |Jix|1 = 0 para algin k, entonces se define |R|, = 0 incluso
st alguna de las otras coordenadas fuera infinita.

LEMA 4.1 La interseccion de dos rectdngulos es un rectdngulo.

Demostracién:
Sean los rectangulos

R=J xJax..xJ, R =JxJyx..xJ,
entonces

RNR =(Jy x JoXx . x Jp)N(Jy x Jyx .o x J)) = (J1NJ]) x (JoNJy) x ... x (J,NJ})
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Demostracion:
Basta hacerlo con dos y luego usamos induccion. Sea

R=Ji xJox..xJ, R =J xJyx..xJ

R=[(Ji\J)U(JiNJ])] x ... x [(Jn \ J},) U(Jp N J})] = unién disjunta de, como mucho,
3" rectangulos

R =[(J]\ J1)U(J;NJD)] x oo X [(J],\ Jn) U (J), N Jy)] = unién disjunta de rectdngulos
disjuntos a su vez de los anteriores de R, salvo por RN R/

Q.E.D.

LEMA 4.3 La clase By = { Uniones finitas de rectingulos } es una dlgebra.

Demostracion:

Basta probar que By es cerrado por complementos y, como (|JR;)¢ = ﬂR;, basta
probarlo con un rectangulo por el Lema 4.1.
SiR=J; x Jy X ... x J, entonces

B = (| JKr %o x Ko \ R

donde K; es J; o su complementario J¢ (que es la unién, como mucho, de dos intervalos)

Q.E.D.

DEFINICION 4.3 Definimos el volumen de un elemento B € By escribiendo B como
la union disjunta de rectangulos, B = U;nzl R, (que podemos por el Lema 4.2) y poniendo

Bl = X255 Rl

LEMA 4.4 |-| es una premedida en By

Sélo hay que comprobar que si B; € By (disjuntos) y Lﬂ;’;l Bj = B con B € By,

entonces
oo

> _|Bjl=1B]

J=1

La prueba de esto ultimo es semejante a la de una dimensién. (Primero se ve para una
union finita y luego, si B es acotado, se usa la caracterizacién de compactos de Borel).
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4.2. Propiedades de la o-algebra y de la medida de Lebesgue
en R”

» (a) L, contiene a los abiertos de R™.

(y por tanto a la o-dlgebra de Borel, B,,) de hecho se tiene:

LEMA 4.5 Todo abierto es union numerable casi disjunta de cubos de R™, es decir,
dado U abierto, 3{Q;} cubos con interiores dijuntos, tales que U = |, Q;. Eligiendo
cubos de la forma Q = Jy X Ja X -+ X Jp, con Jp, = (ag, ar + h|, la union es, de hecho,
disjunta.

Demostracién:

Dado k = 0,+1,42, ... sea Dj, la coleccién de cubos de R™ de lado 2% y vértices
de coordenadas (m127%, mo27", ..., m,27%) con my,ma,...,m, € Z. Estos cubos se
llaman diadicos y tienen la propiedad de que si Q, Q" € |y Dk entonces o bien
son casi disjuntos o bien uno esté contenido en el otro. (Basta probarlo para @, Q’
en el mismo Dy y luego observar que si Q' € Dgy1, @ es uno de los 2" cubos iguales
en que se divide cierto cubo de Dy).

Dado el abierto U, elegimos los cubos de Dy contenidos en U, a continuacién los de
D; contenidos en U pero no en la unién de los ya elegidos y asi sucesivamente. La
coleccién elegida es la que buscamos

1. Es numerable (porque cada Dy lo es)

2. Es casi-disjunta

3. Su unién es U, porque si x € U exisite un cubo diddico @ con z € Q C U, ya
que si dist(z,U¢) = § > 0 y tomando k € N con 27% < §//n, entonces = estd
en una celda de Dy contenida en U.

Q.E.D.

o0 o)
» (b)VAe L,, m(A)=inf {E |Ri| : R; rectangulos, U R; D A} :
i=1 i=1

» (c¢) La medida de Lebesgue en R™ es regular (misma demostracién que en R):

m(A) = inf{m(U) : A C U, U abierto }
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TEOREMA 4.6 -
1. Si Ae L, vop € R" entonces xo+ A € Ly, y m(zg + A) = m(A)

2. Sea f medible f: R™ - R, si f >0 6 f € LY(R",dm) se tiene Vo € R"

[ o +ayim = [ s(wyim

Demostracion:

1. Por la construccién de m, basta suponer que A es un rectdngulo y en ese caso, el
resultado es trivial.

2. Basta suponer que f > 0y, por un paso al limite, podemos suponer que f es ademés
simple. Ahora bien, si f(x) = Z;Vﬂ cjXx 4, (z) entonces f(z+xg) = Zjvzl CiX(~zo+A;)(T),

y por tanto
N N
/f x + xo)dm(x ch m(—zo+ Aj) = ch m(A;) = /f(:z:)dm(m)
j=1 j=1
q.e.d
TEOREMA 4.7 -
1. Si Ae Ly, ce R\ {0} entonces c- A€ Ly, ym(c-A)=|c|™ m(A)
2. Sea f :R™ — R medible. Si f >0 6 f € L'(R", dm) se tiene Vc # 0
/f(c x)dm(x /f Ydm(x
Demostracién:
La demostracién es semejante a la anterior.
1. Si A es un rectdngulo, ¢+ A también lo es y |c- A| = |c|™ - |A|. De aqui se extiende a

abiertos y, por regularidad de m, a todo A € L,,.

2. Basta suponer que s es simple y positiva, y observar que xa(c-x) = x14(z) y por
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4.3. Teorema del cambio de variable (I)
TEOREMA 4.8 (Férmula del cambio de variable para aplicaciones lineales) Sea

T una aplicacion R™ — R™ lineal y regqular (det(T) # 0, i.e., la matriz que define a T
pertenece a GL(n,R)). Entonces:

1. Si A€ Lo, T(A) € L, y m(T(A)) = |det(T)|m(A)

2. Sea f:R™ — R medible. Si f >0 6 f € LY(R"™, dm) se tiene

/ f(x)dm = |det(T)| / F(T())dm

COROLARIO 4.9 (Invarianza por rotaciones) Si T es una rotacion (de forma que
|detT| = 1) se tiene
m(T(A)) =m(A), VAeL,

Demostracion del teorema:

1. Lo probamos primero para cubos, usando que si () es un cubo arbitrario, existen
c>0ybeR"tal que Q@ =c- Qo+ b, y que ademds m(T(Qp)) = |detT|.

De esto deducimos el resultado para abiertos, y por la regularidad exterior para
cualquier conjunto medible.

2. Como siempre, basta suponer que f es simple y positiva
N N

f@) = cjxa; (@), y observar que  f(T(z)) = ¢jxr-1(a, (),
j=1 J=1

de forma que

N 1 N
/ £ (T()) dm(z) = ]Z:;cjm@l(Aj)) = T ;cjmmj) -

~ dlm / f(@)dm(z),

Luego usamos el TCM para el caso general. q.e.d.
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Demostracion:
Sea B=T(D)y g = fxp. Entonces

9(T'(x)) = f(T(x)) - xp(x)

y por el teorema se tiene:

/T(D)f(x)dm:/ (z)dm = ydetT|/ ))dm = |det(T y/f

Q.E.D.

4.4. Medidas inducidas

El Teorema del cambio de variable permite sustituir la aplicaciéon T' por cualquier
difeomorfismo ¢, de forma que si J(z) = det D,(x) (Jacobiano de ¢ en z) entonces

/ e dy—/f 2)lda.

(Como en dimensién n = 1, dz representa la medida de Lebesgue).

Antes introduciremos un caso especial:
Definiciones:

1. Dados dos espacios X e Y dotados de ciertas o-algebras Ax y Ay respectivamente,
se dice que ¢ : X — Y  es medible (con respecto a Ax y Ay) si o 1(B) €
Ax VB e Ay

2. Si p es una medida sobre la o-dlgebra Ax entonces ¢ induce una medida sobre
Ay de la siguiente forma:

1p(B) = (e~ (B))

Ejercicio: Comprobar que p, es en efecto una medida. (Ver hoja 2, ejercicio 14)

TEOREMA 4.11 Sean Ax, Ay, i y py como la definicion anterior. Si f : Y — R es
medible y f >0 6 f € L'(dp,) entonces

[ 1 e = [ 1ot dute)

Demostracion:
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Este resultado es un teorema de cambio de variables donde la parte “mas
dificil”, la identidad u,(B) = u(¢~'(B)) se cumple por definicién de la medida
inducida .

4.5. Teorema del cambio de variable (II)

Sea () un abierto de R™ y ¢ : Q@ C R®™ — R" un difeomorfismo regular; es decir
¢ € CY(R"), es inyectivo, y su inversa, ¢ 1 € CY(¢(Q)). Si ¢ = (p1,...,n) son sus
funciones coordenadas, entonces su diferencial en el punto z, D () es una aplicacién
lineal dada por la matriz jacobiana

16) 0 0
g%i(fﬂ) g%;(x) *gfi (z)
Op2 Opa w2
A, = P () o () ... o (x)
Opn Opn Opn
—a‘gl (x) —5;2 (z) .. Bin (x)

Se denomina jacobiano de ¢ en x al determinate de esta matriz
J(x) = det Ay = det Dy (x)
Notas:
1. Si ¢ es una aplicacién lineal regular entonces Dy (x) =T, Vz, y J(z) = detT

2. Como ¢ o ¢! =Identidad, se tiene Dy(z) o D-1p(x) = I, y por tanto det(Dy(z)) -
det(Dy-1p(x)) = 1, es decir, J,(x)-J,-1(p(x)) = 1,y también J,—1 (2)-Jo (¢! (z)) =
1

TEOREMA 4.12 (Teorema del cambio de variable) Sea ¢ : © C R — R" un
difeomorfismo regular C' sobre el abierto Q, y sea f : () — R medible (Lebesque). Si
f>06 feL'Y(dx). Entonces:

/ f(y)dy = / F(o(@)) - 17 (2)de
»(2) Q

Observacién: Llamando du(z) = |J(x)|dz, lo que queremos probar es que du,(y) = dy,
es decir, que dy es la medida inducida por ¢. Para ello, como en los casos anteriores,

basta probar m(¢(B)) = / |J(z)|dx , VB C Q, medible. La clave radica en demostrar el
B

P R S
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Antes de probarlo, veamos que este lema es lo inico que necesitamos para dar una demos-
tracion del teorema.

Demostracién del teorema (a partir del lema):
El caso de f € L'(dz) se reduce al caso de f positiva, escribiendo f = f* — f~.
Por tanto, suponemos que f > 0. En primer lugar observamos que si Vo probamos la

desigualdad
W [ twins [ 1o @)l
P(©2) Q
entonces la otra es inmediata aplicando el resultado a ¢! pues, si g(x) = f o ¢(x)|J,(z)]
se tiene

/ f 0 p(a)| T (2))dx = / o(x)dx
Q ()

(%)
< o -1 J 1 dy = dy.
< [D(Q)g o (W) (y)|dy /P(Q)f(y) Yy

Para probar ahora (%) basta como siempre hacerlo para funciones simples positivas
N
fly) = ZCjXA,- (v), A; C p(Q) medible.
j=1

Por linealidad de la integral, basta suponer que f = x4, con A C () medible. Es
decir, tomando B = ¢~!(A), el teorema se reduce a probar

(%%) m(w(B)))S/]B]J@(m)|d:):, VB C 2, medible

Por el lema sabemos que el resultado (xx) es cierto para cubos. De ahi lo deducimos
para abiertos, porque todo abierto U es unién disjunta de cubos U = |J ; Q; y por tanto

me) € Yomie(@) <3 [ otwlde = [ 17,)as

Para probarlo en general para un B C €2 medible arbitrario podemos suponer que B
es acotado y que B C € (en caso contrario, si escribimos 2 como unién casi-disjunta de
cubos cerrados 2 = [ J; @; se tiene

B=JBNQ)
j
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tal que
m(B) = lim m(Uy).

m—ro0

Podemos suponer que U; es acotado y Uy C 2. La funcién |J,(z)| es acotada en U;
por tanto, y el T.C.D. nos da

mlp(B) < tin m(p(Un) < Y[ @l = [ (@)d
Unm B

m—ro0 m—r00
q.e.d.
Demostraciéon del Lema
Utilizaremos la norma ||z| = |||l = méx;|z;|, z € R", y la correspondiente norma
matricial s
4] = max LAZL 4 ¢ grxn,
w#0 ||

Como ¢ € Ct, max,eq H(D@(:U))AH <C < .
Sea 1 < j <mn,ysean x,x + u € (. Aplicamos el teorema de Lagrange y la regla de
cadena a la funcién f;(t) = ¢;(z + tu):

fi(D) = £00)+ fi(&), 0<& <1,
luego
iz +u)=9;(x)+ Z cp}xk (x + &§u)ug.
k=1
Por lo tanto, _
e(x+u) =p(x) + Dz, u)u, (%)

donde D(z,u) = (@;xk (x+ éju))?,k:r Las funciones ¢, son continuas en @ y por tanto
son uniformemente continuas. Se sigue que

Ve>030>0: |julloo <6, z,2+ueQ = | D(z,u) — Dy(z)|| <e/C.
Ponemos D = D(z,u),D = Dy (x). Segun (*),

o(z + u) = (z) + Du
o(z) + Du+ (D — D)u
o(z) + D]u+ D YD - D)ul.

Utilizaremos la notacién Q(d) = {v € R" : [|v]|o < d}. Observamos que si u € Q(0),
entonces
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Dividimos @ en cubos casi-disjuntos @’
k™ '
Q= @,
j=1
de lado 26; < 24. Sea 27 el centro de Q7. Entonces Q7 — 27/ = Q(61). Segin (**),

p(Q7) Cp(a?) + (1 +¢)(Dy(a’)) - (Q7 — a7).
Luego
K
m(p(Q)) < (1+e)" >[I ()] - Q-
j=1

La parte de la derecha es la suma de Riemann asociada a la particion {Q3}§i1 de
|J(z)|. Tomando particiones mas finas queda

mlp(@) < (1+2)" | |J(w)ldas
Q
como ¢ es arbitrario, obtenemos
mip(@) < [ /()
Q

Q.E.D.

4.6. Ejemplos del Teorema del cambio de variable

Nota: Todavia no hemos visto que dm(z,y) = dzdy iterado (Teorema de Fubini), aunque
lo usaremos eventualmente en estos ejemplos.

Coordenadas polares
Cambio de variables en coordenadas polares:

o(r,0) = (rcosf,rsin)
¢ trasforma el rectdngulo (0,00) x (0,27) en R%\ {(x,0) : = > 0}.
cos 0 sin 6
—rsinf rcosd

Por tanto, para f medible. f > 06 [ € L1(R?)

Como  Jy(r,0) = ., se tiene |J,(r,0)] =r.
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1. Dominios circulares.

Ejemplo:
Sea el dominio D = {(x,y) : 2?+y? < R?, z,y > 0} y la funcién f(z,y) = zy.
Calculamos su integral en el dominio D:

/ f(z,y)dzdy = / (rcos@) - (rsinf) - r drdf Tma. _Fubini
D (0,R)x(0,%)

% R R4 % R4 1 R4
. 3 . _ . _
= /0 /0 2 cosfsin b drdf = 1 /0 cos@sin @ do 13 3

2. Funciones circulares.

Ejemplo:
Sea el dominio D = R? y la funcién f(z,y) = e~(@*+v*) Calculamos su integral

/ e—(x2+y2) dxdy :/ €_r27“ drdb Tma.:Fubini
R2 (0,00) % (0,27)

27 0 5 271'1
:/ e_rrdrdH:/ —df =m.
o Jo 0o 2
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Coordenadas esféricas
Cambio de variables en coordenadas esféricas:

x = psin B cos a
= p(pa,B)=q y=psinfsina
z=pcosf

¢ trasforma el rectangulo (0,00) x (0,27) x (0,7) en
R3 \ {conjunto de medida cero}.

sin 3 cos « sin 8 sin o cos 3
Como  Jy(p, o, B) = —psinSsina  psin [ cos a 0 ,  se tiene
pcosfcosa  pcosfBsina —psinf

To(py @, B)] = | — (% cos? Bsin B + psin® B)| = p? sin .

» Por tanto, para f medible, f > 06 f € L'(R?), el teorema nos dice entonces:

T 27 0
/R J(y,2) dedyde = /O /0 /O f(p, @, B) - (6 sin B) dpdadp

= Kl cambio es 1til de nuevo para funciones esféricas o regiones esféricas.

4.7. Medidas producto en general

En este apartado extendemos el caso particular de la medida de Lebesgue en R™ a cualquier
par de medidas. Sean (X, A, u) y (Y, B,v) dos espacios de medida. Dados A € Ay B € B,
definimos el rectangulo medible

AxB={(z,y): € A, ye B}

(convenio: A x ) =0 x B =10)

Al igual que en el caso de la medida de Lebesgue, se tiene:

LEMA 4.14 La interseccion de rectangulos es un rectdngulo.

Demostracién:
Sean A, A’ € A, B, B’ € B, entonces

Al ol Al L
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Demostracion:
Observamos primero que la diferencia de dos rectangulos es una unién finita disjunta de
tres rectangulos:

(Ax B)\ (A" x B') = (A\ A) x (B\ B') | (AnA") x (B\ B') [ (4\ 4) x (BN B).

Ahora podemos aplicar induccién. La base de induccién (la afirmacién para un rectdangulo
medible) es obvia. Hacemos el paso inductivo. Supongamos que la afirmacién es cierta
para n — 1 rectangulos y que tenemos n rectdngulos Ri,..., R,—1, R,. Por la hipétesis
inductiva, podemos encontrar una representacién

RiU---UR, 1 =G1U--- UG,

donde G son rectangulos. Luego

Escribiendo cada uno de los conjuntos G\ R,, como una unién disjunta de tres rectangulos,
obtenemos la representacién de Ry U---U R,, como unién de 3m + 1 rectangulos disjuntos.

Q.E.D.

LEMA 4.16 La familia

N
Iy = U(AjXBj):AJ‘E.A,BjEB
j=1

es una Algebm.

Demostracién:
Solo hay que probar que Ilj es cerrada por complementarios y como

c
N

N
UAjXBj = ﬂ(AJ XB]')C
j=1 j=1

por el lema 4.7 basta probarlo para un rectangulo A x B:

(AxB)'=(XxY)\(AxB)=(AUA°) x (BUB°)\ (Ax B) =

= (A x B°)U(A° x B)U (A° x BY)
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si tanto p(A) como v(B) no son 0, y mp(R) = 0 en caso contrario. Dado un elemento
U € Iy, lo escribimos como unién disjunta de rectangulos (por el lema 4.8)

N
U=4(4;xB;) Aj€A B;eB
j=1
y definimos
N
mo(U) =) u(Aj)v(Bj)
j=1

LEMA 4.17 mg estd bien definida y es una premedida en Il

Demostracién:
Solo hace falta probar si A; € Ay Bj € B, con j =1,2,... y se cumple

AXB:H'J(AJ'XBJ')

Jj21

0(A x B) Z,u

7j>1

entonces

A diferencia del caso de la medida de Lebesgue, aqui no podemos usar el Lema de
Borel sobre compactos. En su lugar usaremos una versién débil de lo que luego sera el
Teorema de Fubini.

Primero observamos que:

Xa(@)xB(Y) = xaxB(@,y) = Y xa;x5;(@,y) = Y xa,(@
7>1 j>1

Fijamos y € B e integramos la funcién resultante (que depende de x) en u. Por el
corolario al Teorema de la Convergencia Mondtona (para series positivas)

=3 [ o )duta) = (A
7>1 7>1
Integrando ahora en dr(y) y usando el mismo corolario
=Y [ n s, avty) = 3 maw(B;)
j>1 Jj=1

Q.E.D.
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En principio sélo estamos interesados en la o-dlgebra: A ® B que es la o-algebra pro-
ducto, y la extensién de my a dicha o-dlgebra se denota por du ® dr, medida producto.

Observacion: Claramente se tiene:
AxBCIlgCc AR B

pero, en general, 4 ® B es MUCHO MAS GRANDE que A x B.

Nota: Algunos libros escriben A x B para denotar a la o-dlgebra producto pero esto es
s6lo por convenio. También se suele escribir du x dv en vez de du® dv, o también d(u x v).

Producto de n medidas

Al igual que en el caso de la medida de Lebesgue n-dimensional, dados n espacios de
medida (X1, A1, p1), (Xo, A2, p2) ..oy (Xn, An, itn) podemos definir la o-dlgebra produc-
to A1 @ Ay ® ... @ A, y la medida producto dupy @ dus ® ... ® du, como la extension
de Caratheodory de la premedida my definida sobre el dlgebra IIy de uniones finitas de
rectangulos medibles

R=A1 xAyx..xA, AjeAj j=1,2,...n

por
o (R) =M (Al)MQ (AQ)Nn (An)

Nota: En el caso en que duyq, ..., du, sean todas o-finitas, du; ® dus ® ... ® du, también
se puede definir por induccién de forma que

dpy @ dpg @ dpz = (dpg @ dpg) @ dpz = dpy ® (dpg @ dus)

dpy @ dpp ® ... @ dpy, = (dpy @ dpg @ ... @ djtn—1) @ dpip

(Esto se sigue de que coinciden sobre el dlgebra I1j.)
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Capitulo 5

El Teorema de Fubini

Como en la demostraciéon del Lema 410 sobre medidas producto queremos demostrar que
la integral en el caso de medidas de este tipo se puede calcular como la iteracién de las
sucesivas integrales sobre cada variable. Para ello definimos antes la nocién de seccién:

Definicion: Dado E C X x Y y fijado x € X se define la x-seccién de E como
E,={yeY : (z,y) € £}

De la misma forma, fijado y € Y se define la y-secciéon de E como
EV={rxeX : (x,y) € E}

Para una funcién f : X x Y — R se define la x-seccién de f, fijado = € X,

fz:Y —R
y— f2(y) = f=,y)

Andlogamente se define la y-seccién de f, fijadoy € Y,

ff: X —R
r— fUx) = flz,y)

PROPOSICION 5.1 Sean (X, A, ) y (Y, B,v) dos espacios de medida,
1. SiFeAByrxe X ,yeY, entonces E, € B, EY € A.

2. 51 f: X XY = R es A® B medible, entonces f, es B-medible y fY es A-medible,
Yr e X n¥nueV,
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R contiene a los rectangulos porque si £ = A x B

B, — B, s%meA By _ A, sz.yEB
0, sixgA 0, siy¢ B

Ademds R es una o-algebra porque

)

UEJ ZU(Ej)a;a UEj :U(Ej)y

y (Ejercicio):
(Ee = (Ez)® , (E)Y = (EY)°

Lo que implica que si E; € R Vj entonces UE; € Ry si E € R, E° € R. Asi que se tiene
RDODARB,

por ser la minima o-algebra que contiene a los rectangulos.

(2) Si observamos que (Ejercicio)

(fo) " H([a b)) = (F (b)), (f) " la,0]) = (f ([a, )"

el resultado se sigue del apartado (1).
Q.E.D.

Nota: Supongamos que f : X X Y — R es medible y positiva. La proposicién nos dice
que f; es medible y, como sigue siendo positiva, la podemos integrar en y(dv), podemos
definir

mmzﬁn@ww

De la misma forma fY es medible y positiva, asi, podemos definir

széﬂmmm>

El siguiente resultado nos dird que tanto g como h son medibles (y positivas) y ademds

u&mmmm»=£ﬁ@mww=/gyﬂmwauxmmy>

si 1 v v son o-finitas.
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5.1. Teorema de Fubini

TEOREMA 5.2 Sea (X, A, pn) e (Y,B,v) dos espacios de medida o-finitos

1. Si f: X xY — R es medible, y positiva, entonces las funciones:

x— g(z /fxdl/

y — h(y /fydu

son medibles y ademds se tiene:

[ et~ [ (s - (] s

2. Si f: X xY — R es integrable (i.e., f € L'(d(uxv))) entonces f, € L' (dv) c.t.p.
r € X, fY e LYdu) ctp. y €Y, las funciones g(x) y h(y) se pueden definir en
ct.p. v € X, c.t.p. y €Y y son integrables (g € L*(du), h € L'(dv)). Ademds se
cumple

[ et~ (s - [ (] )

Demostracion del teorema de Fubini:
Como en ocasiones anteriores, veamos que el resultado se deduce del caso particular en
que f = xg para algin E € A® B. Es decir, se tiene la siguiente proposicién:

PROPOSICION 5.3 Sea (X, A, ) e (Y,B,v) dos espacios de medida o-finitos y si E €
A ® B, entonces las funciones :
x — v(Ey)

y — u(EY)

son medibles en X e Y respectivamente y ademds se tiene:

px () = [ v(Bdnta) = | wEavty).

Supuesta cierta la proposicién, tenemos que

[ tepduxn= ] ([ i) dew = [ [ fenda) dow
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Sean
1) = [ su(en)dvl). haly) = [ salep)dn(o)

Cada g, y hy es medible; ... < gn < gny1 < oos oo <hp <hpp1 <y

lim gu(z) = g(z), lm_hu(y) = h(y)

n—aoo n—aoo

Luego g, h son medibles por ser el limite de medibles; por el T.C.M, finalmente se tiene

/ﬁ@mmm——ﬁm gn(2)dpi(z) = lim 5, 9)d(p X v) =

n—-~o0 n—:aoo XxY

:/) f(,y)d( x v)
XxY

/ﬁ@mwwz m [ ha()dvly) = tm [ suley)d(ux v) =

n—aoQ n—ao0 XxY

:/' F () x v)
XxXY

Esto nos da el apartado 1.

Ademss si la integral de f es finita entonces g(z) < oo c.t.p. x, y h(y) < oo c.t.p. y.
Por tanto f, € L'(dv) c.t.p. x, f¥ € L*(dp) c.t.p. y.

El apartado (2) se deduce de aplicar el apartado anterior a las funciones positivas e
integrables f*, f~ (con f= fT — f7)

Q.E.D.
Demostracién de la proposicién (Fubini para f = xg):

Antes necesitamos la siguiente definicién ...

5.2. Clases mondtonas

Definicion: Se dice que C C P(X xY') es una clase mondétona si es cerrada por uniones
crecientes y por intersecciones decrecientes, esto es

E\CEC..CE,C..eC= |JEncec,
m>1

EyDE;D..DE,D..eC=> ] Em€C,
m>1
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Por ser medidas o-finitas, 3 X1 C ... X}, C Xjpq1 C oo 5 X € AV con

g

U Xm=X y p(Xp) < oo
m=1

IVi C .Yy, CYmy1 C ... 5y € BYm con

8

U Yo=Y y v(¥Yn) <
m=1
Entonces X1 x Y7 C .. X, XY, C X1 X Yipu1 C o5 Xy X Y, € A® BVYm con

G X XYy =X XY y dlpxv)(Xm xYn) =pu(Xn)v(Yn) <oo

m=1

Basta demostrar el resultado para £ C X,, x Y, (para un cierto m) o, si no lo son,
aplicarlo a E'N (X, x Y,,) y luego usar el T.C.M.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p(X) < ooy v(Y) < 0.

Sea C la clase de subconjuntos medibles (de A ® B) que cumplen el resultado de la
proposicién. Es decir, dado E € A ® B se tiene :

EelC << r— v(E;) e y — p(EY) son medibles y

e v)(B) = [ v(Bdn(o) = [ Bty

Y

Se tiene entonces :

1. C contiene a los rectangulos medibles:

E=AxB, A€ A, BebB;

B,xe A A, yeB
E, = ’ , EY= ’
{@,MéA {VJ,y%éB

v(E;y) = v(B)xa(z) p(EY) = pu(A)xs(y)

[ v(Bdu) = v(BIu(4), [ w(E)dv(y) = w(Aw(B)
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CONCLUSION: C > A® B (y por tanto se cumple la proposicion).
Solo falta por probar 3.

Sean 1 C Fo C ... C By, C Epyq C .5 By € C Vn. Queremos ver que

o0
E = U E,eC
n=1
Se tiene
[o@) o
Bo= B, vE =] (B
n=1 n=1

Como la unién es creciente, por el T.C.M.

v(By) = lm v[(E,),] v p(BY)= lim p[(E,)"]
Como cada funcién
v —v[(En),], y oy — pl(En)’]
es medible por hipdtesis, las funciones

r—v(E), y y— p(EY)

también son medibles, por er limite de medibles. Ademads, como el limite es creciente, el
T.C.M. nos da de nuevo

/X v(Bn)du(x) =, lim [ v[(B,),ldu(e) =y lm d(ux v)(Ey) = d(u x v)(E)

n——~oo X n—aoo

de forma semejante

[ i) =, i [ B dut) = Y d ) (B) = d(ux 0)(E)

donde: x1,*3 = por el T.C.M.; xo = porque E,, € C.

Obsérvese que hasta ahora no hemos usado el que las medidas ;1 y v son finitas. Lo
usaremos a continuacion.

Sean F1 D Fy D ...D F, D Fyy1 D ..., F, € C, Yn. queremos ver ahora que

F:ﬂFneC
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con intersecciones decrecientes en ambos casos.

La tnica diferencia es que para usar el T.C.M. ”decreciente” debemos asegurarnos de
que el primer término en cada caso es finito, lo cual se sigue de

V(1) <v(Y) <oo 5 p[(F1)Y] <u(X) <oo

[ i@ daut < [ vv)dute) < vy )u(x) < oc
X

X
[ ulEy ) av) < | pdn) < p0uy) < oc
Y Y
Q.E.D.

Para concluir la demostracion del Teorema de Fubini, solo falta dar la demostracién del
Lema de Clases mondétonas.

Demostraciéon del Lema de las Clases mondtonas:

Es facil ver que ”la interseccion de las clases mondtonas es una clase mondtona”, por
tanto, podemos hablar de la clase mondtona més pequena que continene a Iy, que la
denotamos por Cy.

IlycCyCC

Probamos que Cy es una algebra y, por ser cerrada por uniones crecientes es por tanto
una o-algebra; de donde se deduce

O’(Ho) cCyccC

Ejercicio: Probar que o(Ilp) = Co.

Dado A € Cy sea Cp(A) ={B€Cy: AUBy (AUB)°estan en Cp} se tiene entonces:

1. Be€Cy(A) < A € Cy(B) (Obvio)
2. Cp(A) es una clase monétona. Ejercicio

3. Si A € Iy, Ty € Cy(A) (Obvio por ser IIy una algebra) Por 2 y 3 se sigue que
Co C Co(A) VA € Iy, es decir

4. VB € Cy, VA € Iy, B € Cy(A) y por el apartado 1 esto es equivalente a VB € Cp,
VA €1l se tiene A € Cy(A) o lo que es lo mismo, VB € Cy, Iy C Co(B)

De 4. se deduce que Co C Co(B). VB € Cy v por tanto Cn es una dlgebra porque
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5.3. Algunas observaciones y aplicaciones del Teorema de
Fubini

1. Podemos usarlo para determinar que una funcién no es integrable (integrales itera-
das distintas, implica que la funcién ¢ L1).

Ejemplo: X =Y =[0,1], du = dv = dz (medida de Lebesgue)

22 — 42

LY 0<ay<l.
(22 + 42)?2 Y

flz,y) =

1 1 1 1— Yy 2 %:tanu 1 arctan(%) 1— tan2u du
/ f(fv,y)dyZQ/ A=) dy © = / 3
0 0 < 0 (

A (1 ) ’ a0 o
1 arctan(%) 1 arctan(%) sin(2 arctan(
:/ (c052u—51n2u) du:/ cos 2udu = ( 5 () =
x Jo T Jo x
1
1422

(Basta poner z = 2 arctan (%) y observar que

tan (z/2) 5 1 _ 2
Lttan® (3) 14 (1) 1427

).

sinz =2

Por simetria obtenemos

-1
— 2

[ ([ ren)as— [ -,
/01</01f($7?/)d33>dy:/01“:1$2d$:47r'

2. Podemos usarlo para aprovechar simetrias e integrar ficilmente.

/Olf(x,y)d:c = /01 —fly,2)dz = 7

Por tanto,

mientras que,
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f es positiva, luego, se puede integrar.

Ademas,

2 2 2 2
e’ +y* —y y
=z 'J I _q1_ -1
f(@,y) PNy Ny fy, @),

por tanto

I:/Ol </01f(x,y)da:)dy:/ol/olldxdy—/ol (/Olf(y,:c)da:>dy:
:1—/01 </01f(y,x)dy>dx:1—l.

Luego I =1 — I (I no puede ser oo claramente).

Despejando queda

2l=1 = // f(x,y)dwdyzl.
[0,1][0,1] 2

xT

3. Otro ejemplo mas sencillo es calcular la integral de f(z,y) = e~ “en el tridngulo D

de vértices (0,0);(1,0);(1,1).

Esto nos dice que xp(z,y) = X[0,1] (y) - X[y,1] (2)

[ [ steoas = [ | iy [ ([ ) aa-

1 =1
g2 1 2 1 1
fd d = —— = — 1 —_ = .
/; e v 26 =0 2 ( 6)

4. El T.C.M., en un espacio o-finito, es un caso particular del Teorema de Fubini:

Sean 0 < f1 < fo < ... < fn < fut1 < ... medibles y sea
f(x) = lim f(x).

Queremos probar

[ s@du@) = tim_ [ g@duto)
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y, por tanto
Zgn(fﬂ) = f(z) Va.

De aqui se deduce que [y f(x)dpu(z) = lim, oo [y fn(z)du(z) es equivalente a

probar N ’
/x (; gn(m)) dplw) =t X (7; 9n($)> dp(x
- Nﬁgl“i:l </X gn(w)dM@) = g:l (/x Qn(a:)du(:v)> 7
es decir,

/X (g:l gn(x)> du(z) = g:l (/X gn(x)d/,t(a;)> _

Esto es el Teorema de Fubini en el espacio producto (X xN; d(uxv)) con dv =medida
de contar en N, definiendo,

G(2,n) = gala) , = € X

y observando que las integrales iteradas de G son

/</G‘””d” > /(ZGfE"> =/X<gjlgn(x)>dﬂ(x)
/(/Gxnd,u ) 2(/6’1‘71(1# ):Z::U )>.

Ambas integrales coinciden por ser G medible y positiva :

G(z,n) = fo(z) — fn_1(z) > 0.

5. El T.C.D. para series también es consecuencia del Teorema de Fubini:

Sean g, : X — R medibles, tales que

oo
\ N I P |
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El argumento es similar al anterior, observando ahora que la integrales iteradas
coinciden porque

G(z,n) = gn(x) € L' (d(u x v)),

[ Gl dux ) - /(Z\gn ) du(e ) .

ya que
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Capitulo 6

Medidas y derivadas

En este capitulo estudiaremos la relacién que existe entre integracién y derivacién y
determinaremos en qué sentido una operacién es la inversa de la otra.

Recordamos primero algunos resultados clésicos de la integracién Riemann:

» Sea f:[a,b] — R acotada e integrable Riemann. Entonces, la funcién

/ f(u)du  es continua.

TEOREMA 6.1 (Teorema Fundamental del cilculo, Newton-Leibniz) -

1. Sean f y F' como en el apartado 1. St f es continua en xq, entonces F' es derivable
en zo y F'(wo) = f(20).

2. Sea F : [a,b] — R, de clase C'. Entonces se tiene: F(a) +/ F'(u)du = F(x).

6.1. Derivacion dentro del signo integral

TEOREMA 6.2 Sean (X, M, u) un espacio de medida y f : X X [a,b] — R. Suponga-
mos que ft € LY(du) YVt y definamos

/ft )dp(x /f:ctdu

1. Si f. es continua en to Vz, y Ig € LY (du) tal que |fi(x)| < g(x),Vz,Vt, entonces F
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74 Teoria de la integral y de la medida

La demostracion en ambos casos es una consecuencia del T.C.D.

Demostracion:

1. Sea {t,} una sucesién arbitraria que converge a to. Definimos g,,(x) = fi»(x). Si f,
es continua en tg, Vr

lim g,(v) = ﬁn fx,tn) = f(z,t0) Va

n——aoo

Como ademss |g,(z)| < g(z) € L (dp), Vn, por el TCD,

m F(ty) = lim | gn(z)du(z) "< / F(,to)du(z) = F(to)
X X

n——oo n—:oQ

luego F' es continua en .
2. Sea de nuevo t, — tg arbitraria (¢, # to), definimos:

[z, tn) — f(z,t0)
tn — to

hn(x) =
hy, es medible y 3lim,,— o0 hp(z) = %(az, to), que es medible.

Por el teorema del valor medio, Vx, 3s tal que h,(x) = %(a:, s) y, por hipétesis,
deducimos |h,(x)| < g(x) Vn Vz.

Aplicando de nuevo el TCD, concluimos,

Fllty) = tim T =S e [ ()

n—>o00 t, — to n—o0 [y

0
T.C.D. ; ﬁf(x, to)du(z).

Q.E.D.

6.2. El Teorema de diferenciacion de Lebesgue

Veamos a continuaciéon la extensién natural del apartado 1 del Teorema Fundamental
del Célculo

TEOREMA 6.3 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue) Si f € L'(R,dx) y de-
finimos F(x) = fax f(u)du, entonces F' es diferenciable en casi todo punto con respecto a
la medida de Lebesgue [escribimos c.t.p.(dxz)] y ademds F'(x) = f(x) en c.t.p. (dz).
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Ejercicio: Probar que si f es continua entonces Ly = R (es decir, todo 2y € R es punto
de Lebesgue de una funcién continua).
Demostracion del Teorema de diferenciacién de Lebesgue.

Se trata de probar que

z+h
F'(z) = lim 1/ f(uw)du = lim 1 f() = f(z) ct.p. (dr),

h—0t h J, h—s0+ h

pero esto es lo mismo que

Como
1 x+h 1 x+h
i [ G sy <5 [ ) - f@)ld
h x h xz—h
1 x 1 x+h
i [ @ @y <5 [ - f@)du,
h xz—h h xz—h
el resultado se sigue de probar que la medida de Lebesgue de L es cero (|[L}] = 0); e

decir, que c.t.p. = es punto de Lebesgue de f.

Sea, para h > 0,

z+h
ma(Nla) = g5 [ 1) = f(@)ldu.

Queremos ver que
limsupmp(f)(z) =0, ctp.

h—s0+

(v el resultado es cierto, por el ejercicio anterior, para funciones continuas, Vz.)

Como

{xeR . limsup mp (f) >o} = L:J {hmsupmh fz) > 1},

h—s0+ h—s0+ n

basta probar que dado A > 0 cualquiera, el conjunto
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76 Teoria de la integral y de la medida

Para ello definimos el siguiente Operador de Hardy-Littlewood:
1 x+h
Mf@)=sw o [ |fwldu,
h>0 z—h

y usaremos los siguientes resultados:

TEOREMA 6.4 (Desigualdad de Hardy-Littlewood) Si f € L' y A > 0, se tiene
2
HzeR : Mf(z)> A} < )\/|f($)|dx

LEMA 6.5 ( Aproximacién por funciones continuas) Si f € L'(R,dx), dado ¢ >
0,39 € LY(R,dz) continua, tal que

/ (@) - g(x)|de < e.
R

Para terminar con la demostraciéon del teorema de diferenciacién de Lebesgue, tomamos
una funcién continua (e integrable) g cualquiera. Se tiene

1 x+h 1 x+h

ma(f)(@) < 5 - |f(u) = g(u)ldu + - l9(u) = g(@)[du + [g(x) = f(z)].

Tomando limites

limsup mp(f)(z) < M(f = g)(x) + |f(z) — g()].

h—0+

Por tanto

AAC{:UE]R : M(fg)>;\}U{x€]R : |f(x)g(x)]>;\}.

Usando las desigualdades de Hardy-Littelwood y Chebychev

2 1 6
A < 55 [ =—sldot 575 [ 17 =glda =5 [ 17 =glaa

y esto para cualquier funcién g continua e integrable. Usando ahora el lema de aproxima-
cién, dado € > 0, elegimos ¢ continua e integrable tal que

[If (W] >\

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Fernando Soria 77

Demostracién de la desigualdad de Hardy-Littlewood.

Si Mf(x) > A, entonces existe un intervalo abierto I centrado en z (I = (z — h,x + h))
tal que

1
(%) /]f]du>/\.
1| Jr
. 1
(En particular || < )\/|f]du)
I

Por tanto

(o : Mf(x)>)\}CU{I : ‘}’/[]f\du>)\}:D)\,

2
y basta probar |D,| < )\/ | f|du.
R

Como la medida de Lebesgue es regular, es suficiente probar que para todo K, compacto,
K C Dy, se tiene
2
K| <3 [ 1
R

Pero si K C D) es compacto, existe un numero finito de intervalos Iy, Io,...,In que
cumplen (%) y tales que

N
KclJL.
j=1

Podemos suponer que ningun I; estd contenido en la unién de los otros. Ademads los orde-
namos de forma que si I; = (a;, bj) entonces a; < az < ... < ay.

Es facil ver que en esta situacion las familias {/;};, j par e {I;};, j impar, son de intervalos
disjuntos. Deducimos entonces que cada punto x € R estd como mucho en dos intervalos

I;, es decir Zjvzl Xz, (r) <2
Finalmente

K<Y [ du=5 [ 10 v @de< [ifldn aed
J=1 j:l)\ I A j=1 AJr

Demostracion del lema de aproximacién por funciones continuas.

Sea f € L'(dz). Podemos suponer que f > 0 (en caso contrario, aplicamos el resultado a
cada una de las funciones f*, f7).
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78 Teoria de la integral y de la medida

Asi que basta aproximar funciones simples por continuas y, por consiguiente, basta aproxi-
. s . . . . N

mar funciones caracteristicas de medibles por funciones continuas porque si s = ) | =1 CiXA;

es simple, con x4, integrable (|A;| < oo) y g; es una funcién continua que aproxima bien

N s : .
a xa, entonces ) =169 (z) es una funcién que aproxima bien a s.

Queremos probar entonces que si A es medible Lebesgue, |A] < 0o, dado € > 0 existe una
funcién continua g tal que

Ixa(z) — g(z)|dz < e.

Como la medida de Lebesgue es regular, para cada ¢ > 0, 3U abierto, K compacto, tales
que K CAC Uy |U\K| <e. Veamos que existe una funcién continua g tal que

0<g(z)<1, Vuz

es decir, xx(z) < g(x) < xv(z). De aqui se deduce |ya(x) — g(x)| < xv(z) — xx(z) y por
tanto

/|XA(J?) —g(@)|dz < |U\ K| <e.

Para construir g, observamos que K estd contenido en un numero finito de componentes
conexas de U; digamos

KclJa
=1

J; intervalo abierto. Elegimos entonces intervalos cerrados K; tales que K NJ; C K; C Jp,
Vi=1,2,3.... Basta definir entonces

1, T € UlrilKl

glz) =1 0, z¢ U~ J
interpolacién lineal en el resto

Q.E.D.
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Comentarios al Teorema de diferenciacién de Lebesgue

DEFINICION 6.2 Se dice que una funcién medible, f(x) es Localmente integrable
st para todo conjunto acotado D, fxp (la restriccion de f a D) es integrable. Escribiremos
feL (R dr).

loc

Ejemplo: f(z) = 22, f(x) = € son funciones localmente integrables pero no integrables.

Observacion: El teorema de diferenciacién de Lebesgue es cierto también para funciones
localmente integrables.

Demostracion:
Basta probar que si f € Lllocv VR el conjunto

{x € (—R,R) : limsupmy(f)(x) > 0} ,
n—0+t
tiene medida cero, donde
1 x+h

(A =5 [

|f (u) = f(2)[du.

Si llamamos f = fX|—2r,2R), entonces fel'yvze (=R, R)

lim my(f)(z) = lim my(f)(z) =0 c.t.p.

h—0t h—0t

por el teorema habitual.

Q.E.D.

TEOREMA 6.6 (Teorema de diferenciacién en R") Si f € L'(R", dz) entonces

z. 1 J—
Th_I{lO m By (0) fy)dy = f(z) ctp.

donde By(z) ={y € R" : |y —x| <r} (bola de radio r centrada en x).
La demostracion sigue los mismos pasos que en dimension n = 1, incluida la

Desigualdad de Hardy-Littlewood en R™:

Sea
A/"F(’Y’\ — S11D / |F(7I\|/‘]7/
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80 Teoria de la integral y de la medida

6.3. 2° Teorema Fundamental del Calculo

Recordemos que el 2° Teorema Fundamental del Calculo para la integral de Rie-
mann (ver Spivak, Cap. 14) dice lo siguiente

TEOREMA 6.7 Sea F : [a,b] — R derivable Va € [a,b]. Si F' es integrable Riemann,

entonces

(x) F(z) = F(a) + / ’ F'(u)du.

Observacion: Si F' existe Vx, entonces F es continua V. En el Teorema sélo es necesario
que F'(z) exista Vz € (a,b) y que sea continua en a y b (para usar el Teorema del Valor
Medio).

Es importante que F'(z) exista Vz y no salvo algin punto. Por ejemplo

1, >0,
H(:”):{ 0, =<0

cumple H'(z) = 0 Va # 0 pero H(z) — H(a) # / H'(y)dy si, por ejemplo, a < 0 < z.

Las funciones que cumplen el cometido (%) de este 2° Teorema Fundamental del Célculo
en la integral de Lebesgue son las siguientes:

DEFINICION 6.3 Se dice que F' es Absolutamente continua, escribimos F € AC;
si Ve >0, 30 > 0, tal que toda coleccion de intervalos disjuntos {I;};>1, I; = (aj,b;) con
>ojs1 1 <6, cumple

Y IF(b)) = Flay)| <e.

Jj>1
Se dice que F' es Localmente absolutamente continua, escribimos F' € AC),. si Fxp €
AC VD conjunto medible acotado.

Ejemplos:

1. Si F tiene derivada Vz, acotada (|F'(£)] < C V¢) entonces F € AC por el Teorema
del Valor Medio |F(b;) — F(a;)| < Clbj — a;].

2. Si F es AC, entonces F' es uniformemente continua (i.e., Ve > 0, 36 > 0, tal que Vz,y
con |z —y| < 4, se tiene |f(z) — f(y)| < €). Basta coger un intervalo solo Iy = (z,y)
en la definicién de AC.

3. F(z) = 22 no es uniformemente continua en R, luego tampoco es AC. Sin embargo
F € AC),. (porque F'(z) = 2z estéd localmente acotada).
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con n = 1,2,3,..., y se define F(z) por interpolacién a partir de estos puntos. To-

mando [; = (j_lH, %) se tiene VN

pero

con m par y VIV.

Ejercicio: Probar que lim,_ o+ F(xz) = 0, que F'(z) existe Vz # %, 0y que

lim |F'(x)| = oo,
z—0t

tomando en el limite z # %

5. Funciéon de Cantor - Lebesgue

Como ya hemos visto, se trata de una funcién como la anterior, F' : [0,1] — R,
que es continua, que ademds cumple F creciente y F'(z) existe c.t.p. y vale 0 pero
F ¢ AC. Ejercicio: Probar la afirmacién F' ¢ AC.

6. Si felL (R)yF(x)= / f(t)dt entonces F' € AC),e.

loc

Este es el ejemplo clave para entender cudando una funcién F' es (localmente) ab-
solutamente continua. De hecho es el inico ejemplo, como nos muestra el siguiente
Teorema

TEOREMA 6.8 (2° Tma. Fundamental del Célculo para la Teoria de Lebesgue)
Las afirmaciones siguientes son equivalentes

(CL) F e AC[OC

loc

(b) 3f € L} (R) tal que F(x) = F(a) —|—/ f(t)dt, Vx,a € R. Ademds, en cualquiera de

las dos situaciones anteriores, se tiene

loc

(c) F tiene derivada en c.t.p. F' € L} _(R) y F(x) = F(a) —I—/ F'(t)dt, Vz,a

Demostracion:
La implicacién b = c¢ se sigue del teorema de diferenciacién de Lebesgue, porque si F(z) =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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Demostracion de b = a:
Si F(z) = F(a) + [ f(t)dt entonces dada una coleccién de intervalos disjuntos {I;},
I; = (aj,bj) con Ul; C [-R, R] se tiene

Z‘F aj\— / f)dt

7>1 7>1
Necesitamos entonces probar el siguiente resultado para terminar la demostracién:

<Z/ ()|t = / F(8)|dt.

J>1 Ul

() Si f € Lj,.(R,dt), entonces VR Ve > 0, 3§ > 0 tal que si E es medible, E C [-R, R]
y |E| <6, se tiene [, |f(t)|dt <e.

DEFINICION 6.4 Dadas dos medidas, v y p definidas sobre una misma o-dlgebra, M,
decimos que v es absolutamente continua con respecto a p (escribimos v < ) si
VE € M con p(E) =0, se tiene v(E) = 0.

Ejemplo: Si g € L'(dp) y v = |g|ldu (es decir v(A) = [, |gldu, YA € M) entonces v
es una medida (finita) absolutamente continua con respecto a p (porque p(E) = 0 =
[z lgldp = 0).

PROPOSICION 6.9 Si wy v son medidas en M, v < u y v es finita entonces Ve > 0,
36 > 0 tal que si E € M y u(E) <6, se tiene v(E) < e.

Para terminar la demostracién de que b = a en el teorema, basta coger g = [f[X|—r,g-
Entonces g € L'(R, dt) (porque f € L}OC(R,dt)) y por el ejemplo anterior v = gdt < dt;
(x) sigue entonces de la porposicién.

Q.E.D.

Demostracion de la proposicién:

Supongamos lo contrario; es decir que Je > 0 tal que Vn € N, 3E,, € M con u(E,) < 1

277,
pero v(E) > e.
Sea F,, = Upe,, Ex y F =2, F, =limsup,,_,,, Ey. Entonces [y D F» D ...y
1 1
/'L( Z H Ek < 2n—1 vn
k=n

Luego u(F') = 0 pero v(F) =limv(F,) > limv(E,) > e. jContradiccién!.

Q.E.D.
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Entonces claramente, F\(z) es también creciente, acotada y |F| € AC' (Globalmente).
Usaremos el siguiente

LEMA 6.10 Si F' es creciente, acotada y AC, entonces dF' es finita y absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesque.

Demostracion del lema 6.10: dF es finita porque dF(R) = F(+00)— F(—00) < oo (por
ser acotada). Para probar que dF' < dt, dado € > 0, elegimos § > 0 tal que si {/;} son
intervalos con ), [I;] < & se tiene }_, |F'(I;)[ < & (por ser AC). Sea E medible con medida
|[E| = 0. Por ser dt regular, existe abierto U = W), I; tal que U D E'y [U| = ] |I;| < 0.
Por tanto dF(E) < dF(U) < >, dF(I;) = >, [F(1;)| <€, Ve, y se sigue dF(E) = 0.

Q.E.D.

TEOREMA 6.11 (Teorema de Radon-Nikodym, versién preliminar) Sean pu yv
dos medidas definidas en cierto o-dlgebra M, con p o-finita y v finita. Si v < p entonces
3f € L*(n) tal que dv = fdu (es decir v(E) = [, fdu VE € M).

Para terminar la demostracién de a = b (caso F' creciente) definimos la funcién F
asociada al intervalo [—N, N]. Por el lema, dF es finita y dF' < dt y por el Teorema de
Radom-Nikodym 3f € L!(dt) tal que
— T
dF((a,2]) = F(z) — F(a) = / f()dt si —N<a<z<N,
a
en particular 3F'(z) = f(z) c.t.p. € [-N,N] y F'(z) € L'([-N, N],dz). Es decir,

F(x)—F(a)—/ F'(tydt, si —N<a<uz<N.

Haciendo tender N — oo, obtenemos el resultado Va,z con a < z y FL (R,dt). (De
forma que dF = F'dt)

El caso mas general de @ = b (es decir cuando F no es creciente) se deduce del
siguiente
LEMA 6.12 Si F es AC en el intervalo, [a,b], entonces podemos escribir F' como la

diferencia de dos funciones, F = Fy — Fy con Fy, Fy € AC y crecientes en [a,b].

Aplicando el resultado anterior a Fy y Fy por separado, se tiene que F| y F existen en
c.t.p. en el interior de [a, b], son integrables, y

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



84 Teoria de la integral y de la medida

Demostracién del lema 6.12:
Definimos para a < x < b la funcién

n
Tr(x) = sup Z |F(xj) — F(zj—1)| : a=a9<a1 <...<a,=2x
j=1

Tr tiene las siguientes propiedades:
1. Tr(a) = 0.
2. Tp(x) es creciente (= 0 < Tp(x) < Tr(b)).

3.
m
Tr(y)—Tr(xz) = sup Z |F(zj) — F(zj—1)| te=a0<1 <..<ap=yp, st ©<y
j=1

4. Tr es AC en [a, b]:

Dado € > 0, usando que F' es AC en [a,b], 30 > 0 de forma que si {I;} es una
coleccién de intervalos disjuntos en [a, b] I, = (ag, by) tales que > |I;| < § entonces
> [F(br) — Flax)| <e.

Por 3. para cada k, 3 a; = :clg < :L“’f <. < J:f;Lk = by, tal que

Te(b) — Telan) < 3 1F (8) = F () 1+ 5

j=1
Llamando IF = (a:?_l, x?) se tiene
my
B -l
k j=1 k

Por tanto s = 37, > 1% \F(I]k)| <e (yaque Yo, >0 |Ijk| < 0) y asi

my,
5 5
Z |Tr(b) — Tr(ak)| < Z Z |F(m§“) - F(l‘?_l)’ + oF | =3 + Z oF < 2e.
ko \j=1 k

k

5. X(Trp+F)y 3(Tr — F) son AC y crecientes (ejercicio).
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6.4. El teorema de Radon-Nikodym-Lebesgue

Debido a sus multiples aplicaciones, lo presentamos en un contexto mas general. Observe-
mos primero que si f € L'(du) y se define v(A) = [ 4 fdp, entonces

» () =0

» Si {A;} son medibles y disjuntos,
WJan= [ = / Fdu="3"v(4;)
j U; A
Pero v no es medida a menos que f > 0.

DEFINICION 6.5 Dada una o-dlgebra M, decimos que la funcién v : M —s [—00, 0]
es una medida con signo si verifica:

1. v(0) =0.
2. v(A) <o VAeM,d v(A) >—-c0 VAe M.
v(WA)) =2, v(4;), Y{A;} C M, familia disjunta.

Ejemplos:

1. Sean f y g funciones positivas y medibles en (X, M, p1) tales que bien [ fdu < 0o o
bien [ gdp < co. Entonces v(A) = [, fdu — [, gdp es una medida con signo en M.

2. Sean v1, v dos medidas en M de forma que al menos una de ellas es finita. Entonces
v = 11 — 5 es una medida con signo en M.

DEFINICION 6.6 Sea v una medida con signo en M. Se dice que A € M es un con-
jJunto:

Positivo, siv(ANE) >0, VEe M
nulo, siv(ANE)=0, VEeM
negativo, siv(ANE) <0, VEeM

En el ejempo 1 anterior se tiene
A={x : f(z) > g(x)} es positivo para v.
B={z : f(x) <g(x)} es negativo para v.
C={z : f(x)=g(x)} es nulo para v.
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b) Jordan Si definimos vt (A) =v(ANP), v (A) =v(ANN), entonces v™ y v~ son
medidas positivas y v =vt —v~.

Demostracién de b) (Jordan):
1L vt (@)=v—(0)=0.
2. {4;} € M disjuntos,

U4 | =v{UJA;nP) | = v(4;nP)=> vH(4y)
J j J J

J
(y lo mismo para v™)
Ademés v(A) =v(ANP)+v(ANN)=vt(A) — v (A), luego v =vT —v~.
Q.E.D.

DEFINICION 6.7 v+ yv~, se denominan la variaciéon positiva y negativa (respec-
tivamente) de v. Si definimos la medida |v| = vt + v~ es decir, |v|(A) = v (A) + v (A)
A € M entonces |v| se denomina la variacién total de v.

DEFINICION 6.8 Dos medidas con signo A y u definidas sobre la misma o-dlgebra M
se dicen que son mutuamente singulares (escribiremos Ny para denotarlo) si existe
una descomposicion X = EUF, ENF =0 tal que E es un conjunto nulo para p y F es
nulo para A\. Informalmente diremos que X “vive” en E y que p “vive” en F.

Ejemplos:
1. En la descomposicién de Jordan de v, v+ 1y,

2. Si X =[0,1] y F es la funcién de Cantor-Lebesgue, entonces dF Ldt en X. Esto es
porque si C es el conjunto de Cantor y U = [0,1] \ C, se tiene X =C UU. C es nulo
para dt y U lo es para dF (porque U estd formado por intervalos abiertos y dF es
constante en cada uno de ellos).

DEFINICION 6.9 Dada wu medida (positiva) y v medida con signo, se dice que v es
absolutamente continua con respecto a p (v < p) si dado A € M con u(A) =0, se
tiene v(A) = 0.

Ejercicios: Probar
v pEs l<pesrt<uyr <
Sivlpy v < u, entonces v = 0.
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LEMA 6.15 Si v y u son medidas finitas en M, entonces bien vLu. o bien Je > 0,
JE € M tal que p(E) >0 yv(A) > eu(A), YA C E, (es decir, E es un conjunto positivo
para dv — edy).

Demostracion: Para cadan e N, v, = v — % 1 es una medida con signo. Por la descom-

posiciéon de Hahn, X = P, W N,,. P, positivo para v, y N, negativo. Sean P = UP, y

N =NN,. Entonces X = PUN y v(A)—u(A) <0,VA C N, Vn (A € M). En particular
V(N) < 1u(N) ¥n. Luego v(N) = 0 (N es nulo para v).

Hay ahora dos posibilidades: bien pu(P) = 0, en cuyo caso v L p o bien pu(P,,) > 0 para
algin ng. En este caso, el Lema sa sigue tomando E = P,,, y € = 1/ny.

Q.E.D.

TEOREMA 6.16 (Teorema de Radon-Nikodym-Lebesgue) Sea u una medida o-
finita y v una medida con signo, finita, ambas definidas sobre una o-dlgebra M C P(X).
Entonces v se puede descomponer como v =X+ p, A y p son medidas finitas con signo y
Alup y pgp.

Ademds, 3fy € L*(dp) tal que dp = fodu, de forma que dv = d\ + fodp.

DEFINICION 6.10 La funcion anterior fy se denomina derivada de Radon-Nikodym
de v respecto a p y se denota fo = dv/du.

Demostracién:
Podemos suponer que v es medida positiva (o, si no, considerar v, v~ por separado,
también supondremos g finita o nos restrigimos a X = UX,,, u(X,) < co).

Sea F = {f : X — [0,400] : [, fdu < v(E) ,YE € M}. Es decir, f € F <=
dv — fdp es una medida positiva en M.
Observamos que si f,g € F, entonces h = max(f,g) € F, porque si D = {z: f(x) >

9()},
/ hdp = fdu —I—/ gdp <v(AND)+v(AND°) =v(A).
A AND AnDe

Sea a = sup{ [y fdu : f € F}. Se tiene a < v(X) < oo. Afirmamos que 3fy € F
extremal, es decir, tal que a = [y fodp (en particular fo > 0y fo € L'(dp)). Esto es
porque 3f, € F tal que [ « Jndp — a, por definicién de supremo.

Si gn = méx(fla---afn): entonces g1 < g2o < < gp < ..., gn €FY fXgndM — a.
Definiendo fo(z) = limy, 00 gn, €l T.C.M. prueba la afirmacién.

Sea d\ = dv — fodpu. A es una medida positiva, porque fy € F. S6lo hace falta ver que
d\ L du Pero si no lo fuera, por el lema anterior, 35 >0, £ € M con M(E) > 0 tal que E

PP RSP I N A\ L I - 1 VAN L LL

CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



