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Esquema

0 Objetivos
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Objetivos del tema

Los objetivos de esta parte del tema son caracterizar el comportamiento
en frecuencia (ante entradas sinuosidades) del sistema en lazo cerrado:

@ Sistemas continuos:

» Respuesta a entrada sinusoidal
» Diagrama de Bode: construccion y analisis

@ Sistemas discretos:

» Respuesta a entrada sinusoidal
» Diagrama de Bode: relacion con el continuo
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Esquema

9 Respuesta en frecuencia de SL Continuos
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Respuesta sistema LTl a Acos(wt)

x(t) = Acos(wt + ¢) y(t)
LTI
@ Respuesta genérica: y(t) = T[x(t)] = (x = h)(t) con h(t) = T[o(t)]
@ Respuesta a eMt¢:
y(t) = T[e/'(wt+¢>)] — ffooo h(T)ei(W(t—T)+¢>)d7. —
= [ h(r)eMt e " dr = ) [ h(r)e MTdr =
— H(jW)eI(WH(f)) — |H(jw)|ei(wt+¢+arg(H(/W)))

@ Respuesta a Acos(wt) = AMZ
H(jw)eM L H(—jw)e—wt . (wt-+arg(H(w)) , A— j(wt+arg(H(jw))
y(t)y=A (jw) +2( jw)e _ AIH(w)| o +26 )

= A|H(jw)|cos(wt + arg(H(jw))

@ Larespuesta en el permanente a una onda sinusoidal es una onda con la
misma frecuencia, con la amplitud multiplicada por |H(jw)| y temporalmente
desfasada en arg(H(jw).

@ Relacién de la respuesta al impulso con las transformadas:

» Transformada Fourier: H(jw) = [*°_h(r)e "7dr
> Transformada de Laplace: H(s) = [~ h(7)e*"dr
@ H(jw) se obtiene sustituyendo en la funcidn de transferencia s por jw
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Diagrama de Bode |

El diagrama de Bode es una representacion de la magnitud My = |G(jw)| y el
desfase ¢ = arg(G(jw)) introducido por el sistema con funcion de transferencia
G(s) a diferentes frecuencias w. e

La representacion se realiza en dos gréficas:

@ En la superior se representa 20/0g10(Mw)

frente a w.
@ En lainferior se representa el desfase en

grados: 2+:1%0 frente a w. i
En ambas graficas se presenta w en escala logaritmica logio(w)

...................

Para obtener el diagrama de Bode de un SL:

@ Obtener los valores My y ¢
» A partir de la FT del sistema, con las expresiones vista.
» Utlizando la orden bode: [Mw,desfasegrados,w]|=bode(sys).
» A partir de un sistema real, aplicandole senales sinusoidales a
diferentes w, observando la salida, y calculando M,, = %‘% y el
desfase ¢w entre dos maximos consecutivos de la senal de entrada y
salida en el estacionario.
© Representar en escala logaritmica en el eje x, w frente 20/ogso(My) y W
frente desfase en grados (calcularlo si esta en radianes).
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Diagrama de Bode |l

Ejemplo: Dibujar el diagrama de Bode de G(s) = %

ws=[0.1 0.5 1:10 20:10:100 200:100:10007;
[num, den]=tfdata(zpk (-1, [-2,-20]1,1),"'v");
for k=1l:length(ws)
w=ws (k) ;
gw=polyval (num, j*w) /polyval (den, j*w) ;
Mg (k) =abs (gw) ;
phi (k) =angle (gw) ;
end
subplot (2,1,1);semilogx (ws,20%x1ogl0 (Mg));
grid on;
subplot (2,1, 2);semilogx (ws,phi*180/pi);
grid on;

sys=zpk (-1, [-2,-20],1);
[Mg, phigrado, ws]=bode (sys) ;

subplot (2,1,1);semilogx(ws,20x10gl0 (squeeze (Mg)));
grid on;

subplot (2,1,2);semilogx (ws, squeeze (phigrado)) ;
grid on;

La orden squeeze es necesaria, porque bode
devuelve los vectores con dimensiones no
validas. Ejecutando bode sin parametros de
salida, se obtiene directamente la
representacién grafica.
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Interpretacion del diagrama de Bode

Dado el diagrama de bode de un sistema podemos:

@ Obtener el valor de M,, y ¢, para una frecuencia determinada

-20

_30F

_a0b

s

—60F

@ |dentificar el sistema: Obtener el modelo del sistema en FT, es
decir las posiciones de los ceros y polos del sistema,
interpretando la forma del diagrama de Bode.
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Forma del diagrama de Bode |

Para dibujar el diagrama de Bode de un SISO lineal continuo:

@ Calculamos la magnitud y la fase a partir de G(s=jw).

@ Sila FT es de un sistema real, sus coeficientes son reales, y por lo
tanto solo tiene ceros y polos reales o complejos conjugados:

2 2( s
K’ Hd(s—i—ad)Hp(52+2Wnp<ps+W§p) B KHd(TdS+1)Hp( P +1)
S"[1i(s+on) T8 +2Wng Gos+wag) o7 [T (mis+1) TTo( 5 Fi 2<q3+1)
q

G(s) =

Kndowrd+1)np(w o2+

(jw)" TT,Gwr+1) nq<w—’+ Trea 41)
npq

qu

G(s = jw) =

I glt r2e/92 = r rze/(91+92)
logyg |r1€/%1r26/%| = logyo 11 + logyg 2 = logyq |r1€/1] + logyq |r1€/%|

arg(ri €% re%) = 0y + 0, = arg(r €%) + arg(r.e/%2)
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Forma del diagrama de Bode I

KHd(jWTd+1)]._.[p((jW) +2/wCP +1)

G(s=jw) =
(s=1w) (w)" T1, (/ww+1)1"[q((fvw)2+2£v”;zq+1)
nq
20logio|G(jw)| = 20logioK + >, 20l0g1o|jwry + 1|+
—~d .
5= 20l0gto| G- + ZXe + 1] — n20log1o(jw)
Np n
— Z/ 20/Og1o‘jWT/ + 1 ‘
_Zq 20/0g1g | /W) + 2JWCq + 1

arg(G(jw)) = (sign(K ) = —1)7r + Zd arg(jWTd + 1)+
— D arg(/WTl + 1)
Podemos ver que le sucede a cqada componente por separado, y luego

sumar/restar sus aportaciones.
La de los ceros y los polos es similar, solo hay que cambiar el signo.
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Forma del diagrama de Bode lll - Ganancia

Para una ganancia k:

Lw = 20log1o(k)

Osik >0 ;

arg(k) = ) £

£7( ) {: 7T S1 k'<< () E
Ejemplos:

@ Arriba: k=5

] Abajo: k=-5 ‘”

Té 1
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Forma del diagrama de Bode |V -Polo/cero origen

Para un polo/cero en s:
s" = (jw)"™

{ n 20/og1o(W) si cero
LW —

—n20/ogqo(w) si polo
_J 5F o sicero
w = { = si polo
Ejemplos:
@ Arriba: s? )
@ Abajo: 572

equency (rad/sec)
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Forma del diagrama de Bode V-Polo/cero simple 1

Para un polo/cero simple parte real negativa:
(rs+1) = (rjw + 1):
20 logo(|7jw + 1]) = 20 log,o(72w? + 1)2
10logo(T2w? + 1) si cero
LW — 2.9 .
—10logyo(7=w= + 1) si polo
By — atan(wr)si cero
"7 —atan(wr)si polo
Comportamiento asintético:

@ Sitw>>1:

[ 20/0g10(7)+20 logq(W) si cero
"1 —20logio(7)—20logqo(W) si polo

%si cero
¢W -

o
— 581 polo
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Ejemplos:
@ Arriba: 0,55+ 1
@ Abajo: (0,55 + 1)
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Forma del diagrama de Bode V -Polo/cero simple 2 -

Para un polo/cero simple parte real positiva:
(rs—1) = (rjw — 1):
20 logo(|jw — 11) = 20 logyo(7°w? + 1)2
10logo(T2w? + 1) si cero
LW — 2.9 .
—10logo(T=w= + 1) si polo

iy = atan(—wr)si cero

| —atan(—wr)si polo
Comportamiento asintético:

7T 81 Cero

o SiTW<<1ZLWZOY¢W:{ —77 si polo

@ Sitw>>1:

Lo 20/0g10(7)+20 logo(w) si cero
Y71 —20logio(7)—20log;q(W) si polo

gsi cero
wa -

o
— 581 polo
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Ejemplos:
@ Arriba: 0,55 — 1
@ Abajo: (0,55 —1)""
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Forma del diagrama de Bode VI -Polo/cero doble 1

Para un polo/cero doble con parte real negativa:
UL)Z + ZILC + 1

wh Z S

, 101ogo (252 1 (1 — g—i)z) si cero - )
i —10|og10(4C L (1-— W—z) ) si polo

2WC/Wn

aaaaaaaaaaa

atan( =47, ) si cero
Pw =

—atan(w) si polo \
Comportamiento asintético: "

Wy .
: 7 si cero o
@ Si ¥ >>1: — s . .
W w —msipolo e -

[ — 40log1o(7)+40logqo(wW) si cero Ejemplos:
"=\ —40logio(r)—40 logo(w) si polo @ Arriba: 0,258% + 0,25 + 1

o jo: 2 —1
w = w, — Ly = £20/0g(2() Abajo: (0,255%+0,25+1)
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Forma del diagrama de Bode VI -Polo/cero doble 2
Influencia del valor de (:

aaaaaaaaaaaaa

K=1
mzetas=[0.2:0.2:0.8]; S
wn=2; il

hold on

for i=l:length (mzetas)
mzeta=mzetas (i) )
n=[1] l
d=[1/wn"2, 2xmzeta/wn, 1] i
YLCada sistema en un elemento del
%farray de celdas 0! e -
sys{i}=tf(n,d); B B Frequency (radisec)
lab{i}=sprintf (' %2.1f',mzeta);

end

%Le paso todos los sistemas

bode (sys{:})

¥Elegir un eje antes de llamar a la
%siguiente orden

legend(lab{:})

E. Besada-Portas (DACYA. UCM) Control de sistemas Respuesta en frecuencia 16/28




Forma del diagrama de Bode VI -Polo/cero doble 3

aaaaaaaaaaa

Para un polo/cero doble con parte real positiva: -
Uw)* _ 2jw¢
i T T 1 g
4¢2w? w2 \2Y o ‘ |
10logyo(=,z— + (1 — z)°) sicero
b = v V2
—10logqo( 2 +(1— W_ﬁ) ) si polo

{ atan( —2w¢/wn )si cero © evuen
w

1—w2/w?
—atan(— 22/

Pw = _ T
vy )si polo
Comportamiento asintético:
. 27si cero
@ Si XL<<1:L,=0 = :
Z v Y ow —27si polo

° S w- _ T si cero T
Sl Pw { — sipolo ,

Ejemplos:
@ Arriba: 0,255% — 0,25 + 1
@ Abajo: (0,255°-0,25+1) "
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[ 40lo0g10(7)+40 logo(w) si cero
"1 —40Ilogio(7)—40 logo(w) si polo

Forma del diagrama de Bode VI

Resumen:

@ Ganancia:

Para w = 1 el asintotico que viene de w«1 pasa por 20/og(k) .
Pendiente inicial, n Ceros o Polos en el origen: £n20dB/dec
Polo: cae 20 dB/dec. Asintoticoen 1/7 00

Cero: sube 20 dB/dec. Asintoticoen 1/70 0

Cero y Polo complejo conjugado: +/og1o(2¢)

vV v v v Y

@ Desfase

(0 si polo o cero negativo
% sl cero origen

Paraw =0 — ) arg;con arg; = { " sipolo origen

7 S1 Cero positivo

— si polo positvo

v

\

v

Polo negativo: cae 7/2
Cero negativo: sube 7/2
Polos y ceros positivos: comportamiento opuesto al negativo

\4

\4
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Diagrama de Bode Continuos VIII

Ejemplo: Dibujar el diagrama de Bode de G(s) = (S+5)féj4585?3)+100)

Valores 1 Cero=0 | Cero=-0.3 Polo=-5 Polo=-20 | Polo=-100
Ganancia | 20dB/dec | 40dB/dec | 20dB/dec | 0dB/dec | -20dB/dec
Desfase 5 7r 5 0 — 5

Para w=1, ya hemos pasado algun polo/cero, por lo que el
comportamiento asintotico no es valido.

k =0,3/5/20/100 : w =1 — 20/og1o(k) = —90,4576.

Su valor sera mayor (subida debido al cero 0.3): -79.80.

bode (zpk ([0,-0.3]1, [-5,-20,-1001,1))

« )
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Diagrama de Bode Continuos IX

Ejemplo: Dibujar el diagrama de Bode de

_ _50
G(S) = @72+ 700)(5—700)

Valores 2 Polos=0 | 2 Polos -, w, =10 | Cero=50 Polo=100
Ganancia | -40dB/dec -80dB/dec -60dB/dec | -80dB/dec
Desfase — —2m — —2m

Para w=1, no hemos pasado algun polo/cero.
k =50/10/100 : w = 1 — 20/og10(k) = —90,4576.

s=roots([1,2,100])

bode (zpk ([50], [0,0,100,s(1),s(2)],1)) € o \
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Diagrama de Bode Continuos X
Dado un diagrama de Bode se pueden localizar los polos y los
ceros, teniendo en cuenta la forma de la curva.

Existe una funcion de Matlab que hace los calculos, a la que hay
que darle la frecuencia, el complejo G(w) y el numero de ceros y

polos que hay:
[num,den]=invfreqs(G,w,nb,na)

Ejemplo: Obtener el modelo del siguiente Bode

Lalculo de los datos con un ejemplo
sys=zpk ([50],[0,0,17,1)

[Mw, phigrados, w]=bode (sys) ;
Mw=squeeze (Mw) ;

phiw=squeeze (phigrados) *pi/180;

subplot (2,1,1);semilogx(w,20x10ogl0 (Mw)) ;
grid on;

subplot (2,1,2);semilogx (w, phiwx180/pi);
grid on;

®Pado Mw y phiw, se calcula Gw
Gw=Mw . xexp (phiwx*Jj) ;

[num, den]=invfreqgs (Gw,w, 1, 3)
syscal=minreal (tf (num,den))
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Diagrama de Bode Continuos Xl

Ejemplo: Obtener el modelo a partir de los datos de My, y ¢,
almacenados en un fichero

Largamos el fichero que almacen las datos en arkays
load DatosBode4
%A1 cargar tenemos Mw, phiw y w.

subplot (2,1,1);semilogx (w,20%x1ogl0 (Mw)) ;

grid on;
subplot (2,1,2);semilogx (w,phiw*180/pi);
grid on;

oF -
Pado Mw y phiw, se calcula Gw ’///////////’
sl ‘ : L
et 1;)‘ 1(‘)Z 1:‘3’

Gw=Mw . rxexp (phiw*7J) ;

[num, den]=invfreqgs (Gw,w, 2, 2)
syscal=minreal (tf (num, den))

_ 5(s+100)
G(S) = #025+100

E. Besada-Portas (DACYA. UCM) Control de sistemas Respuesta en frecuencia 22/28




Esquema

e Respuesta en Frecuencia de SL Discretos
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Respuesta sistema LTI a Acos(wn)

x(n) = Acos(wn + ¢) y(n)
LTI

@ Respuesta genérica: y(n) = T[x(n)] = (x = h)(n) con h(n) = T[6(n)]
@ Respuesta a e"¢:
y(n) = T[] =52 h(k)e"(n—k+e) —
— Z;‘;_oo h(k)e/(wn+¢)e—jwn _ giwn+g) Z;i—oo h(k)e—jwk _
= H(e")e"+¢) = |/-/(eiW)|e/(Wt+¢+arg(H(e/W)))

@ Respuesta a Acos(wn) = A&7+ ™.
y(t) = AH(e/w)e/wn+H(e—jw)e—jwn B A|H(ejw)| l(wnarg(H(&/")) | g—j(wn-+arg(H(e"))
= 5 =

2
= A|H(e™)|cos(wn + arg(H(e™))

@ Larespuesta en el permanente a una onda sinusoidal es una onda con la
misma frecuencia, con la amplitud multiplicada por |H(e")| y
temporalmente desfasada en arg(H(e")).

@ Relacién de la respuesta al impulso con las transformadas:

» Transformada Fourier: H(e) = 322 __ h(k)e /"
» Transformada Z: H(z) = "2 h(r)z™X
@ H(e") se obtiene sustituyendo en la funcién de transferencia z por &"
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Diagrama de Bode |

Para dibujar el diagrama de Bode de un SISO lineal discreto:

@ Calculamos la magnitud y la fase a partir de G(z = e"7).

@ En este caso aunque tengamos un sistema real, con coeficientes
reales, y por lo tanto con ceros y polos reales o complejos
conjugados, al sustituir la z = "7 no podemos obtener expresiones
como en el caso continuo en las que observemos las
caidas/subidas asintoticas de +n20dB/ dec.

G(z) = z_,;w

i 1 1
G(ejWT) — @ —e 02T — Cos(wT)+jsin(wT)—e 0.2T
20/0g10|G(6/WT)| = —10l0g10( ezm—e—ozryrat))

@ Sin embargo, en el caso de que el sistema que se este analizando
es la discretizacion de uno continuo, los diagramas de Bode se
encuentran relacionados para w < T, debido a la relacion que

existe entre los polos de ambos sistemas (z = €°).

@ Por lo tanto, podemos obtener el sistema continuo del Bode, y
discretizarlo posteriormente.
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Diagrama de Bode |l

Ejemplo: Dibujar el diagrama de Bode de G(z) = (2_1)(2_20_7?,)(z+0 3)

ws=[0.1 0.5 1:10 20:10:100 200:10007; sl

T=0.05;

[num, den]=tfdata(zpk(2,[1,.5 -0.3]1,1,T),'v"); “\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ulx/—‘J

for k=1l:length (ws) 20
w=ws (k) ; : : .
gw=polyval (num, exp (j*wxT)) /polyval (den, exp (j*w*T)) 10* 10° 10° 10! 10°
Mg (k) =abs (gw) ;
phi (k) =angle (gw) ; * ‘ ! ‘

end 100

subplot(2,1,1);semilogx (ws,20x1ogl0 (Mg)) ; o

grid on;

subplot (2,1,2);semilogx (ws,phi*180/pi); ~100}- : R '

grid on; 20 i . L .

ws=[0.1 0.5 1:10 20:10:100 200:10007];
T=0.05; ool

sys=zpk(2,[1,.5 -0.31,1,7T) ol

[Mg, phigrado,ws]=bode (sys,ws) ;

subplot(2,1,1);semilogx (ws,20%x1ogl0 (squeeze (Mg))); N\\\\f\f\\\S\\\\¥\\\\"" Aj‘
grid on; . s ; =

subplot (2,1,2);semilogx (ws, squeeze (phigrado)) ;
grid on;

El desfase es diferente, ya que la orden angle (R s
solo devuelve valores entre [—, 7]. SR R RN

¢, Representar el Bode discreto Vw?
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Diagrama de Bode Il

Ejemplo: Ver la relacion entre el Bode Continuo y Discreto

_ 1
G(S) = (s¥50)(s+700)

Bode Diagram

gs=zpk ([],[-50 -1001,1) 75F

Tw=2xpi/100; %1 de la frecuencia mayor %TAAAAAAAAAA‘A‘_“\\\\\\t///A\v/\
Ts=Tw/2; %La mitad al menos r

w=pi/Ts

gz=c2d(gs,Ts);

bode (gs,gz,1:1:500) i,

(dB)

Magnitude
\
&

Phase (deg)
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Diagrama de Bode IV

Ejemplo: Ver la relacion entre el Bode Continuo y Discreto

+3)(5+20
G(s) = (s(iso§E§+1o%)

clear all;

gs=zpk ([-3 =201, [-50 -100],1)
Tw=2+pi/100; %1 de la frecuencia mayor
Ts=Tw/2; %La mitad al menos

w=pi/Ts

gz=c2d(gs,Ts);

bode (gs,gz,1:1:500)

Magritude (dB)
\ \

Phase (deg)

Frequency (rad/sec)
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