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@ oOvjetivos
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Objectivos

Los objetivos de este tema son:
@ Comprender la utilidad de la representacién en variables de
estado

@ Aprender a obtener la representacion en variables de estados
de un sistema a partir de otras representaciones (e.g. funcion
de transferencias, ecuaciones diferencias/en diferencias,
modelos graficos)

@ Aprender a simular modelos en variables de estado lineales.
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Esquema

9 Modelos en el Espacio de Estados (EE) Continuo
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Modelos en el Espacio de Estados (EE) |

th(1) n(1)
p(1) ul) | k) = fx),u) YO ya(t)
: y(t) = g (x(t), u(t)) :
up(1) ye(1)

De forma genérica consideramos que el modelo dinamico continuo
también se puede representar mediante una EDO de orden 1:

x(t) = f(x(t),u(t)) Ecuacién de transicion

y(t) = g (x(t), u(t)) Ecuacion de medida
con:

@ M entradas, representadas mediante el vector de entrada
u(t) = [u (1), ue(), ..., um(D)]"

@ P salidas, representadas mediante el vector de salida
y(t) = (t), ya(t), ... ye (]

@ N estados, representados mediante el vector de estados
x(1) = [x1(1), x2(1), ..., xn(1)]T
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Modelos en el Espacio de Estados (EE) Il

ui (1) 1
wt) | 4O = fxu) YO | ()
; y(t)=g(x(t),ut) [ :
UM(t) yp(t)

El nimero de ecuaciones en las funciones f(-) y g(-) viene limitado por el
namero de estados y salidas:

[ X (1) ] fi(x(t),u(t))

X2(t) L (x(t),u(t))
=x(t)=F(x(t),u(t))=

L xn(t) v (x(t),u(t))

BAGHE g1 (x(t),u(t))

ya(t) 92(x(t),u(t))
) =y(H)=g(x(t),u(t))=

L ye(t) gr(x(t),u(t))
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Modelos en el Espacio de Estados (EE) Il

U1(l') 1
() ﬂ, x(t) = f(x(t), u(t)) y(1) ¥a(t)

: y(t) = g (x(1), u(t)) :
um(t) ye(t)

@ El nimero de estados del sistema determina su orden
(aunque x(t) = f(x(t), u(t)) sea una EDO de orden 1 en x).
Esto es debido a que es necesario definir N variables para
definir la historia pasada.

@ Las funciones fi(-) y g;(-) pueden ser lineales o no lineales
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Esquema

9 Modelos en el Espacio de Estados (EE) Continuo
@ Modelos en el Espacio de Estados Lineales
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Modelos en el EE Lineales |

El modelo en el espacio de estados genérico (con ecuaciones no

lineales y lineales)

us(t) yi(t)

Up(1) u(t) x(1) = F(x(), u(t)) y(t) yo(t)
: Ty =gx®.u) [ :

um(t) ye(t)

se transforma en el caso de los sistemas lineales en

u(t) Z10)
up(t) u(®) I x(t) = Ax(t) + Bu(t) | Y() 5(1)
: T y(h=cx()+Dut)y T :
um(t) ye(t)
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Modelos en el EE Lineales |l
us (1) 1(1)
w(t) | U F gy = Ax@) + But) YD | v(0)
: y(t) = Cx(t) + Du(t) :
um(t) ye(t)

Las matrices de la representacién en el EE lineal se denominan:

@ A matriz dinamica del sistema o matriz de transicién.
@ B matriz de control.
@ C matriz de salida o matriz de medida.

@ D matriz de accion directa (habitualmente nula, porque la
entrada no suele influir de forma instantanea en la salida).
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Modelos en el EE Lineales |

us(t) y1(t)
w() | U T () = Ax(t) + Bu@) YD) | (D)

: y(t) = Cx(t) + Du(t) :
um(t) yp(t)

La representacion en EE del sistema lineal de la figura se puede
representar de forma compacta en una unica ecuacién matricial de

la forma:
[)’((t)]_[A|B x(1)
y (1) C|D || u
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Modelos en el EE Lineales IV
ur (1) y1(t)

uz(t) ul)) I k()= Ax() + But)y | Y() | (D)
: y(t) = Cx(t) + Du(t) :

um(t) ye(1)

Para estudiar el caso en el que la entrada del sistema este compuesto
por senales de control y perturbaciones, ahadimos la senal de entrada
w, Yy las matrices Fy H:

yi(t)

u(t) 2(1) x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fw(t) y() ya(t)
[ w(t) ] y(t) = Cx(t) + Du(t) + Hw(t) :

}/P.( )

Las nuevas matrices F y H se llaman en el modelado de sistemas
continuos matriz de perturbacién y matriz de perturbacion directa.
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Esquema

9 Modelos en el Espacio de Estados (EE) Continuo

@ Transformacion de EDO a un Modelo en el EE
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Transformacion de EDO a un Modelo en el EE |

Para pasar de una EDO implicita de orden R

t t
ﬂ h(y(t),y'(t), ...y P ), u(t), u'(t),....uP(t)) =0 ﬂ»

a una representacion explicita en un EEs x

ul) T () = Fx(t),uy) YW
y( =g(x(t),u(t)

se necesitan habitualmente N = (R — 1) = P estados.
La forma de proceder no siempre es la misma:

@ Cuando h(-) no depende de las derivadas de u(t), se puede seguir
un procedimiento directo

@ En caso contrario, y si el sistema es lineal, puede ser mas facil
obtener la funcién de transferencia — obtener EE

@ Operar hasta obtener una representaciéon adecuada
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Transformacion de EDO a un Modelo en el EE I

@ Cuando la h(-) no depende de las derivadas de u(t)

u(?) y(1 ()

— h(y(®).y' (1), ...y® (1), u(t)) = 0 — MO k@ = foxy ey YO
y(t) = g (x(1), u(t))
Una posible eleccién de variables de estado es:
[X1, X2, coes XPy XPiAy oeey XoPy voey XN—Pid y XN—P12, ey XN ]TT:
[Y1,Y2,---7YP, Vi sy YPooers y1(R_1) ,yéR_” 7"'7y/(3R_1):|

Utilizando esta representacion en variables de estado, las ecuaciones
que se obtienen son:

@ yy=xjparai=1:P.

@ Xxi=xi, pparai=1:N-P.

@ Las x;parai= N — P+ 1 : N se obtienen de la relaciones
establecidas por h (y(t),y'(t),...y" (1), u(t)) = 0.
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Esquema

9 Modelos en el Espacio de Estados (EE) Continuo

@ Ejemplos de Transformacién de EDO a un Modelo en EE
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Ejemplo de EDO a EE 1

Ejemplo 1: Modelo de un depdsito de agua o
AH(t) = Qi(t) — K+\/H(1) Hml o

A

¢, Posible representacion en el espacio de estados?
x=|x|=|H]|—
x=[x]=[H]=]4a-5V/FA ]
y=H=x

Es un sistema dinamico no lineal con 1 estado
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Ejemplo de EDO a EE 2

Ejemplo 2: Modelo de depredadores y presas de Volterra-Lotka

x1(t) = axi(t) — cxq (1)x(t)
%o() = —bxo(t) + dxr ()% (t)

¢, Posible representacion en el espacio de estados?

Esta EDO ya se encuentra en una representacién en el espacio de
estado. La salida se corresponde con los dos estados.

Xq . ).(1 axqy — CX1Xo
X = — X = . =
Xo Xo —bxo + dxq (t)Xg
_| X
y = X

Es un sistema dinamico no lineal autonomo con dos variables de estado
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Ejemplo de EDO a EE 3

Ejemplo 3: Circuito RLC R -

IS
et
4

RC - V(t)+LC- V(t) + V() = Vi(t)

x=| | = \-/_—>

__Xz___v_

X = ).(1 __‘-'/__[XQ ]
).(2 i 4 i L1_C V/(t) L1CX1 IZXZ

=[1]-(% SR (8]

y:;(1:_[1 O}C[

Es un sistema dinamico lineal con 2 estados y 1 entrada V;

X X
IS
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Ejemplo de EDO a EE 4

Ejemplo 4: Sistema de calefaccion ) A
. H Bu
T(t)+ £T(t) = Lfi(t) — £To(1) Jit T

=[T)=[x]=[1][x
=[-¢].B=[¢]
c=[1],0=[0]
Es un sistema dinamico lineal con 1 estado, 1 entrada fi(t) y una

perturbacion T,(t)
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Ejemplo de EDO a EE 5 - |

Ejemplo 5: Sistema mecanico

Mixi(t) = f(t) — axxi(t) — a1 (x(t) — Xx2(t))
Mng(t) = —ng(t) + a4 (X1 (t) — Xg(t))

¢, Posible representacion en el espacio de estados?

T . . T
X:[X1 Xo X3 X4] :[X-| Xo  Xj Xg] —
).(1 ).(1 X3
X X2 Xo X4
— : — iy — f a a4
X3 X4 i — X — 7 (Xs — Xa)
X4 X2

E. Besada-Portas (DACYA, UCM)
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Ejemplo de EDO a EE 4 - I

Ejemplo 4: Sistema mecanico

)-(1 X3
X3 " ,\52—2123 — (X3 — Xq)
X4 ﬁzXQ + V;(Xg — X4)

X 0 0 1 0 X 0
|| |0 0o o 1 X0 0 |
X = ):(3 — 0 0 _azA-/Z& l\% X3 + l\}l_1 [ ]

X4 0 % & - X4 0

X1
y=x=[1 00 0] fé
| x|
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Ejemplo de EDO a EE Adicional

Ejemplo Adicional: Ecuacion Diferencial Ordinaria

y(t) +6y(t) + 3y(t) = u(t) + 4u(t)

¢, Posible representacion en el espacio de estados?

X = X1 = y —
| X2  y—u
).(_')'(1'_'}'/ 1 [ x+u | xe+u
S| x| | y—-u] |4u—-6y—-3y | | —2u—6x2—3x
-__0 1 X1 _1
=1 -3 —6][x2]+_—2]u
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Ejemplo de EDO a EE 5

Ejemplo 5: Sistema mecanico (1 ODE de cuarto Orden)

MiMy'X'y + Myay X1 + MikXy = + Mof + aif + kf + aas Xq
— (@ +a1)(MaX1 + arxy + kxq)

¢, Posible representacion en el espacio de estados?
Siguiendo la estrategia anterior las operaciones se complican.

En este caso es méas sencillo usar el otro modelo, o pasar por la funcion
de transferencia para sacar de ella una representacién en el Espacio de
Estados (siguiendo uno de los método que se explicara mas adelante).
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Esquema

e Modelos en el Espacio de Estados (EE) Discreto
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Modelos en el Espacio de Estados (EE)

us (k) (k)
(k) | UK k1) = F(x(k),uk)) YR | vk
: T y(k) = g(x(k), u(k)) - :
um(k) yr(K)

De forma genérica el modelo dinamico discreto también se puede
representar mediante una Ec. en diferencias de orden 1:

x(k+1)=f(x(k),u(k))  Ecuacion de transicion
y(k) = g (x(k), u(k)) Ecuacion de medida
con:
@ M entradas: u(k) = [uy(k), ua(K), ..., up(k)]"
@ Psalidas: y(k) = [y1(k), y2(k), ..., yp(K)]"
@ N estados: x(k) = [x1(k), xo(k), ..., xn(K)] T
@ N funciones : f;i (x(t), u(t)) = x;(k + 1), lineales o no lineales
@ P funciones : g; (x(t), u(t)) = y;(k), lineales o no lineales
El orden del sistema es igual al numero de estados N.
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Modelos en el EE discretos vs. continuos

En el caso discreto:

ui (k) yi(k)
up(k) | UK) k1) = F(x(k),uk)) Y] pe(k)

: T y(k) = g(x(k), u(k) :
uum(k) yp(k)

En el caso continuo:

us () ¥ (1)
(1) u(t) x(t) = F(x(t), u(t)) y(t) ya(t)
: y(t) =g (x(1), u(t)) :
um(t) yp(t)

A la hora de discretizar un sistema, no es suficiente con sustituir
las variables. En otras palabras, las f(-) y g(-) son diferentes.

E. Besada-Portas (DACYA, UCM) Control de sistemas Variables de Estado 27 /116

Esquema

e Modelos en el Espacio de Estados (EE) Discreto
@ Modelo en el Espacio de Estados Lineales

E. Besada-Portas (DACYA, UCM) Control de sistemas Variables de Estado 28/116




Modelos en el EE Lineales |

El modelo en el EE discreto genérico:

us (k)
U (k) u(k)

—_—

UM.(k)

x(k +1) = f(x(k), u(k))
y(k) = g (x(k), u(1))

y(K)

yi(k)
yo(K)

YP.(k)

se transforma en el caso de los sistemas lineales discretos en:

us (k)
us(k) u(k)

—_—

x(k + 1) = Fx(k) + Gu(k)
y(k) = Hx(k) + Ju(k)

y(K)

—_—

un(k)

donde

y1(K)
Ya(K)

ye(K)

@ F matriz dinamica del sistema o matriz de transicién.

@ G matriz de control.

@ H matriz de salida o matriz de medida.

@ J matriz de accion directa (habitualmente nula, porque la entrada no
suele influir de forma instantanea en la entrada).
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Modelos en el EE Lineales Il (discretos vs. continuos §

En discreto:

us (k)

us (k) u(k)

UM.(k)

x(k + 1) = Fx(k) + Gu(k)
y(k) = Hx(k) + Ju(k)

En continuo:

U1(t)

us(t) u(t)

UM(f)

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

y1(k)
yo(K)

YP.(k)
yi(t)
yo(t)

YP.( )

Tambien podemos utilizar la representacion matricial que

habiamos visto:

F|G

x(k)

35|

y(1)
E. Besada-Portas (DACYA, UCM)

HJ

u(k)

Control de sistemas

{ x(t)

58

y(t)

A| B[ x(t)

c|D || u
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Modelos en el EE Lineales Il (perturbaciones)

En continuo habiamos visto:

u(t)
w(t)

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fw(t) ya (1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + Hw(t) :

YP-( )

y que las matrices F y H se llamaban matriz de perturbaciény
matriz de perturbacién directa.

En discreto podemos obtener expresiones analogas:

yi(k)
u(k) x(k +1) = Fx(k) + Gu(k) + Qw(k) ya(k)

[ w(k) } T y(k) = Hx(k) + Ju(k) + Rw(k) :
yp(k)

Las matrices F y G de ambos ejemplos no estan relacionadas de
ninguna forma.
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Esquema

e Modelos en el Espacio de Estados (EE) Discreto

@ Transformacion de Ec. en Diferencias a un Modelo en el EE
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Transformacion de Ec. en Dif. a un Modelo en el EE &

Para pasar de una Ec. en Diferencias implicita de orden R

u(k) y(k)
—  h(y(k),y(k—1),..y(k—R),u(k),u(k—1),...,.uk—-—R)=0 ——>

a una representacion explicita en un EEs x

ﬂ, x(k+1) = F(x(k),uk)) YK
y(k) = g (x(k), u(k)) —

se necesitan habitualmente N = (R — 1) = P estados.

Como en la expresion en el EE tenemos las diferencias hacia delante:

u(k) y(k)
h(y(k+R),y(k+R—1),...y(k),u(k+R), u(k+R—1),..,u(k) =0 ——

[X1(k),...,Xp(k), Xp+1(k),..., Xgp(k), ceny XN_p+1(k), . XN(k) ]T:
i(K), ..., yp(K), yi(k+1), ..., yp(k+1), ..., y1 (k+ R —=1), ..., yp(k+R — 1)]
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Transformacion de Ec. en Dif. a un Modelo en el EE

u(k) y(k)
h(y(k+R),y(k+R—1),...y(k),u(k+R),u(k+R—1),...u(k)) =0 ——

ulk) | x(k+ 1) = f(x(k),u(k)) | YK
y(k) = g(x(k),u(k)

[X1(k),...,Xp(k), X,D_H(k),...7 Xgp(k), ceny XN_p_|_~|(k), . XN(k) ]T:
i(K),....yp(K), yi(k+1),....,yp(k+1), ... yi(k+R—1), ..., yp(k+ R — 1)]T

Utilizando esta representacion en variables de estado, las ecuaciones
que se obtienen son:

@ yi(k)=xi(k)parai=1:P.
@ xi(k+1)=xip(k)parai=1:N—-P.

@ Las xj(k+ 1) parai= N — P+ 1: N se obtienen de la relaciones
establecidas por

h(y(k+R),y(k+R—1),...y(k), u(k+R), u(k+R—1),..., u(k)) = 0
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Esquema

9 Modelos en el Espacio de Estados (EE) Discreto

@ Ejemplos de Transformacion de Ec. en Diferencias a EE
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Ejemplo de Ec. en Diferencias a EE 1

Ejemplo 1: Ecuacion logistica discreta

x(k+1)—Rx(k)(1 —x(k))=0

Ya esta en diferencias hacia delante:

xi(K) = x(k)

xi(k+1)=x(k+1)= Rx(k)(1 —x(k))= Rxy(k) (1 — x1(k))
y(k) = x(k) = xi(k)

Ejemplo 2: Modelo de depredadores y presas de Volterra-Lotka

X1(k + 1) = ox1(k) — gx1(k)x2(k)
Xo(K +1) = —pxa(k) + rxi(k)x2(k)

1 (K)
XUk = [ xo(k) ]
y(k) = x(K)
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Ejemplo de Ec. en Diferencias a EE 2

Ejemplo 3: Valor medio de una secuencia de valores
k—1

y(k):%u(k—1)+T (k—1)

La trasformamos para que sea una Ec. en diferencias hacia
u(k) +

delante: y(k +1) =
x1(k) = y(k)

1
) =y =

= rp Uk +

k 1
k+1’ G k+1 ,J=0
Aunqgue podamos sacar las matrices, hay que tener en cuenta que

son matrices variantes con k.

k
k + 1 k+1 (k)

(k) + oy (k)
X1 (k)

k+ 1
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Ejemplo de Ec. en Diferencias a EE 3

Ejemplo 4: Sucesion de Fibonacci
x(k) =x(k—1)+x(k — 2)

La trasformamos para que sea una Ec. en diferencias hacia
delante: x(k +2) = x(k + 1) + x(k)

X (K) ] [ x(k) ]

| X2(k) x(k+1)

[ xi(k+1) | [ x(k+1) ]_[ x(k) [ x2(k)
k1) ] - [ x(k-+2) [ (k1) x(k) ” oK) (K) ]
y = X4(k)
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Esquema

@ Transformaciones entre modelos
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Esquema

@ Transformaciones entre modelos

@ Del Espacio de Estados a la Funcidén de Transferencia
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Del EE a FT Continuos

U1(t) }/1(f) U1(S) Y1(S)
w() | U ) = Ax() + Bu@t) | YD | () Ua(s) | UG Y(s) | Ya(s)
: y(t)=Cx(t)+ Du(ty — : 5 — G(s) — :
um(t) ye(t) Uu(s) Yp(s)

¢, Dada una representacion en el espacio de estados (A, B, C, D) podemos
obtener la funcion de transferencia G(s)?

Podemos aplicar la TL al sistema (considerando las c.i. nulas) :
Y(s) = C(sl — A)~'BU(s) + DU(s)

sX(s) = AX(s) + BU(s) (sl — A)X(s) = BU(s)
Y(s) = CX(s) + DU(s) } ' ¥(s) = CX(s) + DU(s)

X(s) = (sl — A)~'BU(s)
Y(s) = CX(s) + DU(s)
G(s) = (C(sl - A~ 'B+ D)
¢, De donde viene el denominador de las FTs que hay en G(s)?

Del determinante de (sl — A) — |sl — A]

Los polos (ceros del denominador) de las FT de G(s) estan relacionados con los
autovalores de A
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Ejemplos de EE a FT Continuos

G(s)=C(sl— A 'B+D

. . . R L
Ejemplo 3: Circuito RLC
. T 14 + +
x=[V V] T €17
: 0 1 0
x:[—l —B x+ l |:\/I:| syms L C R s
Lc L Le A=[0 1;-1/L/C, -R/LI];
B=[0;1/L/C];
y = [ 1 0 ]X c=[1 0];D=0;
1 gs=Cxinv (s*xeye (2)-A) *B+D;
G(S) — CLs?+CRs+1

Ejemplo 5: Sistema mecanico

T . . T
X = [ X1 Xo X3 Xy } = [ Xy Xo X4 Xo ]
0 O 1 0 0
P 0 O 0 1 X+ 0 [ f}
= ar+a a
0 0 -—Zga & M%
O % m —w 0
2
f(ss(A,B,C,D
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Del EE a FT Discretos

yi(n)
y2(n)

x(n+ 1) = Fx(n) + Gu(n) y(n)

Ui (2)
Us(2)
y(n) = Hx(n) + Ju(n) — :

Yi(2)
u@z) Y(2) [ Ya(2) }
—_— G(Z) —_— .

YPI(Z)

yel(n) Un(z)

¢, Dada una representacion en el espacio de estados (F, G, H, J) podemos
obtener la funcion de transferencia G(z)?

Podemos aplicar la TZ al sistema (considerando las c.i. nulas) :

zX(z) = FX(z) + GU(2) (zI — F)X(z) = BU(2)
Y(z) = HX(z) + JU(2) } ' Y(z) = HX(2) + JU(2) }

X(z) = (z - F)"'GU(z) }
Y(z) = HX(z) + JU(2)

G(z) = (H(zl - F)"'G + H)

¢, De donde viene el denominador de las FTs que hay en G(z)?

Y(z) = H(zI - F)~'GU(z) + JU(Z)

Del determinantede (zI — F) — |zl — F|

Los polos (ceros del denominador) de las FT de G(z) estan relacionados con los
autovalores de F

gz=tf(ss(F,G,H,J,-1))
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Esquema

@ Transformaciones entre modelos

@ Del Espacio de Estados a la Representaciones Grafica
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Representacién grafica explicita en el EE Continuos

i (1) yi(t)
w(t) | MOk =t up) YO | ()
: y(t)=g(x(t)ut) :
um(?) ye(t)

En la representacion grafica anterior se captura las dependencias entre
las entradas u(t), estados x(t) y salidas y(t), de forma
implicita/compacta, mediante las funciones f(x(t), u(t)) y g(x(t), u(t)).

Se puede realizar una representacion grafica explicita de dichas
relaciones, teniendo en cuenta: 1) que la relacién entre cada estado x;()
y su derivada x;(t) viene dado por la integral x;(t) = [ x;(t)dt, y 2) las
funciones basicas que relacionan los diferentes elementos (ganacias,

sumas, senos, etc).

u(t)
Xi(t) x(t) ~ . @ ui(t) yi(t)
— /@_, -
Ug(t)
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Ejemplo de representaciéon grafica EE 1

Ejemplo 1: Modelo de un depésito de agua o
[ X1 ] = [ H ] H(t)l 0,

k=[] = [ ha-5v0a) | o

y =X

)-(1 X1

[ <.

=
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Ejemplo de representaciéon grafica EE 3

Ejemplo 3: Circuito RLC wﬁmﬂmﬁ
T A 2 5 C fT %

X1 0 1 X1 0
w =l _ el e |t V]
2 LC L 2 LC
y=|1 0]x
X X X X
. 1 /_D 2 f 2 1 f 1
LC 4 _|
_i(_
LC
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Ejemplo de representaciéon grafica EE 4

Ejemplo 4: Sistema de calefaccion

x=|T]|]—

x=[ =gl x]+[ ][ 6O ]+[ -
]

X

<
I
| —
—
olx
—_
| —|
S
—
~
N
—_

X1 Xq

L
§
G/
—
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Representacion grafica explicita en el EE Discreto | '@

U4 (k) k

up(k) | ulk) X(k+1) = f(x(k), u(k)) Y(K) 1 ya(k)
y(k) = g (x(k), u(k)) I

um(k) yp(k)

En la representacién grafica anterior se captura las dependencias entre
las entradas u(k), estados x(k) y salidas y(k), de forma compacta,
mediante las funciones f(x(k), u(k))y g(x(k), u(k)).

Se puede realizar una representacion grafica explicita de dichas
relaciones, teniendo en cuenta: 1) que la relacion entre un estado en dos
instantes sucesivos, x;(k-+1) y x;i(k), viene dado por un retardo, y 2) las
funciones basicas que relacionan los diferentes elementos (ganacias,
sumas, senos, etc).

u1(K)
X;(k—|-1\ X/(k) \@ y(k) Ui(k) y,(k)
ret ——— / — sin ——
uz(K)
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Ejemplo de representaciéon grafica EE 1

Ejemplo 1: Ecuacion logistica discreta
xi(k+1)=x(k+1)=Rxq(k)(1— xq(k))
y(k) = x1(k)

Xq (k)

ret
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Ejemplo de representaciéon grafica EE 4

Ejemplo 4: Sucesion de Fibonacci

xi1(k+1) | | x(k+1) | _| Xxo(k) | x2(k)
Xo(k+1) | | x(k+2) | | x(k+1)+x(k) | | x2(k)+x1(k)
y = x1(k)
X2(k+1) Xg(k) X1(k+1) X1(k)
(+) ret ret
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Esquema

@ Transformaciones entre modelos

@ De la Representaciones Grafica al EE
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De la representacion grafica continua a la del EE |

v o [
]

<~—— sin

| .

¢, Como podemos convertir una representacion grafica explicita, con
integradores y funciones basicas, en su representacién habitual en el EE
(i.e., sinoeslineal f(x,u)y g(x,u)ysieslineal (A, B,C,D))?

Identificando cada integrador con un estado (colocando a su entrada el
estado derivado y a la salida el estado sin derivar) y obteniendo la
relacién entre los estados, la sefal de entrada, y la de salida, del
diagrama.

Si hay n integradores, hay n permutaciones posibles de estados (n!).
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Ejemplo de representaciéon grafica continua a EE |

X1 X2 X2

>0 R
e =1

Yy =X
Xo = Xj
Xy = au+z=au+ qr = au+ csin(xy)Xo
).(1 | au+ CSin(X1 )Xg
).(2 a Xq
y =X
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Ejemplo de representacion grafica continua a EE |l

-y
A A
)-(2 Xo X1 Xq
b
G
y = dxo + exq
).(1 = Xo

).(2 = au — bX2 — CX{

X 1 0 1 X1 0
0| = +| oLyl
Xo —Cc —b Xo a
X1
= | €
y=le d]| ¥
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De la representacié grafica discreta a la del EE

u(k) *@—»@—» ret .| ret y(k)

<~—— sin

| .

¢, Como podemos convertir una representacion grafica explicita, con

retardos y funciones basicas, en su representacion habitual en el EE (i.e.,
sino eslineal f(x(k),u(k))y g(x(k),u(k))ysieslineal (F,G,H,J))?

Identificando cada retardo con un estado (colocando a su entrada el
estado adelantado y a la salida el estado sin adelantar) y obteniendo la
relacién entre los estados, la sefal de entrada, y la de salida, del
diagrama.

Si hay n retardadores, hay n permutaciones posibles de estados (n!).
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Ejemplo de representacion grafica discreta a EE |

X1 (k+1) X1 (k) Xg(k+1 Xg(k)

u(k)—~f— ret ret y(k)

<~— sin

I

y(k) = x2(K)
xe(k +1) = x1(k)
xi(k + 1) = au(k) + cxo(K) sin(x; (k))

[ xi(k +1) ] _ [ a u(k) + csin(x1 (k)Xo (K)
Xo(k +1) x4 (k)
y(k) = xa2(k)

Notese que aunque este sistema tiene los mismos elementos que el del ejemplo
continuo, para discretizar un sistema continuo no es suficiente con cambiar los
integradores por retardos.
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Ejemplo de representaciéon grafica discreta a EE |l

| @—4’(’0
A
o o
X2(k+1) Xg(k) TX1(k+1) X1(k)

u(k) #@—»G\ ret ret

A

y(k) = dxz(k) + exq (k)
Xq (k—|— 1) = Xg(k)
Xo(k + 1) = au(k) — bxa(k) — cx1(k)

ki =120 Lo [ |+ [a ]

v =le ]| 1
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Esquema

@ Transformaciones entre modelos

@ De la Funcidn de Transferencia al EE
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De la FT continua al EE |

¢, Dada una funcién de transferencia G(s) podemos obtener una
representacion en el espacio de estados (A, B, C, D)?

09 e Ve | Vi ) | u | yalt)
Us(s) s s 2(s w(t) | U x(t) = Ax(t) + Bu(t) Y ya(t
L | T e — | - 2 yEtg = 0x8+0u8 oo
Un(s) Yo(s) um(t) Yolt)

A la hora de realizar la conversion de G(s) a (A, B, C, D), podemos
obtener diferentes matrizes, segin como asignemos las relaciones
capturadas por la FT a los estados x.

En esta seccion, empezaremos con la obtencidn independiente de las
relaciones entre cada entrada j y salida k (i.e. Gyj(s)) y continuaremos
con la obtencion de la matriz de transferencia G(s).

Uy(s) Yii(s) u(t) B x(t) = Ax(t) + Bu(t) V5
—  Gle)  —— m L Cx() 4 Dy(t)
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De la FT continua al EE I

Ui(s) Yii(s) u;(t) x(t) = Ax(t) + Buj(t) Yig(1)
—  Gle)  —— m U ek Dy

G (S) _ bosP4bysfi=1+. . +br_ys+bp
ki — sAtaysf-14.. 4+arp_qs+ap

¢, Cuales son las dimensiones de las matrices A, B, Cy D?

El nUmero de posibles asignaciones de estados x sigue siendo
muy grande, pero las configuraciones mas habituales son las
obtenidas:

@ Por el método directo (representacidon en variables fasicas).

@ Segun la forma candnica controlable o de Franklin.

@ Segun la forma candnica observable.

@ Por el método iterativo o de cascada.

@ Por el método de programacion paralelo.
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De la FT continua al EE lll: Método directo |

Ui(s) Yii(s) u(t) B x(t) = Ax(t) + Bu(t) V()
— G —— = L eox()Dult)

(o) — bosT+bis™ 4. +bp_15+bg
ij(S) — sftasfi-4. . 4ap_1s+an

Para hacer este tipo de conversion podemos basarnos en un modelo
grafico explicito. En el modelo gréafico aparecen integrales, no derivadas,
por lo que vamos a dividir la expresion anterior por la potencia mas
elevada de s, es decir por s.

G (S) . bo+b1S_1+...—|—bR_1S_R'H—}-bHS_H __ N(s)
ki T A+ais'+...+ag_1s Atl+ags—F T D(s)

Y.

Yii(s) = Gii(s)Ui(s) = Bt Ui(s) = N(s)E(s)

y Y,
E(s) = &) = mmeny — E(S)(1 +(D(s) — 1) = Uy(s)

— E(s) = Ui(s) - (D(s) — 1)E(s)
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De la FT continua al EE llIl: Método directo |l

G (S) o b0+b1Si1+...+b,q,1siﬁ+1+b,qsiﬁ’ o N(S)
ki — 14a;s—'+...+ag_15 AtTtags—F — D(s)

Yii(s) = N(s)E(s)= (b + b1s™ + ... + bg_1s R+ + brs=FR)E(s)

E(s)=Uj(s)-(D(s)-1)E(s)=Uj(s)—(ars~'+...+ar—15" "1 +ags=R) E(s)

Vi (1)
o o
® ) ®
A A A
Jbo A ~br_1 A
uj(t)
—+ J / J
e(t)
W ap—1 “ag
- | v
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De la FT continua al EE Ill: Método directo Il
Yii(t)
+) + +
| t t
/bo /by br_1 br
uj(t) XR X2 X1
—(t J J S
e(t)
a4 ar—1 ~ar,/
+ +
Para obtener la representacidon en el EE hay que asignar los estados.
i ).(1 T i 0 1 0 Ce 0 11 Xq T T 0 T
).(2 0 0 1 R 0 Xo 0
= o |
)-(,q_1 0 0 0 N 1 XR—1 0
| ).(R | | —ap —ap—1 —ap_» —a 1L Xp | 1 |
[ v = .
[ bgr — bpar br_1—bpag—_1 ... by —bpay ] [ Xy Xo ... Xg ] + bon
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De la FT continua al EE lll: Método directo IV

Ui(s) Gu(e) Yii(s) u;(t) )'(('t) = Ax() + Bu,-('t) Vi (1)
Yii(f) = Cx(t) + Du(t)

En resumen, dada la funcién de transferencia

e\ bos"bistT 4 +br_1stbg
ij(S) — sftasfi-l4. 4ag_1s+an

se obtiene la siguiente representacion en el EE por el método directo:

T xy ] [ O 1 0 O 17T xx 7 T[O17
Xo 0 0 1 0 Xo 0
: = : : : 0 T oY
).(/:;_1 0 0 0 1 XR—1 0
| )'(R i | —adr —ap-—1 —ap—2 ... —a J L Xr L 1 1
[ v ]= )
[ bg — bpag br_1 — boag—1 ... by — bgay } [ X1 Xo ... Xp } + bou,-
E. Besada-Portas (DACYA, UCM) Control de sistemas Variables de Estado 65/116
Ejemplo de la FT al EE: Método directo
2 __ s%43s+42
Calcular la representacion en el EE de la G(s) = S(s7+75+12) por el
método directo.
G(S) __ _S?48s42 _ s 143524253
s3+7s24+12s (1+7s—1+123—2+03—3
) _y(1)
® |
| f i

“o— Bl ]

o o
X1 0o 1 0 X1 0
o |=|0 0 1 X |+ 0 |u
).(3 0o —12 -7 X3 1

[y ]=[2 3 1][x x x3}T
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De la FT al EE IV: Forma candnica controlable |

Este método comparte la represetacion grafica con el directo,
distinguieéndose de él por la forma en la que se asignan los estados.

Yii(t)
| @ - 2 "

1
A @ bp_1 A

uj(t) X4 XR—1 XR
e(t)
a4 arp—1 “ap/
T x| [ —a —a —ap-1 —ar | [ xx |1 [ 1]
X2 1 0 0 0 Xo 0
| o 1 0 0 S "
XR_1 : : : . 0 XR—1 0
| Xgp | 0 0 o 1 O JL x 1 LO ]
[ vy = )
[ by —bpa; b>—bopa> ... br— bpar } [ XiT Xo ... XR } + bon
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De la FT al EE IV: Forma candnica controlable I

Ui(s) Yii(s) ui(t) x(t) = Ax(t) + Buj(t) V(1)
— G ——  m» —— h=cx(h Dy

En resumen, dada la funcion de transferencia

] o boSH+b1 SH_1—|—...—|-bF{_1S—|—bR
Gk/(s) — sfta;sf-14...4ag_1s+tag

el método de Franklin proporciona la siguiente representacion en el EE:

i ).(1 i [ —a —das ... —ap—1 —an 1T Xq T M1 7
Xo 1 0 0 0 Xo 0
ol o 1 .. o0 0 el
XR_1 0 Xg_1 0
| Xp | | 0 0 1 0 || xr | | 0 |
[ vy = T
[ by —bgay b —bopa> ... bg-— ban; } [ X1 Xo ... Xm } + bon

Se denomina forma candnica controlable, porque su estructura facilita el estudio
de la controlabilidad del sistema.
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Ejemplo de la FT al EE: Forma c. controlable

(4 2
Calcular la representacion en el EE de la G(s) = —5135+2
s(s?+7s+12)
método de Franklin.
G(s) = $?43s+2 _ s 14357242573
347524125 (1+73—1+123—2+03—3)
- (@)
| 4 O
/\ / }\
A y -\ /2\
U(t) = X1 Xo X3
W ; \ 4
_ 4
/i\ /’i\
o @
X 7 —12 01 [ x 1
o |=| 1 0 0 ||x [+|0 |u)
X3 0o 1 0 X3 0

[y ]=[1 3 2][x x x3}T
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De la FT al EE V: Forma candnica observable |

e D e L maee B0
Gi(s) = Bt retbnistln _ byths bodbens e — 5
Yii(s) = G(s)Uj(s) = pra Ui(S) = tripia— Ui(S)

Yig(s) (1 + (D(s) — 1)) = N(s)Uy(s)
Yii(s) = N(s)Uj(s) — (D(s) — 1) Yi(s)
Yi(s) = + (bo+bis™' +...4+bg_1s ! + brs™F) Uj(s)—

(a1s™' + ...+ ap_1s T + ags™H) Yi(s)
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De la FT al EE V: Forma candnica observable I

Yi(s) = + (bo+bis™'+. ..+ bg_1s7 1 + bgs™F) U(s)-
. (31 s+ ..+ 617/:;,15’”+1 + aﬂsil_?) ij(s)

Para abreviar, hacemos Y = Yj(s) y U = U(s), y operamos de forma
que agrupemos los términos con la misma potencia de s:

Y —boU+s " (bjU—aY)+s2(bU—aY)+..+5 R (bgU— arY)
Sacamos factores 3_1
Y =byU + s (b1 U—-—aY+ s (sz —aY + ...+ s (bRU — a,qY)))

E identificamos los estados:

( )

Y=bU+s ' |bjU-aY+s ' |boU-aY+..+5 ' (bgU—-arY)
X
o\ P )

Xi
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De la FT al EE V: Forma candnica observable IlI

Y=bU+s ' |bjU-aY+s ' |boU-aY+..+s T (bgU—arY)

Xr

Y(s) = boU(s) + Xi(8) — y(t) = x1(t) + bou(t)
Xi(s) = s~ (b1U(s) — a1 Y(8) + Xa(8)) — x1(t) = bru(t) — ary(t) + xo(t)
Xo(8) = s71(baU(S) — @ Y(8) + X3(8)) — Xo(t) = bau(t) — apy(t) + x3(t)
Xr(s) = s~ (brU(s) — arY(s)) — Xg(t) = bru(t) — ary(t)
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De la FT al EE V: Forma candnica observable IV

y(t) = xi(t) + bou(t)
X1(f) — by U(t) — a1y(l‘) + Xg(t)
(1) = bau(t) — axy(t) + x3(1)

X2
xp(t) = bru(t) — ary(t)

Xq —daj 1 O O[T Xxy T i by — boa1 l
).(2 —as o 1 0 Xo b> — boaz
= : 0 S : u;(t)
XR—1 —-ap—1 0 O 1 XR—1 br_1 — boar—1
| Xr ] —ae 0O O 0 1L Xr bR—boaR
T
[ yg(t) ]=[1 0O 0][ x x xa |7+ bouy(t)
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De la FT al EE V: Forma candnica observable V

[ ).(1 T [ —a 1 0 O] Xy ] [ b; — boai i
).(2 —das 0o 1 0 Xo b> — boag
= : 0 N : ui(t)
XR—1 —ar-1 0 O 1 XR—1 br—1 — boar—1
i j(/:; i |  —ar 0 O 0 1L Xr | | b,q — boa,q
[ y(®) ]=[1 0 ... 0] x x ... XR:|T—|—b0Uj(t)
Representacidn gréafica explicita:
uj(t)
v v
XR X2 Y X1 l
(+) J + i + Ii +
‘ ‘ ‘ Yii(t)
1 ! I
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De la FT al EE V: Forma candnica observable VI

Ui(s) Yii(s) u(t) | x(t) = Ax(t) + Bu(t) V()
—  Gys) ——  m —— Cx()+Du(t)

En resumen, dada la funcion de transferencia

(o) _ bos"+bis" '+ . +bp_15+ba
ij(S) — shtaisf-1+...+ap_is+ag

el método descrito proporciona la siguiente representacion en el EE:

[ ).(1 T [ —a 1 0 ... O 7T x4 1 [ b; — boai i
).(2 —ao 0 1 ... 0 Xo b2 — boag
: = : SR o : + : uj(t)
XR—1 —ar-1 0 O 1 XR—1 br—1 — boar—1
i ).(/:; i |  —ar 0 O 0 1L Xr | b,q — boaR
[ () ]=[1 0 ... 0 ][ x x ... XR:|T—|—b0Uj(t)

Se denomina forma candnica observable, porque su estructura facilita el
estudio de la observalidad del sistema.
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Ejemplo de la FT al EE: Forma can. observable

Calcular la representacion observable de G(s) = S(iigiﬁz)
_ _$?48s+2 _ s '48357242573
G(s) = $+7s+12s (1475~ 1+1257240s53)
).(1 —7 1 0 Xq 1
X |=| —-12 0 1 X2 |+1| 3 |u(t)
X3 0O 0O X3 2

[y ]=[1 0 0] x1 x x3}T

A 1
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xi y(1)
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De la FT al EE VI: Formas controlable y observable

Forma candnica controlable:

[ Xq ] [ —aq —a ... —ap_1 —ap 1 X4 ] r 17
X 1 0o ... 0 0 X 0
S I 0 ]y
XA_1 : : : 0 XA 1 0
x» | L o 0o ... 1 o ]|l xx | Lo
[ Yki }:[ by —bgpay bo—bpas ... br— byar }[ Xy Xo ... Xp }T—I—bouj'

Forma candnica observable:

[ X4 ] [ —a 1 0 O1T X1 [ b1 — boa1 i
).(2 —ds 0 1 0 Xo b> — boag
: = : Lo 0 S I : uj
XR—1 —arp—-1 0 O 1 XR—1 br_1 — boar—_1
| )'(R i |  —ae 0 O 0 1L Xr | br — boaR
[yk,-]:[1 0o ... 0][X1 Xo ... XR:|T+b0U/'

Relacion entre ambas formas:
A.=Al,B.=Cl,C.=B!
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De la FT al EE VII: Método iterativo

Ui(s) Yii(s) ui(t) x() = Ax(t) + Buj(t) Yii(t)
— G — om0 ex(t) Dy

Para simplificar la notacion, llamaremos G(s) a la Gg(s) .

Este método se aplica cuando G(s) es factorizable. Es decir, cuando

G(s) = [T Gi(s)

U(s) Y(s)

— - Gk | —

)
—  Gi(9) Ga(s) o Giu(s) ——

Los estados asociados a cada una de las Gj(s) se obtienen por algun
otro método (por ejemplo el método directo o el de Franklin).
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Ejemplo de la FT al EE: Método iterativo

Calcular la representacion en el EE de la G(s) =

10
S(s+)(s254) Por el
método iterativo.

U(s) Y(s)
1 1 1
- 10 s s+1 214
u(t) X4 X3 - X2 X1 y()
>—N—@—N ®— f J
1 ] 4

o Ne N
I
—
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De la FT al EE VIII: Método paralelo

Ui(s) Yii(s) u byt = Ax(1) + Buj(t) (1)
— G — = — yk(,()t) “Cx(t) + DU (D

Para simplificar la notacion, llamaremos G(s) a la G;(s).
Este método se aplica cuando G(s) es una suma de fracciones simples.
Es decir, cuando: L

G(s) = >_i—1 Gi(s)

U(s) - Y(s)
Gi(s)  —(+—

U(s) Y(s) Ga(s)

GL(s)

Los estados asociados a cada una de las Gj(s) se obtienen por algun
otro método (por ejemplo el método directo o el de Franklin).
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Ejemplo de la FT al EE: Método paralelo |

Calcular la representacion en el EE de la G(s)

1

por el método de programacion paralelo.

1 1

3 1 3
G(S) =& — 55 + 523
U(t) X1

— (s+1)(s+2)(s+3)
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Ejemplo de la FT al EE: Método paralelo

u(t) t)
__>(\i— — f o % —l-/»—»
|
_’(\T_) f = [DB—
I_//_2<_
NN B
[ <
).(1 —1 0 0 Xq 1
o |l=1 0 2 0 ||x|+|1|up
).(3 0 0 -3 X3 1
T
Ly J=[2 =1 z][x X x]
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De la FT al EE IX: Matriz de transferencia

u(s) Y(s) u®) | m = ax(e) e Butn | YO
- 66 ’ —- ’ yEt; - ngtg + DZI((t)) ’

¢, Gomo obtener de la matriz de transferencia G(s) en sistemas MIMO
(Multiple Input Multiple Output) la representacién en variables de estado?

numy (s) numyu(s)
Gii(s) . Giu(s) Genvi(s)  denua(s)

G(s)= : : = : ; B
(s) numpy (S)

¢, Obtenemos de forma independiente los estados de cada funcidn de
transferencia y construimos un sistema con todos ellos ?

¢, Existe alguna relacion entre los polos (raices de deny;(s)) de las
funciones de transferencia Ggj(s) ?

Veremos como podemos proceder con un ejemplo.
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia |

Calcular la representacion en el EE de la matriz de transferencia

1 2541
G(S) _ [ (S+1)1(S+2) (S—i—é?_(ﬁ—i—Z) ]
s(s+1)(s+2) s(s+1)(s+2)
Vamos a obtener la representacion en el EE siguiendo dos
procedimientos diferentes:

@ Tratando de forma independiente las funciones de
transferencia. Como método de transformacion para cada
Gy;(s) vamos a usar el candnico controlable:

:
s34+3s524+2s s34+35242s

1 25+1
_ s24+3s+2 s24+3s+2
G(s)= 2511
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia |l

1 25+1
{ Yi(s) ]:[ 213542 32£9Is1+2 ] [ Ui(s) ]
Y2(s) s343s2+2s  s843s242s Uz(s)

Y; (S) = G11(S) U, (S) + G12(S) UQ(S)
Yg(S) = 621(8) U, (S) + G22(S) UQ(S)

t) t t)_ t
U1_(N)Jr I I y11(t) U1_())+ I I I Y1 (t)
T T
f:t;; | ;;ij: |
) +y1z(t)+y1 (1) . +y22(t)+ ya(t)
y'\ A A A
() | | (t). [ |
- / / —+ J J J
= ;=
3 2 \8 \ 4
] * | i o |
+ )
E. Besada-Portas (DACYA, UCM) Control de sistemas Variables de Estado 85/116

Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia |l

u1(t)+ X I Xo I y11(t) Uy (f)+ Xs5 I Xg I X7 I yar(t)
B v | B i |
+ +)
(0 20
U2(t)/—— N X3 I | X4 I | UZ(t‘);\ Xg I Xo I IX10 I |
i 1 i 1
3  / ) @ 2
] & | B |
& )

)'(1 = Uy — 3X4 —2X2;X2=X1
)'(3:U2—3X3—2X4;).(4=X3

X5 = U1 — 3X5 — 2Xg ; Xg = X5, X7 = Xg
Xg = Up — 3Xg — 2Xg ; X9 = Xg; X10 = Xo
Vi = Xo +2X3 + X4; Yo = X7 + 2X9 + X190
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia IV

).(1 = U4 —3X1 —2X2;).(2:X1
X3:U2—3X3—2X4;X4:X3
X5 = Uy — 3X5 — 2Xg ; Xg = X5. X7 = Xg
Xg = Up — 3Xg — 2Xg ; X9 = Xg; X10 = Xg
Vi =Xo+2X3+ X4 ;Y2 = X7 + 2X9 + X190
[ -3 -2 0 0 0 O 0 O 0 0] 1 0 ]
1 0 0 0 0 O 0 O 0O O 0 O
0 O -3 -2 0 O 0 O 0O O 0O 1
0 0 1 0 0 O 0 O 0O O 0 O
A 0 0 0 O -3 -2 0 O 0O O B_ 1 0
0 0 0 0 1 O 0O O 0O O 0O O
0 0 0 0 0 1 0 O 0O O 0O O
0 0 0 0 0 O 0 -3 -2 0 0o 1
0 0 0 0 0 O o0 1 0O O 0O O
|0 0 0 0 0O 0 0 O 1 O] 0 0 |
C__O 1 21 0 0 0 0 O 0}
_O O 00O O 1 0 2 1
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia V

1 25+1
_ S2+4+3s+2 s24+3s5+2
G(s) = 1 254 1
s34+3s2+2s s34+3s5242s

@ Tratando conjuntamente las FT asociadas a la misma entrada,
haciendo que todas tengan los mismos polos.

2
{ Yi(s) ] _ 33+3§2+23 3342:332323 [ Us(s) ]
Ya(s) 33+3152+23 s3Jr2(§sJ51LZs Ua(s)
Yi(8) = G11(s)Ui(s) + Gia(s)Uz(s)
Yo(s) = Go1(s)Ui(s) + Gaz(s)Ua(s) " "
Y12 Y22
A 2\ A

«w‘

it o j\l ’f
¥
\+/

—& J J I
2\}/1 (1) \ yar(d)
|
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia VI

Yi(s) = Gi1(s)Ui(s) + Gia(s)Uz(s)
Ya(s) = Ga1(S)Ui(S) + Gaz(s)Ua(S)

. yie(t) Yea(l)

”\I/, Y

J

vt X X3 X5 Ua(t) X

f —N\t/l
2//\}/1 1 (t) Y1 (t)
|

)-(1 = Uy — 3Xq —2X3;5(2 = Uo — 3X4 — 2X5
X3 = X1; X4 = X2;

X5 = X3; Xg = X4;

Yi=Y11+ Yi2 = X3+ 2X2 + Xa;

Yo = Yo1 + Yoo = X5 + 2X4 + Xe;

p
—
=
/+\<.<\js<_/
O .
£y
- ‘_. N

4.,\'{_;5‘«_

+

Y
@
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia VIl

5(1 = Uy — 3X4 —2X3;).(2: U — 3X4 — 2X5
).(3:X1;).(4:X2;

X5 = X3; Xg = Xx4;

Yi=Y11+ Y12 = X3 + 2Xo + X4;

Yo = Yo1 + Yoo = X5 + 2X4 + Xe;

"x;] [-3 0 -2 0 00 X4 10

Xo 0 -3 0 200 Xo 0 1

3| |1 0 0 0 00O x|, |00 [u1]
x2/ ] 0 1 0 0 00 X4 00 U
X5 0O 0 1 0 00 X5 00

' %] [0 0 0 1 0O0]|xs] [0 O]
yw]_[0o 21100 (X % X X X w17
Vo 0002 1 1 72 A3 A4 76
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia VIlI

1 25+1
| s2+3s+2 s24+3s5+2
G(s) = 1 2571

s343s2+2s s343s5242s

Por el primer método hemos obtenido 10 estados.
Por el segundo 6. Por lo tanto, es mejor el segundo.

¢, Podemos reducir el numero de estados al minimo que nos fija el
denominador comun a toda la matriz de transferencia ?

Existen algunos métodos que nos permiten intentar reducirlo hasta
el nimero minimo de estados, pero la eleccidén de los estados no
es sencilla.

Nosotros intentaremos reducirlo en la medida de los posible
utilizando matrices de controlabilidad u observabilidad, o ...
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Ejemplo de la FT al EE: Matriz de transferencia VIlI

... por medio de Matlab (tal y como se explica al final de este
apartado):

[ X -0,306 —0,629 1,562 [ x 0,631 1,073 y
X |=| 0592 -0,122  —1 X |+| —0278 0,228 { U }
B 0,425 1,145 2568 || X 0,155 —0,739 ?
B } N [ 0,5888 0,3724 1,736 ]

;
o | T | 0,1967 10,7302 0,5113_[)(1 X2 X |
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De la FT discreta al EE |

¢, Dada una funcién de transferencia G(z) podemos obtener una
representacién en el espacio de estados (F, G, H, J) ?

— 6@ — T y(n) = Cx(n) + Du(n)

Ui(2) Yi(z) ur(n) yi(n)
Ux(2) ] u(z Y(2) [ Y2(2) ] > [ uz(n) ] u(n) x(n+1) = Fx(n) + Bu(n) Y7 { y2(n) ]

uM.( n)

Un(2)

A la hora de realizar la conversién de G(z) a (F, G, H, J), podemos
seqguir los mismos procedimientos vistos en el caso continuo, teniendo en
cuenta que el integrador continuo sera sustituido por el retardo discreto y
la ‘s’ por la ‘Z’.

En las transparencias siguientes, se resumen los métodos y se recogen
algunos ejemplos.
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De la FT al EE |I: Método canonico controlable

R R—1

Dada la funcién de transferencia Gyj(z) = b‘z’,zq+“;f‘zzﬂ_1;ﬁ:;gb:_‘ﬂzig’* se obtiene la
siguiente representacién en el EE:

X1(k—|—1) l [ —ay —a ... —ar-1 —ar |[ X1(k) IR

Xo(k-+1) 1 0 ... 0 0 x2(K) 0

XR_1(k+1) . . . 0 XR_1(k) 0

Xn(k+1) 1 L 0 0 1 0 L X,q(k) 1 L O |
ykj(k):[ b1 —boa1 bz—boag RN bR—boaR ” X1 Xo ... Xm ]T—1— bon(k)
Xi = X,'(k)

. ., 3,42, 2.,
Ejemplo: Calcular la representacion en el EE de la G(2) = Z3225-2222 por el

método de Franklin.

xi(k+1) 7 12 07 x(k) 1
X3(k+1) 0 1 0 Xg(k) 0

[ y(k) 1=[ =8 =9 2 ][ x(k) xa(k) xs(k) |+ u(k)
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De la FT al EE lll: Forma candnica observable

. , bozf b 2R 1. 4bgp_1z+b .
Dada la funcién de transferencia Gy;(z) = Z‘}ia:;_i Ia: 1‘;;: se obtiene la

siguiente representacién en el EE:

[ X1(k—|—1) T T —a4 1 0 O1rx71 [ b1 — by ay
Xg(k—|—1) —ap 0 1 0 Xo b> — bgao
: = Lo ol : |T : uj(k)
qui1(k—|—1) —ap-1+ 0 0 ... 1]|xXg_1 bgp_1—bgr_1a4
| X/:;(k—l-‘l) 1 L —ar 0 0 .. OfLxg] | br—boar
[ v(k) ]=[1 0 ... O][x X ... XR:|T+b0U/'(k)

Xi = X/(k)

. ., 3 2
Ejemplo Calcular la representacion observable de G(z) = £3222222 por el

método canonico observable.

X1(k‘+'1) —7 1 0 X1(k) -3
X2(k—|— 1) = -12 0 1 Xg(k) +1 =9 U(f)
Xg(k + 1) 0 0O O Xg(k) 2
[y(k) J=[1 0 0][ xi(k) xa(k) xa(k) ]+ u(k)
E. Besada-Portas (DACYA, UCM) Control de sistemas Variables de Estado 95/116
Esquema

e Respuesta General
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Esquema

e Respuesta General
@ Solucidén del sistema lineal continuo en el EE
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Solucioén del sistema lineal continuo en el EE |

U1(l') 1
w(t) | U iy = Ax(t) + Bu(t) | YD | ya(D)
: y(t) = Cx(t) + Du(t) :

un(t) ye(1)

Si multiplicamos la ecuacién de estado por e~ A!:

e Alx(t) = e Al Ax(t) + e A'Bu(t)

Teniendo en cuenta que e~ A'A = Ae~A! y operando:
e Alx(t) — Ae Alx(1) = e A'Bu(t)

La ecuacion se puede reescribir como:

w = e~ A'Bu(t)

Integrando a ambos lados de la expresion se tiene:
e Alx(t) — e Abx(ty) = fté e A" Bu(r)dr

Operando, se tiene que:

x(t) = eAl=0)x(ty) + [, €A=" Bu(r)dr
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Solucion del sistema lineal continuo en el EE |l

[ U1(t)

-I u(t)

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

y(1) {

yi(t) -|
yo(1)

El valor de los estados se calcula por la siguiente expresion:

x(t) = eAl=b)x(ty) + fté eAl=")Bu(r)dr

Aparecen dos sumandos:

YP.(t) J

Ug(t)
[ um () ‘

@ El primero se corresponde a las condiciones iniciales (fy = 0), es la
solucion a la ecuacidon auténoma, y se denomina componente
homogenea.

@ El segundo es la solucidn debida a la presencia de la sefal de
entrada y se denomina componente forzada. La forma integral en la
que aparece la sefal de entrada toma la forma de una convolucion.

La respuesta y(t) se obtiene directamente sustituyendo el estado por la
ecuacion anterior:

y(t) = CeAll=0)x(fy) + fts CeAl=7)Bu(7)dr + Du(t)
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Control de sistemas Variables de Estado

Solucioén del sistema lineal continuo en el EE I

U1(t)
Up(t) u(t)

—_—

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

um(?) ye(1)

En resumen, las expresiones que permiten obtener el valor de los
estados y la respuesta del sistema son:

x(t) = eA-0)x(ty) + [, A7) Bu(r)dr

y(t) = CeAll=0)x(ty) + [, CeAt= Bu(r)dr + Du(t)

A pesar de las expresiones anteriores, no siempre es sencillo
obtener la solucién analitica, ya que para eso hay que calcular los
valores de eA(t=0) y de la integral.
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Esquema

e Respuesta General

@ Solucién del sistema lineal discreto en el EE
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Respuesta Discretos en el EE |

x(k +1) = Fx(k) + Gu(k)
y(k) = Hx(k) + Ju(k)
Para obtener la evolucidn y la respuesta del sistema lineal discreto
en el EE a partir del estado inicial y la sucesion de sefnales de
control, unicamente es necesario aplicar la expresion de estado de
forma recursiva:
x(k) = Fx(k—1)+ Gu(k—1)
= F(Fx(k—2)+ Gu(k—2))+ Gu(k —1) =
= F(F(Fx(k—3)+ Gu(k—3)) + Gu(k—2)) + Gu(k—1) =
= Fkx(0)+ XK, FI-'Gu(k — I)

Para calcular la respuesta, sustituimos la expresion del estado en
la de la salida:

y(k) = Hx(k)+ Ju(k)
— HF*x(0) + YK, HF'='Gu(k — I) + Ju(k)
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Respuesta Discretos en el EE |l

x(k) = Fkx(0) + K, FI-1Gu(k — )
y(k) = HF¥x(0) + 2K, HF-1Gu(k — 1) + Ju(k)
En la expresiones obtenidas se puede ver como la respuesta del

sistema depende de F/ y del sumatorio del producto de dicha
expresion por Gy la sefial de control aplicada en cada instante.

Ademas la respuesta del sistema es la combinacidn lineal de la
respuesta del sistema debida a las condiciones iniciales y la
respuesta del sistema debida a la senal de entrada.
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Respuesta Discretos en el EE Il

x(k) = Fkx(0) + K, FI-1Gu(k — 1)
y(k) = HF*x(0) + K, HF'-1Gu(k — 1) + Ju(k)

Para ver que valores de los autovalores de la matriz F hacen que
esta converja al multiplicarla por si misma:

F=VAV-'
F2 — VAV-'VAV-' = VA2V
Fk — VAKy-

La matriz converge si sus autovalores estan dentro del circulo
unidad. Si estan fuera diverge.
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Esquema

@ Simulacion
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Simulacion del sistema lineal en el EE

Para simular un sistema en el EE con Matlab, se pueden utilizar las
siguientes herramientas:

@ Simulink

» Construyendo el diagrama grafico correspondiente con
Simulink

» Utilizando los bloques de variables de estado lineales
» Utlizando un diagrama grafico matricial.

@ Las herramientas de simulacién de la Toolbox de Control
@ Herramientas adicionales:

» Integradores numericos de Matlab para sistemas continuos
» Implementacion del bucle de simulacion para sistemas
discretos

Con la toolbox de control Unicamente se pueden simular sistemas
lineales. Con el resto de los métodos se pueden simular sistemas
lineales o no lineales.

A continuacién veremos ejemplos de los diferentes métodos.
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Simulacién desde Simulink |

Ejemplo 3: Simulacion del Circuito RLC

A=[_(L _15],3:[ ; ]

@ Simulacién con el esquema grafico completo

L=1;C=1;R=1; "@ dotxz do(x1 . '@
x0= [3, 2} '; Step Gain2 x2 x1 Scope
X01=X0(1); Gain Gam
x02=x0(2) ;

En el codigo En el modelo se monta el esquema v
(oenlalinea  grafico, en los integradores se El resultado de la
de comandos) indican los estados iniciales, y en simulacién, lanzada
se declaran Simulink se afade el generadorde  gesde Simulink, se
las variables  sefales y el visor. visualiza en el visor.
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Simulacién desde Simulink Il

Ejemplo 3: Simulacion del Circuito RLC

0 1 0 L=1;C=1;R=1;
A:!_1_ _B]’B:[L]’ wmt3, 210

LC C LC A=[0,1;-1/L/C,-R/C];
c=[10],D=[0] :

@ Simulacion con los blogues de variables de estado

[0;1/L/C];
[1 0];D=0;

] = AxrBu [ En el bloque se usan las matrices y se indican los
= UX+DuU . .
’ estados iniciales.

@ Simulacion utilizando un diagrama grafico matricial

Las ganancias en este caso tienen una
multiplicacion matricial(elegir la opcion dentro del
bloque ganancia). Ademas, en la inicializacion del
Gain3 integrador, hay que poner el vector de estados.

Gaint

Scope

Para simular un sistema discreto, utilizar bloques retardadores en vez de
bloques integradores, y el bloque de variables de estado discreto.
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Simulacién con la toolbox de control

Para simular con la toolbox de control se pueden usar las mismas
orden que se usan para la funcién de transferencia. Ademas, se
puede simular la respuesta a las condiciones del estado inicial con
la orden initial o con la orden Isim, que también admite como
parametro de entrada el estado inicial.

Ejemplo 3: Simulacion del Circuito RLC

Pefinicidén de los datos

L=1;C=1;R=1;
A=[0,1;-1/L/C,-R/C];B=[0;1/L/C];

C=[1 0];D=0;

x0=[3,21";

ve=ss (A,B,C,D); %Definicidn del sistema

=

0 5 10 15 20 25 30

o B N W A

%Simulacion con step y condiciones iniciales
%51 el sistema estd en VE, ambas ordenes
%ambien devuelve la evolucidén de los estados.
[y0,t,x]=initial (ve,x0,30)

[ys,t,x]=step(ve,t)

subplot (2,1,1);plot (t,y0+ys)

Linear Simulation Results

Amplitude

o B N W A

oo s .. . Time (seconds)
Simulacidén con lsim

u=ones (length(t),1);
subplot (2,1,2);
lsim(ve,u, t, x0)
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Simulacion de continuos mediante integracion |

Matlab proporciona multiples herramientas de integracion numerica
(ode45, ode23, ode15) que permiten simular el comportamiento de
sistemas continuos. Para poder utilizarlas hay que definir el sistema
dinamico en una funcion de Matlab que tenga la siguiente cabecera. En
el cuerpo de la funcién se implementa la ecuacién diferencial en la
representacion en variables de estado.

function xdot=fun(t,x)

t: Instante de tiempo
x: Vector con los valores de estado en el instate t
xdot: Vector con la derivada del estado en el instante t

Una vez implementada la ecuacion diferencial en Matlab, se simula su
comportamiento con la llamada al integrador:
[t,x]=0de45(@fun,tiempo,x0)
@fun: Funcion que implementa la ecuacion diferencial
tiempo=[tinicial,tfinal]
x0: Vector con las condiciones iniciales
t: Vector con los instantes en los que se devuelven los estados

x: Matriz, en cada columna un estado, en cada fila un instante de
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Ejemplo de herramientas de integracion |

Sistema mecanico

Xq X3
X Xo X4
= . pr—y f a2 a1 ( )
X3 AR );3 M, (X3 — X4
X _A a4 —
4 A Xo + A (X3 X4)
y =X
function xdot=Mecanico (t, x) x0=[0;0;0.5;0.5];
Yonstantes [t,x]=0ded5 (@Mecanico, [0,100],x0);
Ml=1;M2=3; plot(t,x(:,1), 'Linewidth',2)
k=0.5; xlabel ('Tiempo', 'FontSize',16);
al=1; az2=2; ylabel ('x_1','FontSize',16);
YPAplicamos el escalon hasta t=2
if t<2
f=1;
else
£=0;
end

¥cuacion diferencial
xdot (1,1)=x(3);

xdot (2,1)=x(4);
xdot (3,1)=f/M1-a2/Ml*x(3)-al/Mlx (x(3)-x(4));
xdot (4,1)=—k/M2+x (2)+al/M2x (x (3)-x(4)) ; R
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Ejemplo de herramientas de integracion |l

Vehiculo terrestre

L=l ooy - 3

.V:[X1 Xz]T

function xdot=Vehiculo (t, x) x0=[0;01;

YLonstantes [t,x]=0ded5 (@Vehiculo, [0,100],x0);
g=9.8; subplot (2,1,1);plot(t,x(:,1))
m=100; xlabel ('Tiempo', 'FontSize',16);
b=1; ylabel('x', '"FontSize',16);
¥Entrada y perturbacion subplot (2,1,2);plot(t,x(:,2))
F=10; xlabel ('Tiempo', 'FontSize',16);
w=0.1lxsin (2+pi/10*t); ylabel('v', '"FontSize',16);
¥cuacion diferencial

xdot (1,1)=x(2);

xdot (2,1)=1/mxF-g*xw-b/mxx (2) ; §ﬁ¥"'¥/~/////////////

5
Tiempo

E. Besada-Portas (DACYA, UCM) Control de sistemas Variables de Estado 112/116




Simulacion de continuos mediante integracion |l

Finalmente, es importante tener en cuenta que:

@ Aunque los ejemplos elegidos son de sistemas lineales, la
misma forma de proceder se puede utilizar para sistemas no
lineales.

@ Sila representacion de partida del sistema no se encuentra
en una representaciéon en el EE, hay que obtener dicha
representacion con alguno de los metodos vistos en clase
(EDO — EE, FT — EE, Representacién grafica — EE,
Reduccion de Sistemas)

@ Tal y como hemos presentado el metodo, los paremetros del
modelo y las sefnales de entrada se definen dentro de la
funcion de Matlab que implementa la ODE. Esto no es
extrictamente necesario, ya que es posible pasarle a la
funcidn parametros adicionales.
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Simulacion generica de sistemas discretos |

Para simular de forma generica un sistema discreto lo unico que
es necesario es implementar dentro de un bucle las operaciones
definidas en la ecuacion en diferencias.

En este caso no es necesario tener la representacion en el EE,
aunque también se pueden realizar el bucle sobre dicha
representacién, ya que su ecuacion dinamica constituye una
ecuacion en diferencias con un unico adelanto.

El resto de las representaciones hay que convertirlas a una
representacion en diferencias.

Con el objeto de poder realizar los calculos habra que fijar las
condiciones iniciales a los valores deseados (0 si no se dice nada).

Para poder representar los resultados, es conveniente ir
almacenandolos en un array o matriz.
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Ejemplo de simulacion de sistemas discretos |

Pago de un prestamo bancario

y(k)=y(k—1)+0,01ry(k —1)— u(k)

20001 ©

1800 o

clear all;close all; %

r=3.2; 16001 %o

y (1)=2000; ®o

for k=2:30 o
u(k)=100;
y(k)=y (k=1)+0.01xrxy (k-1)-u(k) 1000} °

end °
800 o

1200 o

Deuda
o

hold on; plot(y,'o', 'LineWidth',2) 600l °
xlabel ('Meses', 'FontSize',16); ol °°

ylabel ('Deuda', 'FontSize',16); o

200
0
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Ejemplo de simulacion de sistemas discretos |l

Ecuacion logistica discreta

x(k +1) = Rx(k)(1 — x(k)) = 0

clear all;close all;

R:2; 07
x(1)=0.8; goes
for k=2:30 e
x (k) =R*x (k-1) % (1-x(k-1)); §
055
end 3
%U,E °00000000000000000000000000
hold on; plot(x,'o', 'LineWidth',2) 8 o

xlabel ("Meses', 'FontSize',16);
ylabel ('Densidad Poblacion', 'FontSize',16);

°
=

°
@
&

°
«
5
5
3
R
8
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