Capitulo 6: Variable
Aleatoria Bidimensional

Cuando introduciamos el concepto de variable aleatoria unidimensional, deciamos
que se pretendia modelizar los resultados de un experimento aleatorio en el con-
junto de los nimeros reales. Sin embargo, en muchas ocasiones, los resultados
de un experimento aleatorio no pueden expresarse mediante una tinica cantidad,
y se requiere una variable aleatoria multidimensional. Nos centramos en este
capitulo en el estudio de una variable aleatoria bidimensional.

6.1 Concepto de variable aleatoria bidimensional

Una variable aleatoria bidimensional (X,Y") es una aplicacién del espacio mues-
tral Q en R? = RzR
Q0 X RzR

w —  (X(w),Y(w))
Por lo tanto, cada componente de la variable aleatoria bidimensional es una
variable aleatoria unidimensional.

Ejemplo 6.1: Consideremos el experimento aleatorio de lanzar una moneda
tres veces, al que tenemos asociado el siguiente espacio muestral:

Q = {(c7 c’ c)7 (C’ C, +)7 (c’ +7 C)’ (+’ C7 C), (C7 +7 +)’ (+’ C7 +)7 (+7 +’ C), (+7 +’ +)}

Se define la v.a. bidimensional Z = (X,Y), donde X(w) ="Nuimero de
caras en w”, e Y(w) ="Diferencia en valor absoluto entre el nimero de caras y
el nimero de cruces en w”. Entonces:

Z(+,+,+) (0,3)

Z(e,+,+) = Z(+,¢,+)=Z(+,+,¢) =(1,1)
Z(c,c,+) = Z(e,+,¢) =Z(+,¢¢) =(2,1)
Z(c,e,c) = (3,3)
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6.2 Distribucién de probabilidad inducida. Fun-
cién de distribucién conjunta

Vamos a asociar a cada v.a. bidimensional un espacio probabilistico definido en
R2.

6.2.1 Caso discreto

Sean X e Y variables aleatorias unidimensionales de tipo discreto, que toman
un numero finito o infinito numerable de valores {z1, 22, ...}, {y1, Y2, ...}, respec-
tivamente.

Se define la funcion masa de probabilidad conjunta de (X,Y’) como:

pij = P(X =2;,Y =y;),Yi,j
verificando:

i) > py=1
(]
La funcion de distribucion conjunta de (X,Y’) viene dada por:

Fla,y) = P(X <z,Y <y)= > Y P(X=,Y =y)), ¥(z,y) € R’

z; <z y; <y

Ejemplo 6.2: La v.a. Z = (X,Y) del ejemplo 5.1 tiene funcién masa de
probabilidad dada por:

X\Y |1 3
0 0 1/8
1 3/8 0
2 3/8 0
3 0 1/8

y su funcién de distribucién es:

0 siz<0,y<1

0 si0<zx<1,1<y<3
1/8 si0<z<l,y>3
Flr,y) =P(X <z, Y <y)=4q 4/8 sil<z<2,y>1
7/8 si2<ax<3 y>1
6/8 sizx>3,1<y<3

1 siz >3,y >3,
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6.2.2 Caso continuo

Sean X e Y dos v.a. continuas definidas en R.
Se define la funcion de densidad conjunta de (X,Y) como una funcién f :
R? — R que verifica:

i) f(z,y) >0VY(z,y)
i) [T [ fz,y)dedy = 1

En este caso, la funcidn de distribucion conjunta de (X,Y") vendra dada por:

oy
Fz,y)=P(X <=z,Y <y)= / / fu,v)dvdu, V(x,y) € R?

La funcién de densidad conjunta se obtiene a partir de la de distribucién
seguin la siguiente expresién:

O*F(z,y)

Ejemplo 6.3: Sea (X,Y) una v.a. bidimensional continua con funcién de

densidad:
_Jry 0<2<2,0<y<1
fla,y) = { 0 en otro caso

Obtenemos su funcién de distribucion:

T Y 0 y z 0
F(z,y) = / / f(u,v)dvdu:/ / Odvdu+/ / Odvdu +
—00 J —00 —00 J —00 0 —00

Ty 2
+//uvdvdu = (xy),0§x§270§y§1
o Jo

4

Ejemplo 6.4: Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con la siguiente funcién
de distribucién:

F(z,y) = l—e®—e Ve @M 250 y>0

donde X ="Duracion de llamadas comerciales” e Y = ” Duracion de llamadas
personales”.

a. Calcular P(X <1,Y <2).
PX<1,Y<2)=F(1,2)=1-e'—e?4¢3
b. Determinar la funcién de densidad conjunta.

. PF(ry) .
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6.3 Distribuciones marginales y condicionadas

6.3.1 Distribuciones marginales

En general, se definen las distribuciones marginales como las distribuciones por
separado de cada una de las componentes de la v.a. bidimensional.

Dada la funcién de distribucién conjunta de (X,Y), F(z,y), se define la
funcion de distribucion marginal de X como:

Fx(z)=P(X <z)=F(z,+0) =P(X <z,Y <400), z€R
Andlogamente, la funcion de distribucidn marginal de Y viene dada por:
Fy(y) = P(Y <y) = F(+00,y) = P(X < 400,V <y), y €R

e Caso discreto:

Dada una v.a. bidimensional (X,Y’) con funcién masa de probabilidad
conjunta p;; = P(X = z;,Y = y;), se define la funcién masa de probabil-
tdad marginal de X como:

Px(z;)=P(X =2;) =Y P(X =2;,,Y =y) pr P
J

Anslogamente, la funcién masa de probabilidad marginal de Y es:

Py(y;) = P(Y =y;) ZP =, Y =y;)) =Y pij=p;

i
Entonces, las funciones de distribucion marginales resultan:

FX(x):P(XSJ;):ZP(X:x,, =y;) sz,xER

z; <x z; <z
Fy(y) =P(Y <y)=> P(X=uz,Y=y;)=)Y pj,yeR
y; <y y; <y

e Caso continuo:

Sea una v.a. bidimensional (X,Y’) con funcién de densidad conjunta
f(x,y), con z,y € R.

Las funciones de densidad marginales estdn dadas por:
+oo
fx@ = [ fepdpoer
— 00

[T
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Las correspondientes funciones de distribucion marginales resultan:

x +oo
FX(x):P(XS:r):P(XS:E,YGR):/ / flu,v)dudv,z € R
y

+oo Yy
Frl) =P <y =P eRY <y = [ [ fwodudyer

Ejemplo 6.5: Sea (X,Y) una v.a. bidimensional discreta con funcién masa
de probabilidad dada por:

X\Y |0 1 2 3 ..
1 1/14 0 2/14  1/14 | 4/14
2 0 1/14 3/14 1/14 | 5/14
3 2/14 1/14 0 2/14 | 5/14
p, | 3/14 2/14 5/14 4/14

La funcién masa de probabilidad de X es:

Px(1) = P(le):ZP(X:LY:j):pL24/14
§=0
3
Px(2) = P(X=2)=) P(X=2Y=j)=p, =5/14
§=0
3
Px(3) = P(X=3)=) P(X=3Y=j)=ps =5/14
§=0
LadeY :
Py (0) PY =0)=p1=3/14
Py(1) = PY=1)=ps=2/14
Py(2) = PY=2)=p3=5/14
Py(3) = P(Y =3)=ps=4/14

La funcién de distribuciéon marginal de X es:

0 siz <1
414 sil<z<?2
9/14 si2<z<3

1 siz>3
y
0 siy <0
3/14 sio<y<l1
Fy(y)=PY <y)={ 5/14 sil<y<?2
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Ejemplo 6.6: Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con funcién de densidad

conjunta:
_f 3z(1—zy) si0<z<1,0<y<]1
flwy) = { 0 en el resto

Entonces, las funciones de densidad marginales vienen dadas por:

1
fX(x)—/()ISx(lzy)dy—Z%(xy#)}O—Bz(l%),OSzﬁl

1 2 3 1 _9
fy(y):/?)x(lfwy)dx:?) AT | Yo<y<i
0 2 3/, 2

La funcién de distribucién conjunta resulta:

Y * u?v?
F(z,y) = /0 /0 3u(17uv)dvdu:3/0 (uv 5 >du_
z2y(3

—xy)

,0<2<1,0<y<1

2
Y las funciones de distribucién marginales son:
2
3_
Fx(z) = F(z,1)= M,o <z<1
3
Fy(y) = F(lLy) = N 5 Do<y<t

6.3.2 Distribuciones condicionadas

Como ya sabemos, la probabilidad de un suceso condicionada a la ocurrencia
de otro suceso viene dada por:
P(ANDB)

P(A/B) = =5

P(B) #0

Ahora, el condicionamiento tendrs lugar entre variables.

e Caso discreto:

Sea (X,Y) una v.a. bidimensional discreta. Se define la funcién masa de
probabilidad de X condictonada al valor y; de Y como:

Pxy(zi/y;) = pijj=PX =2;/Y =y;) =
_ P(X=mnY=y) py
P(Y =y;) pj

Anslogamente, la funcién masa de probabilidad de Y condicionada al valor
xz; de X viene dada por:

Py/x(yj/zi) = pjji=PY =y;/X =x;) =
PIX =00V =u) Dis
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e Caso continuo:

Sea (X,Y) una v.a. bidimensional continua. Se define la funcion de
densidad de X dado que Y wale y como:

f(z,y)
Ty ()

,z €R

f(x/y) =

Anédlogamente, la funcion de densidad de Y dado que X wvale x se define
como:

_ f(=z,y)
f(y/l') - fX(m) ayGR

Las funciones de distribucién asociadas son:

f

F(z/y) = PX<z/Y=y) = )d ,x€R

Ty
Fly/z) = P(Y <y/X =x)= /f )y,yeR

Ejemplo 6.7: Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con funcién de densidad

oy si0<2x<1,0<y<2
flz y)—{ 0 en el resto

Las funciones de densidad marginales son:

fX(SC)—{ 20 si0<zx<1
0 en el resto
Y .
o ={ 87 L
Las densidades condicionadas vienen dadas por:
e ={ 5 L
y .
R v
Observamos que en este caso las densidades marginales y condicionadas co-
inciden.
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6.4 Independencia de variables aleatorias
Sabemos que dos sucesos A y B son independientes si se cumple que:

P(A/B) = P(A)
P(B/A) = P(B)

yen consecuencia:

P(AN B) = P(A)P(B)

Anslogamente, diremos que dos variables aleatorias X e Y son independi-
entes si se verifica:

o P(X =u;,Y =y;) =pi; =pi.p,; en el caso discreto.
o f(z,y) = fx(z)fy(y) en el caso continuo.

Equivalentemente, F(x,y) = Fx (z)Fy (y).
Por lo tanto, si las variables X e Y son independientes, se cumple que:

Pa<X<b,ce<Y <d)=Pla<X<bP(c<Y <d)
Ejemplo 6.8: Las variables dadas en el ejemplo 5.7 son independientes, ya
que las densidades condicionadas coinciden con las marginales.
6.5 Esperanza matematica

Sea (X,Y) una v.a. bidimensional. Se define el valor esperado o esperanza
matemdtica de una funcién g(X,Y") como:

e En caso discreto:

Elg(X.V)] =>_> 9@ y;)pi
e En caso continuo:
+oo +oo
Bax V)= [ [ sy

Algunas propiedades de la esperanza son:
i) ElaX +bY + ] =aE[X]|+bE[Y] +c

ii) Si X e Y son independientes, entonces E [¢(X)g(Y)] = E [¢(X)]E[g(Y)].
En particular, E[XY] = FE [X]E[Y].
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Ejemplo 6.8: Sea (X,Y) una v.a. bidimensional discreta con f.m.p. con-

junta:
X\Y |0 1
2 1/4 1/4
4 3/8 1/8

La esperanza matemdtica de g(X,Y) = X + Y? es:

E[X+Y? = (0+2%)1/4+ (1+2%)1/44 (0+4%)3/8+ (1+4%)1/8 =7T3/8
= E[X]+E[Y?]

6.6 Momentos bidimensionales
Dada una v.a. bidimensional (X,Y"), definimos los siguientes momentos:

e Momento no centrado de orden (r,s) :

mys = E[X"Y?]

e Momento centrado de orden (r,s) :

prs = E[(X = E[X])" (Y = E[Y])’]

Al momento centrado de orden (1,1) se le llama covarianza, y se suele notar
por Cov(X,Y) o ox,y. Su expresién es:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X)) (Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]

Diremos que dos variables son incorreladas si su covarianza es 0. Claramente,
si dos variables son independientes, también son incorreladas.
Ejemplo 6.9: Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con funcién de densidad:

1
flwy) =71 +ay(@® —y?), —l<e<l-l<y<l

a. ;Son X eY independientes?. Comprobamos paraellosi f(z,y) = fx () fy (v).
Las funciones de densidad marginales resultan:

1

fx(w)=/ Tt ay(e® gy =1/2, ~1<w<1
1

"1
£l = [ J0+aya® — e =172, ~1<y <

—1
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b. ;jSon X e Y incorreladas?. Comprobamos si la covarianza es 0.

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]|E[Y]

11
EXY] = /1/1xyi(l—i—acy(arQ—yQ))dyda?:O,
|
EX] = /1x§dm:O,
'
ElY] = / y5dy = 0.
-1

Por lo que Cov(X,Y) = 0y en consecuencia las variables son incorreladas.

Con este ejemplo observamos que el que las variables sean incorreladas
no implica que sean independientes. Sin embargo, si las variables son
independientes sf son incorreladas.

6.7 Ejercicios

1. Selanzan dos dados simultdneamente. Sea X ="mimero de puntos obtenidos
por el primer dado" e Y = "el mimero mayor de los puntos obtenidos con
los dos dados". Se pide:

a. La funcién masa de probabilidad conjunta.

b. Las funciones masa de probabilidad marginales

c. La funcién masa probabilidad de la variable X condicionada a Y = 4.
d. P(X=2,Y=4)y P(X =3).

e. ;Son independientes las variables X e Y7

2. Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con funcién de densidad conjunta:

8

1
flwy) = —(z4+y) si0<z<20<y<2
, 0 en el resto

Obtener la funcién de distribucién conjunta.

ISH

Obtener las funciones de distribucién marginales.

o

Obtener las funciones de densidad marginales.
Calcular P(X <1,Y <1.5), P(X <1), P(X <1.7/Y < 1.5).

e. ;Son incorreladas las variables?.

e
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3. Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con funcién masa de probabilidad:

xX\Y[o 1 2 3
1 0  3/8 3/8 0
3 1/8 0 0 1/8

Calcular las funciones de probabilidad marginales.
Calcular P(Y <2), P(X=1Nn(1<Y <2)y PY =3/X=1).

Calcular la esperanza matematica de 2X + Y.

T R

.Son independientes las variables?.

4. Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con funcién de densidad conjunta:

1
f(x,y)—{ E(&Tfy) sil<zr<2,1<y<3
0

en el resto

Calcular el valor de k para que sea funcién de densidad.

IS

Obtener las funciones de densidad marginales.

Obtener la funcién de densidad de X dado que Y toma el valor y.

o

o

Calcular la funcién de distribucién conjunta.
e. Calcular P(X < 1.3,Y < 2.5).

5. Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con funcién de densidad conjunta:

—(z+y) i
] e siz >0,y >0
f,y) = { 0 en el resto

Obtener las funciones de densidad marginales.

IS

;Son independientes las variables?
Obtener la funcién de distribucién conjunta.
Calcular P(0< X <1)N(1 < X <2))

e. Obtener la funcién de densidad de Y condicionada a X = 3.

/0

=

Calcular la esperanza de X?2Y

g. Calcular Cov(X,Y").;Son incorreladas las variables?.
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