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Capitulo 1

Introduccion: Breve incursion en
la teoria de la medida

En este capitulo hacemos un breve repaso sobre la teoria de la medida, una herramienta
que sera de capital importancia importante a lo largo del curso.

1.1. Definiciones basicas

DEFINICION 1.1 Sea X un conjunto y A C P(X). Se dice que A es una o-dlgebra en
X st

1. € A.
2. Ae A= A°c A.

3. {An},sy CA= [ JAnc A

n=1

DEFINICION 1.2 Dado X un conjunto y A una o-dlgebra en X, se dice que pu : A +—
[0,00] es una medida (positiva) si

1. pu(0) =0.

2. <U An> = Zu(An) para toda familia disjunta {A,}02, C A.
n=1 n=1

Unicamente consideraremos dos medidas a lo largo de este curso:
s la medida de Lebesgue.

s la medida de contar en N o en Z.
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2 Variable Real

En lo que resta de capitulo daremos por sentado que estamos trabajando en un espacio
de medida (X, A, ) ya fijado.

DEFINICION 1.4 Decimos que una funcion f : X — C es medible si¥V A C C abierto,
se tiene que f~1(A) € A.

DEFINICION 1.5 s: X — C es una funcion simple si

n

s(x) = Z Cj XE; (2),
j=1
con Ej € AycjeC.
n
DEFINICION 1.6 Sea s(x) = ch XE; (%) una funcion simple y bien u(E;) < oo para

j=1
todo j o bien pu(E;) < oo yc¢j >0 para todo j. Entonces definimos su integral como

/ sdy = ch p(Ej).
X =

DEFINICION 1.7 Sea [+ X — C una funcion medible. Definimos su integml/ fdu
b'e

como sigue:
1. Sea f >0, entonces / fdp=sup {/ sdu, con s funcion simple y 0 < s < f}
X X

2. Sea f : X — R (a valores reales), escribimos f = fT — f~. SZ'/ ff<ooy
X

[ £ <o entonces [ f= [ yr— [ 1

3. Sea f: X — C, (a valores complejos), escribimos f = u+iv, con u,v funciones

reales. Entonces/ f:/ u—i—i/v.
X X

1.2. Teoremas importantes

Enunciaremos aqui los tres teoremas mas importantes de Teoria de la Medida: Teorema
de la Convergencia Mondtona, Lema de Fatou y Teorema de la Convergencia Dominada.
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Fernando Soria 3

Es importante observar que no se pide en las hipdtesis que / f < o0, pero en ese caso
X

también se cumple el teorema.

LEMA 1.2 (Lema de Fatou) Sea {f,} una sucesion de funciones medibles y positivas.
FEntonces se cumple que
/lim inf f,, < lim inf/ fn.

TEOREMA 1.3 (Convergencia Dominada) Sea {f,} una sucesién de funciones me-
dibles tal que 3 una funcion F con [ F < oo tal que |fp(x)| < F(z) Ya,n y supongamos

X
que hay convergencia puntual, es decir, lim, o fr(x) = f(x). Entonces se tiene que

fo= [ i o= g [ 5o
De hecho se tiene que
tiw [ 17~ £l =0
n—oo X

que es una condicion mas fuerte que la anterior.

Observacidn: Estos resultados no se cumplen si consideramos la integral de Riemann (la
de “toda la vida”). Por ejemplo, consideramos la funcién de Dirichlet en [0, 1]

1, x€Q

f(z) = lm lm (cos(mm!xz))*" :{ 0 40

mM—00 N—00

—_ D
17 Tr = q’ con QIm'

Si hacemos f,,(z) = lim,, o (cos(mm! x))%" = { , entonces

0, en caso contrario

s f,, tiene un numero finito de discontinuidades.

o fm(x) (@) Y [fm(2)] < X0,1-

pero resulta que f no es integrable Riemann.

Ejercicio 1.1 Si s es una funcion simple y > 0, probar que

V(A):/ASdM

es una medida sobre A.
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4 Variable Real

DEFINICION 1.8 Dado un espacio de medida (X, A1), definimos la clase

L= {f:Xr—HC medibles tales que / |fdu<oo}
X

de las funciones integrables.

Se verifica entonces que £ es un espacio vectorial con la suma y el producto por
escalares habituales.

LEMA 1.4 Sea {f,} C L y supongamos que 3F € L con FF >0 y |fu(x)| < F(z) Vz y
que eziste el limite puntual, es decir, f(x) = limy,_ oo fn(x). Entonces se tiene que f € L
)

/ 1 = fuldu "= 0.
X

DEFINICION 1.9 Se dice que f,, — f en la norma de £ si lim/ |fn—f]=0.
X

El T.C.D. dice que si f, — f puntualmente y de forma “dominada”, entonces f, — f
en norma.

COROLARIO 1.5 (T.C.M.) Si {gn} es una familia de funciones medibles y > 0, en-
tonces se cumple que

Jo(Eo) e Z (fnse)

Demostracion Este resultado se consigue aplicando el T.C.M. a la sucesién Gy = Zf:[:l n.-
Para mas detalles, consultar la Notas de Teoria de la Medida.

Notas:

» Si {f,} son medibles, entonces sup f, y inf f,, también lo son y entonces lim sup f,
y liminf f,, también.

s Cuando existe el lim f,,, también es medible.

En el T.C.D. la hipétesis de dominacién es fundamental. Veamos que pasa si la supri-
mimos.

Ejemplo: Sean f,(x) = nX(o ;)(37). Entonces, lim f,,(z) = 0, pero / fn=1# / f=0.
m X X

{fn} es un ejemplo de lo que denominaremos nicleo de sumabilidad o aproximacién
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Fernando Soria 5

1.3. Conjuntos de medida 0

DEFINICION 1.10 Se dice que una propiedad P se cumple en casi todo punto (c.t.p.
oae.)si{reX : x nocumple P} tiene medida 0.

Ejemplo: En (R, dx), la funcién

lim lim (cos(mm!z))*™ =0 c.t.p.
m—00 N—r00

LEMA 1.6 Si f =0 c.t.p., entonces/ f=0.
X

LEMA 1.7 Si f =g c.t.p., entonces/ f= / g. De hecho se cumple que/ lf—g|=0
X e X

(es una condicion mas fuerte, ya que |/ f —/ g < / lf—gl)
b's X X

Ejercicio 1.3 f: X +— C con f € L. Probar que sz’/ f =0, para todo A € A, entonces
A
f=0ctp..

Con esto queda terminado el repaso de T? de la Medida. Para mas profundidad, con-
sultar los apuntes del curso 2017/2018, disponibles en Moodle.
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Capitulo 2

Técnicas de espacios LF

2.1. Introduccion

Dado un espacio de medida (X,A,u) y el conjunto £ de funciones integrables definido
en el capitulo anterior, queremos darle estructura de espacio vectorial métrico (con ello
daremos sentido topoldgico a los teoremas de convergencia). Mejor aun, queremos dar una
norma.

DEFINICION 2.1 En un espacio vectorial Y, una norma es una aplicacion || || : Y —
[0,00) que cumple:

1. lyl[ = 0, con |yl =0 <y = 0.
2. llay| = |a| ly|| para todos a € C, y € Y.
3.y + vzl < |lvall + lly2l| (desigualdad triangular).

Diremos entonces que (Y, ||||) es un espacio normado.

LEMA 2.1 Todo espacio normado es un espacio métrico. La métrica viene dada por
d(y,y') =y =¥l

En L, parece logico definir la norma como

e /X Fldu.

Las condiciones 2 y 8 de la definiciéon de norma se comprueban de manera muy sencilla.
Nos concentramos en la condicién 1:

= [[£ = 0 ya que [f] = 0.
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8 Variable Real

DEFINICION 2.2 Se dice que fRg < f =g c.tp.

La relacién R es de equivalencia (pues cumple las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva).

Consideramos ahora el conjunto cociente de las clases de equivalencia [-]
L' = LYdp) = L/R = {[f] : f: X — C es medible y / |fldp < oo}.
X

Definimos en L' la integral como

e

que estd bien definida, ya que g € [f] & f =g ct.p. = /f = /g.

Por abuso de notacién, identificaremos cada clase de equivalencia [f] y su integral
[f] dp con la de uno de sus elementos (pero tendremos que recordar que la funcién 0 es

en realidad la funcién 0 en c.t.p.).

DEFINICION 2.3 En L' se define el funcional

170 =171 = [ 151

Nota: como [f +g] = [f] +[g] v [ f] = a[f], L' también tiene estructura de espacio
vectorial.

LEMA 2.2 (L',||-||) es un espacio normado.

Demostracion Que la definicién de la norma es estable (no depende del representante) es
una comprobacion sencilla. Veamos el resto de las propiedades:

L =0y [f =0 f=0ctp.
2. Jla £l = lal |1l

3.+ gll < LA+ llgll u

DEFINICION 2.4 Con mds generalidad, dado el espacio de medida (X, A,u) y un nu-

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Fernando Soria 9

Nota: LP también es un espacio vectorial. Basta probar que LP es cerrado para las ope-
raciones suma y producto por escalares.

Demostracion Demostrar que es cerrado para la multiplicacién es trivial. Aqui desarrolla-
remos la suma. Supongamos f, g € LP. Entonces

/|f+glpdu§ 2" </|f|pd,u+/|g|pd,u>

(a + b)P < (2 méx(a,b))? = 2P max(a?, bP) < 2P (aP + bP)

ya que

LEMA 2.3 Sea 1 < p < oo. Entonces (LP,|| ||,) es un espacio normado con la norma

dada por .
1= ([ 1P an)”

Demostracion Veamos que se cumplen las propiedades de norma (las dos primeras son
inmediatas):

L [[flp=z0y|fllp=0% f=0ctp.

2. Jlafll, = ( / Iaf\pdu>p _ (|a|p / Iflpdu>p — o] I

3. Para la desigualdad triangular ya hemos visto que se tiene

1/p H
I +alo=([1r+aran) " <o ([1rans [l an)]”
pero de aqui nos es posible llegar a lo que queremos probar.
Para concluir la demostracién, necesitamos la siguiente desigualdad de Holder:

1 =gl <[l fllp - llgllq

con%+%:1yl<p<oo.

Con esta herramienta sf podemos probar la desigualdad triangular. Hacemos h = (f+¢g)P~*

y de esta forma se tiene que [ |h|?= [ |f + g|’. Entonces

[1f+glrau=[1£+gl15 +apdu< [ 17115 +oP " du+ [ 19115 +gP"d
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10 Variable Real
Entonces llegamos a que

1—1
(/u+ywm0 1+l < 1+ gl

PROPOSICION 2.4 (Desigualdad de Hoélder) Dado 1 < p < oo, definimos su ex-

ponente dual como q = L. Entonces, si p y q son duales y f € LP y g € L1, entonces

se tiene que f -g € L' y ademds

7l = [17-91 < 111, ol 2.)
Demostracion Para probar la desigualdad de Holder usaremos la desigualdad numérica
1 1
a-b< —af 4+ -1 (2.2)
p q

cuando a,b > 0.

Sean F(z) = % y G(z) = g(z) (podemos suponer que las normas de f y g son # 0,

~ llgllq
porque en caso contrario no hay nada que probar). Entonces nuestro objetivo es demostrar
que
gl
11 lgllq

Usando [2.2] tenemos que

1 p 1 )9V x
[F(z) - G(2)l < ZF@)F + C|G@)) va,

1 1 1 1
Jieci< [ieps s [i6r =140 =1,
p q p g

Nota: Para probar la desigualdad fijamos a > 0 y construimos la funcién auxiliar

con lo que

1 1
o(t) =at — —aP — — 9.
p q
Es un sencillo ejercicio de célculo comprobar que ¢(t) alcanza su méximo en ty = al/a-1
v aue o(tn) = 0.
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Fernando Soria 11

Definimos de manera similar
L>* =L%/R ={[f] : f:X +— C medibles tales que 3C > 0 tal que |f(z)| < C c.t.p.}.
Entonces, se tiene que (L%, || ||oo) €s un espacio normado, siendo

|flloe = nf {C < 00 5 [f(@)| < C et}

Nota: Al valor || f|lo se le denomina el supremo esencial de la funcién f.

Ejercicio 2.1 Probar que || ||« es en efecto una norma.

Observamos que también se cumple la desigualdad de Holder, ya que si f € L' y
g € L, entonces |f - g| < C'|f] c.t.p.. Esto es porque 1 e oo son “duales” (% + é =1).

DEFINICION 2.5 Un espacio normado se dice que es de Banach si ademds es completo.
TEOREMA 2.5 (LP,|| ||,) es un espacio de Banach, para todo 1 < p < co.
Ejercicio 2.2 Probar el caso p = co.

Demostracion Lo probaremos para 1 < p < co. Usaremos que:
1. Si F: X —— C es p-medible y / |F'| du < oo, entonces |F'| < oo c.t.p.

2. En un espacio topoldgico, si {y,} es una sucesién de Cauchy que tiene una sub-
sucesién convergente a y, entonces se tiene que {y,} es también convergente con
Yn — Y.

Ejercicio 2.3 Probar la sequnda afirmacion.

Siguiendo con la demostracién, sea { f,} una sucesién de Cauchy en LP (i.e. Ve > 0, IN €
N t.q. si m,n > N, se tiene que ||f,, — fmllp <e.

Tomando € = %, 2%, .

ank - fnk+1||p S 2%

2% podemos elegir una subsucesion { f,, } con la propiedad de que

Probaremos que esta subsucesion tiene limite y, por 2, ya habremos terminado.

Sean gn(2) = | fay (@) 4+ D 1fon (2) = oy (@) ¥ 9(2) = |y @)+ D [ (2) = Frn s (@)].
k=2 k=2

Entonces se tiene que g, (z) — g(x) y g € LP ya que (por el T.C.M. en LP).
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12 Variable Real

La observacién anterior 1 nos dice que 0 < g < 0o c.t.p., es decir, que la serie
Jon + D pes ( fr, — fnk—l) es absolutamente convergente en c.t.p. y, por tanto, es conver-
gente. En particular, por la propiedad telescopica de la serie definida,

Elf(x> - n%gnoo fnm(x) - hm <fn1 + Z fnk fnkl(m))>
k=2

— @)+ S (@) = fup s (@) ctipa
k=2

La funcién f es nuestra candidata a ser el limite de las f,,, en LP. Tenemos que probar:
» fe Ll
= oy —

Ambos resultados son consecuencia del T.C.D. porque

m%oo

v fn,, — f ct.p. puntualmente,
u ‘fnm|p S gp’
y por tanto, / | fro, — fIP dp — 0. |

Nota: Para recalcar que LP esta asociado al espacio de medida (X, A, u) se utilizan las
notaciones alternativas
(X, Ap) 6 LP(dp).

Observacidn: Se puede definir LP(du) también para p < 1 de manera andloga a como lo
hemos hecho antes

Lp:{f:X»—>Cmediblesy / |f]pdu<oo}/72
X

pero en este caso || || no es una norma (no cumple la desigualdad triangular).

Ejemplo: Sean p = % y du =dz. Sean f = Xx0,1) Y 9 =X[1,2) = [ + 9 = X(0,2)-

2 2
Hf+gb=</ﬁ+gwam>::</w@mmo =4

1fllp = llgllp =1

con lo que no se cumple la desigualdad.

pero
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Fernando Soria 13

d(f,g9) >0y d(f,g) =0« f=gctp.

d(f,9) S/(If—hth—gl)p dp < /(If—h’”rh—glp)Zd(f,h)er(h,g)

La ultima desigualdad se obtiene de que ¢ : [0,00) — R, definida por ¢(z) = aP
es una funcién céncava si 0 < p < 1, p(0) = 0, y, por tanto, es subaditiva, es decir

oz +y) < (@) + oY)
Ejercicio 2.4 Probar la subaditividad de una funcion concava.
TEOREMA 2.6 Los espacios LP con 0 < p < 1 también son completos

Demostracion Es idéntica al caso p > 1 porque el argumento utilizado para probar que
9(@) = | fur| + Dopes | frr — fre_1| € LP es la desigualdad triangular.

Para p < 1 usamos que

Ja S/Ifnlpdu+ki;2/\fnk P

Para p > 1, la norma || ||, induce la métrica d(f,g) = || f — gllp-
DEFINICION 2.6 Se dice que f,, — f en la norma de LP si | fn — fll, — 0.

El caso p = oc:
fon—fen L & |[|fn — fllo — 0

es equivalente a
Ve>0,3N tal que |f, — fl<ectp.Vn>N

En particular
lim f,(z) = f(x) c.t.p.
En general esto no es cierto si p < oco:

\fr — fllp — 0= fr, — f ctp.

Ejercicio 2.5 Encontrar el contraejemplo.

Sin embargo, una consecuencia de la demostracién de la completitud es el siguiente
resultado.

COROLARIO 2.7 Sean 1 < p < 00 y {fn} C LP convergente en la norma a cierta

Laion ni L L Llndnnn o mann LL A | 12 L Lo LD L
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2.2. Escala de espacios L?

LEMA 2.8 Sea (X, A, ) un espacio de medida finita (u(X) < o0). Entonces si 0 < p <
r < 0o Se tiene que

L"(d) € LP(dp).

Demostracion Lo que queremos ver es que si f € L = f € LP, o lo que es lo mismo

Jusrdu<oo= [ 1fPrdu<oc.
X X

El caso 7 = oo es algo mas directo:

1 lloo < 00 = / P dp < / (U Flso)? dpt = (| loe)? 1(X) < 0.

Si r < oo, entonces, por la desigualdad de Hoélder para los indices r/p > 1 y su dual

r/(r—p),

[lsvdn= [ 111 1an

Holder » r—p
< (Jurrpa) (o) T =@ <o

En la demostracién de este lema vemos que podemos dar una cota para || f||,.

COROLARIO 2.9 Sip es una probabilidad y p < r < oo, entonces || flp, < || f|lr-

2.3. Espacios de sucesiones /*
Consideramos el espacio de medida (X, A, 1), donde
« X=N,Z,
. A=P(X),
= 1 = medida de contar en X,

junto con la nocién de integral correspondiente:

/IIIPJ.._ \ " leonNp
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Fernando Soria 15

Observacién: El tinico conjunto de medida 0 es el (). Entonces la condicién c.t.p. equivale
a decir t.p (todo punto).

Como toda funcién f : X —— C se puede identificar con una sucesién {a, = f(n)}, se

tiene que

oo
LP(N,dp) = {a = {an}p2y tal que Y Janl’ < OO} :
n=1
o
LP(Z,du) = {a = {an}>_ tal que Z lan P < oo} .

n=—oo

Y para p =00

LP(N, du) = { sucesiones acotadas },
LP(Z,du) = { sucesiones acotadas } .

Denotaremos estos espacios por /P, distinguiendo P(N) y ¢P(Z).

PROPOSICION 2.10 i 0 < p < 00, P es un espacio métrico completo. Y si 1l < p <
oo entonces P es un espacio de Banach.

Demostracion No hay que probar nada porque ya lo hemos hecho para el caso general. B

Veamos ahora como queda la desigualdad de Holder para los espacios #P:

> lanbal < (3 !anlp)’l’ (Z|bn|Q)3.

2.4. Escala de los espacios *

Sea a = {ap} € P (3 |an|P < o0). Entonces lima,, = 0, y en particular la sucesién
{a,} esta acotada (es decir, a € £*°). Esto prueba directamente el siguiente

LEMA 2.11 (P C (> para todo p € (0,00).
Ademss se tiene
PROPOSICION 2.12 Si0 < p < r < oo, entonces (P C {".

Aunque parezca lo contrario esto no contradice el lema 2.8, ya que la medida que consi-
deramos no es finita.
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16 Variable Real

S (5) =S

n n

—IN

¢
£
]

I
N
s
3 |§
S~——
|
AE
|

len|<1=(cn)" <(cn)P

3

Esto nos dice que Z lan|” < m” y por tanto ||al, < m. |

2.5. Espacio de sucesiones Cj

Co = {a ={a,} tal que lim a, = O} .
n—-—ao0
LEMA 2.13 ? C Cy C £, sip < 00.

Demostracion Este resultado es consecuencia del hecho de que si una sucesién tiene limite,
entonces esta acotada. |

Ejercicio 2.6 Probar que Cy es un subespacio cerrado de €*°, es decir
s Cy es un espacio vectorial.

» es normado y completo (con respecto a la norma del supremo: ||al|s = sup{|an|}).

2.6. Desigualdad de Jensen

En esta seccion estudiamos una desigualdad que generaliza la ya vista de Holder.
Primero damos la siguiente

DEFINICION 2.7 Se dice que ¢ : [a,b] — R es conveza si Vu,v € [a,b] con a < u <
v<DbyVtel01] se tiene que p(tu+ (1 —t)v) <tp(u)+ (1 —t)p(v).

Ejercicio 2.7 Probar que st ¢ es conveza e un intervalo abierto, entonces es continua en
dicho intervalo.

PROPOSICION 2.14 (Desigualdad de Jensen) Sea (X, A, ) un espacio de proba-
bilidad y ¢ : [a,b] — R una funcion convera. Entonces dada una funcion f : X — [a, b]

medible, se tiene que
w(/f@) S/chfdu-
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Fernando Soria 17

De la definicién se deduce que una funcién ¢ es convexa en un intervalo < para toda terna
de puntos z < y < z de su dominio, ¢(y) esta por debajo del segmento que une los puntos

(z,0(2)) ¥ (2,¢(2))-

Ejercicio 2.8 Probar que ¢ es convera < Va < sy < b existe una recta que pasa por el
punto (so, p(s0)) que queda por debajo de la grifica.

Procedemos ahora a probar la desigualdad de Jensen.
Demostracion Sea sy = /fd,u. Por ser convexa la funcién ¢, I3m € R tal que ¢(s) >

©(s0)+m(s—sp). Tomando s = f(z), queda que ¢(f(x)) > ¢(so) +m(f(z)—so), Vz € X.
Integrando tenemos

[ ot dn= etso) +m ([ @) da =) = ol

Ejemplos:

1. exp </ f(z > / exp (f(z))dz, con p(x) = exp(x) = e* y p la medida de

Lebesgue en |0,

0o 2 o)
2. (/0 [f(z)]e™® dx) < /0 |f(2)]? e da, con X = (0,00) y dpp = e™" du.

3. Otra demostracién del lema 2.8:
Si f € L" y p < r entonces la funcién ¢(t) = t"/P es convexa y se tiene

[ an=uco) | [1r £ 1 2] <,

iS]

» Je
L

S AR

etc

2.7. Aproximacion por funciones continuas en L?

Nota: A lo largo de esta seccidn, trabajaremos en el espacio de medida (R, dz), siendo
dx la medida de Lebesgue.

TEOREMA 2.15 Dados 0 < p < oo, f € LP(R,dz) y € > 0, existe una funcion g € C.
(la clase de las funciones continuas con soporte compacto) tal que ||f — gll, < e.
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18 Variable Real

1. C.(R) C LP(R,dx) porque si g € C., entonces g esta acotada (|g| < M) para todo x.
Si ademads sop g = K compacto, entonces u(K) < ooy se tiene |g(z)| < M xx(z) €
LP(R, dz).

2. El caso p = oo es falso.

Antes de dar la demostracién, enunciamos un resultado que emplearemos en ella.

LEMA 2.16 Dados V abierto y K compacto, con K C V', 3 una funcion g € C. tal que
Xk (z) < g(z) < xv(z).

Procedemos ahora a dar la demostracion del teorema anterior. Desarrollaremos la
prueba en varios pasos.

Paso I: las funciones simples forman una clase densa en LP.

Para ello, podemos suponer que f > 0 porque si f = u+iv con u y v reales, enton-
ces f = (ut —u”)+i(vT —v7) y basta resolverlo para cada una de las funciones
U—y U4, V—y V4.

f > 0 = d una sucesion de funciones simples 0 < s1 < s9 < ... — f. Entonces
f(z) — sp(z) — 0 decreciendo = (f — s,)P \[" 7> 0.

Por monotonia, teniendo en cuenta que / |f|P < o0, se tiene que

tin_ [ 1 = sul? = tim (1 = s, = 0.

n—aoo

Paso II: basta probar que V A medible Lebesgue con p(A) < ooy Ve > 0, existe g € C, tal
que |[xa —gllp < €, porque si eso es asi, dada s = ZTZI ¢j xa, simple y € > 0, enton-
ces existe g; € C. tal que ||x4; — gjll, < €,y por tanto g = Z;”Zl ¢j gj € C. y cumple
lg— sl =1 S0 ¢5 (a, = 90l < X lesl s, — g5ll < el € < €= € = gt

Paso III: Finalmente, para demostrar lo anterior, sea A C R medible Lebesgue y u(A) <
00. Como la medida de Lebesgue es regular, dado € > 0, existen V abierto y K
compacto, con K C A C V tal que u(V\K) < e. Entonces, utilizando el lema, 3
g € C. tales que xxg < g < xv y por tanto |xa — g| < xv — xx. Concluimos viendo
que entonces

/IXA —glF < /\XV\K!” = u(V\K) <e.
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Para terminar, damos ahora la demostracion del lema:

Demostracion del lema 3.7: Si 'V es abierto, entonces V = JI; es la union de sus com-
ponentes conexas disjuntas (que también son abiertos). Si K es un compacto, entonces
K (N I; # 0 para un numero finito de los I;.

Si Kj; = K ()1, basta encontrar una funcién g; € C. tal que Xk; < gj < xi; y hacer
entonces g =y gj.

Sea I = («, ) un intervalo abierto K C I un compacto, con a = inf K y b = sup K.
Entonces b < 8y a < a. Elegimos € > 0 tal que (a —€,b+¢€) C 1.

La siguiente funcién cumple con las hipdtesis que necesitamos:

1, a<z<b
g(z) =4 0, x ¢ [a—eb+e€
interpolacion lineal, resto de los casos.

Observacién: Como resumen, en la demostracion de que la clase C. es densa en LP(R, dx)
hemos usado tnicamente lo siguiente:

» Hemos hecho primero una aproximacién por funciones simples » c;j x4,

s Hemos usado que cada conjunto A medible se puede aproximar en medida por abier-
tos V'O Ay por compactos K C A (es decir, que la medida es regular).

= El lema 2.7.

Con esta observacién en mente nos fijamos en el siguiente resultado:

LEMA 2.17 (Lema de Urysohn) Si X es un espacio topolégico Hausdorff y localmen-
te compacto, entonces dados un compacto K y un abierto V, K C V, existe una funcion
g €C. tal que xg < g < xv.

Encontramos asi la generalizacién del teorema
TEOREMA 2.18 5i X es un espacio topologico Hausdorff y localmente compacto y exis-

te una medida v que es regular con respecto a la topologia de X, entonces C. es denso en
LP(X,du), con p < oo.
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20 Variable Real

Demostracion Por el argumento anterior solo hace falta probar que dados K compacto y
V' abierto cualesquiera, con K C V, entonces 3 g € C° tal que xx < g < xv. Esto se
deduce del siguiente

LEMA 2.20 Dados a <b ye >0, existe g: R — [0,1], con g € C*, de forma que

|1, en [a, b
g(a:)—{()’ en R\ [a —¢€,b+ €.

Demostracion Basta encontrar ¢ € C*™ tal que ¢ : R — [0,1] y

Si eso es asi, dados a, by € > 0, podemos construir las funciones ¢ (%‘b) v (%) Ahora

z—_b) cp (%) cumple los requisitos impuestos.

es facil concluir que la la funcién g = ¢ ( -

Construimos ahora ¢. Para ello consideramos la funcién

¢($):{ 6_71, z >0

0, z <0,

Es facil ver que v € C*°, ya que para cada k € Ny x > 0 se tiene (%) P(x) = P(%) ()

. o PG P(y)
para cierto polinomio P y hm+ - = lim = 0. Observamos ahora que
z—0 ex Yy—oo €
-1
o1 _Je, <0
R L X
Ademss, h(x) <0, si z > 1.
Entonces tenemos que
_ [ =e 220
vinan ={ =

Finalmente elegimos ¢(z) = ey (h(x)) que es C* porque tanto ¢ como h lo son. [ |
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Capitulo 3

El problema de la convergencia

En este capitulo recopilamos los distintos tipos de convergencia que hemos visto hasta
ahora y establecemos relaciones entre ellos. Asimismo, estudiamos diversos procesos en ma-
tematicas cuya resolucién estd directamente relacionada con un resultado de convergencia.

Tipos de convergencia.

La expresion f,, — f puede significar:
Puntual: lim f,(z) = f(z) c.t.p.
Uniforme: ||f, — f|lcc — 0.
En norma: || f, — f|, — 0.
En medida: p({z: |fn(x) — f(x)] > A}) — 0.
Veamos que relacion hay entre ellas:

= conv. puntual + dominaciéon = conv. en norma LP, con p < 0o

fn(x) — f(z) c.t.p. s oo
PR }:»nfn—fup—w

» conv. en norma = conv. puntual de una subsucesion (es el corolario 2.1).

» conv. en norma = conv. en medida (desigualdad de Chebyshev).
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22 Variable Real

3.1. Algunos ejemplos que involucran procesos de conver-
gencia

En lo que queda de este capitulo consideraremos tinicamente como dominios de nuestras
funciones dos espacios: R y T = R/Z = {funciones 1-periodicas}. En este segundo caso

1
LP(T) = {f : T —— C medibles y 1-periodicas y tales que / |fIP < oo} /R.
0

3.1.1. La ecuacion de Laplace en el disco unidad

Este ejemplo estd relacionado con lo visto en la introduccién (Capitulo 1):
Consideremos (en coordenadas polares) la ecuacién de Laplace en el disco unidad con
dato inicial f (una funcién 1-periédica)

{ Au(r,z) =0, sir <1,
u(l,z) = f(x).

Puesto que el laplaciano en polares viene dado por A = 92, + 18 + = 2813:, es facil ver
que las funciones de la forma

Up(r,x) = arl™ e?mne g e C,

satisfacen Au, = 0. Como hiciera Fourier con la ecuacién de la cuerda vibrante, parece
l6gico considerar soluciones que vengan dadas por la suma infinita de estas u,

e .
Z an r" e2mine. (3.1)
n=—oo
Al hacer » — 1~ observamos que el dato inicial vendria dado por

e .
Z an eZmnaz (32)

n=—oo

cuyos coeficientes estarian determinados por la férmula

1
ap, = /0 f(y) efQﬁzny dy,

ya que el sistema de funciones {e?™*} 7 es ortonormal.

Observaciones

1 Qi la fiincidn £ noptan locranio TIMY o denie o la aloce do favaicrnac 1 onidds
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3. De acuerdo con la definiciéon dada en el ejercicio 1 de la hoja 2, la solucién dada por
(3.1) representa la sumacién Abel de la serie de Fourier de f y, como ya se indica en
dicho ejercicio, puede tener mejores propiedades de convergencia que ésta.

A continuacion, damos una forma cerrada que describa mejor la funcién solucién. Para
ello, manipulando las distintas expresiones que aparecen, se tiene que

00 1 1 00
u(r, :L') — Z </(; f(y) e~ 2miny dy) rlnl g2minz :/O f(y) [ Z rinl e2m’n(x—y)] dy.

n=—oo n=—oo
[e.e]
Sea P.(z) = E "l 2™ Entonces lo que hemos obtenido se puede escribir como
n—=—oo

1
u(r,z) = /0 f(9) Poe — y) dy.

Al igual que en el caso de la cuerda vibrante, el problema de nuevo es saber si se cumple

u(r, x) r2l f(x) y muy especialmente en que sentido (puntual, uniforme, norma LP,
medida).

DEFINICION 3.1 Dadas 2 funciones en un espacio (vectorial) de medida (X, A, 1), se
define su convolucion como

fglx) = /X ) g(x — y) du(y).

En el caso i la medida de Lebesge y X = T se tiene

1
f*g(w)Z/O f(y) g(z —y)dy,

mientras que si X = R tenemos

fglz) = /R f(w) gz — v) dy,

En ambos casos es facil ver que la convolucién es una operacién conmutativa y, por Fubini,
que si f, g € L' entonces f * g € LY. Ademss ||f * gll1 < ||fll1llgll1- (Ejercicio)

Conclusion: Con esta notacién concluimos que la solucion a la ecuacién de Laplace con
dato inicial f viene dada por

u(r,z) = f x Po(x).

La familia de funciones {P, }p<r<1 se denomina Nicleo de Poisson. Por abuso de len-
guaje se suele decir directamente que P.(z) es el nicleo de Poisson.
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Demostracion Usaremos simplemente que P, viene dada por la suma de dos series geométri-

cas:
o
§ : ,r|n|627rinx _ § : r"e 27rmw+§ :rn 2mine _E :’l“ e 27rzna:+§ : 27rzw n
n=—00 n=—00
. e 2miT n 1 1—r?
1—re2mz ] —pe2miz ] 492 - 2rcos2mx
|
Propiedades de F,: Nos fijamos a continuacién en alguna propiedades del nicleo de
Poisson.

1. P, es 1-periddica.
2. P, es par.
3. P(z) >0, Vz

1/2
4. P.(z)dxr =1, Y0 <r <1, (ie., la masa se conserva).
—1/2
5. Vo € (0,1/2) se tiene lim P (x)dx =0

r—=17 Jo<|z|<1/2

Los tres primeros apartados son obvios. Para el cuarto usamos el siguiente argumento:

1/2 A
/ d.%' —_ / Z |n| 2minT dr = Z / \n|€27rznx dr = 1
/2,

~1/2 o ) —1/2

*

Observamos que hemos intercambiado la integral con el sumatorio gracias al TCD y que
de todas la integrales de *, la tinica que no se anula (y de hecho vale 1) es aquella que se

da cuando n = 0, ya que
1/2 A 1, n=0
/ eQﬂznx dr =
—-1/2 0, n#0.

Para el apartado 5 usaremos que P, es par y decreciente en (0,1/2). De esta forma

1/2 1— 72
0< P (z)dx =2 P.(z)dr < P.(0) = —0, si r—1".
N /5<|ac<1/2 (z)d /5 (@)de (9) 1472 —2rcosd LT

EJEMPLOS:
1
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2

» Sea G(z) = ——e 1 y sea Gi(z) = 4= G(Z). Entonces {G¢(z)}s~0 cumple de nuevo
Var NO

las propiedades 2-5 para t — 0%, denominado nicleo del calor o nticleo de Gauss.

NOTA IMPORTANTE: Una de las propiedades mas interesantes de la convoluciéon es
que se puede utilizar para regularizar funciones. Si tomamos

- fe LY(R,dz),

» g una funcién “buena” (por ejemplo que sea de clase C*° y esté acotada tanto ella
como sus derivadas),

entonces se tiene que f x g € C*°. Veamos por qué:

d

SN = [ L0 gle -y = [ 1) 96— 9 dy= () o)

y, por induccién, podemos probar que

D*(f * g)(z) = f * (D*g)(x).

El motivo por el que podemos meter la derivada dentro de la integral proviene del hecho

de que
S gl = )| < K-l € 2!,

siendo K = ||¢||oo, y esto nos permite usar el TCD.

EJEMPLO: Si f € L(R), por ejemplo, la funcién

—(z

ug(x) = f* Ge(x) = \}E/Rf(y) e 4?»2 dy € C*™.

NOTA: Imaginemos ahora una familia de funciones {g,} C C* como antes y que tengan
la propiedad de que g, * f — f, cuando n — oco. Entonces, lo que estamos haciendo es
aproximar la funcién f por funciones C*°. Con ese fin introducimos el siguiente concepto:

3.1.2. Ntcleos de sumabilidad

DEFINICION 3.2 (Ntcleos de sumabilidad) Dado X =R, T, diremos que la fami-
lia {K;}acr<p €5 un niicleo de sumabilidad para v — b~ o v — a™, respectivamente, si
cumple

1. Kp(z) >0, Vr,Vz € X.
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Observaciones: Para las aplicaciones que se van a ver a continuacion, en la definicién
de nicleo se sumabilidad podemos sustituir 1 por la condicién / |Ky(z)|dx < C, Yr. En
ese caso, el integrando del apartado 3 debe considerarse en valores absolutos. También
podemos suponer que la familia es discreta (r € N) y en este caso el limite hay que tenerlo
en cuenta cuando r — oo.

Ejercicio 3.1 Sea ¢ € L'(R) con /cpda; =1y sean p(z) = 790(z/t) y of(z) = R -

©(R- ). Probar que {p;}i~0 es un niicleo para t — 0 y que {pf}g~o también lo es para
R — oo.

El resultado principal que veremos en este contexto es el siguiente:

TEOREMA 3.3 Sea {K,}o<r<p un nicleo de sumabilidad para v — b~ or — a™.
FEntonces

1. si f es continua en xo y acotada, lim (K, * f)(zo) = f(x0).
r—b~

2. st f es uniformemente continua y acotada, entonces K, x f — f uniformemente
(es decir, | K, * f — fllooc — 0).

3. si fell, conl<p<oo,entonces K, xf — f en norma LP (|| K, f— f||, — 0).

Para probar el apartado 3, necesitaremos el siguiente resultado:

LEMA 3.4 Dado h € R, sea 1,f(x) = f(x — h). Entonces, Vp < oo, si f € LP,

h—0
170 = fllp == 0.

Ejercicio 3.2 Probar este resultado. (Para ello usar que la clase C. es densa en LP).

Demostracion del teorema: Lo haremos de forma esquematica para cada uno de los apar-
tados:

1.
(Ko s f) (o) — f(0) = [ [ ) s - dy] - fteo) [ K:w dy

- / K)o —y) — fao)ldy= [ Ke@)f(zo—y) — F(zo)] dy

ly|<o
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< [ K@ldd<cee
ly|<d

B2 [ K @I2 )l <20
ly|>6

Tomando € < queda que (K, x f)(zo) — f(z0)] < e.

€
C+2|fllo

ii) Si f es uniformemente continua, 0 no depende de xy y por tanto, en este caso,
Ve > 0, drg tal que si r > 7o, entonces sup |(K, * f)(xo) — f(zo)| < ¢, es decir,
1Ky # f = flloc — 0.

iii) Para p = 1:

s =l = [ | [ Ketwdrte =) - 50 o] o <

< [ 1wl | [ 150 =) - s s = /|y|<a"'+ /M -

Iy f = flles

Por el lema 3.4, dado € > 0, 36 > 0 tal que si |y| < §, entonces ||7n,f — fll;1 < €'y

por la propiedad 3 de ntcleo de sumabilidad 3rg < r tal que |K,(y)| dy < €,
ly|>&

y entonces

€

*<dC+2|fllpr <esi€d = —r—
7l o2l

Para el caso f € LP, 1 < p < oo, usaremos que || K, * f — f|, < [ |K()|l|myf — fllpdy.

Esto es consecuencia de la siguiente desigualdad integral de Minkowski.

LEMA 3.5 (Desigualdad integral de Minkowski) Dada una funcion F : X XY
R medible, entonces

| [ irelant)

< [ 1P sty du)
LP(du(z)) Y

EJEMPLOS: Damos a continuacién algunos ejemplos de nicleos de sumabilidad:
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s Como caso particular del anterior, tenemos ¢ = % X(-1,1)- Entonces ¢, = % X(=rr) Y
por tanto, dada f € LP, tenemos que

x+r 1

(oo ) =mof@) = [ 51wy

T

3.2. El teorema de diferenciacion de Lebesgue

El teorema de ntcleos de sumabilidad aplicado al dltimo ejemplo anterior nos da el si-
guiente resultado:

en norma LP
puntualmente si f es continua y acotada

mrf—>f{

Sin embargo, el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue nos dice que de hecho hay conver-
gencia puntual en c.t.p. si f € LP, p > 1, (para ello no hace falta que esté acotada).

Recordamos primero algunos resultados cldsicos de la integracién Riemann ...

TEOREMA 3.6 (Teorema Fundamental del cdlculo, Newton-Leibniz) -

1. Sea f :[a,b] — R acotada e integrable Riemann. Entonces, la funcién
/ flu es continua.

2. Sean f y F como en el apartado 1. Si f es continua en xg, entonces F' es derivable
en zo y F'(x0) = f(x0).

3. Sea F : [a,b] — R, de clase C'. Entonces se tiene: F(a) +/ F'(u)du = F(z).

..y uno de la Teoria de la Medida de Lebesgue:

TEOREMA 3.7 (Derivacién dentro del signo integral) Sean (X, M, u) un espacio
de medida y f : X x [a,b] — R. Supongamos que f' € L'(du) ¥Vt y definamos

/ft Jaju( /ffctdu

1. Si f, es continua en to Vz, y Ig € L' (dp) tal que |fi(x)| < g(x),Vz,Vt, entonces F
es continua en tg.

2. Si EI% Vt y 3g € L*(dp) con |8t| < g(x) Vt, Va, entonces IF'(t) y se tiene:
Q[ [ A\ [ Of(x. 1)
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1. Sea {t,} una sucesién arbitraria que converge a tq. Definimos g,,(x) = fi»(x). Si f,
es continua en tg, Vo

im gn(z) = lm f(z,tn) = f(2,t0) Vo

n—aoo n—a~oo
Como ademss |g,(z)| < g(z) € L*(du), Vn, por el TCD,

n—aoo n——oQ

lim F(ty) = lim | gn(@)du(x) "2 / (o to)dpu(z) = F(to)
X X

luego F' es continua en t.

f(x’tn) B f(l’,to)
tn - tO .
Claramente h,, es medible y 31im,,— o0 hy(x) = %(w, to), que también es medible.

2. Sea de nuevo t, —» to arbitraria (¢, # to), definimos: h,(z) =

Por el teorema del valor medio, Yz, 3s tal que h,(x) = %(x, s) y, por hipétesis,
deducimos |h,(z)| < g(x) Vn Vz.

Aplicando de nuevo el TCD, concluimos,

F(tn) - f(tO)

F'(t)) = lim ———— = lim th(x)d,u(a:) reb.

n—> 00 tn, — to n—>o00

0

Q.E.D.

Veamos a continuacién la extension natural del apartado 2 del Teorema Fundamental
del Célculo
TEOREMA 3.8 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue) Si f € L'(R,dx) y de-
€T
finimos F(x) = / f(u)du, entonces F' es diferenciable en casi todo punto con respecto a
la medida de Lebgsgue [escribimos c.t.p.(dx)] y ademds F'(x) = f(x) en c.t.p. (dz).

DEFINICION 3.3 Dada f € LY(dp) se define el conjunto de puntos de Lebesgue
de f, denotado Ly, como:

zo+h
Lf:{xoeR: lim+%/ L |f(u)—f(a;0)ydu:o}

h——0
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Demostracion del Teorema de diferenciacién de Lebesgue.

Se trata de probar que

) 1 x+h ) 1 x
Fl(z) = h%+ h/ flu)du = h%+ nl, flw)du = f(x) c.tp. (dx),

pero esto es lo mismo que

z+h
Jim = [ (@ = fa)du =0 ctp. (da),
i % ()= J@)du =0 ctp. ().
COHlO 1 z+h 1 x+h
[ o < 1 [ 1w - ol
1 T 1 z+h
2 [ - <3 [ 1w -
el resultado se sigue de probar que la medida de Lebesgue de L} es cero (\£§| = 0); es

decir, que c.t.p. z es punto de Lebesgue de f.

Sea, para h > 0,

z+h
(D) = g7 [ 1) = f(@)du.

Queremos ver que
limsupmy(f)(z) =0, ctp.x

h—0+

(v el resultado es cierto, por el ejercicio anterior, para funciones continuas, Vz.)

Como

{oer  tmsmpm(r)@ >0} = J fimswm (@ > 1},

h—0+ ne1 \h—07F n

basta probar que dado A > 0 cualquiera, el conjunto

Ay = {a: €R : limsupmy(f)(z) > )\} ,

h—s0t

tiene medida cero.

Para ello definimos el siguiente Operador de Hardy-Littlewood:
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TEOREMA 3.9 (Desigualdad de Hardy-Littlewood) Si f € L' y A > 0, se tiene

{zeR : Mf(z)> A} < i/|f(x)|dx.

Para terminar con la demostracién del teorema de diferenciacion de Lebesgue, tomamos
una funcién continua (e integrable) g cualquiera. Se tiene

x+h z+h
(@) < 5 |10 = g@ldut 5 [ o) = g(@ldu + lo(e) = @)

Tomando limites

lim sup i (f) (@) < M(f — )(@) + | £(2) — g(a)].

h—s0+

Por tanto

A A
AyClzeR : M(f-g)>S0| iz eR : |f(x) —g(z)] > S b
2 2
Usando las desigualdades de Hardy-Littelwood y Chebychev

2 1 6
A < 575 [ 17 = alde+ 575 17 =glda = 5 [17 = glas

y esto para cualquier funcién g continua e integrable. Usando ahora el lema de aproxima-
cién, dado € > 0, elegimos g continua e integrable tal que

A
[17-glar<eg

De esta forma obtenemos |Ay| <€, Ve > 0,y por tanto |Ay| = 0.
Q.E.D.

Demostracion de la desigualdad de Hardy-Littlewood.

Si Mf(xz) > A, entonces existe un intervalo abierto I centrado en z (I = (v — h,x + h))
tal que

1
(%) |I|/I|f|du>)\.

1
(En particular || < X / | fdu).
1

DAhv +antn
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Como la medida de Lebesgue es regular, es suficiente probar que para todo K, compacto,
K C Dy, se tiene

2
K< [ \7ldu
R

Pero si K C D) es compacto, existe un ntmero finito de intervalos Iy, Io,...,In que
cumplen (%) y tales que

N
KclJr.
j=1

Podemos suponer que ningtn I; estd contenido en la unién de los otros. Ademads los orde-
namos de forma que si I; = (a;,b;) entonces a1 < az < ... < an.

Es facil ver que en esta situacion las familias {I;};, j par e {I;};, j impar, son de intervalos
disjuntos. Deducimos entonces que cada punto x € R estd como mucho en dos intervalos

I;, es decir Z;VZI X, (r) <2

Finalmente

N N1 1 N 9
K| < I < - du = — (u)du < — d .e.d.
| \_;!J!_;A/Ij!f\u A/R|f|;>aj<u>u_A/Rm uae

Comentarios al Teorema de diferenciacién de Lebesgue

DEFINICION 3.4 Se dice que una funcién medible, f(x) es Localmente integrable
st para todo conjunto acotado D, fxp (la restriccion de f a D) es integrable. Escribiremos

f €L} (R dr). Obsérvese que LP(R,dz) C L (R, dz)

loc loc

Ejemplo: f(z) = 22, f(z) = € son funciones localmente integrables pero no integrables.

Observacion: El teorema de diferenciacién de Lebesgue es cierto también para funciones
localmente integrables.

Demostracion:

Basta probar que si f € L; . VR el conjunto

loc?
{x € (—R,R) : limsupmy(f)(x) > 0} ,
n—0+

tiene medida cero, donde

ma 2h/ ()|du.

» r PN
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TEOREMA 3.10 (Teorema de diferenciacién en R") Si f € LP(R",dz), p > 1 en-

tonces 1
lim / fly)dy = f(z) c.tp.
r—0 [ By (z)| /B, (2)
donde By(z) ={y e R" : |y —z| <r} (bola de radio r centrada en x).
La demostraciéon sigue los mismos pasos que en dimension n = 1, incluida la

Desigualdad de Hardy-Littlewood en R™:

Sea
1

—sup /B el

Entonces VA > 0 se tiene
n 3”
R s M@ >N < [ 1fa)de
TEOREMA 3.11 Si{K,}, es un nicleo de sumabilidad y definimos el operador maximal

K*f(x) = sup | K, = f(x)],

r>0

entonces si K* verifica el Teorema de Hardy Littlewood en LP (1 < p < o), entonces

lim K, % f(z) = f(x) ct.p.,, VfeLP.

r—b—

Caso particular:
LEMA 3.12 Si F : R+ [0,00) es par y decreciente en (0,00) entonces, ¥V f € L',
[F o f(z)| < [|Fly - Mf(2).

Conclusion: si el nicleo de sumabilidad estd formado por funciones positivas, pares y
decrecientes en (0, 00)(e.g., el nicleo de Poisson, el de Gauss, etc.) entonces

K*f(z) < Mf(x)
y por tanto hay convergencia puntual,

Ky« f(x) — f(z) ctp. Ve Ll 1 <p<oo.
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Capitulo 4

Espacios de Hilbert

En este capitulo queremos dar sentido a la nocién de “serie de Fourier”

1
F@) =Y ane? con = / ) e 27 .
0

Como veremos mas adelante, el espacio natural en el que esta teoria se puede desarrollar
es L?(T). Nuestra intencién es conocer las propiedades métricas de este tipo de espacios
y las técnicas relacionadas con ellos.

Comencemos recordando lo que la desigualdad de Hélder nos dice:

Si 1 € (dn).g € L9(d),y &+ 4 = 1, entonces | [ fgdu‘ < 1£1y Il
Esto implica, entre otras cosas, que la aplicacion bilineal
LP(dp) x L(dy) — € dadapor  (£,9) — [ Fodn

es continua. Hay un caso especial, que es cuando ambos indices coinciden p = ¢ = 2.
Ademis se tiene:

LEMA 4.1 La aplicacion
L*(dp) x L*(dp) — C
(f.9) — <[y >—/fgdu

tiene las propiedades siguientes:
1. <f f> <=/f|2> >0 y <f,f>=0&f=0.

2. < f,g>=<g,f>
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DEFINICION 4.1 Un espacio vectorial X sobre C, dotado de una aplicacion <,> (que
llamaremos producto interior o producto escalar) con las propiedades 1 — 4 anteriores, se
denomina espacio pre-Hilbert.

NOTA: Si X es pre-Hilbert, también es normado con la norma dada por
lul|x = v<u,u>. (4.1)
En particular también es métrico.

DEFINICION 4.2 Si (X, <,>) es pre-Hilbert y completo (i.e., toda sucesion de Cauchy
tiene limite), entonces decimos que es un espacio de Hilbert.

TEOREMA 4.2 L%(du), con respecto a cualquier medida, es un espacio de Hilbert.

OBSERVACION: Como veremos al final del capitulo, el reciproco también es cierto: si
H es un espacio de Hilbert, entonces existe una medida p tal que H = L?(du), la igualdad
en el sentido de los isomorfismos.

EJEMPLO: R" = [2({1,2,...,n}, p = medida de contar ).
f:{1,2,...,n} — R, siendo f(j) = z;.

Entonces tenemos que

1/2
N /

1/2 N
</|f!2du> (S| v <res=Y

J=1 Jj=1

4.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Uno de los ingredientes para demostrar que la expresién (4.1)) es una norma viene dado
por

PROPOSICION 4.3 En todo espacio de pre-Hilbert H se tiene Vx,y € H
| <zy> [ <z yl-
Antes de dar la demostracién, desarrollamos la expresion
|z +yl* =<z +y,z +y >=||z]]° + [y|* + 2 Re (< z,y >)

Demostracion (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea o € C y supongamos que x # 0.
Entonces
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Despejando, queda
| <@y > P < ) [lyl?

Ejercicio 4.1 Probar la ley del paralelogramo:
lz =yl + = +ylI* = 2 (2] + lyl*)

NOTA: recordemos que un subconjunto £ de un espacio vectorial es convexosiVz,y € E
y Vt €[0,1] se tiene que tz + (1 —t)y € E.

PROPOSICION 4.4 Sea H un espacio de Hilbert y sea E convezxo y cerrado. Entonces
lzg € E tal que dist (E,0) = inf {||z|| : = € E} = ||zl

Demostracion Sea m = inf{||z|| : = € E}. Sean z,y € E, entonces por la ley del pa-

2
ralelogramo, [z — y|I* = 2ljz[* + 2[lyll* — llz + yl* = 2)z]* + 2lly]* - 4[] <
2]l)? + 2(y[* — 4m?.

. Jj—00 ., .
Elegimos z; € E tal que ||z;|| — m. Para esta sucesion se tiene que

lzj — 2ill? < 20z )12 + 2lael|? — 4m? 2250 2m? + 2m? — 4m? = 0.

Luego {z;} es una sucesiéon de Cauchy, y por ser E cerrado, 3 limz; = 9 € E. Ademds,
lzo|| = lim ||z;|| = m. El 2 es tnico ya que si Jyo € E tal que ||z = ||yo]| = m, entonces

lxo — yo||2§2H:E0||2 + 2Hyo\|2 —dm? =2m>+2m? —4m® =0 =z = 20-

COROLARIO 4.5 Sea H un espacio de Hilbert y E un subespacio cerrado. Entonces,
Ve e H, lag € E tal que dist (z,E) = ||z — zg||.

DEFINICION 4.3 Se dice que x,y € H son ortogonales ( y escribimos x L y) si
<z,y>=0.

DEFINICION 4.4 Si H es un espacio de Hilbert y A C H, se define el ortogonal de A
como

At ={y e H :y L x para todo z € A}.
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LEMA 4.7 Dado v € H, la aplicacion
L,:H — C
r — <z,u>

es lineal y continua.

Demostracion (del lema) Veamos que es lineal: L, (ax1 + Bx2) = a1 Ly(z1) + 8 Lu(x2),
por las propiedades del producto interior. Para ver la continuidad, probaremos que es
Lipschitz:

[Lu(@1) — Lu(@2)| = [Lu(z1 — 22)| = | <21 — 22,u > | < [[ull lzr — 22|
Cauchy—Schwarz

Demostracion (de la proposicion) Dado u € H, {u}* ={y € H: < y,u >= 0} = ker L,
es un espacio vectorial cerrado (porque es continua). Entonces

At = ({a}"

T€EA

es un espacio vectorial cerrado. [ |

Ejercicio 4.2
i) AC B= B+ cC A"
i) Ac (A",
ii) AN ALt C {6)} para todo A C H.

TEOREMA 4.8 (Descomposicién en suma directa) Sea M un subespacio cerrado
del espacio de Hilbert H. Entonces podemos escribir H = M @ M~*, es decir, existen dos
aplicaciones lineales (denominadas proyecciones)

P:H — M,

Q:H — M+
de forma que Vx € H, se cumple que v = Px + Qx. Ademds P y Q wverifican la propiedad

de “idempotencia”: P2 = P y Q% = Q. En general escribiremos P = Py para indicar que
se trata de la proyeccion sobre el espacio M.

NOTA: Si u L v, por el Teorema de Pitagoras se tiene

o+ ol* = [lull® + fJo]|*.
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= Obviamente se tiene por la construccion de @ que x = Px + Q.

» Veamos que Qz € M+

Para ello sea y € M. Queremos ver que Qx L y. Podemos suponer que ||y|| = 1. Sea
a € C (a determinar). Como Qz —ay =x — Pr —ay € z + M, se tiene

a=<Qx,y>

|Qal* = |l = P < | Qz — ay|* = |Qal” + |af — 2Rew < Qu, y > =
= [1Qz[* +] < Qu.y > [P~ 2/ < Qu,y > [*
Por lo tanto, | < Qx,y > |?> <0, de donde deducimos < Qz,y >= 0.
» Idempotencia: Si € M entonces Qz = 0 porque Qrz =z — Pr € M- NM = {ﬁ}

Esto implica Pz = x y de aqui P(Pzx) = Pz.

De forma similar se prueba Q(Qz) = Q.

s Falta probar la linealidad de P y Q:
Sean z,y € H y a, 8 € C. Por un lado se tiene por definiciéon

azr+py=Plaz+Py)+ Qlax+ [y)

Como también es cierto que x = Px + Qx, y = Py + Qy, sustituyendo y despejando
en la ecuacion anterior tenemos

aPr+fPy—Plaz+py)=Qlax+ Ly) —aQx — BQy

Como la_parte izquierda anterior estd en M y la derecha en M- ambas deben ser el
vector 0. Por lo tanto,

Plaz+fy)=aPr+BPy, vy Qlaz+pBy)=aQr+BQy.

Hemos visto que si u € H, L, es una aplicacién lineal continua. El siguiente resultado
muestra que el reciproco también es cierto.

PROPOSICION 4.9 Si L : H — C es una aplicacion lineal y continua, entonces
eriste u € H tal que L = L.

Demostracion Si L es una aplicacién lineal y continua, M = ker L es un subespacio ce-
rrado de H. Entonces H = ker L & (ker L)1. Supongamos que L # 0 entonces 3z €
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x=L(z)y— L(y) z € KerL. Luego (L(z)y — L(y) z) L =.
Usando esta informacién,

0=<L(z)y—L(y)z,z >=L(2) <y,z>—-L(y) < z,z2>
y deducimos la expresién para L

L L(z
N——
u

4.2. Dual topoldgico de un espacio de Banach

DEFINICION 4.5 Dado B un espacio de Banach sobre C, se define su dual topoldgico
como

B'={L:B— C : L es lineal y continua}.
LEMA 4.10 (Ejercicio) B’ es un espacio de Banach con la norma dada por
1Ll 5 = sup{|L(z)[ - [|z[lp < 1}.

Recordamos que si H en un espacio de Hilbert y u € H, entonces L,(z) =< x,u > es
lineal y continua. Reciprocamente, si L : H — C es lineal y continua, entonces 3 zq tal
que L(y) =< y,xo >, y escribimos L = Ly,.

Conclusion: la aplicacion

A:H — H
u — Ly

con Ly(x) =< x,u >, es una aplicacién biyectiva.

TEOREMA 4.11 La aplicacion anterior A es lineal por conjugacion y bicontinua (conti-
nua en los dos sentidos). También es una isometria y por tanto es un isomorfismo isométri-
co.

Demostracion Primero probaremos que es una aplicacién lineal por conjugacién y luego
veremos que es una isometria:
= Aplicacién lineal:
sean u,v € H y a,B € C. Entonces A(au+ Bv) = Loyigoy = oLy + L, =

aA(u) + BA(v).

= [sometria:
[A@)[| = [[Lull = l|ul.
Si [|z]| <1, entonces [Ly(2)| = | <u,z > | < |lull [[z]| < [Jull = [|Lu]] < |Jul]-

. - u
Por otro lado, si u # 0, sea x = ——. Entonces
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Conclusién: Todo espacio de Hilbert H puede identificarlo con su dual H'.

Ejercicio 4.3 Probar que en un espacio de medida (X, M,u) se tiene que el dual de
LY(du) se puede identificar con L™ (dp) mediante

L — (LMdw)
f — Ly
siendo la aplicacion Ly
Ly:LYdpy) — C
h — / hf
NOTA: Probar que es sobreyectiva es lo mas importante.

1 1
Ejercicio 4.4 En cualquier espacio de medida, si — + — = 1 entonces (LP)' = L4.
p g

4.3. Sistemas ortonormales

DEFINICION 4.6 Dado H un espacio de Hilbert, se dice que la familia {ta}aer (donde
T es un conjunto de indices) es un sistema ortonormal (S.O.N.) si

1 a=p
<ua,u5>=5a,5:{ 0 04755

EJEMPLO: {*™"*}, 7 es un S.O.N. en L*(T), ya que

1 1
; ; ing  — i (n— 1 n=m
< 627mn:p7 p2mima >— e2minT =2mime j.. 6271’1(11 m)x dr =
0 0 0 n#m

TEOREMA 4.12 (de la mejor aproximacién) Sea H un espacio de Hilbert y {uq }acr
un S.0.N. Entonces, dados ug,, ..., Uy, distintos, siV = span{uq,,...,Uq,, } se tiene que
n
H=VaoVtydist(z,V)=|z— Z < Ty Ua; > Uay |-
j=1

Demostracion Basta ver con la notacién del Teorema quesi H =V @ V+, entonces

Ple — V

D.() N\
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E§t>a descomposicién es tnica, porque t =u4+v=u+v =>u—uv' =v—v e MNM*+ =

{0}

Sea u = Z < XyUq; > Ug; Y U = T — u. Si probamos que v € V. entonces tendremos
j=1

que Pz = u (y Qxr = v). Probar que v € V+ es lo mismo que probar que v L Uq,, CON

k=1,2,...,m.

La demostracién es inmediatas:

m
<V, Ugy, >=< :L‘—Z < Ty Uy > Ugy | 5 Uay, >=< Ty Uy, > — < T, Uqy, >=0
j=1

Resumiendo lo anterior, si H es un espacio de Hilbert, V' un subespacio finito (dim V = n)
y V1, 09,...,U, son vectores que forman una base ortonormal de V entonces, dado x € H,
la proyeccién Py : H — V viene dada por la férmula

n

Py(x) = Z < x5 > vj. (4.2)
j=1

Como consecuencia tenemos que

dist (x,V) = ||z — Z < z,v; > vj. (4.3)
j=1

4.4. Coeficientes de Fourier y la desigualdad de Bessel

DEFINICION 4.7 Si {ua}acr esun S.O.N. de un espacio de Hilbert, entoncesVx € H,
al valor T(a) =< x,uq > lo llamaremos coeficiente de Fourier a de x.

Nota sobre la sumacién de una cantidad no numerable de términos:
Sea I' un conjunto arbitrario, numerable o no, y ur la medida de contar en I". Entonces,
el espacio LP(dur) se denota por ¢P(T).

n
Como las funciones simples finitamente integrables son todas de la forma s = Z CiX{as}s
j=1
con aq,...,a, €I, se tiene

/sdup = ch = Zs(aj).
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La expresién de la derecha se suele denotar por la suma Z |f(a)P y cobra més sentido

acl
a partir del siguiente

LEMA 4.13 Si ) r|f(a)| < oo entonces {a : f(a) # 0} es numerable.

Demostracién Basta ver que {a : |f(a)| > 1},¥n =1,2,..., es de medida finita, y eso es
cierto por la desigualdad de Chebychev:

prfa @) > 1) < n [ Ifldur < o

|
Con todas las obervaciones anteriores pasamos a demostrar el siguiente teorema que resulta
bésico para la teoria de series de Fourier:

PROPOSICION 4.14 (Desigualdad de Bessel) Dado H un espacio de Hilbert y {uq Yaer
un S.0.N., entonces la aplicacion
F:H — 2T

z — {Z(a)}aer

1/2
cumple (Z |§(a)|2) < ||| &

acl’

Demostracion Sea A € Pr(I") (el conjunto de las partes finitas de I'). Basta probar que
Z |Z(a)|* < ||z||%. Para ello, sea V = span {u, , o € A}. Entonces = se puede escribir

acA
de forma tnica como x = x1 + 29, conx1 €V y x9 € VJ-, vy a1 = Z Z(«) ug. Deducimos
a€EA
asi
l2]? = [l1 |® + [l2]® > 2] = > [E(a) .

a€cA

NOTA: Obsérvese que hemos usamos que si {uq}aca €s ortonormal, entonces

2
D catia] =D lcal

acA H acA

PROPOSICION 4.15 Si H es un espacio de Hilbert y {tua}aer es un S.O.N., la trans-
formada de Fourier
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s Como (24 1)(Q) =< 2 + Y, uq >=< Z,Uq > + < Y, Ug >= T() + §(a) deducimos
que F(z +y) = F(z) + F(y).

» De manera andloga se prueba que F(cz) = ¢ F(x), para todo escalar c.
La continuidad sale de la desigualdad de Bessel:
[F@) ey < ll@lla-

TEOREMA 4.16 (Riesz-Fisher) Sea H un espacio de Hilbert y {uq}aer un S.O.N.
Entonces la transformada de Fourier F es sobreyectiva.

Demostracion Sea {aq acr € €*(T) (es decir, 3 |aal? < 00). Por tanto, A = {a : aq #
0} es numerable y escribimos A = {a, ag,...}.

Sea x,, = 27:1 Aoy Ua,; € H.

» Veamos que la sucesion {x,,} es de Cauchy: por la ortogonalidad,

m-+k m-+k o) oo
[ES meQ = | Z Qoy; Uqy; H2 = Z ’aozj‘Q < Z ’aaj‘Q —0.
j=m+1 j=m+1 j=m+1

Como H es un espacio de Hilbert, se tiene que dx = limy;, 00 Tm

» Ahora veremos que F(x) = {aq }acr (es decir, Z(a) = a,). Esto es cierto porque

~ , 0 a¢A
T(a) =< z,uq >= n}grcl)o<a:m,ua >= e oA
(0%

4.5. Sistemas ortonormales completos

DEFINICION 4.8 Sea H un espacio de Hilbert. Un S.O.N. {uq }acr se dice completo si
Bu € H conu#0, tal que {u,uq }acr siga siendo un S.O.Nj; es decir, si el inico elemento
de H perpendicular a todos los elementos u, del sistema es el vector O .

Hemos probado hasta el momento que la aplicacion F(z) = = (a la que hemos llama-
do Transformada de Fourier) es sobreyectiva y cumple ||Zz2ry < [[z[|g. Si tuviéramos
ademds la igualdad, F serfa un isomorfismo isométrico (y por tanto, H y ¢2(T') podrian
identificarse entre si).
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TEOREMA 4.17 Sea H un espacio de Hilbert y {uq}aer un S.O.N. Entonces son equi-
valentes

i) {tuatacr €s un S.O.N. completo
ii) span{uy : a € T'} es denso en H
i) ||z||g = ||Z]|;2r) (identidad de Plancherel)
w) <2,y >p=<2,Y >pm= Z Z(a)y(a) (identidad de Parseval)
acl
Demostracion Probaremos que i) = i1) = 1) = iv).

» Veamos que i) = ii):

Supongamos que span {u, , « € I'} no es denso, es decir, V' = span {ua_; ael} &

H. Como V es un subespacio cerrado, se tiene H =V @Vt y VI £ {0} = Ju #

— o~ ) ~

0,u € V*. Esto dice que v L u, para todo a € I'. Si u = W, entonces {uq,u} es
u

un S.O.N. (contradiccion)
» Veamos que i) = iii):

Ya sabemos que [|Z]|2 < ||z| . Por otro lado, por hipdtesis, dado x y € > 0, existe
Yoty Niug, tal que ||z — Y0 A ug, ||g < €. Recordamos que

m
Hx_z < T, Ug; > uai” < Hm—ZAiuaz—Ha
i=1

y por tanto

m m
lzll <llz =D B(ew) ua, | + 1Y Z(aw) ua,l
i=1 =1

m
<+ 3 [3(ai) < e+ |E] e

i=1
Al ser e arbitrario, concluimos entonces que ||z||g < ||Z]p2-

» Veamos que iii) = iv) (el argumento que vamos a usar se llama de polarizacion):

Dado A € C (a determinar), tenemos por hipdtesis que
IXa +yllF = 12T + 317 . Va.y € H,
0 equivalentemente

APz + llyll” +2Re A < @,y >= [AP|Z]) + [|§]|° +2Re A < 7,5 >
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» Veamos finalmente que iv) = 4):

~ ~ —
Sea u € H tal que < u,u, >= 0 para todo . Entonces (o) =0Va = 1= 0 € (%
Entonces

S — —
VeeH, <zu>=<Z,0>=0=>ucH ={0}=u=0

TEOREMA 4.18 (Gran Finale) Todo espacio de Hilbert H posee un sistema ortonor-
mal completo {uq}acr (y en particular es isométricamente isomorfo a ¢£2(T')).

Demostracion Sea G el conjunto formado por todos los S.O.N. de H. Definimos en él el

orden de contenido
S<S s Scs.

Observamos que si S C So C ... C S, C ... entonces J,,~; Spn es un S.O.N. Por el
principio de maximalidad de Hausdorff, sabemos que existe un elemento maximal

So = {uq : @ € T},

que es, por tanto, completo. |
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Capitulo 5

Series de Fourier

En el capitulo anterior vimos los aspectos tedricos necesarios para desarrollar una Teoria
de Fourier en un espacio de Hilbert arbitrario. En este capitulo la construiremos explici-
tamente en el espacio H = L?(T). En este sentido, el primer resultado justifica la nocién
de serie de Fourier asociada a una funcién:

TEOREMA 5.1 En el espacio
1
H=1*T) = {f : T — C: 1-periddica y medible, con / |f|?dx < oo} ,
0

se tiene que {€2™"*}, .z forma un S.O.N. completo.

COROLARIO 5.2 L?(T) y (2(Z) son isométricamente isomorfos con la isometria dada
por

(D

F:L*(T) — (Z)
—>

f

)

siendo f(n) = /1 f(z) e 2™y,
0

OBSERVACION: Con todo lo anterior, se tiene en particular las identidades

1 oo R N
- IfI2: = /O flPdz = 5" 1Fm) = 1 7]I%. (Plancherel)

A
. < fig>p= /0 f@g@de =Y Fn)5n) =< F.§ > . (Parceval)

Para la demostracion usaremos la caracterizacion de S.O.N. completos que en este caso
dice que span {€*™"* : n € Z} es denso en L*(T).
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5.1. Los Nucleos de Dirichlet y de Fejér

Dada f € L?(T) y N € NU {0}, definimos la suma parcial de Fourier N-ésima como
N ~ .
Snf(x) =) fln)e*™™
-N

Nos gustarfa probar que Sy f — f en L? (es decir, |Syf — fllz2 — 0).
Para ello buscamos una férmula explicita de Sy f:

N 1 N 1 ( |
S ) = 6727rinyd >e27rin:r — < 627rm z=Y) >
wf) =3 ([ so y P | 1w y

1 N '
= / f(y) [Z ezm(zy)] dy = f* Dy()
0 -N

N
donde Dy (z) = Z ™" representa el llamado N-ésimo niicleo de Dirichlet. Si {Dn}r—,
—N
fuera un ntcleo de sumabilidad, tendrfamos como consecuencia que Dy * f — f en L2
Presentamos una expresién cerrada de estas funciones:

i\f: J2min e2mi(N+1)z _ ,—2miNz  —wix
~ e2miz _ ] e~ T
. (5.1)
e@N+)miz _ ,—(2N+1)miz d1v1dlenflo por 2 sen(2N + 1)z
n erit — =T N sen

Propiedades de {Dy}

= Dy es par

= En [—-1/2,1/2), Dy ti 1 t = —7 k=
n [—1/2,1/2), Dy tiene ceros en los puntos z N1

= Dn(0) = 2N +1

Sin embargo Dy no cumple las propiedades de nicleo de sumabilidad :
1 N 1
1. Por un lado si es cierto que / Dy(z)dx = Z / ATy =1
0 Sy Jo

1/2
2. Sin embargo no verifica / |Dn(x)|dx < C independiente de N (ver Hoja 4 de
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(Ver de nuevo Hoja 4 de ejercicios). Luego Dy no es un (buen) ntcleo de sumabilidad.
En su lugar recurrimos a las sumas de Cesaro:

1

N7 S0 f@) + 81 f(@) + .+ Sy f(@)

onf(z) =

Para cada N, on f es un polinomio trigonémetrico. Queremos ver de nuevo si oy f — f
en L?. Observamos que

1
onf(@) =7 Doxf+...+ Dy *f)=Fy=*f(z),
Do+ ...+ D
donde Fy = Dot TUN es el N-ésimo nicleo de Fejér. Veamos que {Fx} si es un

+1
(buen) nicleo de sumabilidad. Damos primero una expresién cerrada:

N
1 sen(2n + 1)mx 1
F = (2n+1)miz
N (@) N+1 Zo sen wx (N+ 1) senmc (Z
e@N+3)wiz _ wiz
(N +1)senmz e2miz — 1

(2N+2)mix __ 1
:(N + 1)senmz fm emiT — e TIT
(5.2)

1 e2(N+)miz _ 4
= Im -
(N + 1)(sen7z)? 2i

:(N - 1)28611#%)2 <1 — €oS 2(2]\7 + 1)7rx>

1 (Sen(N+ 1)7m;>2

—

:N—l—l sen mx

Propiedades de {Fy}: F es par y verifica

_ 1 1 N o
i) /0 FNdx:]\m(ngo/o Dn(x)dx>:1

ii) Fn(z) > 0,Vz

/2 4 sen(N + )7z 2d 1 1 N 00
T
sen mx

F dr =2 < 0
i) / N (@) de s N+1 ~ N +1 (senmd) Y
0<|x|<1/2
para todo & > 0.
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PROPOSICION 5.4
1. Si f es continua en xo y acotada entonces oy f(xo) — f(xo)
2. Si f € C(T) entonces onf — f uniformemente
3. 8 felP conl<p< oo entonces onf — f en la norma LP

Demostracion del Teorema sobre completitud: Basta usar el apartado 3 de la pro-
posicién anterior con p = 2 recordando que onxf = Fn * f es siempre un polinomio
trigonométrico, VNN. |

7.(2

[0.9]
1
EJEMPLO, una aplicacién de la identidad de Plancherel: probar que E 2=
n

n=1
x, 0<x <1

. o Entonces
extendida periédicamente.

Sea f(z) = {

~ 1 A T R T i
f(?’L) — / .1‘6_2mnwdl' — |: : 627rmw::| + : / eanx — , sin # 0.
0 0 0 2m™n

—2min 2min
! 1
y f(0) = / rdx = 3 Para un uso posterior, observemos que
0
1 .
SNf 5 + Z 2 e2mine . (53)

Por la identidad de Plancherel:

1 1 L |
4+Z47T2n2—/0 1 3
n#0

2 il 11 1
42 n?) 3 4 12

n=1

de donde se deduce

Es decir,

=1 U
2 a g
Ejercicio 5.1 Hallar )’ 7714' Sugerencia: buscar f € L? , del tipo f = x> + ax, de forma
que f(n) = #

Consecuencias adicionales Por la teoria general también tenemos:

2 Q A WY
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es decir,

N
Snf(z) = Z f(n) e2mine "7, f en L?
n=—N

a pesar de que Snf = Dy * f y Dy es un nicleo “malo”.

La demostracién de este resultado es inmediata ya que por Plancherel,

If = Sxflz= > 1),

In|>N

y esto tiende a 0 cuando N — oo.
Nos preguntamos qué pasa con la convergencia en LP, p # 2 de las series parciales de
Fourier. En este sentido se sabe que:

» Si feLP conl<p<oo,entonces Syf — f en LP (Riesz)

» J una funcién en L' tal que Sy f no converge a f en L' (du Bois Reymond)

» 3f € L' tal que {Sxf(z)} diverge Vz (Kolmogorov)

» 3 f continua tal que Sy f(z) no converge a f(z) en algin zo (Katznelson)

» Si, f € LP, 1 < p < oo, entonces Sy f(z) — f(x) c.t.p. (Carleson)
En lo que queda de capitulo, estudiaremos el comportamiento de las series de Fourier en

L', en especial la convergencia puntual.

NOTA: Observemos que si f € L(T) 2 L?(T) tiene sentido definir la transformada de
Fourier

fo = [ e

Ademss, usando Fubini, si f,g € L(T) se tiene f xg(n) = f(n)g(n). Este resultado lo
hemos usado de forma implicita en repetidas ocasiones. Por el lado funcional se tiene:

TEOREMA 5.6 La transformada de Fourier es lineal, continua e inyectiva de L' (T) en
1>°(Z):
F: LYT) — ¢>(z).

Demostracion La linealidad es inmediata. Ademas,

F—[fon) < [M1remean =it

~ ~

Entonces |[{f(n)}nll¢e = sup, |f(n)| = ||fllz1, lo que demuestra que F es acotada.
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52 Variable Real

LEMA 5.7 (Riemann-Lebesgue) F : L'(T) — ¢o(Z) = {{an} tal que Erin an = O} .

Es decir, si f € L'(T), entonces Bril ]?(n) = 0. (Recuérdese que co(Z) C {>*(Z)).

NOTA:si f € L?(T) (que claramente es un subconjunto de L!(T)) el resultado
es inmediato porque

i) [F)]? <oo= lm_f(n)=0.

Demostracion del lema: Dado € > 0, elegimos un polinomio trigonométrico P(z) =

m

Z an ¥ tal que ||f — P|i < e. Entonces, ¥|n| > m, usando que P(n) = 0, se
n=—m
tiene

7 ' —2mina D !
‘f(n)‘: /O(f(m)—P(x))e 2T gy + P(n) S/O |f(z) — P(x)|dz < e.

5.2. Criterios de convergencia puntual para series de Fou-
rier

LEMA 5.8 (Criterio de Dini) Si f € LY(T) y para cierto xq se tiene que
1/2
L

entonces S f(xo) e f(z0).

dt < oo.

f(zo—1t) — f(z0)
t

EJEMPLOS de funciones que verifican las condiciones del criterio de Dini:

» f Lipschitz, es decir, |f(z) — f(y)| < clx —y|,Vz,y :

1/2 1/2
/ dt < / % dt = ¢ < 0.
—1/2

f(zo —1t) — f(z0)
t

_172 |
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Demostracion (del criterio de Dini) La demostraciéon usa el lema de Riemann-Lebesgue.
Para ello vemos que

1/2
Snf(wo) — f(xo) = /_1/2(f(960 —t) — f(20))Dn(t)dt
1/2 0 -
= [ o =) 5o =D
_1/2 sen T (5.4)
_ /1/2 f(xo —t) — f(zo) (6(2N+1)m‘t _ 6—(2N+1)7rit) dt
~1/2 2isenmt

=Fi(N) - B(-N),

Si demostramos que Fy, I, € L'(T) podemos usar el Lema de Riemann-Lebesgue y ha-
bremos terminado. Pero esto se deduce de la hipdtesis del criterio ya que para j = 1,2

1/2 1/2 N 1/2 _ ) —
[ omra= [ f(wo = 1) = f(w0) §’ we | Flwo =) = fGo)| 4y oo
—1/2 —1/2 2sen Tt —1/2 t
donde hemos usado que |senwt| > [¢t|/2 en (—1/2,1/2). [ ]

Si la funcién tiene derivadas, entonces la convergencia es de hecho uniforme y podemos
medir la rapidez de dicha convergencia de acuerdo al orden de derivacion:

. 1
PROPOSICION 5.9 Si f € CK(T), entonces |Snf — flloo = (9< - 1).
NF—2

Para ello necesitamos antes el siguiente

LEMA 5.10 Si f € CY(T), entonces f'(n) = 2min f(n). En general, por induccion, si
feCH()

— ~

F® () = (2min)* f(n)

por partes

1 1
Demostracion  f'(n) = / f!(t) e 2t gy X omin / f(t)e 2™ qt = 2min f(n). A
0 0

Como consecuencia tenemos que si f € C¥(T), entonces

o0
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Demostracion de la proposicion: Basta observar que

1/2
[f(@) = Snf@)| < > 1f(n (Z (2Win)kf(n)2) (

[n|>N [n|>N

N 1/2 .
ol (s > ) <l

5.3. Espacios de Sobolev

Obsérvese que la tnica informacion que hemos usado en la demostracién anterior es

Y |fm)y kP

neL

DEFINICION 5.2 Dado o > 0, se define el espacio de Sobolev de orden o como

H“ZH“(T)z{f€L2 Y 1 fm)ne? < }

ne”L

1 1
COROLARIO 5.11 Sia > 3V f € H*, entonces ||Snf— flleo = O <1> (conver-
N3

gencia uniforme).
PROPOSICION 5.12 H® es un espacto de Hilbert con el producto escalar dado por

< f.g>pe=Y_ fm)an) + Y [n|*f(n)n[*g(n). (5.5)

ne”L ne”

Por tanto, la norma viene dada por

1/2
[ fll e = (Hfll%z +> !nlzalf(n)|2> :

nez

En general se pueden deﬁnlr espa(nos de Sobolev Wo‘vp ( en Rn o T™) con integrabilidad p

CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Fernando Soria 55

En nuestro caso particular, H*(T) = W®2(T). De esta forma, tal y como hemos visto, si
n=1,p=2 a> %, y f € H® se tiene que las sumas parciales de

Z f 27me
nel

convergen uniformemente. Por tanto f(z) se puede identificar a.e. con una funcién conti-
nua.

La otra idea destacada detras de las series de Fourier es usarlas para resolver EDO a partir
de la relacién ya vista

®(n) = @2rin)* f(n).
Con més generalidad, si P(z) = anz™ + ...+ a1z + ap y definimos
P(D)f = amf™ + ..+ aof” + a1 f + ao,

entonces

—

P(D)f(n) = [am(27in)™ + ... + a12min + ag] f(n) = P(2win) f(n).
Por tanto, para resolver la ecuacién P(D) u(x) = g(x) basta resolver la ecuacién algebraica
P(D)u(n) = P(2min) u(n) = g(n).
o
P(2min)

entonces i(n) = G(n)g(n). Esto nos dice, usando la

Entonces u es la funcién cuyos coeficientes de Fourier son u(n) = g(n). De hecho,

. ~ 1
si G es tal que G(n) = W,
identidad G  g(n) = G(n) §(n), que u(z) = (G * g)(x).

kokokoskoskokokokoskk

o0

1
Nos fijamos ahora en el ejemplo f(x) = Z (

2mine 2
—_ . Cl te f € L*(T
S —|—logn)e aramente f (T)

[e.o]

1
ya que Z W < 00, y la convergencia de la serie es al menos en L?(T):

n=1

Queremos estudiar si hay convergencia puntual y nos preguntamos si f pertenece a algtin
espacio de Sobolev H* con o > % Sin embargo

Z nf(n) Z n2a 0T log el que es finito solo si a < =

Taioon £ = ”1/2 Ao nacae enficionto nara acoguirar la convaraoncia naintiial

l\')»—l
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Demostracion Si llamamos s, = > _,_; aj by, necesitamos probar que la sucesién {s, }» es
de Cauchy. Para ello usaremos que by = o — 0x_1. Entonces, sim >n > 1,

m m m
[sm = snl =| > arlox—op1)| =| D (awok — ap—1op—1) + D (a1 — ax) op—1
k=n+1 k=n+1 k=n+1

m n—oo
<am Co + an Cy + Z (ag—1 —ag) Co = 2a, Cy —— 0.
k=n+1

Al meter el médulo dentro hemos usado las hipétesis |o,| < Co v ag—1 — ar > 0. |

1

Aplicando el resultado a la serie anterior con a, = ————— y b, = €™ obervamos
n(1+ logn)
que a, es decreciente y a, — 0. Ademas
& 2
. 2minx
Slx#(),l = Ze ng,Vn
k=1

Por tanto la serie anterior converge puntualmente Vx ¢ Z.
Otro ejemplo similar viene dado por las series

1 .
Z — e?ﬂ’znz’ B > O,
ez

que de nuevo convergen puntualmente Vz ¢ Z.
Obsérvese que si 3 < 1/2 la funcién obtenida no est en L2. Por ejemplo

1 TINT
Flz)=)_ WQQ ¢ L2,

5.4. La serie de Fourier en un punto de discontinuidad

PROPOSICION 5.15 (Principio de localizacién de Riemann) Sea h € LY(T) y

supongamos h = 0 para todo x de un cierto intervalo abierto I = (a,b) . Entonces
Snh(z) N=ee g = h(z)Vx € I (de hecho, converge uniformemente sobre compactos de
I).

La demostracion se sigue directamente del criterio de Dini.

Aplicacién: Supongamos f = g para todo x € [ intervalo . Si Syf — fen I c.t.p., lo
mismo es cierto para g. Esto es interesante porque da a entender que las series de Fourier
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Demostracion Definimos la funcion auxiliar
f(x(J)r)’ en (fL'(),CL‘O + 1/2)
h(z) =
flzg), en (xo—1/2,z0)

y extendida periédicamente. Observamos ahora que ¢ = f — h es una funcién continua,
vale 0 en zq y tiene derivada por la izquierda y por la derecha en dicho punto. Por lo tanto
se puede usar el criterio de Dini, de forma que

N—oo

Snf(wo) — Snh(zo) = Sng(xo) — g(wo) = 0.

De esta forma se tiene que

1
lim Sy f(zo) = lim Syh(zg), y basta probar que  Snh(zo) = = [f(z) + f(zg)],VN.

N—o0 N—o0 2

La tultima identidad se sigue de los cédlculos
xo-l—l/?
Swh(zg) = / h(t) D (o — £) dt —
xo—1/2
zo+1/2 To
=f(x3)/ DN($0—t)dt+f($o)/ Dy(zo —t)dt =
o z9—1/2
1/2 0 1
= 1) [ Dl ds + 7w) [ Dalo)ds =5 (1) + 1)

En la ultima parte hemos usado que Dy es par y por tanto tiene la misma integral a la
derecha que a la izquierda de 0. |

PROPOSICION 5.17 Si f es acotada y tiene una singularidad de salto en g, entonces
1

la suma de Cesaro (de la serie de Fourier) converge a 5 [f(zd) + f(ag)].

Demostracion Sea h(x) la funcién auxiliar anterior. Entonces g = f — h es continua en x

y acotada. Por tanto ong(xo) = Fn * g(xo) — g(xo) = 0 (porque {Fxn} es un nicleo de

sumabilidad). Como Fy x g = Fn * f — Fy * h, se tiene que limoy f(z9) = limonh(xg).
Entonces basta comprobar que se tiene oxh(zo) = 5 [f(zg) + f(zy)] , VN:

x0+1/2
onh(z0) = / h(t) (2o — 1) dt

0—1/2
m0+1/2 x0+1/2
=f(:r3)/ FN(iUo—t)dt+f(xo)/ Fn(wg —t)dt =
zo—1/2 z9—1/2
£l1/2 0 4
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5.4.1. El fenédmeno de Gibbs

TEOREMA 5.18 (Fenémeno de Gibbs) FEn la prozimidad de un salto en cierto pun-
to xg de una funcién f (derivable salvo en zo y donde 3 f(x), f(zg), f'(zd), ' (z5)) la
serie de Fourier se dispara para alcanzar un 9% del valor del salto.

Demostracion Basta probarlo para la funcién auxiliar h.

2
Considerando h(x) = %h(x — 20) podemos suponer que zo = 0, f(zg) = 1, f(zg) =

—1.
R 1/2
Calculamos los coeficientes de Fourier: h(0) = / hdx = 0 porque h es impar.
—-1/2
~ 1/2 .
Por otro lado, n # 0 = h(n) = / h(t) e 2™t dt =
—-1/2
1/2 9 0, n par
—2i / sen(2mnt) dt = S— (cos(nm) —1) = _o;
0 2mn —2 L im
par
™
Entonces
AP 2
S _ 2minxe _ _“v 2minx
Nh(z) Z h(n)e Z p—
-N In|<N
(n impar)
N . N
_ 24 2mine —2minr\ __ 4
= Z i (e —e )= Z Esen(%rn:c).
n=1 n=1
(n impar) (n impar)
N
En particular, Son_1h(z) = nz_:l T@n=1) sen(2m(2n — 1)x). Se puede ver que el primer
punto critico de esta funcién se da en x = ﬁ. Ademsés, llamando x, = 22;,1, obtenemos
por la teoria de sumas de Riemann
g . 1 1 i 4 (2r2,) Noo 1/2 sen(27mc)d 2 /7r sent
_ — | == n(2mrx,) —— —2dr = — :
N\ N 2N ot 2z, > n 0 2rx v m™Jo t
El valor de esta iltima integral es 1,178979744 - - - = 142x0, 089489872 . ., que representa

una variacién del 9% del salto de la funcién (en este caso el salto es 2).
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Capitulo 6

Transformada de Fourier en R

6.1. Definiciones

Recordamos que si G es un grupo topoldgico, se define su grupo dual como la clase
G ={L: G+~ C: L aplicacién continua tal que |L(z)| =1, L(x+y) = L(x)L(y) Vx,y}.
A los elementos de G se les denomina caracteres. En nuestro caso:

SiG=T ,T={L:T+— C:3n € Ztal que L() = > Vf}. De esta forma el
grupo dual de T se puede identificar con Z.

Por otrolado, SiG =R , R = {L:R+— C:3¢cR tal que L(z) = 2™ vz € R}.
De esta forma el grupo dual de R se puede identificar consigo mismo.

DEFINICION 6.1 La transformada de Fourier para f € L'(R) se define como

FUNEQ =19 = [ f) -, eeR
Es por tanto la integral de la funcion f contra los caracteres del grupo dual.

También podemos definir la transformada en varias dimensiones para cada f € L'(RY),
interpretando el producto x - £ en el sentido vectorial:

sl = (1’1,1172,. . '733]\7)) 5 = (§17£2a" . 75]\7) € RN> entonces g = xlgl +$2§2 + -+
TNEN-

Estudiamos las primeras propiedades relevantes de la transformada de Fourier en L'

PROPOSICION 6.1 Si f € L' se tiene
i) f € L®; de hecho || fllso < |If]]1.

~
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Demostracion El apartado i) es inmediato. Para i) observamos

€+h /f —27r1x(£+h —27rix§> dz.

Cuando h — 0, el integrando converge a 0 y estd acotado puntualmente por 2|f(z)| inde-
pendiente de h. Usando el TCD se sigue hmh_m(f(f +h) — f(f)) = 0, lo que implica la
continuidad de f.

Para iii) usaremos que e~ '™ = —1:

72mx§ ( 1— >

727mz§dl, /f( ) 2ﬂif($+i>dx

1
2¢

ks /RW (e gg)) <
1 (x)—f(a:—) dazlef—nf 2500
—2 Jr 2¢ 2 2e” |l ’

donde 71 denota el operador traslacién que, como sabemos, es continuo en 0 para la nor-
2¢

ma de L.

Finalmente i) y v) se deducen ambos del Teorema de Fubini. Por un lado

/ / F(@)gly — x)e 2 ¥ dz dy = / f(a)e2me < / g(y—:v)e_Q”i(y_””)gdy> dz
~ [ syees ( / g<y>e—2my€dy> dz = J()3(©),

y por otro

[1wiatas= [ 1) [swe ey = [ o) [ roeriyar= [ o) Fw) s

6.2. La clase de Schwartz
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es decir,

dr < oo.

fel?> = /‘f(:c)e_%mf

Por otro lado la transformada de Fourier no deja L! invariante. Asf por ejemplo, la funcién
f(@) = x(=1/2,1/2)(7) € L' N L? tiene como transformada

1/2 —mi€ _ mi€
ey _omize 5. € e™  senm§
= e de = _ = .
©) /_1/2 —2mig S

No es dificil ver que esta funcién verifica fe L?\ L'. La idea para resolver este problema
es definir la transformada sobre una subclase de funciones contenida en L' N L%, que sea
densa en L? y luego extender la definicién a todo el espacio. Esa clase de funciones va a
ser la clase de Schwartz, que se define de la siguiente forma:

DEFINICION 6.2 Se define la clase de Schwartz como

Y:{fECOO . Vm, k€ NU{0}, |z|™|DFf(z)| < Cpp < 00, Va;},

en donde D* denota el operador diferencial (%)k.
La siguientes propiedades de . son inmediatas:
1. Si f € .7, para todo polinomio, p(x), se tiene lim, 1o |p(z)f(z)| = 0.
2. Si f €.7, entonces D¥f € .7 VE.
3. el ¢ .7
4. C* C /.

5. % es densa en LP, V0 < p < oo.

e—w\x|2

Ejemplo : Vamos a calcular la transformada de Fourier de g(x) . Recordamos
g

m =
primero que / et =1 y que por tanto g(0) = 1. Como g(§) = / el g 2minE gy
- R
por el TCD
d—g(f) = / e_”‘x|2(727rix)e_2mm'5dx = 2/ < <e_7r|m|2> e 2Ty,
dg§ R R dz
Integrando por partes,
dg
dg§
Esto nos da una sencilla EDO cuya solucién viene dada por (&) = §(0)e ™. Por tanto
g9=9

(€) = i(zie) [ e oFemintdn — —anege),

R
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6.3. Relacion entre la transformada de Fourier y la deriva-
cion
LEMA 6.3 Dada f € L'(R"), si ademds se cumple que 3% € LY(R) y f € Cy, entonces

(1) @ =2rivit)

Por induccién deducimos

COROLARIO 6.4 §i f €.7,
- (&) f]A (y) = (2miy)* f(y).

» Con mdas generalidad, si P denota el polinomio P(t) = apt™+...+ait+agp, entonces

— —~

P(D)f(y) = P(2miy) f(y).

Demostracion del Lema Queremos probar que (f")"(y) = (2my)f(y) Pero esto es
inmediato integrando por partes y usando que, por hipétesis, lim, 1 f(z) = 0:

") = [ £l = 2miy [ fo)e e = (2miy) Fo).

d ~
LEMA 6.5 Si f € L' |, - f(z) € L', entonces existe d—éf(f) y vale

70 = [(2min)f@e ks,
es decir, ~
df .. ) A
dfg(O = [=2mi(-) f ()] (&)

COROLARIO 6.6 Si f € .7, entonces ]?E C® y dado P, un polinomio en n variables,
P(D)f(y) = (P (=27i) f)" (y)-
Demostracion del Lemal6.5 Se tiene

—27rzx (y+h) _ —27rixy
f(y * hh) = hm /f . dx.

m,f( y) =
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independientemente de h, por el teorema de la convergencia dominada obtenemos

e—27riac(y+h) — g~ 2mizy )
= /f(ac) lim d:c:/(—2m'ar) f(z)e 2™y,

h—0 h

TEOREMA 6.7 La transformada de Fourier F es una aplicacion lineal que preserva la
clase .&.

Demostracion La linealidad, es decir, el que ozf/—_l—\ﬂg =« f + 9, es inmediata a partir de
la definicién. Dada f € . queremos probar que f € .. Ya sabemos por el Corolario .
que f € C*. Nos falta probar que dados m,k € NU {0} entonces

‘ymD'“f(y)‘ < Cpp <00, Vy.

k

Por los corolarios anteriores, si P, (x) = 2™ y P(z) = 2" se tiene

\ymD?ﬂyW::\ Pm@WW)U%(—%ﬂ)fC»A(w‘=

1
(2mi)™

’ 1

. A 1 m . _
iy Pe(D) (Bu(=27i) ()] (y)‘ < m/R D™ ((2ria)* f(x)) | da = Oy < oo

(2m)

v~

e

6.4. Teorema de inversion de la transformada de Fourier

TEOREMA 6.8 (Teorema de Inversién en .%) La transformada de Fourier F : % —
7 es biyectiva con la inversa dada por F~1f(z) = Ff(—z) = f(—x)

Notacién Se define la transformada inversa de Fourier para f € L' de la siguiente forma

- [ tweray

v ~
Observacién: Como f (x) = f(—x), las propiedades de la transformada inversa de Fou-
rier se deducen de las propiedades de la transformada de Fourier. En particular V : .¥ — .
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2 o~ 2L .z
= e ™" entonces § = g = g” (esto tltimo por ser una funcién

) es un nucleo de sumabilidad para ¢t — 0. Por tanto si f € .

Recordamos que si g(z)
par) y que gi(z) = 79 (§

flz) = }/1’11(1) f#*gi(x), entendiendo el limite tanto puntualmente como en norma.
—
Por otro lado

Frofe /f < >dyg—g/f 1?( )dy:
= [ 1w ( [ L) = [ g < J o)
-/ </ T 2) st = [ Flopg(e)em i

Usando el TCD

flz) = hmf xgi(z) = hm/f g (tv) 2™y = /]?(v)e%mvdv

NOTA: obsérvese que para el resultado no hace falta que f € .% sino solamente f, fe L'm

TEOREMA 6.9 La transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico en . con la
norma de L?, es decir

F.: S — 7
f— T
verifica, Vf, g € .7,
1. la identidad de Parceval: < f,g >= /fg = /fg =< f,g? >
2. la identidad de Plancherel: || f||r2 = HJ?HLZ’

Demostracion Basta probar la identidad de Parcerval. Para ello recordamos la Proposicion

v):sif,heLl,/fﬁz/fh.

Dadas f,g € ., tomamos h = g. De esta forma se tiene h € . y h = g. Luego por el
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6.5. Extensiéon a L? de la transformada de Fourier

Ejemplo (repetido): Sea f = x(_1,1). Claramente f € L' N L? y se tiene

L -1 . o
J?(y) :/ e~ 2mITY (0 — 71 e~ 2mizy : = ey — e = Sen(27ry)‘
1 —2my ——1 2miy Y
Esta funcién no esta en L' porque
/ sen(2my) ’ dy = oo
R Y
Sin embargo, sf estd en L?:
2
/ sen(27y) ‘ dy < o
R Y

-~

Nos preguntamos que si f = X(_1,1) & L', ;cémo podemos definir (]? )V y concluir que
vale f?

En general si g € L?, pero no es integrable, jcémo definimos g(y) = /g(x)e_%mydx? La

respuesta viene dada por la siguiente

DEFINICION 6.3 Sea g € L2 Como . es densa en L?, existe una sucesion {g,} C .7

n—oo

2
tal que gy, L, g (i.e. ||gn —gllrz — 0). Por tanto, {gn} es de Cauchy. Entonces {gn} C
<, también es de Cauchy ya que

n,M—00

Plancherel
= Hgn_gmHL2 — 0.

1gn = gmllz2 = llgn — gml| 2

Como L? es completo, {gn} tiene limite en L? y a este limite lo llamaremos la transformada de Fourier
de g, es decir

g= lim g,.
n—oo

TEOREMA 6.10 En las condiciones anteriores se tiene:

1. La definicion anterior es consistente, es decir, no depende de la sucesion {g,} de .
elegida.

2. La definicion anterior define un isomorfismo isométrico en L2, es decir
F:L*R) — L*(R),

es limeal u bivecting  Ademds cumnle-
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2 2
1. Supongamos que g, } C .7, {h,} C 7 tales que h, L, g L gn Y qUeremos ver

— 2 2
que hy, -, g o Jn- Ya sabemos de la existencia del limite en ambos casos, pero
queremos asegurarnos de que limy, oo gn = limy, o0 hy,. Esto se sigue de la identidad
de Plancherel:

n—oo

1Gn = hnllzz = llgn — hnllz < llgn — gllzz +1lg — hnllre — 0
2. F es lineal: dadas f,g € L? y «, B € C, elegimos
L? L?
S Sg—9, LD far— f.

2 — 2 —
Entonces se tiene, por un lado ag, + B[ L ag+ Bf y ag, + Bfa N ag+ Bfy

por otro
s ag+ Bf
— ~ ~ ] = a ,
a9n+5fn—agn+ﬁfn{ I
— ag+ Bf.

Esto nos da la linealidad. Para probar el teorema de inversién, dada g € L? se define

2
g” de la misma manera: .¥ 3 g, L g, {9} tiene limite en L2, lo llamaremos g" y
es la inversa porque
L? ~ L2
gn — g, gn — g,
luego
~ L2 .
gn=(Gn )" — ()"
Plancherel y Parcgeval se deducen del correspondiente resultado en . y de la conti-
nuidad del producto escalar:

L2 . ~\V
Como g, — g, se sigue (g )" = g.

L? L?
IS fn— [, S 3 gn — 9,
< fr9>—< forGn >=< fayGn >—< [,G>, luego < f,g>=<[f,§>.

6.6. La Transformada de Fourier y las ecuaciones “elemen-
tales”de la Fisica

En el dltimo capitulo mostramos como utilizar la transformada de Fourier para el
estudio de ciertas ecuaciénes en Derivadas Parciales de valores iniciales en ]R]J\: = {(x,t) :
r e RN, t >0}

{ Oz tu(z,t) =0, (z,t) € RYT

PrAVA
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En esta seccién sin embargo trataremos solamente las dos primeras (calor y Laplace)
en el caso unidimensional (N=1).

6.6.1. La ecuacion del calor

25 = Dgu(w,t) = P(D)u(x,t), xRt >0,
u(z,0) = f(x), z € R,

donde P(x) = x2. Fijamos t y llamamos V’(z) = u(z, )
Calculamos la transformada de Fourier con respecto a x:

a/\t _ Ou

a (f) = E(ﬁ) = Au= P(2m’§)Vt(§) = _47-‘-2’£|2Vt(£)

Fijamos £ y escribimos y(t) = ‘//\t(ﬁ)
/(1) = —arlél y(0)
y(0) = f(&),
cuya solucién es: y(t) = f(f )6_4“2|ﬂ2t. Buscamos una funcién cuya transformada de Fourier
—47?|€)%t
sea e .
Nota. Si h € L'(R"), entonces llamando hy(z) = 1h (£) se tiene i?t(é) = E(t §).

Nos queda una EDO de orden 1 : {

Sabemos que si g(z) = e ™" entonces §(&) = e ™. Poniendo s = (47t)!/2, tenemos
241412 . 2 _ 2 ~ ~
e AmHET — (HATOTIER — o=t — Gige) = Gi(€)

La funciéon que buscamos es por tanto

1 I e
gs(z) = —g (E) = e 4t = Gy(z) : Nucleo del Calor
5 \s (4mt)2

Hemos probado Gy(&) = e 471Kty de esta forma se tiene

— ~ ~ —

V(&) = f(§)Gi(&) = f x Gi(§).

Luego
u(z,t) = Vi(x) = f* Gy(x)

Por tanto, la solucién de la ecuacién del calor, con dato inicial f es:

[ 1 C 2 ]
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Propiedades de la solucién u(z,t). Sea f € LP(R™), 1 < p < oo.

1. Gi(x) € &, luego u(x,t) € C*, Vt > 0.
2. Gy es la solucién fundamental de la ecuacién del calor.

Ejercicio: Probar directamente: %Gt(x) = N, Gy(2).

3. {Gt}4>0 es un nicleo de sumabilidad para t — 07. Por tanto

Uniformemente continua si f es unif. continua.
G¢ x f — f{ Puntualmente si f continua y acotada.
En norma ILPsi fe Py 1 <p<oo.

Ademas si f € LP(R™) con 1 < p < o0
Gi(z) = f =9 f puntualmente c.t.p.

Para ello se usa el mismo argumento que en el Teorema de diferenciacién de Lebesgue
a través del operador de Hardy-Littlewood.

6.6.2. La ecuacion de Laplace

u + Dgu(z,t) = DNgpu(z,t) =0, € Rt >0,
u(z,0) = f(z), z eR.

Fijamos ¢, y llamamos como antes V¢(x) = u(x,t). Tomamos la trasformada de Fourier
en x: Oy V(&) = 4n2|€)2VE(€). Fijemos € y sea y(t) = Vi(€), resultando una EDO:

{ y"(t) = —4m|E]Py(t)
y(0) = f(¢)

El polinomio caracteristico es r2 — 472|¢|2 = 0 <= (r —27|¢|) (r + 27/€]) = 0, y las
soluciones asociadas son e*27lt. Elegimos la solucién acotada para ¢ > 0:

y(t) = F(&)e 2,

Definimos ahora

1 1
Pla) = ~—
(z) 14 |z|?’

(Nucleo de Poisson)  de forma que / P(x)dx = 1.
R
~ 1
Entonces, como veremos, P(§) = e~27l¢l En particular, si llamamos P(z) = {P <£> =

t
1 .
——5—— Se tiene
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t

Vt(l’) =u(z,t) = f* P(z) = 717/Rf(y)t?—|—(az—y)2dy'

Propiedades de la solucién u(x,t). Sea f € LP(R™), 1 < p < oco.

De nuevo nos preguntamos por las propiedades de u(zx,t) para t — 0F.

1. P € C*® pero P ¢ . porque P ¢ C*°. Aun asi, u(z,t) € C*,Vt > 0.

2. P, es solucién fundamental porque

3. {P;}4>0 es un nicleo de sumabilidad para t — 07, porque

1 .
Pt:¥P<¥>, P>0 y /le

En particular,

Puntualmente, sif € C' y acotada,
lim o u(z,t) = f(z) ¢ Uniformemente, sif € Cp,
En norma LP, sifelPyl<p<oo.

Como en el caso de la ecuacion del calor también se tiene

%fn(l)u(:z:,t) = f(z) enctp.x si felP(R") 1<p<oo
e

Para ver que P(&) = 27Kl basta con probar que si F(£) = e 27l entonces FV(z) =
F(z) = P(z), porque F, P € L'.

Demostracion (Usamos integracién compleja, cuya justificacion es sencilla pero se deja a
los interesados).

00 0
Fv(ﬂj) — / 627r5|627rix§d£/ 6727r(17ix)§d€ +/ 6727r(17iz)£d§ _
R 0

—00

__r 1 1/ 2 N_1f 1
C2r(1—idx)  2m(14idx)  2r \(1+4x)2) 7w \14 22
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Capitulo 7

Las ecuaciones “elementales”de la
Fisica

En este capitulo mostramos como utilizar la transformada de Fourier para el estudio
de ciertas ecuaciénes en Derivadas Parciales de valores iniciales en erfl ={(z,t) : ze€
R™, t > 0} de la forma

{ Oy u(z,t) =0
u(z,0) = f(z)
En concreto, estamos interesados en el problema de la convergencia al dato inicial de

las soluciones; es decir, en qué sentido se tiene lim; ,o+ u(z,t) = f(x). Como ejemplos,
estudiaremos la ecuacién del calor, la de ondas, la de Laplace y la de Schrédinger.

7.1. La ecuacion del calor

ot

9u — N,u= P(D)u
m Donde z = (x1,...,2,); P(D)=2%+ ..+ 22
o 1o (1 i) PD) =0

Fijamos t: Vi(x) = u(x,t)

Calculamos la transformada de Fourier con respecto a x:

gft - (';z: — Au = P2mi€)VH(E) = 4n?[¢2VEH(E)
Vo(e) = (o)

Fijamos &, y(t) = VI(€)
'(t) = —Ax|EPy(t
Nos queda una EDO de orden 1 : { Y /(n)\ ?/::’5‘ y(®)
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—lzI” " entonces §(¢) = e ™I*. Poniendo s = (47t)!/2, tenemos

Sabemos que si g(z) = e
AT tE? _ (—aAmt)mlg? _ —mlsg? _ G(s&) = Ga (&)

La funcién que buscamos es por tanto

g9(%) 1 e2 .
gs(z) = o= @)t e it = Gy(x): Ncleo del Calor
t) 2

Hemos probado @t(ﬁ) = e~ 4mIEPt v de esta forma se tiene

— ~ ~ —

V(&) = f(§)Gi(&) = f x Gi(§).

Luego
u(z,t) = Viz) = f* Gy(x)

Por tanto, la solucién de la ecuacién del calor, con dato inicial f es:

—|z—y|?

u(wt) = Gox @) = oy [ f@)e Ty

(47rt)%

Propiedades de la solucién u(z,t). Sea f € LP(R™), 1 < p < 0.

Observacién: G¢(x) € .7, luego u(z,t) € C*, Vt > 0.

1° Paso: Si u(z,t) = Gy * f(x), se tiene

0 0 0
au = E(Gt x f) = <87§Gt> * f(x)

Au = NGy * f) = (AGy) * f(x)
Ejercicio: %Gt(:n) = N,Gy(x).

G es la solucién fundamental de la ecuacion del calor, luego % = Au.
2° Paso: lim;_,o+ u(x,t) = f(x) ;En que sentido? (en norma, puntual, uniforme...).

{Gi}¢>0 es un nicleo de sumabilidad para t — 0T:

a2
Llamemos h(x) = (41)%6 T ,Gt(x):tn%h (t,fﬂ),conheLl,/hzlthO, por

tanto

Gi(z)dez — 0
[ >¢
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Ademsés si f € LP(R™) con 1 < p < o0
Gi(x)x f mat f puntualmente c.t.p.

Para ello observamos que Gy(x) es par, radial, decreciente y / Gi(x)dx = 1. El

siguiente resultado nos dice que la convolucién estd acotada por el operador de Hardy-
Littlewood, es decir |Gy * f(z)| < Mf(z), Vt > 0.

LEMA 7.1 Si K es una funcion positiva, K : R® — Ry, radial y decreciente, es decir
3K : (0,00) — (0,00), decreciente tal que K(x) = Ko(|z|), entonces Vf € L'(R") se
tiene

[ K f < 2 ([| K pr) M (2)

Consecuencia: Si {K;}; es un niicleo de sumabilidad para t — a* donde cada K; es
radial y decreciente se tiene

sup K * f(x)| < CMS

y por tanto (usando el mismo argumento que en la demostracién del teorema de diferen-
ciacién de Lebesgue) se tiene que

t—at

ke x f(x) — f(x) c.t.p.
si feLP1<p< oo, como anuncidbamos (ver el argumento con detalle en la siguiente

seccion).

Demostracion del Lema: Por ser radial y decreciente, en particular el conjunto de nivel
Ay ={x € R: K(x) > A} es una bola centrada en el origen. Recordemos que

MI@) =swp o [ 1 F(w)ldy == sup <\f| ' 1XBT<z>)

r>0 |Br| z+ B, r>0 |BT|

Para k € Z, sea A}, = {x o K(z) > 2]“}, Ajp esuna bolay ... D A D Agy1 DO ... Ademds
se tiene, K(z) < 3,7 2%xa,(2), porque si 2" < K(zg) < 2! entonces g € Ay
Vk < kg, lo que implica

Asi
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Solo falta por probar
D25 Ax] < 2f|k] -

keZ
I= > %A= Y 25 (JAp\ Apsa| + [Apa]) =
k=—o00 k=—o00
o0 o0 o0 I
:kz_: 2k|Ak\Ak+1y+1/2kz_: 2k+1|Ak+1|:kz_: 2’“|Ak\Ak+1!+§.

=2 <Z 2 |Ak\Ak+1|>—2 Z/ 2%dx <

k=—o00 k=—oo0 Y Ar\Ak+1

<2Z/

d:z_2/ K(z) = 2| K| 1

k\AkJrl
|
7.2. La ecuacién de Laplace
Ut + Axu =0 .
{ u(z, 0) = f(x) donde x = (z1, ..., )
Fijamos ¢, y llamamos v(x) = u(z,t). Tomamos la trasformada de Fourier en x:

Oty (&) = 4m2|€0,(€). Fijemos € y sea y(t) = vy(€), resultando una EDO:

{ ' () = —an?le ()
y(0) = f(¢)

El polinomio caracteristico es 72 — 472|¢2 = 0 <= (r — 27[¢]) (r + 27[¢]) = 0, y las
soluciones asociadas son e27lt, Elegimos la solucién acotada para ¢ > 0:

~

(t) = Fleye >t

Escribiremos
n+1

Aanda » ac la ranctanta an o baco oo [ DioNda — 1 ac docir
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5 : : P(2) .
Entonces, como veremos, P(£) = e~27lél. En particular, si llamamos P;(z) = % se tiene

Bi(€) = P(t€) = ekl

es decir

o —

y(t) = 0(€) = F(€) - Pi(€) = [ P(€).

Finalmente, por el teorema de inversion:
vi(x) = u(w,t) = [ Pi(x)

De nuevo nos preguntamos por las propiedades de u(x,t) para t — 0T,
Justificacién: {P;};~¢ es un niicleo de sumabilidad para t — 0", porque

1 .
Pt:ﬁp<¥), P>0y /P_l

n+1

1
)= (15

Nota: Es diferente al del caso periddico.
En particular,

> ’ se le llama Nucleo de Poisson

Puntualmente si f € C' y acotada
lim¢ o u(z,t) = f(z) ¢ Uniformemente si f € Cp
En norma LPsi fe P y1<p<oo

Ademsds P es radial y decreciente, por tanto P; también, asi:

sup [u(z,t)| = sup |7 x f(z)| < Mf(x) : operador de H-L
>0 >0

y se deduce que

limu(z,t) = f(x) enctp.z si feP(R") 1<p<oo

t—0
» PeC®\ Yy P ¢ C™ porque P(&) = e 27l

s P, es solucion fundamental porque

{ O [Py(x)] = =D [Pi(w)]

Pt(.’B) t_>—0;r (50

Para ver que P(£) = e 27l basta con probar que si F(¢) = e~ 2€l entonces FV(z) =
F(x) = P(z), porque F,P € L.

Demostracion El caso n =1 (ver el Capitulo 6).
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|
NOTA: Detallamos aqui el argumento de por qué la acotacion
sup [Py * f(z)] < Mf(x)
nos da la convergencia

lim P, * f(x) = f(x) ctp. si felP, 1<p<oo.
t—0+

Si f € C. el resultado es cierto porque { P, };~¢ es nicleo de sumabilidad.

Solo necesitamos probar por tanto que

3 lim Px f(z) ctp. (sifeLP).

t—0t

. . .z t—0 P
Si sabemos que existe, como también P; x f — f en norma LP, ese limite puntual debe

. P . .
ser f, es decir, si P, * f — f entonces existe una subsucesién tal que P, * f — f, y
como existe el limite y es tnico, entonces P; x f — f en c.t.p..

Luego lo que tenemos que probar es
limsup P % f = liminf P, x f  c.t.p.
es decir, que el conjunto
Ay={x € R" : limsup P, * f —liminf P, x f > A}
tiene medida cero YA > 0.

Demostracion Vg € C,.

|Ax| = {z : limsup Py * (f — g)(x) — Uminf P, * (f — g)(z) > A} <

Teor. H-L ¢
<o MU -g)@) >N = [ gPds

Dado € > 0, elegimos g € C, tal que
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7.3. La ecuacion de ondas

Pu — Nu

ot2 x

{ u(x,0) = f(z) donde x = (x1,..., )
uy(z,0) = g(z)

Para ¢ fijo, tomamos vy (x) = u(x,t)

82 —~ PN 2~
52 0t(&) = (2mig) 0 (€) = —Amil¢["0 (€),
B(E)=F16) v 50| =3(6)

t=0
Fijamos &, y(t) = v(§), asi resulta una EDO:

y'(t) = —4m?[€Py(t)
(0) = f(¢)
y'(0) =g(&)
y(t) = acos (27|€[t) + bsen (27|&[t) = F(€) cos (2m|¢[t) + 2/9\75% sen (27|&|¢t)
reescribiendo:
 miléle o 2milél 5
w0 = Floo = 1 I o (amlep)

2 27|¢]|
Nota: Si llamamos el operador de traslacién en R:
nf@)=fle—t) ; mf€)=TFE)
Luego

sen (27|&|t)

1/2X( e (€) = 27le|

por tanto, en dimensiéon n = 1

5(6) = (1) = 3 (7@ + 7 ®) +3(E) 575 (©)

para finalizar, por el teorema de inversion

0(@) = 5 (i f(€) + 1 (€) + 59+ Xpi)(x) =
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ot —
u|1;—0 =0
o (2rlelt)
sen (2m|&|t
v(§) = u(&,t) = (S)Tm
sen (2m|€|t)

2] =5:(&) con Sp={ucR®: |ul=t} Esfera de radio t
m

y ot es la medida invariante sobre S¢, normalizada. Finalmente, u(z,t) = g * o4(z).

Convergencia al dato inicial (en dimensién n = 1):

at Uz, t) = s (f'(x+1t)— f'(x—t) + g(z +t) + g(x — t)): necesitamos que f sea deri-
vable y que g sea continua.

%(az,t) = 1(f"(x+t)+ f"(x—t)+ ¢ (x+t) — ¢'(x — t)): necesitamos que f tenga
2 derivadas y que g sea derivable.

(1) u(x,t) =9 f si f es continua en z y g localmente integrable.
(2) %(x,t) =9 g si f’ es continua en x y g continua en x.

Los espacios naturales son los espacios de Sobolev. Para (1) necesitamos que f € W2?
(dos derivadas en LP) y g € W (una derivada en L")

{feP®) : g°f(e) € 12} = we2 PO o _ [ (14 1)

flo) e 2}

LEMA 7.2 HYR") es un espacio de Hilbert con el producto interior

< f,g>= /f ) (14 1¢]%)* d

11 = [ F0f 1-+161) dg)

LEMA 7.3 (de inmersién de Sobolev.) Si f € WP, y
f e Ll Sise tiene 5 — 2 < 0. Entonces WP C Cy

Y con norma:

— o > 0 entonces

D=

1
q
Demostracion Probaremos este segundo caso para p = 2. Es decir, H* C Cp, si % —-2<0
(o > 2). Basta probar que si f € H* = f € L.

d¢ C—<SW
L+ [E> —

~

©)|d= [ [Fe]a+iem

J.
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7.4. La ecuacion de Schrodinger
{ G = ar Lot donde x = (z1, ..., xy)
u(z,0) = f(z) e

Fijado t, vy(z) = u(z,1). F0() = 9z (2m0)*[€[*5i(€) = —2mil¢[*T,(£),

{ y'(t) = —2mil¢*y(t)
y(0) = f(8)
y(t) = f(f)e_2”i|§|2t: No tiene propiedades de decaimiento, 1K € L' U L? tal que
K(€) = e 2™ Formalmente:
—2mil€|?t 7 T
e 2R F (&) e*mirag

/\)V Tma. Inversion
n

u(x,t) = (Ut(l‘)

DEFINICION 7.1 Dada una funcion medible m : R™ — C se define el operador T,, f

~

a través de su transformada de Fourier:
T (€) = m(&)F(©)

Se les conoce como multiplicadores de la transformada de Fourier

Nota: T}, : L> — L? es continua si y solo si m € L*. (Ver hoja 7 de problemas).

Para la ecuacién de Schrodinger, my(€) = e 27l
TEOREMA 7.4 (Principio de conservacién de la energia) Si us(xz,t) es la solu-

cién de la ecuacién de Schridinger con dato f € L? se tiene:

1.Vt |lup(-,t)||, . = cte
t—0

2 flus(t) = fll2 =30
L=l

Demostracion

L

1)l 2 = ||me]
[1uset) = sayPas = [[7) (1- 1) Fag < [|Fo)] ae o
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TEOREMA 7.5 Si R > 1, entonces existe > 0 tal que
N ~ 2 2
[ lw@lPa<r| |fof (1+16) a =Rk
lz|<R R™

Nota: El resultado es cierto de forma relativamente sencilla en cualquier dimensién si
B > 1/2. Para n = 1 el valor éptimo viene dado por 5 = 1/4 (L. Carleson, 1974).
Recientemente se ha demostrado que, para cada n > 2, el valor 6ptimo viene dado por
B = B, con 1/4 < B, < 1/2 satisfaciendo ademas lim,,_, . B, = 1/2.

Veamos que este resultado es suficiente para probar la convergencia puntual al dato:

uyg(x,t) e f(z) ctp. sifeH?

Nota: El resultado es facil si fe L' (en particular si f € .%), porque entonces por el
T.C.D.
u(x,t) =9 (f)¥=f puntualmente

En general, como us(z,t) — f(x) en L?, basta probar que 3lim¢ o us(z,t) en c.t.p., es
decir, VA > 0, se tiene

Hz: |z| < R limsupus(x,t) — liminfus(z,t) > A} =0
Vg € . se tiene

{z: |o| < R limsupugs_g(z,t) — Uminfus_g)(z,t) > A} <

i Chebychev 4 i 2
< ‘{|x <R 2ufy_g(z) > A} < )‘2/|a:<R u(f_g)(x)’ dx <
Teorema 4 9
XCRHf — 9lws
Tomando g € . préxima a f se obtiene el resultado. |

TEOREMA 7.6 (Desigualdad de Heisenberg) Si f € ., se tiene

& [ 1r@rd < (/R\xf(x)\de>é-</R‘§ﬂE)‘2>é

Demostracion

v=dz; u=f? C-Sw
[1-(p@)?de == [ oup)f@)de < [ 20ef@)|f @) de <
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