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Conjuntos

Definiciones
@ Un conjunto es una coleccion de objetos distintos, y lo notaremos
por:
extension: A = {a,b,¢,...},
comprensién: A = {z | z tiene la propiedad P}.
@ Llamamos elementos a los objetos que componen el conjunto, y
notaremos:

a € A para indicar que el elemento a pertenece al conjunto A,
a ¢ A para indicar que el elemento a no pertenece al conjunto A.

@ El cardinal de un conjunto es el nimero de elementos que posee, y lo
notaremos por card(A) o |A|.




Conjuntos

Sean Ay B conjuntos.

Definicion

Decimos que A es un subconjunto de B, o equivalentemente que A estad
contenido en B, y lo notaremos por A C B, si todos los elementos de A

son también elementos de B. En caso contrario, decimos que A no es
subconjunto de B, y no notamos por A ¢ B.

Observacion. Nétese que, si A C By B C A entonces se tiene que
A = B, es decir, los conjuntos A y B contienen los mismos elementos.

Definicion

Si S es un conjunto, definimos el conjunto de las partes de S como




Conjuntos

Ejemplo
El conjunto de las partes del conjunto S = {1,2,3} es el conjunto formado
por los elementos:

P(S) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2,3}}.

La cardinalidad de ambos conjuntos es |S| =3y |P(S)| = 8.

Observacion. Nétese que, los elementos del conjunto P(S) son a su vez
conjuntos, y tanto el conjunto vacio () como el propio conjunto S son
elementos del conjunto de Ias partes de S, es decir, () € P(S) y S e 7? S)
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Conjuntos

Sean A y B conjuntos, definimos:

Definiciones (Operaciones con conjuntos)

@ La unién de Ay B como el conjunto
AUB={z |z € Aox € B}.

@ La interseccion de A y B como el conjunto
ANB={z|z€ Ayx € B}.

o La diferencia de Ay B como el conjunto

A\B={z|z € Az ¢ B}.
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Conjuntos

Ejemplo
Dados los conjuntos A = {1,2,3} y B = {2,4}.
e AUB=1{1,2,3,4}

e ANB =12}
e A\ B={1,3}
Ejemplo

Dados los conjuntos A = {1,2,3} y B = {a,b}. El producto cartesiano de
Ay B es el conjunto formado por los elementos:

Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}.
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Conjuntos

Propiedades. Sean A, B y C conjuntos. La unién e interseccién de
conjuntos verifica las siguientes propiedades:

e Asociativa:
(AUB)UC =AU (BUCQO), (ANB)NC =ANn(BNCOC).
e Conmutativa:
AUB =BUA, ANB=BNA.

@ Distributiva:

(AuB)mC:(AmC)u(BmC)
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Conjuntos

Propiedades. Sean A y B conjuntos tales que A C B. El conjunto
diferencia B \ A verifica las siguientes propiedades:

(B\A)UA=B, (B\A)NA=0.

Dados los conjuntos Ay B con A C B, podemos definir entonces:
Definicién

@ El conjunto complementario de A en B, y lo notaremos por A€,
como

A°=B\A={xcB|xz¢A}

Observacion. Nétese que,




Conjuntos

Propiedades. Sean A, B y C conjuntos. El producto cartesiano de
conjuntos verifica las siguientes propiedades:

@ Asociativa:
(AxB)xC=Ax(BxC).

@ Distributiva:

e AxD=0xA=10.
e [Ax B|=|A|-|B

\ .
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Relaciones

Definiciones
@ Una relacidn R entre dos conjuntos A y B es un subconjunto del
producto cartesiano A x B.

@ SiRC Ax By (a,b) € R, decimos que “a esta relacionado con b
mediante R" y lo notamos por a R b. Si por el contrario el elemento a
no esta relacionado con b, es decir, (a,b) ¢ R, lo notamos por a =R b.

Sean A ={aj,a2,...,an}y B ={b1,ba,...,b,} conjuntos finitos no
vacios, y R C A x B una relacién. Llamamos matriz de la relacion a la
matriz

Mg = (mz]) € Mixn




Operaciones con relaciones

Sean Ry S relaciones entre los conjuntos Ay B, es decir, RC Ax By
S C A x B. Definimos:

Definiciones

@ Relacién union RU S:

a(RUS)bs=aRboalSh.

@ Relacién interseccion RN S

a(RNS)YbsaRbyaSh.

@ Relacion complementaria R°:

d d '\
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Operaciones con relaciones

Definicion
@ Relacién inversa R~!: (Nétese que R~ C B x A)

bR 'asaRb.

Sean A, By C conjuntos, R una relacién entre los conjuntos Ay B, es
decir, R C A x B, y S otra relacién entre los conjuntos B y C, es decir,
S C B x C. Definimos:

Definicion

@ Relacion composicién S o R:




Operaciones con relaciones

Ejemplo
Dados los conjuntos A ={1,2,3}, B={a,b},y C ={a,5,7}. Y las
relaciones:
° R={(1,a),(1,),(2,0),(3,0)}.
o 5={(1,0),(2,0),(3,a)}.
o T'={(a,®),(a,7), (b, 5)}-

Entonces:

o RUS = {(1,a), (1,b), (2,b), (3,a), (3,)}.
o RN S ={(1,b),(2,0)}.
o R°={(2, )(3®}

a Q=1 _ f/h 1\ (B




Aplicaciones

Definicién

Sean Ay B dos conjuntos. Una aplicacion f de A en B, que notaremos
por f: A — B, es una relacién binaria entre los conjuntos Ay B en la que
cada elemento de A estd relacionado con un dnico elemento de B, es decir

Vaec A,Albe B la fb.

Para decir que dos elementos a y b estan relacionados a través de una
aplicacién f utilizaremos las notaciones (a,b) € f, a f b, o f(a) =10.

Definicién
o El dominio de fes: A={a€ A|3be B, f(a) =b}.

@ La imagen de f es:

mw.
C AVE D ENVIAWHEYSAPS 68

artagenaod emawwwm&&&ma@%%

LT (n WAL e

Jicie Mf. iiTtiet)




Aplicaciones

Sean A y B dos conjuntos, y f: A — B una aplicacién.

Definicién
@ f esinyectiva si y sélo si Va,a' € A,a # d' = f(a) # f(d)
o f es sobreyectiva siy sélo si Vb € B,3a € A tal que f(a) =b
@ f es biyectiva si y sélo si Vb € B,3la € A tal que f(a) =

Sean A, B, X,Y conjuntos, con A, BC X,y f: X — Y una aplicacidn.
Propiedades. Las imagen de f verifica las siguientes propiedades:

o ACB= f(A)C f(B).

° f(AUB) = f(A)U f(B).
o f(ANB)C f(A) g




Aplicaciones

Sean A, B, X,Y conjuntos, con A,BC Y,y f: X — Y una aplicacién.
Propiedades. Las imagen reciproca de f verifica las siguientes
propiedades:

e ACB= f1(A4)C f4B).
1

o fTHAUB) =1 (AU D).
o fTHANB) =Y (A)NfB).
Teorema

Sean A, B, X,Y conjuntos, con ACX yBCY,yf: X —Y una
aplicacion.

o AC f71(f(A)) y se tiene que A= f~(f(A)) siy sélo si f es
inyectiva.




Aplicaciones

Sean A, B,C, D conjuntos, con BCC,y f:A—-Byg:C—D
aplicaciones.

Definicién
@ La aplicacién composicion de f y g es la aplicacién (go f): A — D
tal que Va € A, (go f)(a) = g(f(a)).
@ La aplicaciéon identidad en un conjunto A es la aplicacién i4: A — A
tal que VYa € A, is(a) = a.
@ La aplicacién inversa de una aplicaciéon f: A — B es la aplicacién
g:B— Atalquego f=isy fog=ip.

Teorema

A v G
AW A ‘ F"{ I A ""I”""’l QN D L‘ a¥s | g ‘_-v'
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Relaciones en un conjunto

Definicién
Sea A un conjunto. Decimos que R es una relacién en el conjunto A si
se tiene que R C A x A.

Propiedades. Sea R una relacién en un conjunto A. Se verifica entonces
que:

R es reflexiva si Va € A se tiene que a R a.
R es simétrica si Va,b € A se tiene que, si a R b entonces b R a.

R es asimétrica si Va,b € A se tiene que, si a R b entonces b R a.

R es antisimétrica si Va,b € A se tiene que,sia Rby b Ra
entonces a = b.




Relaciones en un conjunto

Sea R una relacién en un conjunto. Observando la matriz M de la relacién
R vemos que

@ R es reflexiva si la diagonal principal de la matriz M son todo unos,

es decir
1 a2 -+ ain
az1 1 -+ ag,
M =
pl Gp2 -+ 1

@ R es simétrica si la matriz M coincide con su transpuesta M?,
ejemplo

ail a2 A1n
a21 a22




Relaciones de equivalencia
Definicién
Una relaciéon R en un conjunto A es una relacion de equivalencia si
verifica las propiedades:
@ Reflexiva: Va € A se tiene que a R a.
@ Simétrica: Va,b € A se tiene que, si a R b entonces b R a.

@ Transitiva: Va, b,c € A se tiene que, si a R b, b R c entonces a R c.

Ejemplo

En el conjunto Z la relacién R dada por a R b < a® = b® es una relacién
de equivalencia puesto que verifica las propiedades:

@ Reflexiva: Va € Z, a® = a2 = a R a.

@ Simétrica: Va. b € Zop RO =i

AWAR ® ;-\{ I A y"'r’, MTNERON D nw Al =3
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Relaciones de equivalencia

Sea R una relacién de equivalencia en A.
Definicion
Definimos la clase de equivalencia de un elemento a € A, y la notamos

por [a], como el conjunto de todos los elementos de A relacionados con a
a través de R, es decir,

[a] ={x € A|x R a}.

Propiedades. Las clases de equivalencia verifican las siguientes
propiedades:

@ Va € A se tiene que [a] # 0.




Relaciones de equivalencia

Definicion
Una particidn o conjunto cociente de un conjunto A, no vacio, es una
colecciéon de subconjuntos A1, Ao, ..., Ag, no vacios, tales que
@ AinAj=0parai#j.
e A=A UAU...UAL.
Llamamos bloques de la particion a los subconjuntos Aj, Ao, ..., Ag.

Observacién. Noétese que, una relacién de equivalencia en un conjunto
produce una particiéon del conjunto y, reciprocamente, una particién de un
conjunto determina una relacién de equivalencia en el conjunto.

Notaremos por A/R al conjunto cociente de una relacién R definida en un




Relaciones de orden

Definiciones
@ Una relacion R en un conjunto A es una relacion de orden si verifica
las propiedades:
Reflexiva: Va € A se tiene que a R a.
Antisimétrica: Va, b € A se tiene que, si a R b, b R a entonces a = b.
Transitiva: Va, b, c € A se tiene que, sia R b, b R c entonces a R c.
@ Llamamos conjunto ordenado al par (A, R) formado por un
conjunto A y una relacién R definida en A.

@ Sea (A, R) un conjunto ordenado. Decimos que dos elementos

a,b € A son comparables si se tiene que a Rb 6 b R a.
@ Decimos que el par (A, R) es un conjunto totalmente ordenado si es
un conjunto ordenado y todo par_ de elementos de A son comparables. k-




Relaciones de orden

Ejemplos

o (N, <), donde < indica la relacién menor o igual, es un conjunto
totalmente ordenado. Definimos la relacion < como

a<bedIneNU{0}|b=a+n.

@ (N,|), donde | indica la relacién de divisibilidad, es un conjunto
parcialmente ordenado. Definimos la relacién | como

albe3IneN|b=an.

Nétese que, a | b significa que “a divide a b".

e (Dy,|), donde D, es eI con'unto de los divisores ositivos de n,_es .

le. viingi 3,
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Relaciones de orden

Orden lexicografico y orden producto

Sean (A, R) y (B,S) dos conjuntos ordenados. En el conjunto producto
A x B definimos dos relaciones de orden:

Definiciones

@ Orden lexicografico.

a#c aRc
»b) Bres (¢,d) <
(a,0) Rpex (c,d) {a:c,bSd

@ Orden producto.

(a,b) Rprod (¢,d) < aRc, bSd




Relaciones de orden

Orden lexicografico y orden producto

Ejemplo

Dados los conjuntos A = {1,2,3}, B = {a, b}, y las relaciones de orden
R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,3)}, S = {(a,a), (a,b), (b,b)}, de

forma que (A, R) y (B, S) son conjuntos ordenados. Tenemos que:

Rrer = {(1a,1a), (1a,1d), (1a,2a), (1a,2b), (1a, 3a), (1a, 3b),
(1b, 1b), (1b, 2a), (1b, 2b), (1b, 3a), (1b, 3b),
(2a,2a), (2a,2b), (2b,2b), (3a, 3a), (3a, 3b), (3b,3b) }

Rproq = {(1a, 1a), (1a, 1b), (1a, 2a), (1a, 2b), (1a, 3a), (1a, 3b),

Mevéitici 35, ‘Jte« ("‘VM




Diagrama de Hasse

El diagrama de Hasse de un conjunto ordenado (A, R) con A finito es una
representacion grafica de la relacién R, donde cada elemento se representa
por un punto en el plano. Si dos elementos a,b € A estan relacionados a
través de R, es decir a R b, entonces se dibuja a por debajo de b y se unen
ambos elementos por un segmento. El diagrama no incluye los segmentos
correspondientes a la propiedad transitiva, es decir,sia Rby b R c se
suprime el segmento correspondiente a a R c.

Ejemplo

Dibujamos el diagrama de Hasse de la relacién R
dada por:




Diagrama de Hasse

Ejemplos
Dibujamos los diagramas de Hasse de los conjuntos ordenados (D, |),
(Do, |) y (D30, ).
20 30
6
4 10 6 ‘b 15
2 ; >04
2 5 2 5
1
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Diagramas de Hasse
Ejemplos

Sean (Deg, |), (Ds,|) conjuntos ordenados. Dg = {1,2,3,6}, D5 = {1,5},

DG X D5 = {(17 1)7 (17 5)7 (27 1)7 (Qa 5)7 (37 1)7 (3> 5)a (67 1)7 (67 5)}1 y el
diagrama de Hasse de los 6rdenes lexicografico y producto es:
(6,5)

(6,5)




Elementos caracteristicos en conjuntos ordenados

Sea (A, R) un conjunto ordenado y S un subconjunto no vacio de A.

Definiciones

@ m € A es maximal de A si fz € A con z # m tal que m R .
m € A es minimal de A si iz € A con x # m tal que z R m.
m € A es maximo de A si Vx € A se tiene que z R m.
m € A es minimo de A si Vx € A se tiene que m R x.
c € A es cota superior de S si Vx € S se tiene que = R c.

c € A es cota inferior de S si Vx € S se tiene que ¢ R .

® 6 6 6 o o

s € A es supremo de S si s es cota superior de S'y Vc € A tal que ¢
es cota superior de S, se tiene que s R c.

\
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Existencia y unicidad de elementos caracteristicos

Sean (A, R) un conjunto ordenado, y S un subconjunto finito, no vacio,
del conjunto A. Se tiene que:

@ S tiene al menos un elemento maximal y otro minimal.

@ S tiene a lo sumo un elemento maximo y otro minimo, es decir, tanto
el maximo como el minimo de S, si existen, son Unicos.

@ S tiene a lo sumo un elemento supremo y otro infimo, es decir, tanto
el supremo como el infimo de S, si existen, son tnicos.
Ejemplo

(&

@ Maximales: {e}. Minimales: {a, b}.

@ Maximo: e. Minimo: 7.




Ordenacién topolégica

Teorema

Sea (A, <) un conjunto finito ordenado. Existe un orden total (A, <) que
lo contiene, es decir, tal que si a < b entonces a < b.

Demostracion.

Sea a; un elemento minimal de (4, <), y a2 un elemento minimal de

(A\ {a1}, <), construimos entonces el orden total ({a1, a2}, <) donde los
elementos se ordenan de la forma a; < ag. Sea a3 un elemento minimal de
(A\ {a1, a2}, <), ampliamos el orden total anterior y los elementos
ordenados de la forma a; < as < a3z. Como el conjunto A es finito, en un
nL’Jmero finito de pasos se obtiene un orden total para los elementos de A'




Reticulos

Primera definicion de reticulo

Definicion
Un conjunto ordenado (A, R) es un reticulo si todo par de elementos en
A tienen supremo e infimo, es decir,

Va,b € A, 3 sup{a,b},inf{a,b} € A

Propiedades. Sea (A, R) un reticulo. Va, b, c € A se verifica que:
e inf{a,b} R a, b R sup{a, b}.
e Sia Rc, bR centonces sup{a,b} R c

eSiaRb cRd entonces ?up{a C} R sup{b d}




Reticulos

Ejemplos

o (N, <) es reticulo, y se tiene que

sup<{a,b} = max{a,b} ir<1f{a, b} = min{a, b}.

o (N,|) y (Dy,]|) son reticulos, y se tiene que

sup|{a, b} = mem{a, b} iIllf{a, b} = med{a,b}.

@ Sea S un conjunto. (P(S), <) es reticulo, y se tiene que

SupC{A,B}:AUB inf{A,B}:AﬂB.

) 3 F A
Meviinicu 23\atss ("‘W AT -)



Reticulos

Segunda definicion de reticulo

Definicion

Un reticulo es una terna (A, V,A) donde A es un conjunto y V, A son dos
operaciones binarias definidas en A, es decir V,A: A x A — A, tal que
verifican las siguientes propiedades:

@ Idempotente: Va € A, aVa=a, aAa=na.
o Conmutativa: Va,be A, aVb=bVa, aAb=0bAa.

@ Asociativa:

Va,b,ce A, (aVvb)Vec=aV (bVec), (aANb)Ac=aA (bAc).

~ ANL__._:Z_.\/_ L 7 A DA ) | A
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Equivalencia entre las definiciones de reticulo

Teorema

Las dos definiciones de reticulo son equivalentes, y la relacién entre las
operaciones y el orden es

aRb & aVb=b <& aAb=a,

o equivalentemente a V b = sup{a, b}, a A b = inf{a, b}.

Demostracion.

Sea el conjunto ordenado (A, R) un reticulo, construimos las operaciones

V,A: Ax A — A como aVb=sup{a,b}, a ANb=inf{a,b}. Es inmediato
comprobar que las operaciones V, A verifican las propiedades idempotente

B ’-"'A‘ " 7“{ I A AN P L“ 680 5
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Equivalencia entre las definiciones de reticulo

Demostracion (continuacion).
Reciprocamente, sea (A, V, A) un reticulo. La relacién dada por

aRbs aVb=0b< aAb=a es una relacién de orden puesto que
verifica las propiedades:

@ Reflexiva: Va € A, aVa=a,aNa=a= aRa.
@ Antisimétrica: Va,b € A,

aRb=aVvb=0b aNb=a aVb=b=bVa=b=a=0b
bRa=bVa=a,bAa=0» aNb=a=bANa=a=b=a

. aRb=aVb=b aANb=a
@ Transitiva: Va,b,c € A,

bRc=bVec=c, bANc=b




Propiedades de los reticulos

Definicion
Un reticulo es acotado si posee elemento maximo y minimo. Notaremos
por 1 al elemento maximo y por 0 al elemento minimo.

Definiciones

@ Sea (A,V,A) un reticulo acotado. Va € A decimos que a’ € A es el
elemento complementariode asiaVad =1yaAd =0.

@ Un reticulo es complementario si es acotado y todos sus elementos
poseen complementario.

Definicion
Un reticulo (A, V.A) es dis

ALY g __inu‘ [] [0 »d 1< i __
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Propiedades de los reticulos

Teorema
Todo reticulo finito es acotado. J

Demostracion.

Sea (A, V,A) un reticulo con A = {ay,as,...,a,} finito. Veamos primero
que existe b € A tal que a R b, es decir, aVb=b,aANb=a Vac€ A.
Elegimos b =a; Vas V...V a,. Por la propiedad de absorcién tenemos que

(al\/...\/an)/\az-:ai\/((alv...\/ai_l\/ai+1v...\/an)/\ai):ai,

mientras que (a1 VaaV...Vay)Va;=a3VayV...Vay,, para todo q;
con i € {1 .,n}. Por lo tanto b es maximo en (A, V, A\), es decir
a1 Vas V...Va, = 1. Analogamente veamos que ar Nag A ... N\ay

PR [P S | [ R




Propiedades de los reticulos

Ejemplos (Reticulos complementarios)

@ (N,|) no es un reticulo acotado y por lo tanto tampoco es
complementario.

@ (D,,|) es un reticulo complementario si y sélo si n es producto de
nGmeros primos distintos.

@ Sea S un conjunto. (P(S),C) es un reticulo complementario.

Teorema

En un reticulo acotado y distributivo, el complementario de un elemento,
si existe, es dnico.

Corolario




Propiedades de los reticulos

Ejemplos (Reticulos distributivos)
@ (D,,|) es un reticulo distributivo Vn € N.
@ Sea S un conjunto. (P(S), C) es un reticulo distributivo.

Teorema

Un reticulo es no distributivo si y sélo si tiene un subreticulo isomorfo a
cualquiera de los siguientes reticulos:
1

le. viingi 3.,
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Algebras de Boole

Definicién

Un algebra de Boole es un reticulo acotado complementario y
distributivo.

Un algebra de Boole es, por lo tanto, una terna (A, V,A) compuesta por
un conjunto A y dos operaciones V,A: A x A — A (suma y producto)
que Vx,y, z € A verifican las siguientes propiedades:

Idempotente: x V=2, xAx==x.

o Conmutativa: x Vy=yVz, zAy=yAcx.

@ Asociativa: zV (yVz)=(xVy)Vz, aAyANz)=(xAy) Az
@ Absorcién: zV (yAz)=x, xA(yVz)=uxz.

para la suma: 0

Existen elementos neutros

J«J~ Mc. LRGN ("‘W A'l -)




Algebras de Boole

Ejemplos
@ Sea S un conjunto. (P(S), <) es un algebra de Boole.

@ El conjunto de Boole B = {0, 1} con las operaciones suma y producto
dadas en la siguiente tabla es un algebra de Boole.
$‘y‘$Vy‘xAy

00 0 0
01 1 0
1|0 1 0
1)1 1 1

@ Sea B" ={0,1}" = {(z1,x2,...,2y) | ;i € B} y las operaciones:

(x17'r27"‘7 )\/(y17y27"'7yn)
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Algebras de Boole

Teorema

Sea (A,V,A) un dlgebra de Boole. Se verifican las siguientes propiedades:
@ Absorcion del neutro: 1Vx =1, 0Az=0.
@ Involutiva: (') = x.

o Leyes de Morgan: (xVy) =2' Ny, (zNy) =2'Vy.

Demostracion.

e lvVe=(zVva)Ve=(x
0Nz =(zA2 )N = (x

r)Va'=zxVva =1
)N =x Nz’ =0.

V
A




Variables y funciones booleanas

Definicién
@ Una variable booleana es una variable que representa dos posibles
valores, e.g. x € {0, 1}.
@ Una funcién booleana de n variables es una aplicacién f: B" — B
tal que

0
f(wl,mg,...,mn)—{ V(z1,22,...,2,) € B,

@ Sea f: B™ — B una funcién booleana. Llamamos conjunto de
verdad de la funcién f al conjunto

le. viingi 3.,
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Tablas de verdad

Definicién
Una tabla de verdad es una tabla que contiene todos los posibles valores
que pueden tomar un conjunto de variables booleanas.

Podemos representar una funcién booleana mediante una tabla de verdad
de la forma

X1 | wo | oo | @y | fla, 20, 2)
0|0]...]0 £(0,0,...,0)

o0 |...| 1| f0,0,...,0)

1
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Tablas de verdad

Ejemplo
La tabla de verdad de la funcién dada por el conjunto de verdad
S(f)=1{(0,0,1),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} es
T1 | T2 | 3 | f(%1, %2, Ts3)
0] 0] O 0
001 1
0| 1]0 0
0| 1]1 0
1100 1
1 (0|1 0
1 (110 1 A
Carta enago L=p |
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Expresiones booleanas

Definicion
Definimos una expresion booleana (o expresion de Boole) en n variables
x1,%2,...,%, de forma recursiva:

@ x1,%9,...,xy Son expresiones de Boole.

@ los simbolos 0 y 1 son expresiones de Boole.

o Si Ey(x1,xo,...,2p) y Ea(x1,29,...,2,) son expresiones de Boole,
entonces F1 V Ey, E1 A Ey y E} son expresiones de Boole.

@ No existen mas expresiones de Boole.

Propiedad. Sea E(x1,x2,...,x,) una expresién booleana en n variables.
EX|ste una funC|on booleana f($1,:172, . ) enm var|ab|es conm >n




Expresiones booleanas

Ejemplo
La expresion booleana E(x1, 2, x3) = (21 A z2) V (x5 A x3) representa a
la funcién booleana f(x1,x2,x3) con la siguiente tabla de verdad

x1 | X2 | 23 | ®1 Axo | 75 | h Axs | fx1,ze,23)

0] 01O 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1 1

0| 1]0 0 0 0 0

0|11 0 0 0 0

1,101|0 0 1 0 0

1 0 1 0 1 1 1

1 1 0 1 0 0 1 .

Carta éna : I | C
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Expresiones booleanas

Definiciones
@ Llamamos producto elemental asociado a (z1,x2,...,2,) a la
expresion
E(m,xg,...,xn) = Earl A E’;E2 VANAN Exn,

x; six; =1

donde E,, = { Vie{l,2,...,n}.

x)six; =0

@ Decimos que una expresion E esta en forma de suma de productos
elementales cuando £ = E1V Ey V...V Ey donde Eq, Fo, ..., E;
son productos elementales.

Propiedad. Sea f: B™ — B una funcién booleana. Existe una expresién

booleana E(z1,z2,...,xy,) en n variables que representa a
'F(’Y’1 T r \ A n a
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Expresiones booleanas

Ejemplos

© Sea f: B2 — B una funcién booleana con conjunto de verdad
S(f) ={(0,0),(0,1)(1,0)}. Una expresion booleana que representa a
f es

E(f) = Ew0) V Ep1) V Eq = (7 Axy) V (2] Ax2) V (21 A T3)

@ Sea f: B2 — B una funcién booleana con conjunto de verdad
S(f)=1{(0,1,1),(1,0,1)(1,1,1)}. Una expresién booleana que
representa a f es

Jicie Mf. viingi 3.,
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Simplificacion de expresiones booleanas

Definicion
Decimos que dos expresiones booleanas son equivalentes si y sélo si

representan la misma funcién booleana, y por lo tanto coinciden sus tablas
de verdad.

Teorema
Sean E(x1,x2,...,x,) una expresion booleana en n variables, y z una
variable booleana. Las expresiones E(x1,%2,...,Tyn) ¥

E(x1,%9,...,%n,2) = (B(x1,%2,...,%n) A2) V (E(z1,T2,...,T5) A 2')

son expresiones equivalentes.

\
LT (n WAL e
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Mapas de Karnaugh
@ Un mapa de Karnaugh es una representacién grafica de una tabla de
verdad, y por lo tanto, de una funcién booleana.

@ Para una funcién booleana de n variables el mapa consta de 2"
cuadrados, y cada cuadro representa un producto elemental, es decir,
un elemento x € B".

@ Los productos elementales son adyacentes en el mapa si y sélo si
difieren tan sélo en una variable.

Ejemplos

y oy Y

x | 11 | 10 z (110




Mapas de Karnaugh

Simplificacion

vy v vy vy vy vy
x |1100/1110/1010/1000, ¢ z | 0|0 m 0|
1

z (1101]11111011j1001| ¢ z | 0] 0

x’ (0101/0111/0011/0001| ¢ 210|000t

2’ 10100[0110/00100000 ¢’ 210|000

C AME D ERVIA W ANSAPS B2

“tagc“a” emwwwmwm&q%s
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Mapas de Karnaugh

Simplificacion

2’ 10100[0110/00100000 ¢’ |0

y oy Yy y oy Yoy
z [11001110{1010/1000] ¢ x ﬁj o0 |¢
z [1101/1111[1011/1001| ¢ z | |1 J 00|t
' 0101/0111/0011/0001| ¢ Zo|o|o|o|¢
0
z

C AME D ERVIA W ANSAPS B2

“tagc“a” emwwwmwm&q%s
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Mapas de Karnaugh
Simplificacion
A efectos de adyacencia, los lados opuestos del mapa son adyacentes.

y vy v oy y vy v oy
x [1100[1110[1010/1000 ¢ z|0lo]o0]o0]|¢
x [11011111/1011/1001] ¢ x ﬂ oo |[1]¢
2/ 0101/0111/0011/0001| ¢ o | 1) oo |[1]¢
2/ 0100011000100000| ¢’ ] ololo|o0|¢
2z oz 2 2z oz 2




Mapas de Karnaugh

Simplificacion

! 0|0 |0t 2 {1 |1/l 0] 0| ¢
z' olo|f1]¥ o [l1|1]lolo|¢#
| 1 1
2z oz 2 2z oz 2
£( ~ A — D

HNERD\W/WHEA@M EQF%OS

N O, il 4 ‘ A
Jisie M viinei "lt

(mm



Mapas de Karnaugh

Simplificacion
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Quine-McCluskey

Simplificacion

Obtenemos una expresion booleana en forma de “minima suma de
productos” para la funcién booleana cuyo conjunto de verdad es

S(f) = {1100, 1110,0100,1111,0111, 1011, 1000,0000} utilizando el
método de Quine-McCluskey.

Paso 1.

0000
0100
1000
1100
1110
0111

C AVMED VI W RYSAR
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Quine-McCluskey

Simplificacion

Obtenemos una expresion booleana en forma de “minima suma de
productos” para la funcién booleana cuyo conjunto de verdad es
S(f) = {1100,1110,0100,1111,0111, 1011, 1000,0000} utilizando el
método de Quine-McCluskey.

Paso 2.

« 0000 0-00

+ 0100 2000

« 1000 -100

« 1100 1-00

« 1110 110

« o111 111- )
C ANV E DRI R ERP R
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Quine-McCluskey

Simplificacion

Obtenemos una expresion booleana en forma de “minima suma de
productos” para la funcién booleana cuyo conjunto de verdad es
S(f) = {1100,1110,0100,1111,0111, 1011, 1000,0000} utilizando el
método de Quine-McCluskey.

Paso 3.

* 0000 *  0-00

* 0100 x -000

* 1000 x -100

* 1100 N * 1-00 N --00

* 1110 11-0 =06

* ()111 111- .
C AVE 0-7:“' AR RS AP > 68
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Quine-McCluskey

Simplificacion

Paso 4.
1100 | 1110 | 0100 | 1111 | 0111 | 1011 | 1000 | 0000
11-0 | X X
111- X X
-111 X X
1-11 X X
-00 | X X X X
fz,yy,z,t) =2t +yzt + xzt + xyt’
C AVE O ERNMVIE WHRTSAPE 630 s
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