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Resumen

La derivacién de programas iterativos consiste en obtener el programa solucién a partir de
la especificacién del problema algoritimico utilizando para ello, una propuesta de invariante
y el método de verificacién, del bucle correspondiente, como una herramienta para calcular
las sentencias desconocidas del programa. Los programas obtenidos, en forma de algoritmos,
mediante derivacion, son correctos, y en ocasiones, mucho més eficientes que aquellos que
podemos obtener usando un método de diseno basado en prueba y error. En esta Lectura se
presenta el método de derivacion utilizando ejemplos de distinto grado de dificultad.
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1. Introduccion

En la mayor parte del resto del curso de Programaciéon nos vamos a dedicar a derivar al-
goritmos (programas en pesudocdédigo) que cumplan una determinada especificacién (problema
algoritmico). Las reglas de inferencia que hemos estudiado en la Lectura[4], para las diferentes
formas de componer sentencias, nos sirven para verificar si un determinado programa, ya esta-
blecido, cumple con su especificacion; pero dichas reglas se pueden emplear también como un
cédlculo de las sentencias que desconocemos a la hora de abordar el diseno de la solucién. Eso es
justamente el propédsito de la derivacién: a partir del conocimiento de la especificacion, obtener
la solucién, en forma de algoritmo, que la cumple.

Los problemas que vamos a abordar tienen soluciones que involucran a una o varias sentencias
mientras...fmientras y ya hemos indicado que el predicado invariante es crucial para la verifi-
cacién de tales programas. Por tanto, disponer de invariantes adecuados también es crucial para
la derivacién de las soluciones correctas. A lo largo del curso veremos que hay diferentes formas
de deducir los predicados invariantes a partir de la postcondicién del problema. La derivacién
de un programa no es una tarea completamente mecénica y en general, require cierta creativi-
dad. No obstante, muchos programas tipicos que ocurren en la programacién pueden resolverse
mediante cdlculo 16gico, aplicando los métodos que vamos a estudiar en esta Lectural5].

Un mismo problema algoritmico puede tener diferentes programas que lo resuelven. La cues-
tién es, jcdémo se comparan dichas soluciones?. Normalmente utilizamos la notacién O que indica
el orden del peor caso del coste computacional en el tiempo: su orden de complejidad en tiem-
po. Esto se refiere a que, independiente del tiempo ’real’ que duran las sentencias, se mide el
numero de sentencias ejecutadas en el peor caso y se busca la funcién mas sencilla que acota
dicho nimero. Por ejemplo, considera que al medir el peor caso has obtenido %N 2 2N + 4,
para un ’tamano del problema’ N. Entonces decimos que el programa tiene una complejidad de
orden O(N?). Sin entrar en mucho detalle, a partir de un Ny dado, hay una constante c tal que
para todo N > Np, se cumple ¢ N2 > %NQ — 2N + 4. Los programas que no tienen bucles tienen
una complejidad constante. Los programas iterativos (con bucles) tienen diferentes grados de
complejidad en el tiempo. La eficiencia (en el tiempo) de un programa es de gran importancia
en Informatica puesto que los programas se escriben una vez y se ejecutan muchas veces!!

Segun lo indicado, un programa A es maés eficiente (en tiempo) que un programa B para el
mismo problema si el orden de complejidad de A es menor que el de B. Por ejemplo, el programa
A tarda 15 minutos en una méquina M1 en resolver sobre unos datos (N = 1000) un problema
dado, y es de orden O(N). El programa B es de orden O(NN?), luego sobre la misma maquina M1 y
los mismos datos tardara més o menos 300 horas. Si un programador resuelve el mismo problema
con un algoritmo C de orden O(log(N)), sobre la misma maquina M1 y los mismos datos su
programa tardard mas o menos 10 segundos. Una mejora realmente significativa se obtiene
derivando una solucién completamente diferente y no meramente ahorrando instrucciones.

Para nuestra desgracia hay problemas que sus soluciones tienen complejidades muy altas,
de orden exponencial O(2V). Se les suele denominar ’problemas duros’: tienen solucién pero
es de complejidad exponencial. El estudio de este tipo de problemas y cémo se abordan en la
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2. Cuestiones sobre la notacion

Sobre sustituciones: Cuando hacemos la sustitucién en un predicado P ponemos P(x := exp)
para construir el nuevo predicado en donde toda aparicién de xz en P se sustituye por la ex-
presién Exp. Normalmente usaremos la notacién (P)g,, para indicar la misma sustitucion,
[(P)Ezp = P(z == exp)]]. Esto es un poco mds cémodo de escribir cuando tenemos que ha-
cer varias sustituciones seguidas, como en el caso de la composicién secuencial. El orden de
las sustituciones es importante y no hay que precipitarse, hay que hacerlas una a una para no
equivocarse. Ejemplo, sea P:x+y = N,

[(P)E1))5he = (& +y = N)T1y )50 = (2 + 2y = N)3,, = Tw = N]|

Sobre deducciones ldgicas: La notacién [[P]] indica que para todo estado o, se cumple P(0),
es decir se cumple P(0) = cierto. Por ejemplo, {P}x := Exp{Q} se cumple si y sélo si
[P = (Q)”ﬁ;xp]]. En otros textos se emplea otra notacién para indicar lo mismo, por ejem-
plo [[P = Q]] se escribe como P |= Q. En algunos contextos de demostracién no utilizaremos
los corchetes por quedar claro lo que se pretende. Donde no esté claro seguiremos utilizando la

notacion con corchetes.

Sobre algunas demostraciones: En bastantes ocasiones nos vamos a encontrar que tenemos que
comprobar la certeza de [[AABAC = DAE]] con distinto nimero de condiciones en el anteceden-
te y en el consecuente de la implicacién. Para hacer este tipo de demostraciones, es conveniente
hacerlas por pasos, por ejemplo, comprobando la certeza de [[AA B = D]] y [[C = E]] es
suficiente para comprobar la proposiciéon anterior.

Sobre algunos simbolos. Normalmente escribimos z: entero, el simbolo ’:” lo leemos como ’es’;
asi, x es entero. Otro ejemplo, x := x + y, ’el valor de z es igual al valor que toma la expresién z
+ y. Cuando usamos este simbolo con predicados, por ejemplo P: x > y, decimos, ’el predicado
P es el predicado = > y’, y se entiende que [[P = z > y|] se cumple.

Sobre el lenguaje coloquial: Cuando tenemos un predicado P, esté serd cierto o falso en un estado
concreto 0. Hay que evaluar P (o) para saber si es cierto o no. Decir coloquialmente ’P se cumple’
es una manera informal de decir ’sea o un estado tal que P(o) es cierto’ . También cuando un
programa S satisface una especificacién { P} — {@}, decimos coloquialmente que ’S es correcto’
pero hay que entender que es correcto con respecto a la especificacién dada.

3. Pasos para la derivacién de un programa

La estructura de un programa iterativo basado en un bucle para una especifiaciéon { P} —{Q}
tiene la estructura siguiente (tal y como hemos indicado en la Lectura[4]):

1: var
2 variables > declaracion de variables del problema
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12: fmientras
13: {Q} > postcondicién, condiciones sobre los resultados

Las reglas de verificacién para la estructura anterior presentadas en la Lectura[4] las orde-
namos en la manera en la que debe realizarse el calculo de las expresiones que se desconocen.
Una guia elemental de la idea de la derivacién de la solucién para un problema dado se presenta
a continuacién. Se parte del conocimiento de la especificaciéon { P} — {Q} y de una propuesta de
invariante I:

1. Célculo de la condicién de salida y de continuacién. [[IA—-B = @Q]] se debe cumplir,
es decir que {I A =B} C {@Q}. Conocemos la especificaciéon {P} — {Q} y la propuesta de
invariante I, pero desconocemos la condicién de salida —B. Se busca dicha condicién y se
calcula la condicién de continuacién B. Se comprueba que [[I = def(B)]] es cierto, en
el caso de que B contenga divisiones o expresiones que impliquen tablas. En otros casos
[[def(B)]] y no es necesaria la comprobacion.

2. Calculo de las instrucciones de inicio. {P} Sipicio {I} se debe cumplir. Se buscan las
sentencias mas sencillas al principio de la ejecucion para que se cumpla el invariante I. Las
variables que aparecen en el invariante I que no tienen un valor inicial en P tienen que
tomar un primer valor. Una vez propuestas estas sentencias hay que demostrar que {P}
Sinicio {1} se cumple.

3. Avanzar a la terminacién. {I A B} Scyerpo {I} se debe cumplir. Como has calculado
la condicién de continuacion en el paso 1, B, estudias como puedes hacer que se llegue a
cumplir la condicion de salida —B. Esa decisién te conduce a alguna sentencia de asignacion
que denominamos ’avanzar a la terminacion’.

4. Restablecer el invariante. La sentencia o sentencias de terminacion que has disenado
en el paso 3, dirige el diseno del resto del cuerpo del bucle. Imagina que esa sentencia
es © := F, entonces escribes el axioma de la asignacién (I)7,. Te resta de calcular las
sentencias del cuerpo del bucle que cumplan {I A B} 'restablecer’ {(I)%}. Esas sentencias
las denominamos ’sentencias de restablecer el invariante’.

5. Programa y terminacion. Finalmente, si has disefiado todas las sentencias a partir
de I y has demostrado la correccion, concluyes que I es invariante del bucle. Se escribe
el programa correspondiente a la derivacién anterior y se debe comprobar que termina,
buscando una funcién de cota f() con las dos propiedades siguientes:

a) [[INB=f()>0]]
b) {INBA f() =V} Seuerpo {f() <V}
No debes dar un nuevo paso hasta que hayas completado el anterior. En cualquier momento

del proceso de derivavién puedes llegar a unas condiciones que te obliguen a revisar todo desde
el principio. Al final, si has completado todos los pasos, el algoritmo obtenido es correcto. En
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Ejemplo 1 Division entera de dos numeros.

Consideremos la siguiente especificacién.

var
X, Yy, q, I': entero

: fvar

:{P:z=AANy=BAz>0Ay>0}

: ’divisién entera’

{Q:q=AdivBAr=Amod BANxz=ANANy= B}

S I O R

En la postcondicién, q es el conciente de la divisién de A por By r es el resto de la divisién de
A por B. Ay B son los valores iniciales de las variables x e y, y cumplen la condiciéon A > 0
y B > 0. Estas variables no cambian su valor inicial. Al terminar, = e y siguen valiendo lo
mismo que al principio. No tiene sentido hacer alguna instruccién de asignacién sobre ellas en el
programa. Por otro lado, A y B son valores dados al comienzo de la ejecucién a estas variables y
no son conocidos, ni estdn declarados (son variables de la especificacién). No se pueden utilizar
en las expresiones del programa. Cualquier programa que realicemos debe cumplir (por la inter-
pretacién operacional de las especificaciones) que para todos los valores de A y B, comenzando
en un estado que cumple P, el programa termina; y termina en un estado que cumple )’. Por
ejemplo, para el estado inicial {x = 7 Ay = 2}, el programa debe terminar en el estado final
{z=TANy=2ANq=3Ar=1}

Por el teorema de la divisién entera (asumiendo B > 0) podemos reescribir la postcondicién:
Q:A=qB+rAN0<r<BAz=AAy= B, ode manera equivalente?,

Q:z=qu+rAN0<r<yrhx=AANy=2"B

(1) Propuesta de invariante y cdlculo de la condicién de salida. Recuerda que cuando haces la
division a mano terminas cuando el resto es menor que el divisor, y eso mismo esta reflejado
en la postcondicién en la condicién r < y. Elegimos esa condicién como condicién de salida del
bucle =B =r < y y el resto como invariante:

Il:z=qu4+rAN0<rAz=AANy=BAx>0Ay>0
-B:r<y

Anadimos también las condiciones x > 0Ay > 0 en la propuesta del invariante ya que la division
es para numeros mayores o iguales a cero y requiere que el divisor sea distinto de cero. Con esa
eleccién [[I A =B = Q]] se cumple directamente. Por tanto, la condicién de continuacién del
bucle B es r > y.

(2) Calculo de las instrucciones de inicio, {P} Sinicio {I}. Al principo z = A y y = B. Hay que
dar un valor inicial a g y a r. Los valores méas simples para que se cumpla x = qy +r son 0y .
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(4) Restablecer el invariante. Hasta el momento tenemos el siguiente programa,

var
X, y, g, I': entero
fvar
{P:x=AANy=BAx>0Ay>0}
q = 0;
ri=x;
{1}
mientras r > y hacer
{I N B}
‘restablecer’
[y}
ri=r—y
{1y
: fmientras
A{Q:x=qu+rAN0<r<yAz=AAy=DB}

e e e
AN i

Nos queda calcular el conciente en la variable ¢q. Escribimos los dos predicados siguientes:
INB:x=qy+rAN0<rAxz=AANy=BAz>0ANy>0Ar>y

(I):_y:m:qy—l—r—y/\OSr—y/\x:A/\y:B/\xZO/\y>0

Asumiendo cualquier estado en el conjunto {I A B}, todas las condiciones en un estado de
{(I)7_,} se cumplen excepto = qy +r —y = (¢ — 1)y +r. La instruccién de 'restablecer’ debe
hacer que esto se cumpla a partir de z = qy + r. Observa que,

r=qy+r=(@=(q-Dy+r)i, =z=(+1-1y+r, porlo que la instruccién de res-
tablecer es q := g + 1. Podemos comprobar que, efectivamente, [[I[AB = ((I):,y)gﬂ]] se cumple.

(5) Programa y terminacién. El programa con el invariante I dado nos queda como,

1: var

2: X, y, q, I': entero

3: fvar

4 {P:e=ANy=BAx>0Ay>0}

5: q := 0;

6: ri=x;
m{l:x=qu+rN0O<rAxz=AANy=BAx>0Ay>0} //cota:r
8: mientras r > y hacer

9: q:=q+1;

10. ro—r
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de vueltas que da el bucle es A div B y su complejidad es O(A div B). Se puede hacer un
algoritmo para la divisién entera mas eficiente que el dado, con coste O(log(A div B)). O

Ejemplo 2 Logaritmo en base dos por defecto de un numero natural.

Consideremos la siguiente especificacién.

var
x, k: entero

: fvar

{P:z=X ANz >1}

: "logaritmo en base dos’

Q28 < X < 2k}

D T W N e

Dado un nimero natural X en la variable z, se debe calcular, en la variable &, el exponente que
cumple 2F < X < 281 Por ejemplo, si 2 comienza con el valor 19, el resultado debe ser k = 4,
puesto que 24 < 19 < 2°.

(1) Propuesta de invariante y célculo de la condicién de salida. La postcondicién tiene dos con-
junciones Q : 28 < X A X < 2Ft1. Elegimos una de ellas como condicién de salida y la otra
como invariante:

I:2F<X
-B: X < 2kt1

Por tanto [[I A—B = Q]]. La condicién de continuacién B, segiin esto, es X > 2F*1 La cuestién
aqui es que no podemos programar X porque es una variable de la especificacion. La norma
es que sb6lo podemos acceder a los valores que contienen las variables a través de la variable
declarada. No nos queda otro remedio que incluir en el invariante la condicion x = X y su
condicién x > 1. Por otra parte, la expresién 257! no la podemos programar con el tipo entero.
No tenemos directamente la potencia como operacion basica del tipo. En este caso nos vemos
obligados a reforzar el invariante. Reforzar el invariante es crear una nueva variable que,
en el invariante, tome el valor de aquella expresién que no podemos programar. En este caso
declaramos una variable auxiliar y, y afiadimos al invariante la condicién y = 2¥*1. Nos queda
como propuesta de invariante y como condicién de salida:

I:2<zhz=XAx>1Ay=2:1
“B:x<y

Observamos ahora que se cumple, [[/ A =B = Q]]:
IN-B=2<azhz=XAz>1Ay=2TAz<y

0« X AN — X Ao 1 2 — 9k+1 X ok+1
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[P = ((I)¥)%]] (completa la prueba).

(3) Avanzar a la terminacién. La condicién de continuacién es x > y. x no cambia su valor, luego
y debe crecer. En el invariante I, y = 2Ft!, Luego y crece si k crece. Observa que el resultado
estard en la variable k. Decidimos avanzar con la instruccion k := k + 1.

(4) Restablecer el invariante. Hasta el momento tenemos el siguiente programa,

var
x, k: entero
fvar
{P:z=XANz>1}
var y: entero fvar
k:=0;
yi=2
{1}
mientras = > y hacer
{I N B}
‘restablecer’
[k,
k:=k+1
{1}
: fmientras
Q28 < X < 2K}

e e e
SU A T

Escribimos los dos predicados siguientes,

INB:v2P<azhz=XAx>1Ay=2M"ra>y

(I)irl:2k+1§$/\x:X/\$Zl/\y:2k+2

k
k+1

que en este dltimo y = 2*+2. El valor anterior de y es 2871 y el nuevo valor que debe tomar y
es 282, La variable y cambia su valor, luego la instruccién de restablecer es una instruccién de
asignacién sobre y. Asumiendo cualquier estado del conjunto {I A B}, entonces,

Todas las condiciones en un estado de {I A B} se cumplen en un estado de {(I)7 } excepto

2k+2

= 22F*1 supuesto {I A B}

Por lo que la instruccién de restablecer® es y := 2 * y.
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6: k := 0;

Ty =2

g {I:2<zhx=XANx>1Ay=21 //cota:x—k
9: mientras x > y hacer

10: y:=2%y;

11: k:=k+1

12: fmientras

13: {Q:2F < X < 2k+1}

La funcién de cota que garantiza que el bucle termina es f() = = — k, ya que,
(a) [IANB=z—Fk>0],

R <azhr=XANx>1Ay=2 x>y
=

l‘>2k+1

= ( por 281 > k)

r>k=x—k>0

(b) En cada paso del bucle la dnica instruccién que afecta a la funcion f() =z — k, es k :=
k + 1, por tanto, decrece, ya que (z —k)¥ =z —k—1<z—k.

k+1

El nimero de vueltas que da el bucle es proporcional a log,(X). g

5. Invariantes por sustituciéon de constantes por variables

Una gran cantidad de problemas algoritmicos tratan sobre el cilculo de alguna expresion
con cuantificadores, por ejemplo: sumar los elementos de una tabla, contar el niimero de veces
que en una tabla hay elementos positivos, sumar los divisores de un niimero, calcular el niimero
pi por el producto de Wallis, calcular el producto de dos matrices, realizar el producto escalar
de dos vectores. En el planteamiento de estos problemas, en general, no hay una condicién de
salida que permita obtener el invariante directamente de la postcondicién como hemos visto
en la seccion anterior, mas bien, hay que construir esa condiciéon de salida. El método que se
emplea en estos casos es el de sustitucién de constantes por variables. Para explicar el método,
comenzaremos con el ejemplo de sumar los elementos de una tabla.

Ejemplo 3 Suma de los elementos de un vector de enteros.

Consideremos la siguiente especificacion:
1: constante
2 N (N >1)
3: fconstante
4: tipo
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Consideremos un ejemplo. Sea N = 4, las posiciones del vector (segtin la declaracién del tipo)
van de 0 hasta 3. Sea al comienzo t, el vector (—2,3,—1,7). La variable s al final de cualquier
ejecucién debe valer s = t[0] + ¢[1] + ¢[2] + ¢[3]. Ya que el vector ¢ no cambia sus valores desde
el principio, en el ejemplo dado s es 7. El rango del cuantificador 0 < v < N, asegura que los
elementos a los que se accede van en las posiciones desde 0 hasta N — 1. La idea es que para
realizar el cdlculo anterior necesitamos una variable que haga el recorrido por la posiciones desde
0 hasta N — 1 y que cuando llegue a valer NV el célculo termine. En todo momento antes de
sumar un nuevo elemento la variable s contiene la suma hasta la dltima posicion antes de k, y
esto nos va a conducir al invariante en el que la constante N del cuantificador se sustituye por
la variable k:
Iis=( v:0<y<k:th)AO<k<NAt=T

Para obtener la propuesta de invariante I, hemos sustituido en ¢ la constante N por una nueva
variable k; como k sustituye a N no serd mayor que N, y como la primera posicién en la tabla
es 0, entonces 0 < k < N. Esta condicién se incluye en la propuesta del invariante.

Nota: al ser N una constate, su condicién N > 1 se da por cierta en toda la derivacion.

(1) Célculo de la condicién de salida. Por la propia forma de construccién de I, cuando k = N,
se cumple la postcondicién Q, es decir, [[I Ak =N = Q]],

INkE=N

=07 0<y<k:tY)ANO<Ek<NAt=TANk=N

el

s=0.7:0<y< N:th)AOSNAt=TANk=N
=
s=0_7:0<y<N:th)DAt=T

Por lo tanto, la condicién de continuacion B es k # N.

(2) Célculo de las instrucciones de inicio. La suma sobre un rango vacio es cero. Como 0 < k < N
en I, y el programa termina en k£ = N, probamos el inicio con k valiendo 0, en ese caso el rango
del cuantificador se hace vacio y la variable s debe valer 0 también. Luego proponemos como

instrucciones de inicio k := 0 ; s := 0. Comprobamos que [[P = ((I)$)]],

—~
—~
~
SN—
[V
SN—

SES

=0 7:0<y<0:tY)AO<SOLSNAt=T
(rango vacio)

0=0AN0ONAt=T

< (constante N > 1)

t =1

<=1
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tipo
vector: tabla [0..N — 1] de entero
ftipo
var
t: vector;
s: entero
10: fvar
1: {P:t="T}
12: var k : entero fvar
13: k := 0;
14: s := 0;
15: {I}
16: mientras k # N hacer
17: {I A B}
18: ‘restablecer’
o {(DF,}
20: k=k+1
21: {I}
22: fmientras
23 {Q:s=_v:0<y<N:thy))At=T}

Escribimos los predicados,

INB:s=0_v:0<y<k:t[y)ANOS<ESNAt=TANkE#N

(DF 5= 0<y<k+1:tfy)AOL<Ek+1<NAt=T

k+1

Las condiciones 0 < kK < N Ak # N, establecen que [[0 < k< N =0<k+1< NJ]. El
valor de s cambia y se requiere una instruccién de asignacién,

O>°v:0<~v<k+1:t[v]) (el nuevo valor de s)
= (separando por el dltimo término)

(S7:0<y <k th) + 1K
= (asumiendo {I A B}, por, 0 <k < N, y el valor de s)
s + t[k]

Por lo que la instruccién de asignacién buscada es s := s + t[k].

(5) Programa y terminacién. El programa que resulta de la derivacién anterior es el siguiente,

1: constante
2: N (N > 1)
3. fconstante
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13: k := 0;

14: s := 0;

15: {I:s=0_7:0<y<k:t)ANO<E<NAt=T} //cota: N —k
16: mientras k # N hacer

17: s = s + t[k];

18: k:=Fk+ 1;

19: fmientras

20 {Q:s=0_7:0<y<N:tjy)At=T}

La funcién de cota que garantiza que el bucle termina es f() = N — k, ya que, (a) [ A B =
N —Fk > 0]]; y (b), la inica instruccién en el cuerpo del bucle que afecta a dicha funcién de cota,
es k:=k+1, luego (N — k)llj+1 =N-k—1yN—k—1< N —k, entonces la funcién de cota
decrece en cada vuelta del bucle.

El bucle da N vueltas luego la complejidad es O(N). No se puede hacer més rapido porque
tienes que acceder a los N elementos para conocer su valor. Obligatoriamente tienes N accesos
a la tabla y cada acceso cuenta como una operacién. O

Ejemplo 4 Numero de elementos pares en un vector.

Consideremos la siguiente especificaciéon:

1: constante

2 N (N >1)

3: fconstante

4: tipo

5: vector: tabla [0..N — 1] de entero
6: ftipo

7 var

8 t: vector;

9: r: entero

10: fvar

1: {P:t="T}

12: ’suma de los elementos de un vector’
1B3:{Q:r=(#y:0<y< N:t[yl mod2=0)At =T}

El resultado en la variable r indica el nimero de elementos de la tabla cuyo valor es un ntimero
par. Por ejemplo, si al comienzo la tabla t es (2,3, —1, 8) el resultado en r es 2. En este ejemplo se
usa el mismo tipo vector y posiciones que se ha utilizado en el ejemplo anterior. El programa se
deriva de forma similar al ejemplo de la suma. El invariante se construye de nuevo sustituyendo
en la postcondicion @) la constante N por una nueva variable k, de manera que la propuesta de
invariante y la condicién de salida son,
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10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:

tipo
vector: tabla [0..N — 1] de entero
ftipo
var
t: vector;
r: entero
fvar
{P:t=T}
var k : entero fvar
k= 0;
r = 0;
{1}
mientras k # N hacer
{I A B}
‘restablecer’
[k,
k=k+1
n
fmientras
{Q:r=(#7y:0<y< N:t[yj mod 2=0)At =T}

Escribimos los predicados,

INB:r=#7y:0<y<k:tlyl mod2=0)AN0<k<NAt=TANk#N

(I)k r=(#y:0<y<k+1:t[ymod2=0)AN0<k+1<NAt=T

k4+1 °

Las condiciones 0 < k < N Ak # N, establecen que [0 <k < N = 0< k+1 < NJJ. El valor de
la variable r cambia entre los dos predicados. Estudiamos la relacién entre el nuevo valor que
debe tomar la variable r con respecto al valor que tiene en el estado anterior.

(#7:0<~v <k+1:t[y] mod 2=0) (el nuevo valor de r)
= (separar por el ultimo término)

(#v:0<~v<k:t[y] mod 2 =0)+ #(t[k] mod 2 =0)

= (asumiendo {I A B}, por, 0 < k < N, y el valor de r)

(caso 1.) =7+ 1 si t[k] mod 2 =0 se cumple
(caso 2.) =r sit[k] mod 2 # 0 se cumple

Segun lo anterior, tenemos que los siguientes fragmentos son correctos,

{I AN B At[k] mod 2 =0}
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constante
N (N >1)
fconstante
tipo
vector: tabla [0..N — 1] de entero
ftipo
var
t: vector;
r: entero
fvar
: {P 1t = T}
: var k : entero fvar
s k=0
cre=0;
A{l:r=(#7:0<v<k:tfyymod2=0AN0<EkE<NAt=T}// cota: N —k
: mientras k # N hacer
si
[] t[k] mod 2 =0 —

el e i e T

ri=r+1

Do =
@ ©

[] t[k] mod 2 #0 —

continuar

NN
Yo

fsi;
k:=k+1
. fmientras

{Q:r=#y:0<y<N:t[yl mod2=0)At =T}

NN

Ejemplo 5 Posicion del valor mdzimo en una tabla.

En el siguiente ejemplo tratamos con una tabla de N elementos enteros y buscamos la posiciéon
que ocupa el elemento con el valor maximo. Los indices de la tabla van desde 1 hasta N. La
especificacién es la siguiente,
constante
N (N >1)
fconstante
tipo
tablalN: tabla [1..N] de entero
ftipo
var
t: tablalN;
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cuantificador como en el caso que nos ocupa. En la postcondicién (max v : 1 < v < N : t[v])
devuelve el valor mayor entre todos los elementos de la tabla, pero observa que en Q, t[x] =
(max vy : 1 < v < N : t[y]), es decir, dicho valor se encuentra en el elemento que ocupa la
posicion z, y es justamente x el resultado que queremos. Asi, por ejemplo, si la tabla ¢ fuese
(2,3,—1,8,—-3,6) al principio de la ejecucién (para N = 6) el resultado debe ser x = 4, ya que
en la posicién 4, encontramos que t[4] contiene el mayor valor de todos. El problema planteado
es un problema de 'recorrido’ ya que debes mirar todos y cada uno de los elementos para buscar
cudl es el mayor y su posicion. El método para construir el invariante es de nuevo ’sustitucién
de constantes por variables’. Sustituimos NV en () por una variable k.

Itlz] =(maxy: 1<y <k:tly)AL<Ek<NAt=T

En la propuesta de invariante, k sustituye a N; entonces no puede ser mayor que N y como
la primera posicién es 1, debe cumplir 1 < k < N. Observa también que no vamos a permitir
que el rango del cuantificador se haga vacio puesto que el maximo no tiene elemento neutro que
puedas programar (no tienes un nimero entero que sea —oo). La derivacién del programa sigue
los mismos pasos dados en los ejemplos anteriores.

(1) Célculo de la condicién de salida. Como [[I/ A =B = Q]| debe cumplirse, es simple ver que la
condicién de salida =B es k = N. Con lo que la condicién de continuaciéon B es k # N.

(2) Calculo de las instrucciones de inicio. Si el bucle termina cuando k = N, y el rango de k en
el invariante es 1 < k < N podemos probar en iniciar la variable k a valor 1. En ese caso,

—~

max 7y : 1<~y <k:t[y]) cuando k =1

max v : 1<~y <1:t[}y])

=

~

1]

Por tanto, como t[z] debe ser t[1] (el maximo hasta ese punto), x debe ser 1 también. Las
instrucciones de inicio serdn k := 1; x := 1;. Puedes comprobar entonces que [[P = ((1)*)¥]]
(completa la prueba).

(3) Avanzar a la terminacién. La variable k& comienza en 1y debe terminar con valor N por lo
que proponemos avanzar con k := k + 1. Ademas, hay que ’visitar’ a todos los elementos de la
tabla uno a uno.

(4) Célculo de la sentencia de restablecer. Llegados a este punto tenemos el siguiente programa,

constante
N (N >1)
fconstante
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k:=1;

z =1

{1}

mientras k # N hacer
{I N B}
'restablecer’
{0k}
k=k+1
!

fmientras

{Q:tlz] =(maxy: 1<y < N:ty)) At =T}

Escribimos los dos predicados que nos peritiran disenar el restablecer,

INB:tlrl]=(max v: 1<~y <k:tl[y)AN1<k< NAt=TANk#N

(I)f+1 ctz] =(max v: 1<y <k+1:t({)A1<kE+1<NAt=T
Como [[1 <k < NAk#N=1<k+1< NJ se cumple, nos resta ver que t[z] pueden ser
'distintos’ en ambos predicados. Estudiamos que relacién hay entre (max v: 1 <~y < k+1: t[y])
y (max vy :1 <~ <k:t[y]) en las condiciones de un estado que cumpla I A B,

(max v:1 <~y <k+1:t}v])

= (separando por el dltimo término)

(max v :1 <~ <k:t[y]) max t[k + 1]

= (asumiendo {I A B}, por, 1 <k < N, y el valor de t[x])
t[z] max t[k + 1]

= (por la definicién de max)

(caso 1.) = t[z] si t[z] > t[k + 1] se cumple

(caso 2.) =tlk + 1] si t[x] < t[k + 1] se cumple

En el primer caso, si t[z] > t[k + 1], entonces el nuevo valor de ¢[z] es el mismo que el anterior,
luego la instruccién serd ’continuar’. En el segundo caso, si t[z] < t[k + 1], el nuevo valor de
t[z] debe ser t[k + 1] y para consegir esto hay que ’actualizar’ el valor de = a la nueva posicién
que ocupa el maximo, es decir, x := k + 1. Como los dos casos son exclusivos se requiere una
composicién alternativa.

(5) Programa y terminacién. El programa que resulta de la derivacién anterior es el siguiente,

constante
N (N >1)
fconstante
tipo
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x =1
{I:tlg]=(maxv: 1<~y <k:tly)AN1<k<NAt=T} // cota: N —k
mientras k # N hacer

si

[] t[z] > t[k + 1] — continuar

[ tlz] <tlk+1] >z :=Fk +1

fsi;
ki=k+1
fmientras

{Q:tlz] = (maxy: 1<y <N :th])) At =T}

La funcién de cota que garantiza que el bucle termina es f() = N — k, ya que, (a) [l A B =
N —k > 0]] y; (b), la tnica instruccién en el cuerpo del bucle que afecta a dicha funcién de
cota es k := k + 1, luego (N — k:)f+1 =N—-k—1yN—k—1< N —k, entonces la funcién de
cota decrece en cada vuelta del bucle. Finalmente, el bucle da N vueltas luego su complejidad

es O(N). O

Nota al programador: Como habrés observado en los ejemplos anteriores, puedes disenar algoritmos
para tamanos de tablas iguales pero conjunto de indices distintos. En los tres primeros ejemplos el tamano
de la tabla era N y los indices iban desde 0 hasta N — 1. En el dltimo ejemplo, el tamano de la tabla
era N pero los indices iban desde 1 hasta N. En los lenguajes de programacion, las tablas ("arrays’)
tienen sus particularidades: hay lenguajes diferentes y formas diferentes para los indices. Por ejemplo, en
el Lenguaje C, que vas a utilizar en practicas, declaras el tamano de la tabla N pero sus indices quedan
fijados desde 0 hasta N — 1. En el entorno de Matlab los indices van de 1 a N. En Pascal, puedes declarar
los indices como quieras utilizando un tipo bésico totalmente ordenado. Cuando hacemos los disenos de
programas con tablas en nuestro pseudocédigo nos preocupamos mucho de que los accesos a la tabla sean
legales, es decir, no permitimos acceder a una posicién de la tabla que no esta declarada, y la derivacién
y la verificacién tiene en cuenta siempre este hecho. El lenguaje Pascal y Matlab, por ejemplo, si accedes
a una posicién no declarada en la tabla, la ejecucion se termina dando un error. En cambio en C se puede
seguir ejecutando accediendo a posiciones de memoria que no se corresponden con la delcaracién, y esto,
puede suponer un funcionamiento del programa totalmente alejado de lo que se pretendia. Para hacer que
los algoritmos disenados sean independientes del lenguaje de programacién que luego se va a emplear para
su codificacién es conveniente declarar dos constantes L'y U (L < U), tales que determinen las posiciones
[L..U] que admite la tabla. El tamafio de la tabla queda determinado por dichas posiciones U — L + 1.
Esta misma idea se puede extender a tablas con varias dimensiones. Por ejemplo, la especificacion del
ejemplo del maximo quedaria como,

constante
L > primera posicién
U, LU > dltima posicién. Tamano de tabla U — L + 1
fconstante
tipo
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6. Reforzamiento de invariantes

Como hemos visto en los ejemplos anteriores, la derivaciéon permite obtener algoritmos co-
rrectos a partir de una propuesta de invariante. Lo que dirige el disenio es la eleccién de la
condicion de salida y la eleccion de la instruccién o instrucciones que avanzan a la terminacién
del bucle. En el caso de que la condicién de continuaciéon no pueda programarse debido a que
contiene expresiones con operaciones que no estan definidas en sus tipos, es obligatorio reforzar
el invariante con una nueva variable que es igual a la expresiéon que no se puede programar. En
otros casos, cuando se trata de restablecer el invariante, también pueden aparecer expresiones
que no son programables. En estos casos tiene sentido reforzar el invariante siempre que eso su-
ponga una ventaja a la hora de disefiar el programa %. En lo que sigue mostraremos dos ejemplos
de lo que estamos indicando en este parrafo. El primer ejemplo es bastante simple: el calculo
del término N-ésimo de la sucesién de Fibonnaci. El segundo ejemplo con una tabla es un poco
mas complicado, pero es ilustrativo de la importancia de la derivacién.

Ejemplo 6 Término N-ésimo de la sucesion de Fibonacci.

La sucesién de Fibonacci, fib(), se define como,

fib(0) =0, fib(1) =1
fib(n +2) = fib(n) + fib(n + 1) paran >0

Se pide realizar un programa para calcular fib(N), segin la siguiente especificacién,
var
n, f: entero
fvar
{P:n=NAn2>0}
: ’Fibonacci’
A{Q: f=fib(n)An=N}

I ANl S A

La variable n no cambia su valor. Indica el término de la sucesiéon que hay que calcular. Por
ejemplo, si n comienza con valor 6, n termina con valor 6 y f contiene el valor fib(6), que es 8
(0,1, 1,2, 3,5, 8,...). Como n, aiun siendo una variable, actua como una constante (no vamos a
hacer ninguna instruccién de asigancién sobre ella), proponemos un invariante por sustitucién
de n por una nueva variable i en la expresion f = fib(n) y mantenemos el hecho de que n = N.
La propuesta de invariante es,

I:f=1fib(i)An=NA0<i<n

Observa la condicién, 0 < i < n, que indica que %, al sustituir a n no serd mas grande que n, y
como n es > 0, lo mismo sucede con <.

(1) Condicién de salida. La condicién i = n conduce a que [[IAi = N = @]]. Luego la condicién
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(4) Restablecer el invariante. Escribimos los dos predicados siguientes,
INB:f=1ib(i))An=NA0O<i<nAi#n
(D), f=fbi+1)An=NA0<i+1<n

La expresion fib(i + 1) no puede programarse inicamente con los valores de i y f anteriores.

Luego reforzamos el invariante con una nueva variable g igual a la expresién que no podemos
programar fib(i + 1). La nueva propuesta de invariante queda como sigue,

I': f=fib(i) An=NA0<i<nAg=fibi+1)

Se debe repasar de nuevo la derivacién. (1) La condicién de salida no cambia. (2) Se debe
afiadir una nueva instruccién g:= 1 para que [P = (((I")9)/)]] se cumpla. (3) No cambia la
instruccién de avanzar a la terminacién. Queda por tanto restablecer el invariante,

(4) Restablecer el invariante. Escribimos los dos predicados siguientes,
I'ANB:f=fibli)An=NA0<i<nAg=fibli+1)Ai#n

(I« f=fibi+ 1) An=NAO<i+1<nAg=fib(i+2)

Asumiendo que estamos en un estado que cumple I’ A B, entonces

fib(i + 1) (el nuevo valor de f)
= g (el valor anterior de g)

fib(i + 2) (el nuevo valor de g)
= fib(i) 4 fib(i 4+ 1) (por definicién de fib())

= f + g (los valores anteriores de f y g)

Observa también que [[0 <i <n = 0 < i+ 1 < n]]. Por lo tanto, segin lo anterior la asignacién
mutiple (f,g) := (g, f + g) restablece el invariante. El programa que resulta de la derivacién
anterior es,

var
n, f: entero
fvar
{P:n=NAn2>0}
var g : entero fvar
1:=0; f:=0; g :=1;
{I': f=fib(i) A\n=NA0<i<nAqg=1fib(i+ 1)} // cota:n —i
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dltima cuestion que debes hacer es cambiar la instruccién de asignacion multiple por asignaciones
simples. 0

Ejemplo 7 Cuenta parejas de diferente signo.

Considera una tabla t con indices de 1 hasta IV siendo N > 1 una constante. El problema trata
de contar las parejas (i,7) con 1 < i < j < N tales que t[i] < 0y t[j] > 0. Por ejemplo, para
N =5y una tabla ¢, (—1,2,—3,0,4), el nimero de dichas parejas seria 3, ya que (1,2), (1,5),
y (3,5) cumplen la condicién, el resto no la cumple. Formalmente la especificacién es,

constante
N (N >1)
fconstante
tipo
tablalN: tabla [1..N] de entero
ftipo
var
t: tablalN;
r: entero
fvar
{P:t=T}
‘cuenta parejas de diferente signo’
{Q:r=(#i,j: 1 <i<j<N:tfi|<OAt[j]>0)At=T}

Observa que el cuantificador tiene dos variables ligadas i y j (por mayor claridad no las he escrito
con letras griegas). Dado que la postcondiciéon incluye un cuantificador de recuento, proponemos
el invariante sustituyendo la constante N por una nueva variable n. Asi,

Tir=(#i,j:1<i<j<n:tfi]<OAt[j]>0)At=TALl<n<N

Para mayor comodidad en el desarrollo, como la tabla no cambia sus valores asumimos que
t =T, y no lo volvemos a escribir en los predicados. De forma similar asumimos invariante la
condicién de la constante N > 1. El invariante lo redefinimos para luego poder anadir nuevas
condiciones si se necesita.

Li:r=(F#i,j:1<i<j<n:ti] <0At[j]>0)
IQ 01 § n § N
Iy N\ I propuesta inicial de invariante

(1) Célculo de la condicién de salida. Por la propia construccién del invariante, cuando n = N,
se cumple que [[I; A Iy An =N = Q]]. La condicién de continuacién es B : n # N.

(2) Instrucciones de inicio. Observa que cuando n es 1 el rango del cuantificador es vacio v por
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constante
N (N >1)
fconstante
tipo
tablalN: tabla [1..N] de entero
ftipo
var
t: tablalN;
r: entero
fvar
{P:t=T}
var n: entero fvar
n =1
r = 0;
{11 AN 12}
mientras n # N hacer
{Il NIy A B}
'restablecer’
(LA L)}
n:=n+1
{Il VAN ]2}
fmientras
{Q:r=(#i,j: 1 <i<j<N:tfi] <OAL[] >0) ANt =T}
Para calcular las sentencias de 'restablecer’ escribimos los predicados que determinan su funcio-
namiento,
Liir=(Fi,7:1<i<j<n:t[i] <0At]j] >0)
ILhAB:1<n<N

()", cr=(#i,j:1<i<j<n+1:t[i<0At}j]>0)

n+1
(L), :1<n+1<N
Observamos que [[[2AB = 1 < n+1 < NJ] se cumple. El nuevo valor de r ’cambia’ con respecto
al anterior valor. Debemos estudiar la relacién entre el predicado (#i,j : 1 <i<j<n+1:
t[i] < O At[j] > 0) y el anterior (#i,7:1<i<j<mn:t[i] <0At[j]>0).

(#i,j:1<i<j<n+1:t[i]<0Atj]>0)

= (separar por el tltimo término j = n + 1)

= (#i,j:1<i<j<n:tli] <OAt[]>0)+ #i:1<i<n+1:t[i] <0Atn+1]>0)
= (asumiendo I) AIx A B)

—rt(#il<i<n+1:tf] <OAtn+1]>0)

= (analizando los casos en el segundo término)
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{I)r, A2}

Claramente, no podemos programar la primera rama de la alternativa porque (#i : 1 < i <
n+ 1 : t[i] < 0) debe ser calculado. Es en este punto dénde debemos decidir qué hacer a
continuacién. Comentamos las posibles soluciones:

» a) Realizar un programa para calcular (#i:1 <i <n+1:t[i] < 0) dejando su valor en
una variable s, y cuya especificacién seria,
{1<n< N}
calcular
{s=(#i:1<i<n+1:t[<0)}

= b) Reforzar el invariante con la condicién s = (#i:1<i<n+1:t[i] <O0)

En el primer caso tienes otro bucle con toda su derivacién. Vamos a probar con la segunda
posibilidad. Aqui de nuevo tenemos una eleccién que realizar y esta depende de la iniciacién del
programa. Recuerda que n comienza en 1, asi que si n vale 1, s valdra 1 o 0 dependiendo de si
t[1] < 0 o no. Para simplificar la iniciacién podemos probar como reforzamiento el predicado,

Is:s=(#i:1<i<n:tfi] <0)

cuya iniciacién es méas simple, puesto que cuando n vale 1, el rango se hace vacio y s vale 0.
Ademsds, lo que necesitamos para restablecer r en la primera rama de la alternativa anterior se
obtiene del predicado (I3)n, :s = (#i:1<i<n+1:t[i] <0). Efectivamente,

(#i,j:1<i<j<n+1:t[i<0At]j]>0)

= (separar por el ltimo término j = n + 1)

= (asumiendo I} AIx A B)
=r+(#i:1<i<n+1:t]<0At[n+1]>0)
= (analizando los casos en el segundo término)

(caso 1) =r+ (#i:1<i<n+1:tfi|<0)sitln+1]>0
(caso 2) =r+0sitfn+1]<0

(asumendo ahora (I3)7 ;)
(caso 1) =r+ssitjn+1]>0

(caso 2) =rsitn+1] <0

Lo que esto implica es que antes de restablecer el valor de r tienes que calcular el nuevo valor
de s en (I3)] 11 a partir de su valor en 3. Veamos como,
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Por tanto el invariante que proponemos finalmente es,

Liir=(#i,j:1<i<j<n:tli] <0OAt[j]>0)

IQ 01 § n § N

Is:s=(#i:1<i<n:t[i] <0)

I1 A I A I3 propuesta de invariante con reforzamiento

(5) Programa y terminacién. El programa que resulta de toda la derivacién anterior es el si-
guiente (estdn anotados los conjuntos de estados de la derivacién)

constante
N (N >1)
fconstante
tipo
tablalN: tabla [1..N] de entero
ftipo
var
t: tablalN;
r: entero
fvar
{P:t=T}
var n, s: entero fvar
n = 1;
r = 0;
5:=0;
{lL NIyNI3} /) cota: N —n
mientras n # N hacer
{Il/\IQ/\B/\Ig}
si
[ tn]<0—=s:=s+1
[] t{n] > 0 — continuar
fsi;
{Il AIs N B A (13)24-1}
si
Jtin+1]>0—r:=r+s
[] t[n + 1] <0 — continuar
fsi;
{(Il):fﬂ A (12):+1 A (13)::“}
n:=n-+1
{Il NIy A Ig}
fmientras
{Q:r=#i,j:1<i<j<N:th|<OALt[>0)At=T}
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dichas funciones recursivas para unos datos de entrada dados. El primer ejemplo consiste en

calcular el maximo comtn divisor de dos ntimeros positivos sin emplear la operacién de divisién®.

Ejemplo 8 Madximo comin divisor.

El méximo comun divisor de dos nimeros positivos « e y, med(z,y), tiene las propiedades
siguientes,

med(z,y) =z sizx=y

med(x,y) = med(z —y,y) siz >y

med(z,y) = med(z,y —z) siy>x

Aplicando estd férmula podemos obtener el med de dos niimeros positivos sin hacer ninguna
division:

med (60, 144) = med (60, 144 — 60) = mcd(60, 84 — 60) = mcd(60 — 24, 24)
= mcd(36 — 24, 24) = mcd(12, 24 — 12) = med(12,12) = 12

Sobre el mismo ejemplo podemos deducir el invariante del proceso iterativo llevado a cabo. Si
en todo momento = e y toman los valores de los argumentos de la funcién mcd() en cada una
de las igualdades anteriores, podemos decir que, ’lo que queremos calcular al final med(60, 144)
es igual a lo que me falta de calcular en las variables z e y, med(z,y)’. La propia definicién
de la funcién med() nos dé todo lo que necesitamos hacer. La condicién de salida es x = y, la
condicion de continuacion es x # y. La forma de avanzar serd x := x - y si x > y, o bien y 1=y
- x si y > x. Asi, que dada la especificacién siguiente,

var
X, y: entero

fvar

{P:z=ANy=BAxz>0Ay>0}

‘méximo comun divisior’

{Q:z=mcd(A, B)}

Utilizando, las propiedades de la funcién med() dadas, la propuesta de invariante es,

I:mcd(A,B) =med(z,y) Az >0Ay >0

(1) Condicién de salida. [[I A=B = Q]]. Si =B es x = y, entonces mcd(A4, B) = med(z,y) Az =y
es equivalente a med(A, B) = med(x,z) Az =y, con lo que med(A, B) = x se cumple. La con-
dicién de continuaciéon B es x # .

(2) Instrucciones de inicio. Las variables z e y ya toman un valor al principio, y se cumple
directamente que [[P = I]]. Asi, que no se necesitan ninguna instruccién de inicio.
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(4) Restablecer el invariante. Observa lo siguiente en el caso x > y,

(1)7_, :mecd(A, B) =med(z —y,y) Ao —y > 0Ay >0

med(A4, B) =med(z —y,y) Az >yAy >0
= (por el caso de la definicién de med())
mecd(A, B) = med(z,y) Az >yAy >0

INx >y
De forma simétrica se cumple [l Ay > z = (I)¥_ ]]. Como para z # y, x > y e y > x son
exclusivos, la sentencia alternativa siguiente constituye el restablecer del bucle:
{Inz#y}
si

Jz>y—>{IAhz>ytax=x-y
Ny>e—=>{IANy>z}ly:=y-=x

fsi;

(1}

(5) Programa y terminacién. El programa obtenido de la derivacién anterior es,

var
X, y: entero

fvar

{P:z=ANy=BAxz>0Ay>0}

{I : mcd(A, B) =mcd(z,y) ANz >0Ay >0} //cota:x+y

mientras x # y hacer

si
Je>y—z:=x-y
Jly>r—=y=y-=o
fsi;
fmientras

{Q: 2z =mcd(A4, B)}

Los estudiantes pueden comprobar que una funcién de cota que garantiza la terminacién es
fO=z+y. O

Ejemplo 9 Potencia de dos nimeros enteros.

Dados dos nimeros enteros x e y con y > 0, la potencia x¥, cumple lo siguiente,

Y — 1 siu=2~0
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fvar
{P:z=AANy=BAy>0}
'potencia de dos enteros’

{Q:p= AP}

En el ejemplo anterior, si tomamos cualquier igualdad, como por ejemplo, 3* = 3 x3x 32 vemos
que lo que queremos calcular 3% es igual a lo que nos resta de calcular 32 multiplicado por lo que
vamos acumulando del producto 3 x 3. Las variables x e y en todo momento indican la base y el
exponente respectivamente, y p puede ir recogiendo las sucesivas aproximaciones a la potencia.
Entonces el invariante para este programa puede ser tan simple como,

I:AB =payAy>0

Los estudiantes pueden derivar la siguiente solucién,

var
X, Yy, p: entero

fvar

{P:e=ANy=BAy>0}

pi=1

{I:AB =pa¥yAny>0}//cota:y
mientras y # 0 hacer

pi=p*wz

y:=y-1
fmientras
{Q:p= AP}

Ejemplo 10 Potencia eficiente de dos nimeros enteros.

El ntimero de vueltas del bucle en la solucién anterior es B, ya que y comienza en B y termina
siendo 0. Asi, la complejidad es O(B) (lineal). La instruccién que avanza a la terminacién es
y := y - 1. Ahora bien, ;jqué es mas rapido que restar?...uhmm...dividir. ;Por qué no avanzar
dividiendo por un ntimero?. Si esto se puede hacer asi, entonces se debe reflejar en las propias
propiedades de la funcion potencia. El niimero mas sencillo para dividir es dos, con la ventaja
de que distingue a los niimeros enteros en pares o impares. Podemos comprobar que la potencia
cumple las siguientes propiedades,

¥y =1 siy=20
2¥ = (22) div 2) siy>0Aymod2=0 (y es par)
2=z (@)@ VD iy S 0Aymod 2 =1 (y es impar)

Aplicado esas férmulas podemos obtener 3?® de la siguiente manera,
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implica y > 0. Para avanzar en el caso que nos ocupa, debemos divir por 2, haciendo y := y div 2.
Para restablecer el invariante, la propia definicién recurrente dada de la potencia sugiere una
alternativa con dos casos. Observamos lo siguiente,

INBAymod2=0 (y es par)

AB =payAy>0Aymod2=0

= (por el segundo caso de la definicién de la funcién potencia)
AB = p () div DAy >0Aymod2=0

=

AB = p(22)w diV2) Ay div 2> 0

(1)} si2) e

para el caso impar,

INBAymod2#0 (y es impar)

AP =pa¥y Ay >0Aymod2=1

= (por el tercer caso de la definicién de la funcién potencia)
AB = px (2?)W div2) Ay > 0Aymod 2 =1

=

AB = pax (2?) div2) Ay div2 >0

(DY 4 2) T e

Por lo que el algoritmo nos queda como,

var

X, Yy, p: entero

fvar

{P:o=ANy=BAy>0}

pi=1

{I:AB =pa¥yAny>0}//cota:y
mientras y # 0 hacer

si

[| ¥y mod 2 =0 — continuar
Jymod2#0—p:=p*zx

fsi;

r =z %z

y =y div 2
fmientras
{Q:p= AP}
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correspondientes. Cada ejercicio se debe resolver siguiendo el método de derivaciéon de bucles
mediante invariantes. Los ejercicios deben acompanarse de los célculos l6gicos realizados en la
derivacién, incluida la demostracién para la funcién de cota. Es aconsejable realizar algunas
ejecuciones de los algoritmos obtenidos para asegurase que la derivacion ha sido bien realizada.
También, se debe calcular la complejidad del algoritmo obtenido. Los criterios de correccién,
para los examenes de los ejercicios de la parte de tedria, se encuentran en el documento co-
rrespondiente de miaulario, en el sitio de la asignatura, en la carpeta ’criterios de correccion’.
Finalmente, los ejercicios de los exdmenes pueden coincidir o no con los enunciados dados en
las lecturas, en todo caso, siempre seran del mismo grado de dificultad que los propuestos en ellas.

Nota: En algunos de los ejercicios se usan cuantificadores pero las variables ligadas no se nom-
bran con letras griegas. A estas alturas del curso los estudiantes deben saber diferenciar las
variables ligadas de aquellas que estan libres. Tenga en cuenta, que en las soluciones, las senten-
cias no deben contener nombres de variables ligadas. En caso contrario, no se podrian realizar
las demostraciones de verificacién!.

1. Factorial
El factorial de un nimero n entero positivo se define recursivamente
nl=1sin=0

nl=1sin=1
nl=nxn-1)!sin>1

Disenie un algoritmo con un solo bucle que resuelva el siguiente problema

n, fact: entero
{P:n=NAN >0}
factorial

{Q: fact = N}
Siendo el invariante del bucle el predicado siguiente

(i —1)n!

I: fact = 5 AN0<i<j+1An=N
3!

El nimero de iteraciones del bucle no debe superar n div 2 + 1. Proponga una funcién de
cota.

2. Suma de coeficientes binomiales
Sea la funcién definida recurrentemente para un nimero entero n positivo
C(n,0)=1
C(n,k+1)=C(n,k) x =% | 0<k<n

-~ 1
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Proponga una funcién de cota.

3. Seno(x)

Dada la especificacién

X, s: real
n: entero

{Piz=XAN-—1<X<mAn=NA N2>0}

seno_de_x

1.2-i+1

{szzszn%@iﬁjﬁAx:XAn:N}

0<i<n

Derive un algoritmo basado en un tinico bucle que resuelva el problema. Se debe utilizar
como invariante para el bucle el predicado siguiente

1,2~7L+1

I:s= —1) = =X =N <k<N
s= Y (-1 (2.i+1>!/\x A n AO<E<NA

0<i<k

Ap=a*F 1IN g=2 - k+ 1A r=(-1)F

Proponga una funcién de cota.

4. Factorial inferior

Disenie un algoritmo con un solo bucle que resuelva el siguiente problema

X, N: entero

{P:iz=XAX>1}
factorial_inferior
{Q:z=XAnl<z<(n+1)}

Siendo el invariante del bucle el predicado siguiente

Iiz=XAn<zA f=(n+1)!

Proponga una funcién de cota.

5. Fibonacci inferior

La serie de Fibonacci se define

Fib(0) = 1
fib(1) =1
Fib(i) = fib(i — 1) + fib(i — 2) |, i>2

Disenie un algoritmo con un solo bucle que resuelva el siguiente problema

n i entern:
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6. Raiz aproximada

Dada la especificacién

n, r: entero;

{P:n=N AN N>1}
raiz_aproximada

{Q:m <N < (r+1)3}

Derive un algoritmo basado en un unico bucle que resuelva el problema. Se debe utilizar
como invariante para el bucle el predicado siguiente

I:m<NAn=NAa=r+13Ab=(r+1)?

Para este ejercicio, no estd permitido el producto de dos variables, pero si estd permitido
el producto de una constante por una variable. Por ejemplo no estd permitido = * z ni
T % x * x, pero si estd permitido 2 * x 6 3 x z. Proponga una funcién de cota.

7. Mayor indice para una funcién

Sea la siguiente funcién A(), definida como

1
A(i)= 2-A(idiv2), paraiparyi>0
A(i)= (idiv2)+ A(i—1), paraiimparyi>0
Disene un algoritmo con un solo bucle que resuelva el siguiente problema

n, i: entero,
{P:n=NA1<N <99}

rango
{Q:n=NANA@G)<n<A(Z+1)}

Siendo el invariante del bucle el predicado siguiente

[in=NA AG) <nA f=AG+1)A (F:0< ) <ittlj] = AG))
Teniendo en cuenta que i < A(7), se ha dispuesto una tabla auxiliar

t: tabla[0..99] de entero

para guardar los valores de la funcién A() que se han calculado en anteriores iteraciones.

Proponga una funcién de cota.

8. Logaritmo en base dos

Cuenta la leyenda que, hace muchos afios, el maharaja Sirham de la India quiso recom-
pensar a su visir Sissa. Ben Dabhir el aue éste hubiera inventado para el rev el ineco del
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y que ese nuimero, para darnos idea de su tamano, escrito con todos sus digitos es el
185,446,7445,073,7091,551,615

numero pues de granos de trigo de la deuda.

Teniendo en cuenta que al afio se producen unos 10'6 granos de trigo, serfan necesarios
{1845 afios de produccién! para saldar la deuda®.

La historia podria haber acabado mejor (jsobre todo para el visir!) si ambos hubieran
reconocido sus limites. Asi, si el rey hubiera estado dispuesto a entregar M granos de
trigo, su visir podria haber pedido que rellenaran hasta la casilla r en lugar de todas las
del tablero, procurando no superar la cantidad prevista por el rey. Como el cédlculo es
pesado, se trata de desarrollar un algoritmo que ayude al visir en esta labor. El algoritmo
debe cumplir la especificacion

m, r: entero

{P:m=M AN M>1}
hasta_donde_puedo_llegar

{Q: Z 2k <m < Z 28 A m =M}

0<k<r 0<k<r+1
Derive un algoritmo basado en un tnico bucle que resuelva el problema. Se debe utilizar

como invariante para el bucle el predicado siguiente

I:z:2k§m/\m:M/\q:Z:Zk/\p:T+1

0<k<r 0<k<r

Proponga una funcién de cota.

. Suma productos de potencias
Dada la especificacién
X, V, Z, 1, S: entero;
{Pre:a=XNy=YAz=ZANX>1NZ>1}
suma_de_productos

{Post:x =X Ny=YNz=ZAs= Z gy TR AL < 2 < 2™t
0<k<n

Construye un algoritmo que resuelva el problema. Con este fin debes considerar el problema
como la unién secuencial de los dos subproblemas siguientes

{Pria=XANy=YANz=ZANX>1INZ>1}
{Q1:P1/\x”§z<x”+1/\p=x”}

{Q1}
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10.

11.

Inve 2 =XANy=YAz=ZANs= Z aF oy R
i<k<n 4
Azt <z<a"IA0<i<nAp=aziAg=y "

Proponga funciones de cota para los dos bucles.

Suma de factoriales
Dada la especificacién
X, 1, s: entero;
{P:iz=XAX2>1}
suma._de_factoriales
{Q:s5= Z iAnl<z<(n+D'Az=X}

1<i<n

Construye un algoritmo que resuelva el problema con un tnico bucle. Define el invariante
para la solucion y proponga una funcién de cota.

Coeficientes binomiales
El ntimero de subconjuntos de m elementos que se pueden hacer en un conjunto de cardinal

n, (n), verifica la igualdad
m

Dada la especificacién

n, m, q: entero;
{P:n=NAm=MA N>M?>0}

coeficientes_binomiales

{Q:g:(i)/\ n=NA m=M}

Derive un algoritmo basado en un tnico bucle que resuelva el problema. Se debe utilizar
como invariante para el bucle el predicado siguiente

n!
Inv:q=- '/\Ogigm/\nzN/\m:M

il (n—1)!

Proponga una funcién de cota.

a) Realice el mismo ejercicio pero utilizando la sustitucién de n por una nueva variable.
Escriba el invariante correspondiente v realice la derivacion del algoritmo.
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(-1)’
=4.
i 22~i+1
€N

Derive un algoritmo que satisfaga la especificacion

n, k: entero;

p: real;

{Pre=n=N AN N >0}
aproximacion_de_m

{Post=n=N AN p=4-: Z

0<i<k
1 1 1

I N G
R Ty

(=1’
2041

Puede utilizar la funcién potencia para calcular 10™.

13. Otro maximo comun divisor

Derive un algoritmo iterativo para el cdlculo del maximo comun divisor basado en las
siguientes relaciones: Sean = e y dos enteros tales que x,y > 0

a) m.c.d.(z, y) = m.c.d.(y, x);

b) m.cd.(z, y) = x, siz=y;

c) mc.d.(z, y) =2 x m.c.d.(z/2, y/2), siz>y, x ey son pares;
d) m.c.d.(z, y) = m.c.d.(z/2, y), six >y, xespar, ey esimpar;

m.c.d.(z, y) = m.c.d.(z, y/2), six >y, xesimpar, e y es par;
(z,y) =mecd.((z+vy)/2, (x —y)/2), siz >y, ey sonimpares.

La especificacién del problema es

X, y: entero;
{P:iz=X Ny=Y AN X>Y >0}
maximo_comun_divisor

{Q:z=m.cd.(X,Y)}
Utilizando como invariante para el bucle del algoritmo el siguiente predicado
Inv=z>y>0 A mcd(X,Y)=nxm.cd.(z,y)

Proponga una funcion de cota. Presente los caculos de la derivacion.

14. Regla de integracion de Simpson

La regla de Simpson es un método de integracién numérica. Usando la regla de Simpson,
el valor de la integral entre a y b de una funcién real de una variable f es aproximado
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N (N >1)
fconstante
tipo

tablaON: tabla [0..N] de real
ftipo
var

t: tablaON;

a, b, r: real
fvar
{P:t=T Na=A ANb=B AN Nespar AN N>0 A Vk:0<k<N:tk]=uyx)}
"Simpson’ ,

—a

{Q:PA r= N
y utilice una tnica composicion iterativa cuya accién esté descrita por el siguiente predicado
invariante:

(yo+4y1 +2y2+ - +4yn—1 +yn)}

Iv:r=yo+ > (dyor—1+2y2%) A 0<j <N div2
1<k<j

15. Particiéon por un valor

Construya un algoritmo que, dada una tabla de enteros de N posiciones y un valor, indique
la particion de la tabla cuyos elementos suman un valor inferior o igual al dado, segin la
especificacién siguiente

t: tabla [1..N] de entero;
X, p: entero;
{Pre:t=T Nz=X AN (Vk:1L.N:tk]>0) A 0<z< (D k:1.N:tk])}
particién_por_x
{Post:t=T Nao=X N (QCk:1lp:tk])<z< (X k:Lp+1:tk]) A
ANO<p< N}

En este ejercicio hay que definir un invariante para resolver el problema mediante el método
de ’eleccion de una conjuncion’. Derive la solucién segun el invariante propuesto y defina
una funcién de cota.

16. Posicion del minimo de los valores almacenados en una tabla

Disene un algoritmo que resuelva el siguiente problema

t: tabla [1..N] de entero;

i: 1..N;

(Pre:t=TA (Vk1:1<kI<NA k#1:t[k] #t]))
minimo_de_tabla

{Post :t =T A t[i] =min{t[k]: 1 <k < N}}
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18.

t: tabla [1..N] de entero;
r: entero;
{Pre:t=TA (Vk:1.N :t[k] #0)}
cuenta_parejas
{Post :t=TN r=7%#(i,j): 1 <i<j<N:t[i- t[j] >0}

El algoritmo debe constar de un sélo bucle. El método adecuado para resolver el problema
es construir la solucion mediante sustituciéon de constantes por variables y reforzar el
invariante después de realizar la primera derivacién de la solucidn.

Maxima diferencia

Disene un algoritmo basado en un tnico bucle que resuelva el siguiente problema

t: tabla [1..N] de entero;
r: entero;
{Pre:t="T}
maxima_diferencia
{Post :t =T N r=max{t[i] —t[j]: 1 <i<j<N}}

La solucién de este ejercicio basado en un unico bucle tiene un poco mas de dificultad,
pero resulta interesante comprobar la ventaja de disponer de un método de derivacion
para conseguir algoritmos, en principio, nada evidentes.
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