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Objetivo: Definir y analizar la familia unipaso de los métodos
Runge-Kutta

@ Métodos RK explicitos
o Tablero de Butcher

@ Métodos RK implicitos
@ Método de colocacion
@ Orden. Barreras

o Estabilidad.
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Definiciéon

Extendemos férmulas de cuadratura a ODEs. Por TF Calculo Integral:
tn+1
Y(tre1) = Y(ta)+ / £(s, Y(s)) ds
tn
1
— Y(t)+ h/ F(ty + sh, Y (ts + sh)) ds
0

y reemplazamos esta integral por una regla de cuadratura

S
Yor1=Yn+hY_ bif(ta+ cih, Y(ta + ih))
j=1

donde los b;, ¢; son independientes de la funcién f que se conocen como
pesos y nodos de la cuadratura.

Recordar: Cuadratura Gaussiana, métodos de Newton-Cotes
(equiespaciados), polinomios ortogonales (Chebyshev, Legendre,...)
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@ y,, valor aproximado de Y(t,) (dato inicial, por un algoritmo).
® yn+1, valor aproximado de Y/(t,+1) obtenido por la cuadratura.

e Y(t,+cjh), j=1,...,s, valores desconocidos que precisamos
aproximar por unos valores §;.

Nota: {y,}, valores que estamos interesados en guardar.
Algoritmo explicito: Precisamos que ¢; =0
e Tomo &1 = yp.
e Tomo 52 = ¥Yn+ hazlf(t,, + Clh,gl).
e Tomo &3 =y, + ha31f(tn + Clh,fl) -+ ha32f(t,, + Czh,fg).
e Hasta llegar
s—1
gs =Yn+ hz asj f(tn = C:]h7£j)
j=1

e Para finalizar

Yn1 = Yn + hz b; f(tn + cjh, ;).
j=1
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Tablero de Butcher

Todo método Runge-Kutta se identifica con
cl| A
bt
@ Vector ¢ € R® de coeficientes los nodos de la cuadratura, ¢;.
@ Vector b € R® de coeficientes los pesos de la cuadratura, b;.
@ Matriz cuadrada A de tamaiio s de coeficientes aj;.

Todo Runge-Kutta explicito: ¢; = 0y A es triangular inferior de diagonal
principla nula, a;; = 0si j > i.

h h
Método Runge: y,i1 =y, + hf (tn + 50t 2f,,>
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Método Runge-Kutta de orden 4:

h h
N n *fn
> Ynt 5 )

h h h h h
7f n ~JJn f ~Jn f
B e o D)

h h h h h
+6f tn+h,yn+hf(tn+2,yn+2f<tn+2,yn+2fn)>)

h h
n — Yn *fn =1 th
Ynt1 = Y, +6 +3 < +
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RK explicito

Reformulamos el algoritmo general para evaluar menos veces f:
e Calculo ki = f(tn, ¥n), (notar que c; = 0).
e Calculo ky = f(t,, + C2h,§2) = f(t,, + ch, vy, + hazlkl).
e Hasta llegar
s—1

ke =F | tat Chyn+h Y agk
j=1

e Para finalizar <
Ynt1 =Y+ h)_ bk
j=1
Notar que k; es funcién explicita de (ty, yn; h) y

¢ (tn, Yni h) = Zbk%%

Observacioén: ¢r satisface (Hpn). Ademas... es CONVERGENTE.
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RK implicitos

Calcular alguno (o todos) de los s pasos implica resolver un problema no
explicito, o en general no lineal.

g S
ki = f(ta+ cih, yn + hzaljkj) §1=yn+ hzaljf(tn + hej, &)
=1 =1

g S
ks =f(ta+ cshyn+h) agk) | &=ya+hD_ agf (ta+ he;, &)

=1 j=1
S S
Yni1=Yn+h> bk Yor1=Yn+hY_ bif (tn+ hj, &)
j=1 j=1

. ) h
Ejemplo: Trapecio, yn11 = yn + E(fn + fot1)
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Método de colocacién

Sea una ecuacién diferencial (edo)
Y' =f(t,Y), t > to,

conociendo (t,, yn) buscamos identificar un valor y,i1 en tp41 = t, + h.

Dados unos parametos de colocacién ¢y, . . ., ¢, distintos y
preferiblemente en [0, 1], buscamos un polinomio de grado s tal que

(C) p(tn) = ya,
p'(tn + ¢jh) = f(tn + cjh, p(tn + cjh)), j=1,...,s.

Satisfaciendose estas s + 1 condiciones tomamos y,+1 = p(tn+1)-

Resultado: Obtendremos un método Runge-Kuttall!
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Método de colocacién

Sean los polinomios (de Lagrange)

o) =Tfalr—6) )=l =l

Sea ¢ € R® un vector de coeficientes distintos y en [0, 1]. Bajo las

condiciones (C), yn+1 = p(tn+1) es un método RK de tablero c, b, A tal que

Ci .
a,-j:/ 9 gy ii=1.s
0

q;(¢)
1 4.
bj:/ %0y =1, s
o 9i(<) )
10/17
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Orden convergencia RK

@ Una de las ventajas de los RK es que nos ofertan métodos de
convergencia de ordenes superiores (2, 3, 4, 5,...).

o El orden de convergencia se conoce viendo que los coeficientes de b,
¢, A satisfacen unas condiciones algebraicas

o Condicién suma:
)
Za,-j:c,-, i=1,...,s. (CS)
j=1

Permite hacer auténomos los métodos RK. Reduce el namero de
condiciones de orden

@ Condicién orden 1:

ib;zl (1)
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Orden convergencia RK

@ Para que un método sea de orden p se han de satisfacer todas las
condiciones p y las condiciones de ordenes menores

o Condicién orden 2: .
1
5 = Z b,'C,'. (2)
i=1

@ Condiciones orden 3:
1 < 1 >
g = Z b,'C,-2, 6 = Z b,-a,-jcj. (3)
i=1 ij=1

o Condiciones orden 4:

i:ib;c?, Z biciajjc;,
i=1

§ =]
i 4
L e 4)
o= Z b,-a,-jcj, o= Z b;ajjajic.
ij=1 ij,k=1
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Cémo probar las condiciones de orden

Hacer desarrollo de Taylor en 0 de la funcién en h

Rn(h) = Y(tn + h) — Y(tn) — hi biki(tn, Y (tn); h)

El método es de orden p si:

@Rn oy — rO)(0) — -
W(O) =R;’(0)=0, paraj=0,...,p.
Entonces, R,(h) = O(hP™) y error de truncatura O(hP).
Se utiliza que

dif

dti

) Y(i+1)(tn) = (tm Y(tn))'

o Si g(h) = hG(h), entonces gl ™1 (0) = (i +1)G()(0).
o ki(tn, Y(tn);0) = f(tn, Y(tn)) = Y'(tn).

R. Orive Runge-Kutta Madrid, Octubre 2021 13 /17



Estabilidad Runge-Kutta

Dado el (PVI): Y'(t) = AY(t) con Y(0) = 1, utilizando la segunda
formulacion de RK

S S

& = Yot hd ayf(tathg,&§)=ya+h> ayr
j=1 Jj=1
...... ) )

§s = Yn+hzasjf(tn+hcja§j):yn+hzasj)“£j7

j=1 j=1
Entonces, considerando u = (1,...,1)' € Ry £ = (&1,...,&)", esta
satisface
€ = uy, + \hAE = € = (I — AhA) tuy,
donde [ es la identidad de R®. Ahora,

Yor1 = Yn+h> bif(tn+ hc, &) = yn+ hAbE
=1

= (1+ hXb'(I — MhA)Mu) v,
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Estabilidad Runge-Kutta

Asi, ynt1 = R(Ah)y, donde

Definicién

R(z) = (1+zb'(l —zA)"'u), hA=z€eC

es la funcion de estabilidad del método RK(c, b, A), también conocida
como funcién de amplificacién.

Observacién: R(z) no depende del vector de nodos c.

@ Region (dominio) de estabilidad de un RK. Dado un método
numérico RK(c, b, A) su regién de estabilidad es

Drk = {Z =XheC : |R(Z)| < 1}.

e Un método RK es A-estable si, y solo si: |R(z)| <1Vze C_
Ejercicio. Runge no es A-estable
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Propiedades R(z)

Sea PPs el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual
que s.

@ Dado un método RK de s pasos entonces existen p € Ps y g € Ps
(g # 0) tal que su funcién de estabilidad R(z) = p(z)/q(z).

@ Si el RK es explicito R € Ps

Demostracién
o R(z) =1+ zb'(I — zA) u
o (I —zA) ™! = (adj(I — zA))t/det(l — zA).
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Corolario
Ningan método RK explicito puede ser A-estable

Lema

Sea una funcién racional no constante R(z) = p(z)/q(z), p, q polinomios.
Entonces |R(z)| < 1 para todo z € C_ si, y solo si:

i) Todos los polos de R (« € C tal que g(«) = 0) tienen parte real
positiva (Re(a) > 0).
i) |R(it)| <1 para todo t € R.
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