Capitulo 3

Disefio de algoritmos iterativos!

Cada cosa tiene su belleza, pero no todos pueden
verla.

Confucio

RESUMEN: En este tema se introducen los conceptos de verificaciéon y derivaciéon de
algoritmos como métodos que nos permiten razonar sobre la correcciéon de un algoritmo
y su correcta construcciéon respectivamente.

1. Introduccion

En el capitulo anterior se ha visto la posibilidad de utilizar predicados para definir
conjuntos de estados y como es posible especificar un algoritmo mediante dos predicados
llamados precondicién y postcondiciéon. El primero describe el conjunto de estados validos
al comienzo del algoritmo y el segundo el conjunto de estados alcanzables con la ejecuciéon
del algoritmo.

En este capitulo representaremos los estados intermedios de un algoritmo mientras se
ejecuta utilizando predicados, generalmente denominados aserciones o asertos. Escribiendo
asertos entre cada dos instrucciones tenemos un modo de razonar sobre la correccion de

un programa imperativo.
coste

1. Las instrucciones de asignacion, de entrada-salida, los accesos a elementos de un
vector y las expresiones aritméticas y logicas (siempre que no involucren variables

cuyos tamanos dependan del tamafio del problema) tendran un(coste constante, ©(1):
No se cuentan los return.

2. Reglas practicas para el calculo de la eficiencia

2. Para calcular el coste de unalcomposicion secuencial de instrucciones, S7; So se suman
los costes de Sp y S2. Si el coste de S; esta en O(fi1(n)) y el de Sz esta en O(f2(n)),
entonces: O(f1(n) + fa(n)) = O(max(fi1(n), f2(n))).

3. Para calcular el coste de una instruccion (condicional:

'Ramén Gonzalez del Campo es el autor principal de este tema.
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26 CAPITULO 3. Diseno de algoritmos iterativos

if (B) {S1} else {52}

Si el coste de Sy esta en O(f1(n)), el de Sa estéd en O(fa(n)) y el de B en O(fr(n)),

podemos senalar dos casos para el condicional:

» Caso peor: O(max(fg(n), f1(n), fa(n)).
» Caso promedio: O(méx(fg(n), f(n)) donde f(n) es el promedio de f1(n) y fa(n).

Se pueden encontrar expresiones anédlogas a éstas para la clase Omega.

4. Bueles con la forma:
while (B)

{
S

}

Para calcular el coste de tal bucle hay que calcular primero el coste de cada pasada
y después sumar los costes de todas las pasadas que se hagan en el bucle. El ntimero
de iteraciones dependera de lo que tarde en hacerse falso B, teniendo en cuenta los
datos concretos sobre los que se ejecute el programa y lo grandes que sean.

2.1. Ejemplos de calculo de complejidad de algoritmos iterativos

De manera préctica, se analizara el c6digo de los algoritmos presentados de arriba hacia
abajo y de dentro hacia fuera.

= Bisqueda secuencial

1 bool buscaSec( int v[], int num, int x ) {
2 int j;

3 bool encontrado;

4

5 j = 0;

6 encontrado = false;

7 while ( (j < num) && ! encontrado ) {

8 encontrado = ( v[J] == x );

9 Jt++;

}

return encontrado;

= e
N = O
—

e Caso peor: el elemento buscado = condicidnno esté en el vector

o Cuerpo del bucle while: 4 (3 en la linea 8 y 1 en la linea 9)

o Bucle while: n x(_4 3 3 =T™m+3
~—~ (\/ + ~—~— ) + ~— +
7=0..n—1 cuerpo  condicion condicion

o Total: Tn + 3 + 2(micializaciones) =Tn+5

e Caso mejor: el elemento buscado z estad en la primera posiciéon del vector; solo
se entra una vez en el bucle while

o Cuerpo del bucle while: 4
o Bucle while: (4+3)+3 =10

Estructura de Datos y Algoritmos
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2. Reglas practicas para el célculo de la eficiencia 27

o Total: 10 4+2 =12

= Biisqueda binaria

int buscaBin( int v([], int num, int x ) {
int izqg, der, centro;

1
2

3

4 izg = -1;

5 der = num;

6 while ( der != izg+l ) |
7 centro = (izg+der) / 2;
8 if ( v[centro] <= x )

9 izg = centro;

10 else

11 der = centro;

12 }

13 return izqg;

14 }

e En esta ocasion no hay caso mejor ni peor, el bucle se ejecuta el mismo ntmero
de veces independientemente de la posiciéon de x en el vector o incluso si z no
aparece en el vector. Aunque el elemento buscado esté en el centro, el bucle
sigue ejecutandose hasta acotar un subvector de longitud 1.

o Cuerpo del bucle while: 3 + 3 =6
~—

~~
: linea 7 if
ngneen;[:)en(?]()) Pq ,,_\O Bucle while: ) Bgmy (. 6 + 2 )+ \2// = 8log(n) + 2
p g ~— /,/{Jueltas while ~ cuerpo  condicion condicion

N .
o Total: (8 log(n) + 2) + 2(micializaciones) =38 IOg(n) +4

En caso de que el elemento buscado estuviese repetido, jqué posicion se devolveria?

Ordenacién por insercién

1 void ordenalIns ( int v([], int num ) {
2 int i, 3, x;

3

4 for (i =1; 1 < num; i++ ) |

5 x v[l];f}/

6 3 =i-1; /L)

7 while ( (j >= 0 ) && (v[j] > x) ){ \
8 v[j+l]l = vI3li />

9 j=3-1;7)

10 } B

11 vij+l]l = x; —

— e

w N

—
—

e Caso peor: el vector estd ordenado a la inversa; la segunda parte de la condicién
del while se cumple siempre
o Cuerpo del bucle while: 6 (4 de la linea 8 y 2 de la linea 9)
o Bucle while: i x( 6 + 4 )+ 4 =10i+4

cuerpo  condicion condicion

Facultad de Informéatica - UCM
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28 CAPITULO = \
— S -\,,‘i‘,, —
C del bucle for: (10i + 4) 2 2 3 1 100 + 12 h
o Cuerpo del bucle jor: 1+ 4)+ + + + = 102 + \
Formula del —— T % 1 = \

. while (R N\
sumatorio o Bucle for: ‘
_— /: | 7 \‘ n—1 n—1 /

( (B 1) / ) = ] = g
| i n(n +1) y Z((mz +12)+ 1 )+ 1 4.1 ' (107 4 13) + 2 o
\ p 2 //”f\\ B i=1 cuerpo condicion condicion ini =1 o -
R =10 Z i+ Z 1342 = 10ﬂ—/( V4 13( ) =
=1 =1

=502 —b5n+13n—13+2=5n%+8n — 11

e Caso mejor: el vector estd ordenado; la segunda parte de la condicién del while
no se cumple nunca_ |caso mejor es que no entre en el bucle while

o Bucle while: 4(condwwn)
o Cuerpo del bucle for: 4+2+2+3+1=12
o Bucle for:

n—1 n—1
d (124 1) +1+1=) 1342=13(n—1)+2=13n—11
=1 =1

= Ordenacion por seleccion

1 void ordenaSel ( int v([], int num ) {

2 int i, j, menor, aux;

3

4 for (1 = 0; i < num; i++ ) |
5 menor = 1ij;

6 for ( j = i+1l; j < num; J++ )
7 if ( v[j] < v[menor] )

8 menor = 7j;

9 if ( 1 != menor ) {

10 aux = v[i];

11 v[i] = v[menor];

12 v [menor] = aux;

13 }

14 }

15 }

e Caso peor: vector desordenado

o Cuerpo del for interno: 3 + 1 + 1 =5
if 18 j++
o Bucle for interno: (n —i—=1)( 5 + 1 )+ 1 4+ 2 =6n—6i—3
j=i+l.n—1 Cuerpo  condicidn  condicion ni
o Cuerpo del for externo: 1 +(6n—6i—3)+ 1 + 2 + 3 + 2 +_1
15 for if 110 11 n2 it
=6n—6i+7
o Bucle for externo:
n—1 n—1 n—1 n—1
Z((Gn—6i+7)+ 1)+ 1, +_1 :6Zn—622+28+2:
i=0 cuerpo condicion  condicion ni 1=0 1=0 1=0

Estructura de Datos y Algoritmos
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2. Reglas practicas para el célculo de la eficiencia 29

1 6., 6
—en?— 6™ g io 62— 02 O s o — 3 1m0

2 2 2
e Caso mejor: vector ordenado; la condicién del if mas interno no se cumple
nunca, y como consecuencia la del mas externo tampoco:
o Cuerpo del for interno: 4
o Bucle for interno: (n —i—1)(4+1)+1+2="5n—5i —2
o Cuerpo del for externo: 1+ (5n —5i—2)+1+1=5n—5i+1
o Bucle for externo:

n—1 n—1 n—1 n—1
D(Bn—5i+1)+1)+14+1=5> n—-5> i+ 2+2=
i=0 i=0 i=0 i=0
-1 5 5 5 9
=5n25n(n)+2n+2:5n2n2+n+2n+2:n2+2n+2

2 2 2 2

i, Qué sucede si el vector esta ordenado al revés?

= Ordenacion por el método de la burbuja modificado

1 void ordenaBur ( int v([], int num ) {
int i, 3, aux;
bool modificado;

while = n(cuerpo + condicion) + condicion
for =

i = 0;
modificado = true;
while ( (i < num-1) && modificado ) {
modificado = false;
for ( j = num-1; J > i; j—— )
if ( jl < vI[j-11 ) |
aux v[il;
v[ijl = v[3j-11;

© W N O Ok W N

= = e
N o= O
IIr—uI

v[j-1] = aux;
modificado = true;

e
® N O Ut ks W
—

—

'_l.

+

+ -

(num -1) -i e Caso peor: El vector esta ordenado al revés; se entra siempre en el if:
se hace al o Cuerpo del bucle for: 4 + 2 + 4 —i—\?,’/—i- 1 + 1 =15
inverso if 111 112 113 14 j——

~_ 77,‘“77711311616 forim=i=1)( 15 + _1 ' Y+ 1 4+ 2 =16n—16i—13

S j=it+l.n—1 CUeTPO condicion condicion ini

o Cuerpo del bucle while: 1 +16n—16¢i —134+_ 1 =16n —16¢— 11
~ U T~

I8 for i++
o Bucle while:
n—2
Z((16n—161—112+ 3 )+ —16271 1621—28—1—3—
1=0 cuerpo condicion condicion
—2(n—1
:16n(n—1)—16(n)2(n)—8(n—1)+3:

=16n%> —16n —8n%2 +24n —16 —8n+8+3=8n%2 -5
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CAPITULO 3. Diseno de algoritmos iterativos

3.1.

o Total: 8n* —5+ 2 =8n%-3
—_— =~
while ini
e Caso mejor: El vector estd ordenado; nunca se entra en el if y solo se da una
vuelta al while:

Cuerpo del bucle for: 44+1=5
Bucle for: (n—1)(5+1)+14+2=6n—3
Cuerpo del bucle while: 1 + (6n —3) +1=6n—1

Bucle while:

(e]

o

[¢]

e}

(bn—1)+3)4+3=6n+5
Total: 6n +5+2=6n+7

e}

Verificacion

Semantica de un lenguaje imperativo
Especificar un algoritmo: encontrar dos predicados P y @ tales que: {P}A{Q}.

Verificar: introducir predicados intermedios entre cada par de instrucciones elemen-
tales:

Predicado intermedio |

(P = Rl Ay} i (R 1} An{Ro = Q)

\/

Si se satisface { Ry FAR{ Ry} Vk entonces se satisface { P}A{Q}.

Buscaremos reglas para determinar si se satisface { Rx_1} Ar{Rr} (reglas de verifica-
cion).

Conocer dichas reglas para cada instruccion del lenguaje es equivalente a conocer la
semdntica de éste.

Todas las instrucciones que se definen més adelante cumplen las siguientes reglas generales:

Si se cumple {P}A{Q} podemos conocer otras especificaciones de A. Si P’ = P
entonces se cumple { P’} A{Q}:

P = P {P}A{Q}
{P'}A{Q} (fortalecimiento de la precondicion)

Si @ = Q' entonces se cumple {P}A{Q’}:

{PrA{Q} Q=@
{P}A{Q'} (debilitamiento de la postcondicion)

Conjuncion en la postcondicion:

{PrA{@1} {P}A{Q2}
{PYA{Q1 A Q2}

Disyuncién en la precondicion:

Estructura de Datos y Algoritmos
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3. Verificacién 31

{PA{Q)  {P}A{Q}
{P1 v PEA{Q}

Acabamos de ver que la precondicion de una especificacion correcta se puede fortalecer.
Esto implica que para demostrar la correccion de {P}A{Q} es suficiente con demostrar
{R}A{Q} (donde R es la condicion mas débil de A con respecto a @, pmd(A,Q), que
verifica la postcondicion) y ver que P = R:

P = pmd(A, Q)
{rPra{Q}

3.2. Reglas especificas para el calculo de la precondiciéon méas débil

Denotemos por @)% la sustitucion en () de las apariciones libres de la variable z por la
expresion e. Entonces:

Instruccion nada:

pmd(nada, Q) = Q

Asignacion simple:
pmd(z = €,Q) = dom(e) A Q5

donde dom(e) denota el conjunto de estados en los que la expresion e esta definida.

Composicion secuencial:
Consideremos la siguiente composicion de instrucciones Ay; As.

pmd(Ay; Az, Q) = pmd(Ar, pmd(Az, Q))

Sentencias condicidnales:

pmd(if (B A1} else{Aq2},Q) =(B A pmd(Ay1, Q) V (=B A pmd(Az, Q))

3.3. Ejemplos o,

Suponlendo v entero determlna el predicado mas débil que safisfaga la especificacion:
{P}z =z + 2\{3: >0}/ o

~_

pmd(z = + 2,x > 0) (iU > 0)£+2 pmd(x = e, Q) = dom(e) A Q2 \

& (2+2)>0 e
S x> =2

Predicado|

= Suponiendo z, y enteros, calcula en cada caso el predicado més débil que satisfaga
la especificacion: {P}x = x x x;2 = x + 1{z > 0}

pmd(r =z xx;xz =2+ 1,2 > 0)

Facultad de Informéatica - UCM
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3.4.

s pmd(x=xxx;pmd(xr =z + 1,2 > 0)) N

= pmd(m =T *x; (33 > 0)£+1 pmd(Ay; Az, Q) = pmd( Ay, pmd( Aa, Q)
& ((@ > 0zt

& (e+1>0)7

& (rxx)+1>0

& cierto

Suponiendo x, y enteros, determina el predicado més débil que safisfaga la especifi-
cacién dada:

{P}if (x> 0) {y ==z} else {y = —z} {y =4}
Mﬂ@zmiy_:x_}dﬁiy_:—x},y_:é)
S (x>0Apmdy=x,y=4))V(x <0Apmd(y = —x,y =4))

S@>0Nx=4)V(r<0OA—z=4)
Sr=4Ver=-4

Bucles e invariantes

Consideremos la siguiente instruccion:

(P}
while (B) {
A

}

{@Q}

donde A es una instruccién y B es una expresion booleana.

Si B es falso el cuerpo del bucle no se ejecuta ninguna vez — Es como si no estuviera
< Es equivalente a la instrucciéon nada.

Para la verificacién del bucle necesitamos un predicado llamado invariante, I, que
des/cr\ibe los distintos estados por los que pasa el bucle:

¢, Que quiere decir
gue | se satisface
antes de

ejecutarse bucle?

'_ antes de ejecutarse el bucle: P = I.

o [ se satisface en cada iteracion del bucle: {I A B}A{I}.
e [ se satisface cuando finaliza la ejecucion del bucle: {I A =B} = {Q}.

Programador| .
tiene que
inventar un
invariante

El invariante representa la relacién entre las variables del bucle.

En cada iteracién, el cuerpo del bucle modifica los valores de las variables pero no
su relacion < Existen conjuntos de valores para las variables incompatibles entre si.

Es preciso que el programador invente el predicado invariante — PUEDE SER MUY
DIFICIL!!.

PROBLEMA:

e Consideremos una especificacién de un algoritmo y un algoritmo que satisface
esta especificacion.
e Sustituyamos el cuerpo del bucle por la instruccion nada.

e ;Qué ocurre?

Estructura de Datos y Algoritmos
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3. Verificacion 33

o El algoritmo no funciona, se mete en un bucle infinito.

o iNUESTRO INVARIANTE SIGUE VALIENDO! « Verifica las condiciones

anteriores.

e Nuestra verificacion es defectuosa — Es preciso exigir algo que cumpla nuestra
primera verificacién y no cumpla la segunda.

s Introducimos una funcién cota : estado — Z que depende de las variables del cuerpo
del bucle.

e Es mayor o igual que cero cuando B se cumple: I A B = cota > 0.

e Decrece a ejecutarse el bucle: {I A B A cota = T} A{cota < T'}, donde T es una
constante.

3.5. Ejemplos

Verifica el siguiente algoritmo:

1 int suma(int V[], int N) {
2 int n, x;

3 n = N;

4 x = 0;

5 while (n != 0)

6 {

7 x = x+V[n-1];

8 n = n-1;

9 }

return x;

}

=
=]

donde:

¢ Como se disefa el Invariante?
{N >0} ¢Por que empieza desde n?

fun suma(int V[N]) return int x
{z=(%i:0<i<N:V[i])} Vs

/

utilizando como invariante: I =0<n< NAz = (Zi:n<i< N :V][i).
s 0 < n < N:representa el rango de valores validos de n.
» = (Xi:n <i< N :VJ[i) — x contiene la suma parcial de los elementos procesados.

= Relacion entre x y n: x representa la suma parcial de los valores de V' comprendidos
entreny N — 1.

Solucion:

1. Es preciso demostrar que el invariante se cumple justo antes de comenzar el bucle —
Es preciso demostrar:

PO I | {P}n = N;z = 0{I}]

Utilizamos la regla de la asignacion y la composicion secuencial: pmd(n = N;xz =
0,I) <
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34 CAPITULO 3. Diseno de algoritmos iterativos

& (1)
SO0 NSNAO=%Xi:N<i<N:V[i
C;;w
(ya que el rango del sumatorio es vacio, por lo que es igual a 0)
<P

2. El invariante se mantiene en cada iteracién de bucle:

{IABYA{I} e {IAn#0bw =2+ VIn—1]in =n— 1{I}|

pmd(z=z+V[n—-1jn=n—-1,1) &

S0<n—1<NAz+Vn-1=(Xi:n—1<i<N:VJi)
S0<n—-1<NAz+Vn-1=Vn-1]+(Zi:n<i<N:VJi)
<=IAn#0

3. Al salir del bucle se cumple la postcondicion:

{IA-B} = {Q}

IN-n#0)& (0<n<NAz=Zi:n<i<N:V[i])An=0
=zr=2i:0<i<N:V[i])=Q

4. Consideramos la siguiente funcién cota: cota(z,n) = n. Es trivial ver que es positiva:
INn#0=n2>0

5. Cuando se ejecuta el bucle y decrece con cada iteracion:

‘{I/\n;é()/\n:T}:)::x—i—V[n—1];n:n—1{n<T}‘

pmd(zx=xz+Vn—1jn=n—-1n<T) &

& ((n < T)n-byytVie-t
en—1<T

<=IAn#0An=T

Veamos otro ejemplo. Demostrar la correccion de la siguiente especificaciéon suponiendo
T,y y n:enteros.

{n>0)
int x, vy;
x = 0;
y = 1;
while (x != n)
{
X = x+1;
Yy = yty;
}
{y=2"}
Solucién:

Estructura de Datos y Algoritmos
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4. Derivacién 35

x representa el ntimero de iteraciones del bucle.
En cada iteracion y se duplica.

Por lo tanto, consideramos el siguiente invariante: I =0 <z <nAy=2%

. El invariante se cumple antes de comenzar el bucle:

‘{nZO}x:O;yzl{I}‘

pmd(x =0y =1,1) &

S0<0<nAl1=20
<=n>0

El invariante se cumple dentro del bucle:

‘{I/\x;én}a::x—kl;y:y‘f‘y{f}‘

pmdiz=z+Ly=y+y,I) &

s0<z+1<nAy+y=2"t!
S0<zrz+1<nA2y=2-2"
=INx#n

Al salir del bucle se cumple la postcondicion:
INz=n=y=2"

Como funcién cota tomamos n-x (namero de iteraciones que quedan). Mientras se
ejecuta el bucle es positiva:

‘I/\x;énén—xZO‘

n-x decrece en cada iteracion:

‘{I/\:):;én/\n—ac:T}:U:x+1;y:y+y{n—x<T}‘

pmd(z =+ Ly=y+yn—z2<T) s

sn—(r+1)<T
Snh-—z)—1<T
sn—x=T

Derivacion

Derivar: construir las instrucciones a partir de la especificacién asegurando su co-
rreccion.

La postcondicion dirige el proceso de verificacion.

Las igualdades de la postcondicién se intentan satisfacer mediante las asignaciones
correspondientes:
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36 CAPITULO 3. Diseno de algoritmos iterativos

e Si la/precondicion es mas fuerte que el predicado més débil de estas asignaciones
y la postcondicion — Proceso finalizado.

e En caso contrario utilizaremos instrucciones iterativas. Intentaremos cenirnos al
siguiente esquema:

(P}
Ay (Inicializacion)
{I,Cota}
while (B) {

{I N B}

A1 (Restablecer)

{R}
Ay (Avanzar)

{1}
}

donde:
o Ap es la instruccion que el invariante se cumpla inicialmente.
o A; mantiene el invariante a cierto.

o As hace que la cota decrezca.

Pasos para construir un algoritmo con bucle:

1. Disenar el invariante y la condicién del bucle sabiendo que se tiene que cumplir:
IN-B=Q

2. Disenar Ag para hacer el invariante cierto: {P}Ap{I}

3. Disenar la funcién cota, C, de tal forma que: I A B = C > 0.
4. Disenar Ay y el predicado R = pmd(Aaz, I).

5. Disenar A; para que se cumpla: {I A B}A;{R}.

6. Comprobar que la cota realmente decrece:

{I/\B/\C:T}Al,AQ{C <T}

4.1. Ejemplos

Deriva un algoritmo que verifique la siguiente especificacion:

{a>0ADb>0}

proc divide(int a,b; out int c,r) , B=r>=b

{fa=bxctrn0<r<b}/ — "\ |4B= r<bh
Solucién: B

1. La postcondicién tiene forma conjuntiva:

s [=a=bxc+rAN0<r

s Condicién del bucle: r > b
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2. Tenemos que asignar valores a ¢ y 7 para que el ([{variante sé cumplas

{P}c=0,r=a{l}

S((a=brxc+rA0<r) s a=0bx

mente 0).
{ Consideremos restar b a r: R= 17" <

Sa=bxc+(r—bAN0<(r—0>)
Sa=bx(c—1)4+rAN0<(r—>b)

<"IAB Falso, el invariante no se mantiene!!!

——

Consideremos, ademas, incrementar ¢ en 1:

0+anN0<a<=a>0

Probemos cota=r: I A B = r > 0 (ya que cota=c seria creciente pues ¢ vale inicial-

¢ Por que hay que
restar b ar?

No entiendo por que {I [ B}
es falso????

{INBYe=c+1{R} :R-*'' @ a=bxc+rAN0<r—b<IAB

Veamos que la cota, r, decrece en cada

vuelta del bucle:

{INBAr=T}c=c+1L,r=r—0b{r<T}

(r<T) et e r—b<T <« IABAr =T, que es cierto si usamos la propiedad

b > 0 de la precondicion.

El algoritmo resultante:

proc divide (int a,b;
c = 0;

out int c,

= c+1;
r-b;

r) {

Veamos otro ejemplo.

Deriva un algoritmo que verifique la siguiente especificacion:

{n >0}
fun raiz-entera(int n) return int r
{r>0Ar?<n<(r+1)>2}

Solucién A:

1. La postcondicion tiene forma conjuntiva:

s I=r>0A7r2<n
= Condicién del bucle: n > (r + 1)?

2. Para hacer cierto el invariante r puede valer 0:

n>0= I
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3. Consideremos la instruccion avanzar: r = r + 1:
I'''sr4+1>0A0r+1)2<n<=IAB=r>0Ar’<nAn>(r+1)>2

4. Algo que decrezca y sea facil de calcular puede ser: n — r Luego, no es preciso que
haya més instrucciones en el cuerpo del bucle.

5. El algoritmo resultante:

}

return r;

}

1 int raiz-entera (int n) {
2 r = 0;

3 while (n >= (r+1l)*(r+l))
4 {

5 r = r+l;

6

7

8

6. Numero de iteraciones del bucle: \/n = ©(y/n) .
Solucién B:
1. La postcondicion tiene forma conjuntiva:

s [=r>0An<(r+1)2

= Condicion del bucle: 72 > n
2. Para hacer cierto el invariante r puede valer n.
n>0=1I"
3. Consideremos la instruccion avanzar: r = r — 1:
I'lMer—1>0An<((r-1D)+12<"IA>n=r>0An<(r+1)2Ar2>n

r>0 A n>0 A rP>n =r>0=r—-12>0
e N—— ~——

Invariante Precondicion CondBucle

4. Cota=r

5. El algoritmo resultante:

int raiz-entera(int n) {
r = n;
while (r*r > n)

r-1;

return r;

}

o N o U s W N e
[n}
Il

6. Numero de iteraciones del bucle: n — /n = ©(n).
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Veamos ahora algunos ejemplos con vectores.

Un namero binario by, ... by (con n < longitud(v)) se puede representar como un vector
v[ ] de Os y 1s donde v[i] = b; para i = 0,...,n. Derivar un algoritmo lineal que, dado un
ndmero binario en forma de vector V' y un entero n (indicando la posicion de la cifra méas
significativa), calcule el nimero decimal correspondiente.

Primero planteamos la especificacién de la funcién:

{P =0 <n < longitud(v) AVj.0 < j <nw[j] € {0,1}}
fun decimal(int v| |,int n) return int d

{Q=d=(Tj:0<j<n:V[]+2)}

1. En este caso el invariante se puede obtener sustituyendo n por una variable nueva
1 que comienza valiendo 0 y termina valiendo n, lo que representa un recorrido de
izquierda a derecha en el vector. Asi, por el momento, el invariante seria 1 =0 < i <
nAd= (Zj :0<j<i:V[j]x 2j) y la condicién del bucle i < n, es decir, cuando
1 = n obtenemos la postcondicién.

2. Para hacer cierto el invariante inicialmente asignamos ¢ = 0, en cuyo caso d debe ser
(37:0<j<0:V[j]*27), es decir v[0]. As:

P = (150

7

3. Para avanzar hacia la derecha hacemos ¢ = ¢ 4+ 1, luego en este caso una cota que
decrece es n — 4. Se cumple I A <n=n—14>0 trivialmente y INi <nAn—i=
T=n—-(+1)<T.

4. Calculamos

1§+1Eogz’+1gnAd:<Zj:0§jgz‘+1zvm*2j)

Para restablecer el invariante vemos que falta un sumando en d: v[i + 1] * 2°+1 por lo
que hacemos d = d + v[i + 1] * 2iT1. Se cumple entonces que :

I A<= ([F1)drolthe
ya que

. 1150+ ) . . . . . i
(it = g <y < padufi 12 = (Zy 10<j<i+1:V[j]x 2])

Asi, el algoritmo queda:

int decimal (int v[ ],int n) {

int i,d;

i=0;d=v[0];

while (i<n)

{
d=d+v[i+1]* 2" (i+1);
i=1i+1;

}

return d;

}

© 0 N O Ul R W N

un
o

Para calcular la potencia 2(t1) podriamos utilizar un bucle acumulando el producto
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1 p=2; for (int 1=0;1<i;1l++) {p=2+p}

en cuyo caso el coste del algoritmo

i=0;d=v[0];

while (i<n)

{
p=2; for (int 1=0;1<i;1++) {p=2*p;};
d=d+v[i+l]l* p;
i=i+1;

}

return d;

© W0 N O ks W N

serd cuadratico. El invariante del bucle principal seria el mismo de antes y el del
bucle for seria 0 <i<nAd= (Zj:OSj Si:V[j]*Qj) AO<I<iAnp=20+D),
En este caso la variable p es local al cuerpo del bucle, su valor no se aprovecha entre
dos vueltas del bucle.

Usando un algoritmo algo mas inteligente para calculo de potencias se podria conse-
guir un coste logaritmico y por tanto el célculo total tendria coste O(nlogn).

Para conseguir que el coste del algoritmo sea lineal, podemos aprovechar el bucle
principal para ir acumulando la potencia de forma que cada vez s6lo se hace una
multiplicacién. Para ello afiadimos al invariante la variable p = 2 (puesto que en
la asignacion a d necesitamos 201 y esto se tiene al sustituir ¢ por i + 1). La
inicializacion debe incluir por tanto p = 2° = 1 y para restablecerla basta con
multiplicar por 2:

}

return d;

}

1 int decimal (int v[ ],int n) {
2 int i,d,p;

3 i=0;d=v[0];p=1;

4 while (i<n)

5 { p=p*2;

6 d=d+v[i+1l]*p;

7 i=1i+1;

8

9

=
o

El orden en que se restablecen p y d es esencial para la correccion del algoritmo, si

((Ij+l)z+ﬂﬂﬁ%ﬂ*p)£*2

las intercambiamos seria incorrecto. La sustitucién resulta:

0<i+1<nAd+v[i+1]*p*x2= (Zj:ogj §i+1:V[j]*2j> Ap*2 =2+
mientras que ((If“)g*Q)Zﬂ[iH}*p es

0<i+l<nAd+ofi+1]*p= (ijogj §i+1zvm*2]') Apx2 =2t
lo cual quiere decir que estarfamos multiplicando v[i + 1] por 2¢ en lugar de o(i+1),

Obsérvese que en el caso de haber escrito una especificaciéon distinta, como:
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{P =0 < n <longitud(v) AVj.0 < j <n-—1wo[j] € {0,1}}
fun decimal(int v| |,int n) return int d
{QEd:(Zj:OSan—l:V[j}*?)}

aplicando los pasos anteriores y utilizando el invariante

0<z‘§n/\d:(Zj:0§j§¢—1:\/[j]*2j)Ap:2<i—1>

el algoritmo seria:

int decimal (int v[ ],int n) {
int i,d,p;
i=1;d=v[0];p=1;
while (i<n)
{ p=p*2;
d=d+v [i]*p;
i=1i+1;

}

return d;

}

y en caso de haber usado el invariante
0<i<n—1Ad= (Zj:OSjSi:V[j]*Qj)/\p:Qi

el algoritmo seria:

int decimal (int v[ ],int n) {
int i,d,p;
i=0;a=v[0];p=1;
while (i<n-1)
{ p=p*2;
d=d+v [i+1]*p;
i=i+1;
}
return d;

}

Muchos algoritmos requieren la busqueda de un elemento. Derivar un algoritmo lineal
que dado un vector a de n enteros devuelva la primera posicién en la que haya un 0, y n en
caso de que no haya ninguno. La especificaciéon del algoritmo se puede dar de la siguiente
forma:

{0 < n < longitud(a) }
fun buscar-cero(int a| |, int n) return int r
{r=(mixi:0<i<nAVj:0<j<i:a[j]#0):4)}
La postcondicién se puede escribir también de la siguiente forma:
0<r<nAM:0<ji<r:Alj]#0)A(r=nV(0<r<nA.alr]=0))

1. En este tipo de buisquedas se puede definir como invariante

0<r<nAVj:0<j<r:Alj#0)
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es decir, con él se representa el recorrido del vector de izquierda a derecha y los
elementos por los que se ha ido avanzando son distintos de 0. El bucle terminara
o bien cuando r llegue a n, en cuyo caso todos eran distintos de 0, o bien cuando
a[r] = 0 y por tanto hemos encontrado el primer 0. Luego, formalmente, la condicion
del bucle es r < n A alr] # 0. La conjuncion con cortocircuito es esencial para que
no se produzcan accesos indebidos al vector: cuando r = n, si n = longitud(a) se
producirfa un acceso fuera de rango.

. La inicializacién es r = 0, que satisface inicialmente el invariante, ya que el rango de

la cuantificacion universal es vacia.

Para avanzar basta con ir al siguiente elemento en el recorrido » = r + 1 siendo la
cotan —r.

No es necesario restablecer ya que I'*1 = 0 < 7+1 < nA(Vj : 0 < j < r+1: A[j] #0)
y por tanto
IA(r<nAalr] #0)= It

El algoritmo por tanto queda de la siguiente forma:

int buscar-cero(int a[ ],int n) {
int r=0;
while (r<n && alr] != 0)

{ r=r+1; }
return r;

Notas bibliograficas

Se recomienda ampliar el contenido de estas notas estudiando los capitulos 1 y 4 de
(Petia, 2005).

Para coger agilidad en la aplicacién de estas técnicas se recomiendan los capitulos 2, 3 y
4 de Marti Oliet et al. (2012) en los que se pueden encontrar numerosos ejemplos resueltos.

Ejercicios

1.

© 00 N O U ose W N

e
w N = O

Dado el siguiente algoritmo, determina su complejidad.

int valor (int n) {

int 1 =1, j, aux, r = 3;
while (i <= n) {
j=1;
while (j <= 20){
aux = j * 2;
aux = auxxitr;
Jtt;
}
i++;

}

return aux;

}
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2.

© 0w N O O R W N
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Dado el siguiente algoritmo, determina su complejidad.

int valor (int n) {
int 1 =1, j, aux;
while (i <= n) {
j=1;
while (j <= n) {
if (i < n){
aux = 1 + 3J;
}
else
{
aux = i - 3J;
}
j++l
}
i++;

return aux;

}

. Dado el siguiente algoritmo, determina su complejidad.

int valor (int n) {
int 1 =1, j, aux;
while (i <= n) {
j=1;
while (j <= 1i){
aux = 1 + 3J;
if (1 + 2 < )¢
aux = aux * 2;
}
Jt+i;
}
i++;

}

return aux;

}

Suponiendo que int z,y,n y bool b, determina el predicado mas débil, P, que satisfaga
la especificacién dada

a) {P}x =3 *z{r <20}

b) {Plr=3xa{Vi:1<i<n:x#6xi}

c) {Plz=ac+1{z=a+1}

. Suponiendo x, y enteros, calcula en cada caso el predicado P mas débil que satisfaga

la especificaciéon dada:

a) {Plr =z +yy=2+y—xz{y >0}

b) {Ply=4xz;z=xxx—y;x =z +4{x > 0}
¢) {Ple=yy=a{r =ANy= B}

Suponiendo x un ntmero entero, determina el predicado més débil, P, que safisfaga
la especificaciéon dada:
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{P}

if (x % 2==0

else x =x / 2 + 1;
{x=X}

donde X es un valor "constante”.

7. Verifica el siguiente algoritmo:
[N >0}

int suma(int V[], int N) {
int m, s;
s = 0;
m = 0;
while (m < N)
{
s = s+V[m];
m+1;

o N O s W N

}

return s;

}

==
= o ©

{s=(Zi:0<i<N:V[)}

8. Suponiendo todas las variables enteras, demostrar la correcciéon de los tres programas
siguientes para calcular potencias, con:

s Precondicion: P=x=XAy=Y AY > 0.
» Postcondicion Q =p = XV

a)

1 p = 1;

2 while (y != 0)

3 {

4 P = p*Xy;

5 y = y-1;

6 }

b)

1 p = 1;

2 while (y > 0)

3 {

4 if (par(y))
5 {

6 vy =v / 2;
7 X = X*X;
8 ]

9 else

10 {

1 y = y-1;
12 P = pP*X;

[
oW
—
—
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D Uk W N

10.

Ul W N =

11.

12.

13.

14.

15.

¢)

1 p =1;

2 while (y > 0)

3 {

4 if (impar(y))
5 P = p*X;
6 vy =v / 2;

7 X = X*X;

8 }

Demostrar la correccién de la siguiente especificaciéon suponiendo x, y enteros.
{r=XANy=YAz>y>0}

while (y != 0)
{
Z = X;
X = y;
y =2 %Y

{z =mcd(X,Y)}

Demuestra la correcciéon del siguiente programas:

{r>0}

r = 0;
while ((r+1l)~*(r+l) <= x )
{

r = r+l;

}

r>0nr?<z<(r+1)?}

Deriva un algoritmo que satisfaga la siguiente especificacion:

{b>1An>0}
fun log(int b, int n) return int r
{br <n< br—H}

Especifica y deriva una funcién iterativa de coste lineal que reciba como argumento
un vector de ntimeros enteros y calcule el producto de todos ellos.

Especifica y deriva una funciéon que reciba como argumento un vector de niimeros y
calcule el méximo de todos ellos.

Deriva un algoritmo que satisfaga la siguiente especificacion:

{N >0}
fun pares(int V|N|) return int x
{r=(#i:0<i< N:Vimod2=0)}

Deriva un algoritmo que satisfaga la siguiente especificaciéon:
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{N >0}
fun suma-buenos(int X[N]) return int s
{s=(2i:0<i< N Abueno(i, X) : X[i])}
donde bueno(i, X) = (X[i] = 2%). No se pueden emplear operaciones que calculen
potencias.

16. Definicion: Dado V[N] de enteros, el indice i es un pico si V|i| es el mayor elemento
de VI0..i].

Especifica y deriva un algoritmo de coste lineal que reciba un vector y calcule la suma
de todos los valores almacenados en los picos de V.

17. Dado un vector de enteros X|[N], el indice se llama "heroico” si X[i] es estrictamente
mayor que el i-ésimo nimero de la sucesiéon de Fibonacci. Especifica y deriva un
algoritmo de coste lineal que reciba como argumento un vector y determine cuantos
indices heroicos tiene.

18. Definicion: Dado X|N| de enteros, el indice i es un mirador si X[i|] es el mayor
elemento de X[i+1..n).

Especifica y deriva un algoritmo de coste lineal que reciba un vector y calcule el
ntimero de miradores que hay en X.

19. Definicion: Un vector A|N] de enteros es gaspariforme si todas sus sumas parciales
(A[0]+...4Ali], 0 <4 < n) son no negativas y ademés la suma total es cero.
Especifica y deriva una funcion de coste lineal que decida si A[N] es gaspariforme.

20. (Marti Oliet et al. (2012)) Derivar un algoritmo de coste lineal (con respecto a la
longitud del vector) que satisfaga la siguiente especificacion:

{N=2}
fun max-resta(int A[N]) return int r
{r=(méxp,q:0<p<qg<N:App|—Alg)}
21. (Marti Oliet et al. (2012)) Derivar un algoritmo de coste lineal (con respecto a la
longitud del vector) que satisfaga la siguiente especificacion:
{(N>0}
fun crédito-seg-max(int A[N]) return int r
{r=(méxp,q:0<p<q<N:crédito(p,q))}
donde crédito(p,q) = (#i:p<i<q:A[i]>0)— (#i:p<i<q:Ali]<0).
22. (Marti Oliet et al. (2012))

Derivar algoritmos de coste lineal (con respecto a la longitud del vector) para resolver
los siguientes problemas de segmento de longitud méxima:

{N=>0}
fun seg-long-méax(int X|N]) return int r
{r=(méxp,q:0<p<qg<NAA@Pp,q):q¢—p)}

donde

a) A(p,q) = (Vi:p<i<q:XI[i]=0).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

b) Alp,q) = (Vi,j:p<i<j<q:X[i]=X[j]).

(Marti Oliet et al. (2012)) Disefiar un algoritmo iterativo de coste lineal que satisfaga
la siguiente especificacion:

{NV >0}
fun separacion(bool A|N]) return bool r
{fr=3p :0<p<N: (Vi:0<i<p:A[))ANj:p<j<N:-A[j])}

(Marti Oliet et al. (2012)) Disenar un algoritmo iterativo de coste lineal que satisfaga
la siguiente especificacion:

(N >1)
fun contar-ordenados(int A|N]) return int r
{r=#i:0<i<N:(Vp:i<p<N:A[i|>Ap)}

Dado un conjunto de valores, la moda es el valor (o valores) que mas se repite en
dicho conjunto. Diseniar un algoritmo iterativo de coste lineal que dado un vector de
enteros positivos menores que 1000 devuelva una moda del vector (https://www.
aceptaelreto.com/problem/statement.php?id=152)

(Marti Oliet et al. (2012)) Disenar un algoritmo iterativo de coste lineal que satisfaga
la siguiente especificacion:

(N>0Ah=H}

proc positivos-negativos(int h|N])

{perm(h, HYA (Fp: 0<p<N:(Vi:0<i<p:hli]<OA(Vj:p<j<
N hlj) < 0)}

(Marti Oliet et al. (2012)) Disenar un algoritmo iterativo de coste lineal que satisfaga
la siguiente especificacion:

{N >0}
fun méaximos(int X|N]) return int h|N]
{MVi:0<i< N:h[i]=(méxj:0<j<i:X[i])}

(Marti Oliet et al. (2012)) Disefar un algoritmo iterativo de coste lineal llamado
fundir que dados dos vectores de enteros a y by un entero n > 0, obtenga un tercer
vector ¢ cuyas posiciones impares contengan los m primeros elementos de a en el
mismo orden que alli figuraban y las pares contengan los n primeros elementos de b
en el mismo orden que alli figuraban.

(La bandera holandesa, E. W. Dijkstra) Dado un vector que contiene bolas de colores
rojo, azul y blanco, disenar un algoritmo de coste lineal que coloque las bolas segin
la bandera holandesa: azul a la izquierda, blanca en el centro y roja a la derecha.

(La bandera aragonesa, (Pena (2005))) Dado un vector de bolas amarillas y rojas,
diseniar algoritmos de coste lineal que resuelvan los siguientes problemas:
a) Separar las bolas de forma que primero coloque las rojas y luego las amarillas.
b) Colocar las bolas para formar la bandera aragonesa: en las posiciones impares

una roja y en las pares una amarilla. Las bolas restantes al final.

Disenar un algoritmo que determine si una matriz M de dimensién n X n es o0 no
simétrica con respecto a la diagonal principal.

Facultad de Informéatica - UCM



48 CAPITULO 3. Diseno de algoritmos iterativos

32. Disenar un algoritmo que dada una matriz M de dimensiéon n xn calcule su traspuesta
M?.

33. Disefiar un algoritmo que dada una matriz M de dimensiéon n x n determine si es
una matriz triangular inferior, es decir, si todos los elementos bajo la diagonal princi-
pal son nulos. (https://www.aceptaelreto.com/problem/statement.php?id=
160scat=14).

34. Dada una matriz M de dimensién m x n de ntiimeros enteros o reales, disenar algo-
ritmos que resuelvan los siguientes problemas:

a) Encontrar el menor elemento de la matriz.

b) Devolver en un vector de tamano m los minimos de cada fila de la matriz, es
decir en la posicion i del vector (0 < ¢ < m) debe guardarse el menor elemento
de la fila 7 de la matriz.

¢) Devolver un vector de tamano m + 1 que en la posicion ¢ (0 < i < m) guarde la
suma de los minimos de las filas i hasta m — 1 (incluidas) de la matriz

35. Diseniar un algoritmo que dada una matriz M de dimensién m X n de nimeros enteros
o reales, sume los elementos de las posiciones pares, siendo estas aquellas en las que
la suma de la fila y la columna sea un niimero par.

36. Otros problemas sobre vectores y matrices:

a) Busqueda de un valor en un vector:
https://www.aceptaelreto.com/problem/statement ..php?id=168&cat=13
b) Matriz identidad:
https://www.aceptaelreto.com/problem/statement.php?id=151&cat=14
¢) Analisis de un tablero de sudoku:
https://www.aceptaelreto.com/problem/statement .php?id=196&cat=14
d) Cuadrados mégicos:

https://www.aceptaelreto.com/problem/statement .php?id=101&cat=14.
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