Tema 3 — Analisis de Sistemas
LTI en el dominio transformado
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Introduccion

* http://video.google.es/videoplay?
docid=6726953938324261715
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Filtros Ideales

Filtros Paso Bajo (Low Pass Filters)

_ < O<w.<m . . '0)
H, (e'")= o} = —T<W<T < > h, [n]=—sinc| —n
g 0 resto T T

Filtros Paso Alto (High Pass Filters)

O<ow, <m

H, (e")=1-H,(e"") «———— hy[n]=o[n]-h,[n]

Son filtros no causales y con respuesta impulsional infinita.
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Filtros realizables

gaky[n -k]= ﬁbkx[n—k]

Y(2) 2'”
Hz)= X (z) ﬁa ;K

N-k
E,ak
=0

Ejemplo: (1-27)

bZMk bZMk
2 NME

N M
> 2 a,z"Y(z) = 2 bz “X(z)
=0 =0

M

(1-zz"

(1- pkz_l)

_ a
Z akZN k 0
=0 k=0

H(z)=

\7rn1 A1 < 5 \Ir
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L+1z0A+327")

1-2z71427°
5,1, 3,2
1+5z2 +3z2
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Filtros definidos por ecuaciones en
diferencias de coeficientes constantes

Una ecuacion en diferencias no define de forma unica la respuesta al impulso
del sistema. Por ejemplo,

N M N

ZakY[n—k]= Zbkx[n—k] > Zakh[n—k]= ?bké[n—k]

N

sea h'[n]= Akpk donde E P =0,A €R,p, = p,, entonces

=
L N

I? Zakh'[n-k]=o y N ak(h[n—k]+h'[n—k])=ibké[n—k]

Es decir. hav N coeficient
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Respuesta al impulso de un
sistema racional

Expansion en fracciones parciales

M
2 —k - Ak &Y il
H(z) = —— ZBZ Zl_pz_k —>h[n]=23k(5[n—k]+ZAkp£u[n]
akz k k=0 - = _ y
" FIR IR
soOlo si M>N Polos en Polos
el origen fuera del
origen

Ejemplo: h[n]=a"(u[n]-uln-M —1]) P, _%)0, 0(M +1)

P 2
J M
. ae M+1

M 1 a (M+1)
H(Z) = Eanz_n = 1 g% aeJM+l
n=0 (
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Respuesta de un sistema racional

Y(z) = H(2) X (2) T f\g; g ((3

El sistema esta No se producen
Inicialmente en  cancelaciones

reposo. polo-cero. Polos del Polos de la
\S|stema ) \entrada y
Y Y
Respuesta Respuesta
natural forzada

yln]= Akpku[n]-l_ qu}fu[n]
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Respuesta transitoria y régimen
permanente

1
Ejemplo: yln]=0.5y[n-1]+ x[n] H(z) = =
( ) 1—0.52_1 L
x[n]=10cos|Z n|u[n] X(2)=10 J2
* (2) 1-+/2z7" + 272

1--Lz _ 1
Y(Z)=H(Z)X(z)=101 11 J2 6.3 11.894-13.015z
2

= +
7z 1_\/52'1+z_2 1—%2_1 1—\/52_1+Z_2
yln]=-1.907(0.5)"u[n]+13.56 cos(£ n —28.7°)u[n]

o

o |

Amplitud

T 7] | 53000 A0S0 R0RRERES) ] EE
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Estabilidad vy causalidad
ki‘h[n]‘<oo

i\h[n]\ - i‘h[n]z‘”

|

h[n] es estable si la ROC de H(z)
incluye al circulo unidad.

; Im{z}
g e{z}

N /
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Estabilidad

Ejemplo: yln]l-yln-1] = x[n]

La sefal de entrada esta acotada
3B, : Vn|x[n] < B,

Pero la salida, no
-3B, :Vn|y[n] < B,

x[n] =u[n] >
Ho)=— []>1
1
Y(z)=H(2)X(2) = W
4
yln] = (n+1)u[n] >
CLAS
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Estabilidad y Causalidad

 Im{z}
Ejemplo: ylnl-(a+b)yln-1]+abyln-2]= x[n] ‘z‘

-1
H(z) = { L . a<l<b ﬁx , Retz)

[1-azt||1-bz| ﬂ b

Im{z}  Im{z}  Im{z}
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Cancelaciones polo-cero

Ejemplo: ylnl=3 yln-=1]+ y[n—-2] = x[n] - 5x[n -1]+ 6x[n - 2]

1-577'+627  1-5z7'+627  (1-3z71-227)

= 7 Tl o) ey -2
=£=1_£
1—%2‘1 1—%2‘1

Cancelacion polo-cero

h[n]=8[n]-2(1)" " uln -1]

El sistema es estable debido a la cancelacion polo-cero
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Test de estabilidad de Schur-Cohn

Notacién
Polinomio de orden m: A (z) = 2 a™z™ al™ =1
Polinomio inverso o reciproco: A (z)=z"A (z7') = Z a™ z™"
=0
Test 1. A, (z) = A(z)
B(z 2.m=N
H(z) = = 4. mientrasm = 0
A(z) ' ~ A(z) tiene todas sus raices
4.1. Calcular A, (z) dentro del circulo unidad si
42. K =a™ y sOlo si
| Atz I A_(7) A | 1
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Test de estabilidad de Schur-Cohn

1
Ejemplo: H(z) =
jemp (2) -7, -1,
-1 )
A(z)=1-1z" -1z
A(z)=-L1-Z7" 477
K,=a¥=-1
2
Az(z)_Kz;Ziz(Z) -1
z) = =1-<z
141( ) 1—K22 2
A(z)=-2+z2"
K, =a"=-2 K [>1 El sistema no es estable
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~ Estabilidad de un sistema de
[ 2° orden

bo = _(p1 +p2)

-1
1+aqz7 +a,z

H(z)=

-2

a, = p,p,

Estabilidad |K,|<1

K, =a,
a
— 1
K, = "
+d,
. 2
Polos complejos a, —

Polos reales dobles a; —
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Invertibilidad

S| n] | hln] | hnl*h[n]=6[n]
Ol | g g | A=
H(e’”)H . (e'”) =1
H(z)H,(z)=1
(1-zz" (1-pz”
H(z) = by %0 H.(z) = Zo k=0
D TTa-pez™ o1la-z=z"

Es decir, los polos de un sistema son los ceros de su sistema inverso, y
los ceros de un sistema son los polos de su inverso. La ROC del
sistema inverso debe solaparse con la del sistema H(z)
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Invertibilidad

7

-1
Ejemplo:  H(z) = 1-bz™ b,a<1

_ _
e . f'%/ Re{z}
hin] = a"u[n]-ba""u[n-1]
Im{z}
‘z‘ =1

/ Re{z}
7
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Respuesta en frecuencia de un
sistema LTI

x\n| y{n] = h[n]# x[n]

— H(ef‘”) B
vle| - Hle®|xler)  [vle]=[Hlerfxle”]|

LY(ej“’) = LH(ej”) + LX(ej‘”)

Ejemplo: H(e’”)=e '™ (H(e’”)=-wn, — h[n]l=06[n-n,]

LH(ej‘”)T—q)O —wn, —— y[n] = Iy s[n - n,]cos(w,(n-n,) - ¢,)
x[n] = s[n]cos wyn donde n, =T(w)‘a)=a)0
} _— K — + Retardo de grupo
/ H(pI*\ [

] d [ ]
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Efectos del retardo de grupo

Ejemplo:

L iaom
Radian frequency fs)
(L]

Entrada
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Group Delay

R'-d! m frequency (=)
(&)

Fregquency Response Magnitude

Magnitude (dB)
| i
£

127 14w léw IKw

1
0fw OGEmw w
Radian lreguency (w)

(b}

[] D2w Db

Ciroup delay (samples)
= 2 B B B
O =TT T
]

o 5 -
=} -
.‘ i
n

s I L L ]

=

Ostput Sigaal y [nr

] 30 100

Figura 5.3  Output signal for Example 5.1.

Sistema Salida
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Efectos del retardo de grupo

Dispersion at Work
IMpur £ ulse

-

L] I J

JISpErsve redm

A transmitted pulse broadens, as shown here, because
the different wavelengths travel at different speeds.

light
strength

sl

Cutput pulse

t
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de amplitud

M . .

Zbke"“’k . []a-ze7)
H(ejw)= =0 _ Y0 k=0

N

<

gake*‘“" DTTa-pe™)
=0 1

M . * .
. 1-z,e’)1-2zce’”
H(e™) =HEH () =| > | 5 ' .
’ (1- pe™)A- pe’
11

Ganancia del filtro en dBs
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de fase

Valor principal

LHE™) = 2|2 24(1 2,71 - 24(1 p.ei) = ARG{H(eW)}+2m(w)
donde R
i .
] _]Cl) = £ ™
T < ARG{H (e’ w)} = arctan ———~= H,(e ) \’\/\/
H (ef“’) e
r(w)EN  Sin restriccion oy O
. . | \/\'\._/ v/l
arg H(e’”) = ARG|H (e'”)| + 2ar(w) NV = 7

(L]
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Retardo de grupo ¥

M N

grd{H(eJW)} = 2 j—warg{l— zke‘fa’} - 2 diarg{l— pke'ja’} _ Iw?
= ~

0y

R ‘zkf —Re{zke‘j‘”} < ‘pk‘z —Re{pke‘j‘”}
) Z 1+]z,|" - 2Re{zke’j‘“} S1+|p,| - 2Re{pke'j‘”}

Propiedades

grd|{H(e’)| = —%arg{H(ej“’)} _ —%ARG{H(eJ”’)} _ —%LH(e””)

salvo en las discontinuidades
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

* Applet:

* http://www.eas.asu.edu/~dsp/grad/anand/|
ava/FregResp/FregResp.html

* http://www.thole.org/manfred/polezero/en
idx.html
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e'”)=1-ze " =1-re’e™”
z,=0.9
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e'")=1-z,e'" =1-re’’e™’”

2 ' rsin(w -6 - r-—rcos(w-6
‘H(e”")‘ =1+r*-2rcos(w-6) ARG{H(eJ )} = arctan ( ) grd{H(el )} = .( > )
—rcos(w-0) ‘H(ejw)‘
“r=09 “Ir=09 =r=0.9
0=0 0=0 160=0
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

Z-12, _‘Z_Zo‘

H(z)=1-re!’z7" = Jo —‘H(z) 2ot ‘ J"’—ZO‘
z 7|
$ Im{z} | t |l r=0.9
Z Amplitud
z-\z, —
Z; . ' | — x|
0=0 |
TORIA

S TE%NICAS ONLINE
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(z)="— » LH(z)=£L(z-2,)- 2Lz —— LH(e'")=/4(e’" -2))-w

Fase

15

Im{z} 1

05F

— 0
— pid

— piz ]
— Jpid — (:) !E)
— r =Vu.

15 . ‘ ‘ ‘ ‘ — 04
4 3 2 e 0 1 — 075
Frecuencia I — 05 ]

— 025

— 01
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

Para |z,| =1 hay una discontinuidad |
en la fase i
' Im{z}
£(z—/z,) °
............ - Re{z} 1
| — 3
B T e A
...... — - -
| ////’ s
\ //// 1
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

1 1

_ja) =

H(e’”) = .
(e™) 1-relle™i®
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

. 1 1
H(ejw) = _ja) = j@ —-jw
1-z.e 1-re’’e
L 1 .
HE =1
14r°=2rcos(w-0) o
G{H(ej“’ )} - _arctan 3@ =9) :
1-rcos(w-0) ,
2 0 . , . . . . .
. r<—-r COS(CU _ 6) 4 3 2 e FrmﬂE ““““ 1 2 3 4
grd{H(eJ )} = = ] 2 15 . . e . . Retardo da grupo
H(e™) 1

Los valores obtenidos son
los oniliestons a los ohtenidas
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Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden

1 1

H(e!”) =

[1-ze/”|[1-zje | 1-2rcosGe™ +rie />
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Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden [IR

. 1 1

HE™) = — 2 ._

14r°=2rcos(w—-0) \ 1+r° —2r cos(w + 0) .

G{H(ej‘”)}=—arctan rsin(w - 0) — arctan rsin(w+6)
1-rcos(w-0) 1-rcos(w + 6)
" r* —rcos(w -0 r’ —rcos(w+6 T me—
gra{H (e} - - TT0=0) L o reos0 20) - Je—

1+4r°=2rcos(w—-60) 1+r°-2rcos(w+80)

Radians

Los valores obtenidos son B} | _
los opuestos a los obtenidos | SR |

(L]

con dos ceros. P .

sk )
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Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden

2
-
i) ‘Z—ZOHZ—ZO
t ’ |
e
z, z
5 Re{z}
z,
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Respuesta en frecuencia de un

sistema racione

Ejemplo: H(z) =

(1-0.683z7)(1-1.4461z"" +0.795727%)

2
1.5
1
&
05 Unit circ le e -—j-..,_ ]
"y .
0 a)/ x

-0.5

-1

-1.5

-2

0.05634(1+2z7")(1-1.0166z" +z7%) ®

= ﬂ 3w

Radian frequency ()

-4 | 1
™

Radian frequency (o)
{b)
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Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED

En general, no hay ninguna relacion entre magnitud y fase para un sistema LTI.
Sin embargo, si el sistema esta definido por una ED, una vez especificada una
de ellas, la otra queda determinada dentro de un numero reducido de opciones.

2
joN|© _ _
‘H(e )‘ - z=el® C(Z)‘z=ej‘” [1]
M M 1 «
(1-2z27") N b 2 U(l—zkz 1-2,2)
by, +4 ‘ C(z)=|- =0
H(z) =2+ - N
D TTa-p,z" A ['(1— pz )1~ p,2)
11 Py )
K =
M > o1 Si uno esta dentro del circulo
'—[(1_ 2'7) Polos  p,, (Pk unidad, el otro debe estar
.+, .. by 1 : . [ )1 fuera. Los polos de un
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Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED
Ejemplo:  C(z) =

(1-zHY1+2z H1-2)(1+22)
(1-0.8¢’*z7)(1-0.8¢7z™)(1-0.8¢’*2)(1- 0.8¢ /% 2)
20-zH)(A+1z7)20-2)(1+12)
) (1-0.8¢’z7)(1-0.8¢77z™")(1-0.8¢’*2)(1- 0.8¢ /7 2)
 Im{z}

C(z) ,Im{z}
/ Re{z}
o
\

H,(z) ,Im{z}
Ak

5 Re{z}
N
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Sistemas paso-todo

Ejemplo:
 Im{z}

—d
Hap(z)_ > z,=—= p =4a

1-az a
f \O Reiz}
]/
(&

—Jo * *Jo —joN*
H (ej‘”)=e a =e‘j"“1 ae =e‘j‘“(1 ae’?)
ap -jo -jw —-jw
1-ae 1-ae 1-ae
]a)
lrr /,,J'w\|‘ —jw (l_ae ) | - 1w|‘ 1-ae 1
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Sistemas paso-todo

Sistema paso todo de respuesta real

H,,(z) = A]J  EAEEA ‘Ckl a, ER,c, EC
l-a,z 441-¢c 2z 1-¢ 2
2M_+ M, polosy ceros Zz, =i p,=a, Z, =é,i p. =Ck,CZ
H,p (") =
Im{z} LH,,(e") = MZ — - 2arctan l—rkrji:cfsz; ?kﬁ)k)

r,sin(w -0, )

KN@ Re{z}

VA TN

y — 2w — 2 arctan
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Sistemas paso-todo

B o T ]
I L
1
|
‘ | |
2 0
_1 —_
1
2 I I L
0 ” r iw 2ar
-2 | . 1 S J ] -
L " - I = - Radian frequency (a)
3 3
Radian frequency (=) = (a)

Radians

T ]

Ralinns

0 -
i
| i! 15
15 ,lI
. h g
2 1! g1
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Sistemas paso-todo

M 2 M
4 1-r

N\

e g N
> () >0

Sistema causal y estable =>|r,| <1

Mr MC *

H_(e'°) =A]
ap( ) k=1 ]_—Clk =1 1_Ck l_Ck

j0
=A=/H_ (e")=0

arg{Hap(ej‘”)} = arg{Hap(ejo) —}grd H e”)}dqj

>0

- : 1-r’ 1-r’
grdHap(eJ‘”)=Z e +Z St
= ‘l—rkef ‘e J‘”‘ =1 ‘l—rke’ “e J“" ‘l—rke e "”‘

<0
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Sistemas paso-todo

,Im{z}

5 5
/k\@ Z, c=2€ H>u€
Re{z} 1 _ 4,057 4,707
—> pr=_§ pC—Se ’Se
X
| %

Retardo de grupo Fase Valor principal de la fase

T

— Polo real
—— Polos complejos
—— Total

— Polo real
— Polos complejos
12 - —— Total

— Polo real
—— Polos complejos
—— Total

=
& IS ra =
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Sistemas de fase minima

Un sistema es de fase minima si todos sus polos y ceros estan en el interior
del circulo unidad.

Descomposicion de un sistema LTI causal y estable
H(Z) = Hmin (Z)Hap (Z)

Supongamos que H(z) tiene un cero fuera del circulo unidad en Z = Ci ; C‘ <1
-1 *
-1 * -1 Z - C
H(z)=H(z)(z" -c)=H,(z2)A-cz" ) —=
1-cz
I { } 0 - ~ / \ v J
mi{z
m{z} Imz} H,..(z) H,,(2)
© O
Re{7} O Daf 2\ X N o]
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Sistemas de fase minima

-z, Y1-22")=2,2,(z" =2, )z = 2]")

Ejemplo:
(1— ieJSTﬂz‘l)(l— ﬂ(z‘l -~ 23‘157”)(2-1 _ ;ef%”)
H(z) = — = —5
9277 ‘1)( 2 0% -1) -1 2 =i |,-1 2 15—”)
=4(1_3€ z M-zetz | |z —5e "z —5e "]
1,1 _j5t ST
3 1—%6“21)(1—%e“zl)
Im{z} IIH{Z} III]{Z}
o O
Re{z} O Dol O
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

ES
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena9 9 ONLINE PRIVATE I:_F§SONS IZC4)F%OSCIENCE STUDENTS

WWW. cartf%genagg .com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al
Articulo 17.1 de la' Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Sila mformaClon contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.



Sistemas de fase minima

Compensacion de la respuesta frecuencial

Al e 2 foy |24,

Caso Particular: H,(e’"") es de fase minima, causal y estable

Se puede disefiar un sistema causal y estable tal que x.[n]= x[n]

Caso General:

Se puede compensar la amplitud pero no la fase.

H,(e")=H,,,(e"")H, (") — H (') =H,,, (")
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Sistemas de fase minima

Ejemplo:

H,(z)=(1- %ej%”z'l)(l— %e_j%”z'l)(l— %ej%”z'l)(l— %e'j%”z'l)

, Im{z}

7l Reta
Ao/

H,(z) = (1—%61%%'1)(1—%6_]%”2‘1 Bz —de )(Z _ieJ%ﬂ]

7

(Z—l oI5 Nz -1

S

AeS

4

)

7 N\

H,(2)=2(1-2ez1-2e 5z ) 1-2e" 2 )1- 27527 —
(1— 57

—4p

4
Jj57

7

)

>
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Sistemas de fase minima

25

EJempIO: 20k — Hmin

— Hd

— Hap ]

— Hd

— Hap

Amplitud (dB)
[}

2L — Hmin ||

Fase

1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2
Frecuencia

Frecuencia

— Hd
—— Hmin
— Hap ||

il VA
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Propiedades de los sistemas de

fase minima
Fase (phase-lag) minima

H(z)=H,,(2)H,(2)

— Hd
—— Hmin

| arg{H (z)} = arg(H,,;,(2)} + argiH ,, (z)}

4
2

ol

2| - <0
4

6

8

phase —lag{H (z)}=—-arg{H (z)}

ol | Luego,
T phase —lag{H . (z)} < phase —lag{H (z)}

Hay gue tener cuidado con que H i, (ejo) = 2 h[n]>0 porque
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Propiedades de los sistemas de
fase minima

Retardo de grupo minimo

— Hd

H(z)=H,,(2)H,(2)

10} — grd{H(Z)}= grd{Hmin(z)}-l_grd{Hap(Z)}
>0

Luego, grd{H _, (z)}< grd{H(z)}
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Propiedades de los sistemas de

fase minima

NE 0 it 5 47,1y (1 = 5 o147 5]
H,(z)=(Q1-3e" z" )(1—Ee z7HY(1-2e""z7)1-2e7"27)
Retardo de enercua m|n|mo
. i joy| _ jo
Ejemplo: ‘H(e )‘ = ‘Hmm (e )‘
s 1 g T s T s 1 o e
o ; : e FACH ol ; : ol Jo
S S U Y S A O =Y IOV SO U = NP T W
E _1 CI H‘Q_i_ _E _1 H‘Q_i_ _E 1 D “-b__i_ E 1 “-Cl__i
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
Real Part Real Part Real Part Real Part
5 5 5 5
4 35 4 3.39 4 339 4 35
= 3 258 25 < 3 2 )1o = 3 ) 289 < 3 o el 258
2 1 o7 | E 2 15 29 156 | £ 2 .
SRR
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Propiedades de los sistemas de
fase minima

Retardo de energia minimo

S = Shalnl’  pero KT = 3 hy, K]

n=-0 Nn=-00 k=—0 k=—0
H . Energia acumulada
Ejemplo: 10 - .
— ha
L — hb [}
35 — he
— hd
30F
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal

([Hee)-
LH(")=-wa |o|<xm
H(e’?)=e'" ‘a)‘ <7 —> < grd{H(’")}=«a
hin]=sinc(n-a) a&R
kh[n]=(5[n—05] ac’/z

En general, un sistema de fase lineal es tal que H(e’”) = ‘H(ej“’)‘e'j“’“ .

h[n] es simétrica respecto a @ si 2a es un entero, es decir, h[2a —n] = h[n]
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Ejemplo:
jow e ‘Cl)‘ < wC W, - )
H(e’”) = < > h[n]==—sinc—=(n-a)
0 w = ‘a)‘ <7

01-
0.08F

0.06

Amplitud
Amplitud

NE
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada

H(e')=|H(e'")e" . H(e’”) = A(e’)e /P : A(e’”)ER
Fase lineal Fase lineal generalizada (GLP)
Ejemplo: H,(e’”) e o<,
; e’") = . .
' 0 w, s‘a)‘<n ‘H(ej )‘=‘A(ej )‘

. LH(e") = -wo + LA(e’”
H. (e = 1 sin(¥ @) — (e™)=p ‘w‘iﬂ)
’ M +1 sin(éa))
. ' rd{H(e’*)} =«
H.,(e’”) =£ Lol « 7 ’ ( )
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Si Vow: E h[n]sin(w(n-a)+ ) =0 , entonces el sistema es GLP

PE{0,m},200E€Z, h[2a —n] = h[n] | entonces el sistema es GLP y
A(e’) es par
Si BE{S,F},2a€Z, h[2a —n] = -h[n] | entonces el sistema es GLP y

A(e’) es impar

Un sistema de fase 0 tiene todos sus polos y ceros en pares reciprocos conjugados.

Un sistema de fase lineal generalizada es un sistema de fase cero con polos o ceros
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada causales

Si Vw: E h[n]sin(w(n-a)+ B) =0 , entonces el sistema es GLP
n=0

. hiM -n] Osn=<=M
Si h[n] es FIR, causal y h[n] = , entonces
0 resto

el sistema es GLP y A(e’) es real y par. H(e’”) = A(efw)e-fwzé’

. —hM -n] O0=n=<M
Si h[n] es FIR, causal yh[n] = , entonces
0 resto

PR 1) RN c ims —j(@¥ %)
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo |

hIM -n] O=sn<M

h[n] = _
0 resto M =2m
M _1( )
H(e’) =Y hlnle”™ = h[2]e”"* + ¥ (h[nle ™" + ([M — nle~ /™"
oM = i M . oM . M_l
= He ™ 4 S bl e e | hi e S 2binlcos] (- )
n=0 n=0

* .
U R[]+ 2 2h[Y% —Kk]cos|wk) | = A(e’)e™*
=0

M

H(z) = %‘ hlnlz™" = {‘ hIM —nlz™" =Y hlklz"*™ =z H(z™)
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Sistemas de fase lineal FIR de tlpo |

FIR T|p0 |
15

Centro de simetria
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

hIM -n] O=sn<M

h[n] = M=2m+1 %
0 resto

H(e'”)=e'"? 22/1[ — k]cos|w(k - 1))

FIR TIpD Il

T T MT |

Magnitude (dB)

| | |
0.1 02 03 04 05 06 07 08 089 1
MNormalized Frequency (xz rad/sample)

Imaginary Part

Phase (degrees)

. s
o ] 0 03 04 05 06 07 08 05 1
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

—h[M -n] O=sn=M

h[n] = M =2m =z
0 resto —~

Ky
H(e'”) = je ™" 2 2h[2L — k]sin( wk)
=0

FIR Tipo lll
T

iCentro de simetria 1r

1] HT

051

Magnitude (dB)

i i i I i I
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo IV

—h[M -n] O=sn=M

h[n] = M=2m+1 %
0 resto -

H(e') = je’ 2211[ — k]sin(w(k - 1)) L?,P

FIR Tipa IV
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Descomposicion de un sistema FIR

H(z)=k H_._(2) Ha.rc(z) Hmax( Z) H_(z)=H_. (Z—l)Z—Mi
AW M, es el nimero de
i} T / \ | cerosde H_, (z)
5 = b
é e S =) S N ES—— -
g w i | -J
05} 3 o ‘Hmax (efa’)‘ - ‘Hmin (e J‘”)‘ -
1 @ = |H,,;, (e™)
-1.I5 ; -U.IS [I] U.IS ; h[O]
Real Part k = T
CLASE

2 i ; 45447
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Descomposicion de un sistema FIR

Ejemplo:
h[n]=0.756[n]+1.16[n-1]-0.36[n-2]+0.36[n-3]-0.96[n -4]-0.76[n - 5]
+0[n-6]
+0.756[n-7]+1.16[n-8]-0.30[n-9]+ 0.36[n-10]-0.96[n-11]-0.76[n -12]
H_ (2)=[1+0.54122"") [1-0.9242¢%'27"| [1-0.9242¢7'7 |
h . [n]=06[n]+0.75748[n-1]+0.97115[n - 2]+ 0.46226[n - 3]

min

H,..(z) =0.9242%0.5412)|1+1.847927"|(1-1.0821e% 7| (1-1.0821e /'~

[n] =0.46226[n]+0.97116[n-1]+0.75746[n - 2]+ 6[n - 3]

rnax

0. 1852 -j0.1852 -1 j0.8512 -1 -j0.8512 -1 j2.8118 _ -1 -j2.8118 -1
Hn,.,n(z)=(1+ef )(1+e J A J J J J
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Descomposicion de un sistema FIR

T
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Resumen

* Filtros definidos por un sistema racional
* Propiedades (estabilidad, causalidad, invertibilidad)

* Retardo de grupo
* Respuestas tipo: 1 cero, 1 polo, 2 polos
* Relacion magnitud-fase
* Sistemas paso-todo
* Sistemas de fase minima
* Sistemas de fase lineal generalizada

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
Cartagena9 y

ONLINE PRIVATE LE SSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHAT SA P:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al
Articulo 17.1 de la' Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Sila mformaClon contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.



Tema 3 — Analisis de Sistemas
LTI en el dominio transformado

Oppenheim Il (Cap. 5), Proakis (Cap. 4)

Probl Opp: 5.1, 5.6, 5.28, 5.29, 5.30, 5.33, 5.71
Probl Pro: 4.83*, 4.84, 4.92, 4.93

rtagend
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Introduccion

* http://video.google.es/videoplay?
docid=6726953938324261715
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Filtros ideales
Filtros Paso Bajo (Low Pass Filters)

b 1

. 1 < O<w,<m w. . D)
H, ()= |a)| P _grcw<m — s h [n]=—<sinc| —<n
i 0 resto TT

Filtros Paso Alto (High Pass Filters)

O<w, <m

H, (e*)=1-H,(e’") +—— hy,[n]=6[n]-h,[n]

Son filtros no causales y con respuesta impulsional infinita.
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Filtros realizables

N M N M

Zak}’[n ~k]= Zbkx[n -kl —>Zakz_kY(Z) _ Zbkz_kx(z)

< k < M-k < M-k M 1
bz bz bz 1-2,2°
R CID LD D L |
(Z)_X(z)_N M X ~ - o,
Zakz"‘ ZakzN‘k Zakz’v'k 0 H(l—pkz‘l)
=0 =0 =0 =
Ejemplo: (1-z7")? 1-2z7" 427

H(z) = =

- A+1izHa+2z™) - 1+5z7" 4327

AR  y[n]+ 5 yln-1]+3 yln-2]=x[n]-2x{n-1]+ x[n - 2]
yln]=x[n]-2x{n-1]+ x[n-2]-3 y[n-1]-3 y[n-2]

Ejercicio: Implementar este filtro y compararlo con la salida de la funcion filter de
MATLAB
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Filtros definidos por ecuaciones en
diferencias de coeficientes constantes

Una ecuacion en diferencias no define de forma Unica la respuesta al impulso
del sistema. Por ejemplo,

2(1;()’[11 -k]= ébkx[n -k] ——— 2akh[n -k]= ibka[n —k]

N N
sea h'[n]= EAkp}f donde Eampk_m =0,A, €R, p, = p;, entonces
=1 m=0

I‘;ﬁ ;akh'[n—k]=0 y ;ak(h[n—khh'[n—k]):;bka[n_k]

Es decir, hay N coeficientes indeterminados 4, , que pueden ser fijados por medio

de condiciones iniciales y[-1l, y[-2],..., Y[-N1 si es causal 6 y[1l, y[2],...,y[N]
si es anticausal.

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Pag 37, Opp Il. Ejercicio: Comprobar que la suma justo a la derecha es
efectivamente 0.

Probl Opp: 5.2, 5.7
Probl Pro: 4.45, 4.46, 4.91
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Respuesta al impulso de un
sistema racional

Expansion en fracciones parciales

M

-k
bkz M-N N Ak M-N N
H(z) =5 - ZBkz‘k +Z—k —>hin] = EBké[n_anAkpzu[n]
—k = =< 1-pz” =0 =1
akz - ~ AN ~ vl
- FIR IR
so6lo si M=N Polos en Polos
- el origen fuera del
origen

Ejemplo: h[n]=a"(u[n]-u[n-M -1])

M 1_aM+IZ—(M+1) -

- j2m 27
H(z) = Zanz " _ 7, = g e gelth
= l-az

{3

Bibliografia: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

Probl Opp: 5.3*, 5.4
Probl Pro: 4.47, 4.48
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Respuesta de un sistema racional

e EDED

El sistema esta  No se producen

inicialmente en  cancelaciones

reposo. polo-cero. Polos del Polos de la
\Sistema \entrzi;:la )

Respuesta Respuesta
natural forzada

yln]= Z A, pyuln]+ 2 Q.qiuln]

Respuesta Régimen
transitoria ~ permanente

Bibliografia: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

No todas las X se pueden expresar como un cociente. Pero supongamos que
ésta si. Si el sistema no estuviese inicialmente en reposo deberia usarse la TZ
unilateral.
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Respuesta transitoria y regimen

permanente
Ejemplo: y[n]=0.5y[n-1]+ x[n] H(z) = . 0152_1
x[n]=10 cos(% n)u[n] X(2) = 1()L_1
@ 1-2z7" 4272
1 1- 4z 6.3  11.894-13.015z"

Y(z)=H(z)X(2) =10 = +
1-2z11-2z 4277 1-1z" 1-2z70 4272

yln]=-1.907(0.5)"u[n] +13.56 cos(Z n - 28.7° )u[n]

Bibliografia: Proakis 3.6, 4.4
Aqui se ve muy bien la respuesta transitoria y la permanente.

Probl Opp: 5.34
Probl Pro: 4.29 (*** AQUI ME QUEDO), 4.31, 4.43
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Estabilidad vy causalidad
kilh[nﬂ <o

k20|h[n]| - kZJh[n]Z"

|

h[n] es estable si la ROC de H(z)
incluye al circulo unidad.

N—

gt <%

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Para que un filtro definido por una ED sea causal y estable tiene que ser que
todos los polos estén dentro del circulo unidad. Si no fuese causal por ejemplo,
h[n]=a*delta[n+1]+delta[n] (H(z)=az+1), entonces tendria un polo en el infinito.

Probl Opp: 5.5% 5.8, 5.9% 5.10, 5.11
Probl Pro: 4.99, 4.104

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Lara Benito Concepción


Lara Benito Concepción



Estabilidad

Ejemplo: yln]l-yln-1] = x[n]

x[n]=uln] » La sefal de entrada esta acotada
3B, :Vn|x[n] < B,
Hz)=— |>1
1
Y(2)=H(z2)X(z)= ne
1-27)

ylnl=(n+Duln] —+ Pperolasalida, no

—-EIBy :Vn |y[n]| <B,

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

(e

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLIN
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Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera€yir:



Estabilidad y Causalidad

Im{z}

Ejemplo: ylnl-(a+b)yln-1]+aby[n-2]= x[n] A\\M _1
1
H(z)= =) ) a<l<b 24 % Re{z}
(1 -az )(1— bz )
El sistema no es ni El sistema es causal El sistema es estable
causal ni estable pero no estable pero no causal

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Pro: 4.88
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Cancelaciones polo-cero

Ejemplo:  y[nl=3 yln=1]+ y[n-2] = x[n]-5x[n-1] + 6x{n - 2]
1-52"+627  1-52"+627  [1-327"J1-277]

SRS eI v (R v R vl TR
_1-327 347
_1—%[1_ 1-1z7

Cancelacion polo-cero

h[n]=8[n]-3(2)" " uln-1]

El sistema es estable debido a la cancelacién polo-cero
pero en una implementacion real no tienen por qué
cancelarse exactamente.

Bibliografia: Proakis 3.6
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Test de estabilidad de Schur-Cohn

Notacién

m
Polinomio de orden m: A, (z) = 2 a™z ™ a™ =1
0

~ m
Polinomio inverso o reciproco: A (z)=z"A (z7) = 2 a™z™*
=0

Test 1. Ay (2) = A(z)
H(Z)— B(Z) 22m=N
A(z) 4. mientras m = (l A(z) tiene todas sus raices
4.1. Calcular A, (z) dentro del circulo unidad si
z)-K A, (z Vme{l,2,.,N}:|K |<1
[ ] 43 A, (2) - BOZLALD | YmE02, MK <
1-K:
e 44 m=m-1

Bibliografia: Proakis 3.6

Proakis pp 217
Ejercicio: Implementar este algoritmo
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Test de estabilidad de Schur-Cohn

1
Ejemplo: H(z) = i1,

A(2)=1-4z" -32"

A(z)=-1-27" 477

K,=a® =-1

_A@)-K)A(2) ., .

Ijl(Z)— 1—K22 =1-%z

A(z)=-Z+z"

K, =a"=-1 K,|>1 El sistema no es estable

Bibliografia: Proakis 3.6
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~, Estabilidad de un sistema de
‘ 2° orden

2,2,=0 a, =-(p, +p,)
H(z) = [q2 -
1+ a,z” Ty CI2 P, D, = —&+ 9 4a2 a=p,p,
Estabilidad |K;|<1

15\
K, =a, 1

q

05

1
1+a, o o

Polos complejos al -4a, <0 — =7

P
Polos reales dobles a; —4a, =0

. 2
Polos reales simples a; -4a, >0 ——— |

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Las condiciones de estabilidad que hemos dado definen una region en el plano
de coeficientes (a_1, a_2, ver figura) que tiene forma de triangulo. Es sistema es
estable si y solo si el punto (a_1, a_2) esté dentro de este triangulo, que se
conoce como triangulo de estabilidad.

Las caracteristicas del two-pole system dependen de la situaciéon de sus polos,
0, equivalentemente, de la situacién del punto (a_1,a_2) en el triAngulo de
estabilidad. Los polos pueden ser reales o complejos conjugados, dependiendo
del valor del discriminante A=al”2-4a_2. La parabola a_2=a_1"2/4 divide el
triangulo de estabilidad en dos regiones (ver figura). La regién por debajo de la
pardbola (a_172>4a_2) corresponde a polos reales distintos. Los puntos que
estan en la parabola (a_1"2=4a_2) proporcionan dos polos reales iguales. Por
ultimo, los punos por encima de la parabola resultan en polos complejos

~rAnininadnce
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Invertibilidad

| hlnl*h[n]=4[n]
Hi(e"”) ——
H(e’")H (') =1

H(z)H.(z)=1

1-2,2") Ta-p)
H(z)=b—°1;‘l— — Hi(z)=&]f_;4‘[—

Qo g(l—pkz‘l) by u(l—zkz‘l)

Es decir, los polos de un sistema son los ceros de su sistema inverso, y
los ceros de un sistema son los polos de su inverso. La ROC del
sistema inverso debe solaparse con la del sistema H(z)

h
O] pyfere) |

Un sistema LTI es estable y causal y tiene un sistema inverso estable y
causal sii todos los polos y ceros de H(z) estan dentro del circulo unidad

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Opp: 5.31, 5.32, 5.36, 5.59, 5.72, 5.73, 5.74, 5.75
Probl Pro: 4.90
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Invertibilidad

Im{z}

-1

Ejemplo: H(z)=1_bz : b,a<1
1-az”

h[n] = a”u[n] —ba"u[n-1]
—az™!
1-bz!
Im{z}

,

— N
h[n] =b"u[n]-ab™'u[n-1] h[n] = -b"u[-n-1]+ab"'u[-n - 2]

Hi(2) =

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Los dos pueden ser sistemas inversos porque los dos solapan con la ROC
original. El problema del segundo sistema inverso es que no es estable.
Ejercicio: comprobar que los dos son sistemas inversos.
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Respuesta en frecuencia de un

o]

— H(ej“’) —

Ejemplo: H(e'”) =

AH(ej“’)z—qu—a)nO —_— y[n] ]

sistema LTI

y[n] = h[n]* x[n]

view| - mle|xle”)  [rle|=[rle™|x(e*]

LY(ej’”) = LH(ej‘”) + LX(ej'”)

e—jwno AH(ejw) =-wn, —— h[n] = 5[“ - no]

H(e'™ )‘s[n -n,]cos(w,(n-n,) - ¢,)

x[n] = s[n]coswyn donde n, = T(w)‘w=w0

Retardo de grupo

7(w) = grd{H(ej‘”)} = —%arg{H(eﬂ” )}

aaaaaa

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

S[n] una sefal de banda estrecha. Arg(.) es la fase continua de H(e"jw). Cuanto
mas se aleje el retardo de grupo de una constante menos lineal es la fase del

filtro.

Probl Opp: 5.21, 5.22,

5.25,5.27, 5.47

Probl Pro: 4.41*, 4.42, 4.57, 4.59*, 4.89

Carta (e
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Efectos del retardo de grupo

Ejemplo:

Figure 5.3 Output signal for Example 5.1.

Entrada Sistema Salida

Bibliografia: Oppenheim 5.1, 5.3
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Efectos del retardo de grupo

Input culse

| Uiapersie medium

0

the different wavelengths travel at different speeds.

U l\ /A j Ik [
A transmitted pulse broadens, as shown here, because J R >
80 %
vy
/

light
strength

Dispersion at Work

Cutput pulse ﬂ ﬂl [ \ll
s R L IR

3 t !

éﬂ \\//_\'\ ‘/-‘.‘.

Applet: http://cnyack.homestead.com/files/afilt/afilt-phasegroup.htm

Bibliografia: Oppenheim 5.1, 5.3

El pulso se ensancha porque las diferentes frecuencias viajan a diferentes

velocidades.

arapena
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de amplitud

M
zb e/ H(I—Zke‘“”
H(e]ﬂ]

o
Z a.e ™ (10 H(l p.e _Jw

[ylzkﬂﬂa ze’)

[He™)| = He)H () = ( )
u(l p.e jw)(l pkejw)

Ganancia del filtro en dBs

2010g,|H (e')| =

2010g10 22010&0‘1 z,e7|- 22010g10‘1 pee|

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
Probl Pro: 4.54, 4.79, 4.87, 4.106, 4.107, 4.108

El k=0 es k=1.
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Respuesta en frecuencia de un

Respuesta de fase

LH('")=1 b

donde

sistema racional

Valor principal

+ ﬁ L(1-z.e77") - ﬁ L(1-pe”)= A%?G{H(ej‘”)} + 27 ()

i

) jo 2 4 -
T < ARG{H(e’“’)} = arctanLe,) =7 \’\/\/
H,(e™)

r(@)EN  Sin restriccion

[
arg H (") = ARG|H(e")] + 2r(@) AN

donde

r(w)EN Es tal que arg H(e’”) es continua % .

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

rtagend
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Retardo de grupo

grd{H(ej“')} = i%arg{l— zke'j‘“} —i%arg{l— pke‘j‘"} = I“?
=0 =0

M |zk|2 —Re[zke‘j’”} S | P —Re{pke'j‘”}

B ; 1+|z,| - 2Re{zke'j‘”} Z) 1+|p,[ —2Re[pke’j’”J

|2

Propiedades

grd{H(e™)| = —%arg{H(ej‘“)} _ —j—wARG[H(ej“’)} _ —C%)AH(ej‘”)

salvo en las discontinuidades

arg{H(ej“’)} - arg{H(ejo)} = —}grd{H(e”’ )}d¢

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: calculo de esta derivada
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

* Applet:

* http://www.eas.asu.edu/~dsp/grad/anand/
ava/FregResp/FreqResp.html

* http://www.thole.org/manfred/polezero/en_
idx.html
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Respuesta en frecuencia de un

sistema con un solo cero

H(e’”)=1-z7" =1-ree™
z,=0.9

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: Repetir estas graficas

rtagend
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e)=1-z,e7" =1-re/’e’
rsin(w - 6)

‘H(e’“)‘2 =1+r’-2rcos(w-6) ARG{H(ej‘”)} = arctan

“lr=09

N T S | I R R T R T B

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.61*

1-rcos(w-0)

NSNS F =09

grd{H(e’“’)} =

2

r’ —rcos(w-6)

|H(e™)

artapend
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

22| )

‘z‘:l

jo
e’ - zo‘

—— |H(e")| =|H(2)

H(z)=1-re’’z" _ith |H(z)| =
z 1

. Im{z}

rrrrrr

¢ VARV,
» / (X hoA
/ VA
VA » / \‘/“,‘M‘\
2o Rely L
L »  Frecuencia 5

111111111111
eeeeeeeeee

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

275 s JH(2)=L(z-2)-L2 —— LH(e")=L(e" -2,)~

H(z)=

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un

\\\\\\\

Para |zo| =1 hay una discontinuidad —
en la fase ’ / \

s / \
. Im{z) o \

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.50
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

1 1

0 _-jo

H(e'") =

1-z,e” 1-re'’e

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.60
Probl Pro: 4.65, 4.66*
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Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

1 1

1-z,7” 1-re’e™”

H(e!) =

; 1
H(e)| =— I\
1+r° -2rcos(w-0) I

rsin(w - 6) T /N
mMw=5) | y, \

ARG{H(ej”’ )} = —arctan
1-rcos(w-86)

N T I E]

r* —rcos(w-6)

grd{H(e"”)}=— —— S S
[H (™) ‘ . | i

Los valores obtenidos son T .\
los opuestos a los obtenidos ° \ e :
con un solo cero. . ~ : N

zzzzzzzzzz
Fecwenca 43 2 a4 0 1 2 3 4

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.62
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Respuesta en frecuencia de un

H(e'") = |

sistema de segundo orden

1 1
1- Zoe_jw)(l_ Z;e_jw) T 1 2rcosBe” +rie %

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.26

Probl Pro: 4.56, 4.60, 4.67, 4.68*

rtagend
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Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden IIR

PNE 1 1
‘H(e’ )‘ = - .
1+r°-2rcos(w—-60) \ 1+r° - 2rcos(w +0)
ARG|H (€)= -arctan—30@=0)__ 1 iy _rSin(©+6)
1-rcos(w-0) 1-rcos(w+0)
r’ —rcos(w-6) r2 —rcos(w + )

rd{H(e’*){ = - -
9 { ( )} 14+r? =2rcos(w-0) 1+r°-2rcos(w+6)

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con dos ceros.

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un

sistema de segundo orden

2
H-— A
|z - ZOHZ - ZO‘
. Im{z}
HE =

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un
sistema racione -

0.05634(1+z™")(1-1.0166z" + z7%)

Ejemplo: H(z) =

(1-0.683z7)(1-1.4461z"" +0.795727?)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.49, 4.51*, 4.53, 4.63, 4.64
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Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED

En general, no hay ninguna relacién entre magnitud y fase para un sistema LTI.
Sin embargo, si el sistema esta definido por una ED, una vez especificada una
de ellas, la otra queda determinada dentro de un nimero reducido de opciones.

He™)| = H@H (1)

z=el®
M

H(l 2z ) b, u(l'zkz_l)(l'zzz)
I c2)-
(z) ( ) N N

a, H(l pkz) H( Pz )( pkz)

> o1 Si uno esta dentro del circulo

Polos  p,, (Pk) unidad, el otro debe estar
b, H(l 2,2) —
H'(%)=

«)-1 fuera. Los polos de un
Ceros 7, (Zk) sistema estable y causal
o H(l D Z) estan automaticamente
determinados, pero no asi los
ceros.

Bibliografia: Oppenheim 5.4
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Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED

Ejemplo:

H1(Z) =

C(2) =

Im{z}

(1-z7)(+227)(1-2)(1+22)
(1-0.8¢"27)(1-0.8¢/7z™)(1-0.8¢"2)(1- 0.8¢ /% 2)
- 20-zN0+32020-2)1+52)

(1-0.8¢/727)(1-0.8¢ "2 7)(1- 0.8¢ i 2)(1- 0.8¢ /%2)

C(z) ,Im{z} H,(z) ,Im{z}

3 Re{z} ( i;ﬁ Re{z} < 2? Re{z}
X

(1-z"HA+2z7") 20-z)(1+1z™)

(1-0.8¢’"z71)(1-0.8¢7%z )

HZ(Z)= JjE —-jZ
(1-0.8e'4z7)(1-0.8¢e "*z7)

Bibliografia: Oppenheim 5.4

Ejercicio: Calcular la respuesta de fase y de amplitud

rtagend
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Sistemas paso-todo

Ejemplo:
,Im{z}

N T ae
z L/

z'-a"
H,(z)=

H (ej“’) = e -a =e 1-a’e’ =el? (1-ae™ ™y
® 1-ae™ 1-ae™® 1-ae™”
; o (M=ae Y| Ll =ae Y
Hap(e]w)‘= e Jw—_jw =‘e ]w‘—_]w =1
1-ae 1-ae

Bibliografia: Oppenheim 5.5

Ejercicio: Calcular la fase y el retardo de grupo
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Sistemas paso-todo

Sistema paso todo de respuesta real

H,(z2)=A ] a, ER,c, €C
# (D) 1_[1 a,z ]k_Il CkZ "1-c,z” k k
M4 M, paosyceros 7, = P =0, %= bk po=cuc]
jo
M, . _
 Im{z} LHap(ejw)=Z — w—2arctan —* sin(w - 6,)
= 1-r1, cos(w-6,)

O K in(w -
/\ Re{z} + 2 2w 2arctan sin(@-6,)
—O0— kj > ~ 1-r1, cos(w-6,)
O

r,sin(w +6,)
1-r, cos(w+6,)

— 2arctan

Bibliografia: Oppenheim 5.5
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Sistemas paso-todo
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Sistemas paso-todo

M, 2 M, 2 2
grdHap(ej”’)=Z l—r"z +Z L T -+ 1 B >0
=1 ‘1—rke’9ke']‘”‘ =1 ‘l—rkejgke']‘”‘ ‘1—rke_’9ke‘f‘“‘
— _/
N
>0 >0

Sistema causal y estable = |rk| <1

M, 1 M, 1 *q_ )
Ha,,(e"o)=A]:[1 arrl-al % A=/H,(e")=0
al-a, %41-¢c, 1-¢,

arg{Hap (ej“’)} 2 arg{Hap (ejo)} —}grd[Hap (e’ )}dq} <0

Bibliografia: Oppenheim 5.5

Usos: Compensadores de fase; convertir filtros paso bajo en paso banda o paso
alto; filtros de fase minima

Probls Opp: 5.13, 5.24*
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Sistemas paso-todo

Im{z}

Bibliografia: Oppenheim 5.5
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Sistemas de fase minima

Un sistema es de fase minima si todos sus polos y ceros estan en el interior
del circulo unidad.

Descomposicion de un sistema LTI causal y estable
H(Z) = Hmin (Z)Hap (Z)

1
-

C

Supongamos que H(z) tiene un cero fuera del circulo unidad en z == ;|c| <1

V4

H() = H()@" - ) = H@-c2) 5

 Im{z} . Im{z} Im{z}  H_ (2) H,(2)

O O
Re{z} ( O> Re{z}i X} Re{z}

Bibliografia: Oppenheim 5.5
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Sistemas de fase minima

U-22)1~227") = 2,2, (27 -2, )z - 7")

Ejemplo:
H(z)=( : Bl A
1_§Z 1—§Z
heserteete] o]
1—%[1 (1—%e_j57”2_1)(1—§ej57”z‘1j
. Im{z} Im{z} Im{z}

O O
Re{z} O Re{z} X Re{z}
) X
O O

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.54
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Sistemas de fase minima

Compensacion de la respuesta frecuencial

x.[n]

)

ﬂ Hd(ejw)

Caso Particular: H,(e’”) es de fase minima, causal y estable
Se puede disefiar un sistema causal y estable tal que x[n]= x[n]

Caso General:

Se puede compensar la amplitud pero no la fase.

Hd (ejw) = Hdmin (ejw)Hap(ejw) - Hg(ejw) = Hd_;in(ejw)
X (e)=H,(e")X (')

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.37
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Sistemas de fase minima

Ejemplo:

Hy(2)= (-5 z7)1-2e "z )1-2e""2!

Im{z}

A

0,0
4 } Re{z}
O

)1-Se 2

5” -1 - 5” -1 -1 —jgm -1 in
H,(2)=(1-2e""z7")1-2e”’ Bzt -de M)z -4 =

16

i4

H,(2)=2(1-5e""27)1-Fe ’”z'l)kl—%e’g”z*)a—%e"%”z‘l)

10

(' -te P!tk

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Este es un sistema FIR, estable y causal

n =
(1-4e5"z7)(1-2e5"27)

Carta (g
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Sistemas de fase minima

Ejemplo:

::::::::::::::::::::

aaaaaaaaaa

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Ejercicio: Repetir estas graficas

Ejercicio: Disefar el sistema de compensacién y estudiar su estabilidad,
causalidad, etc. Dibujar su respuesta de amplitud, fase y respuesta al impulso.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seragdtir:



Propiedades de los sistemas de
fase minima

Fase (phase-lag) minima

H(z)=H,,(2)H,(2)

arg{H (2)} = arg{H,,,,(2)} +arg{H,,,(2)}
<0
phase —lag{H (z)} = —arg{H (z)}

Luego,
phase —lag{H . (z)} < phase —lag{H (z)}

Hay que tener cuidado con que H i, (ejo) = E h{n]>0 porque

h[n] y —h[n] tienen los mismos polos y ceros pero un desfase de 7

Bibliografia: Oppenheim 5.6
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Propiedades de los sistemas de

fase minima

Retardo de grupo minimo

H(Z) = Hmin (Z)Hap (Z)
grd{H (2)} = grd{H,,,,(2)} + grd{H,,,(2)}
>0
Luego, grd{H,,,,(2)} < grd{H (2)}

eeeeeeeeee

Bibliografia: Oppenheim 5.6

rtagend
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Propiedades de los sistemas de
fase minima

H,(2)=(1-2e "z )1-2e "z 1-3e/ "z )1-2e "2z 7)
Retardo de energia minimo

Ejemplo: ‘H(eﬂ”)

= |H o (&™)

Imaginary Part
=)

Imaginary Part
=)
=

hd[n]

A= B T SR S
r
o

5 5
4 4
2
251 =3 =3
£ 219 £

o1 220 a5 22
L LI
0 0

4 0 4

2 -2

In[0]| <|h,,;,[0]

Bibliografia: Oppenheim 5.6
Todos estos sistemas tienen la misma respuesta en amplitud

Probl Opp: 5.39, 5.61, 5.62, 5.63

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seraGéfir:



Propiedades de los sistemas de
fase minima
Retardo de energia minimo

§|h[n]|2 = i|hmm[n]|2 pero S|h[k]|2 < §|hm[k]|2
n=-o n=—o K=—0 K=—0

EJemplO Energia acumulada

Bibliografia: Oppenheim 5.6

La energia de hmin es la misma que las de h por el Tma. de Parseval.

Probl Opp: 5.17*, 5.18, 5.65, 5.66, 5.67
Probl Pro: 4.85, 4.94, 4.98, 4.101*, 4.102, 4.103*
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal Ve .
[H(e™)| =1

LH(")=-wa  |oj<x

HeM)=e ™ of<x —— < grdtH(E")} =
h[n]=sinc(n-a) «a&ER

\h[n]=5[n—05] ac’Z

En general, un sistema de fase lineal es tal que H(e’”) = ‘H(ej“’)‘e‘j“’“ :
h[n] es simétrica respecto a @ si 2 es un entero, es decir, h[2c —n] = h[n]

Si o es entero, entonces existe un sistema de fase 0 que es una versioén
desplazada de h[n]

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Para sistemas causales no se puede conseguir fase 0 (par). Pero nos gustaria
gue por lo menos sea una fase lineal que tiene un retardo de grupo constante.

Probl Opp: 5.35, 5.49
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Sistemas lineales de fase lineal

generalizada
Ejemplo:
. { e el <o, )
H(e'") = <« h[n]=%sinc%(n-a)
0 w slo<n " i

We=0.4, alpha=5 We=0.4, alpha=4.5

Ml | & ,MH M d 0

- 0 [ — .

% 1 3 T E )
0025 vy 0.02¢° - 0.02 %
004 004 004

5 0 10 15 s 0 5 10 15 s 0 5 10 is
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada

H(ejw) — ‘H(ejw)e—jw(x H(ejw) - A(ejw)e—j(wa—ﬁ) :A(ejw)eR
Fase lineal Fase lineal generalizada (GLP)
Ejemplo. H ( jw) -joa |a)| <,
. e = jw jow
! 0 o <loj<nx [H ()| =|A(e™)
joy _ _ jo
Ho(e) < 1 sin(*1 ) o LH(e")=p -wa+LAE')
: M +1 sin(%a}) of <7
o grd{H(e’*)} =«
H3(ej )=JT |a)|<f[

N

Bibliografia: Oppenheim 5.7

H1 es un filtro paso bajo con retardo. H2 es un moving average de tamafio My
retardado M/2 para que sea causal. Diferenciador de tiempo continuo
implementado en tiempo discreto. El retardo de grupo es constante pero para
ello hay que obviar las discontinuidades introducidas por la fase de A(eNjw)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Si Vow: E h[n]sin(w(n-a)+ ) =0 , entonces el sistema es GLP

Si BE{0,1},2a€Z,h[2a —n] = h[n] | entonces el sistema es GLP y
A(e’) es par
Si BEZ,¥},2a€Z, h[2a —n] = -h[n] | entonces el sistema es GLP y
A(e’) es impar
Un sistema de fase 0 tiene todos sus polos y ceros en pares reciprocos conjugados.

Un sistema de fase lineal generalizada es un sistema de fase cero con polos o ceros
adicionales en z = 0,1, %

Bibliografia: Oppenheim 5.7
La segunda condicion es la que habiamos impuesto a los sistemas de fase lineal

Probl Opp: 5.15*, 5.16, 5.20, 5.50, 5.51, 5.69
Probl Pro: 4.100*
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Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada causales

Si Vo: E h[n]sin(w(n-a)+ B)=0 , entonces el sistema es GLP
n=0

) h[M -n] O=sn=M
Si h[n] es FIR, causaly h[n]= , entonces
0 resto

M

oy

el sistema es GLP y A(e’”) es real y par. H(e’) = A(e’)e”’

. —hM-n] O=sn=M
Si h[n] es FIR, causal yh[n] = , entonces
0 resto

el sistema es GLP y A(e’”) es real e impar. H(e'”) = A(e’*)e "+

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Existen sistemas IIR que son causales y GLP, pero no se pueden expresar
como un cociente de polinomios, y por lo tanto, no se pueden implementar como
una ecuacion en diferencias

Probl Opp: 5.40, 5.41, 5.42, 5.43, 5.44, 5.48, 5.53
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo |

M =2m

hIM -n] O=sn=M
h[n] =
0 resto

M T ) )
H(e™) =Y hinJe”™ = h(}1e™"* + ¥ (hnle " + (M — e ™| -
n=0 n=0

Mg

i oM [ (M CooM S M 2
-l 5 bl 4[5 | gt [h[“;] + 3 2hin]cos(w( - n)
n=0 =

M1 . oM
_ e_ng(h["f] + 3 2H% KJcos{ak] | = Ate’ e
=0

H(2) =3 Hnlz” = 3 HM =l = ﬁh{k]z"‘”’ -2"H(E")

Si H(z,) =0, entonces H(z;')=0

Bibliografia: Oppenheim 5.7
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo |
- ‘ O

H”H | W =

aaaaaaa
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

hIM -n] O=sn=M
h{n] = M =2m+1 =Z|
0 resto H
H(e') = e'f"’?Z 2h[M=L — k]cos(w(k - 1))
=0
FC\R?P:H ‘ ‘ _ 20 /\ L
‘ ‘ ffffffffffff 1 B B R R A
) E‘An | | |
T I I T 2 VO o T T
L Hu : = i

H(z)=z"H(z") ==L H(-1)=-H(-)=H(-1)=0

Bibliografia: Oppenheim 5.7

El cero en -1 es una cosa caracteristica de estos filtros. H(z)=z*-MH(z*-1) viene
del tipo | pero el desarrollo es el mismo para el tipo Il. Ejercicio: calcular la TF

Probl Opp: 5.52
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

—h[M - O=sn=M
h[n]={[ nosn M =2m

0 resto ¥
[0

H(e'”) = je‘f‘"”fzzh[% _ k]sin|wk)

FIR Tipo I
15
1 o
05 5 5, i)
05 ki ) = T
T T H A ; 001 0z 03 04 05 05 07 08 09 1
= l\ 2 5%  Normalized Fraquen cy (x7 rad/sample )

1 l [ M A

aaaaaaa
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo IV

—h[M - Os=sn=M
h[n]={ Mol OsnsMo el

0 resto

¥
& @

H(e'™) = je'f’"’”z‘22h[% _ klsin(a(k - 1))

05 1
05 £ 2w
< ; "
5 ; ; 50
EA . n 0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
g ¢  Nomalized Frequen cy (x rad/sample )

l l H | : 200
05 LY 5 g 100
4 Tregdige £ 400
200
2 4 6 8 10 12 14 2 15 1 05 1 0 01 02 03 04
n

aaaaaaa

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Probl Opp: 5.23, 5.56, 5.70
Probl Pro: 4.78
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Descomposicion de un sistema FIR

H(Z) = k Hmin(z) Hcirc(z) Hrnax (Z) Hmax(z) = Hmin(z_l)Z_M'

05F

w

M. es el nimero de
cerosde H_, (2)

Imaginary Part

o [ o »

05 D\ ) 4 ‘Hmax (ejw)

A h ’ | = ‘Hmin (ejw)
R e h[0]

H|Zmin

= ‘Hmin (e_jw)‘ =

k=

Bibliografia: Oppenheim 5.7

hmax es el fliplr de hmin (todo en el dominio del tiempo)
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Descomposicion de un sistema FIR

Ejemplo:
h[n]=0.758[n]+1.16[n-1]-0.38[n-2]+0.36[n-3]-0.96[n-4]-0.78[n - 5]
+6[n-6]
+0.758[n-7]+1.18[n-8]-0.36[n-9]+ 0.36[n -10]-0.96[n-11]-0.75[n -12]
(2)=[140.541227) [1-0.9242¢ 2| (1-0.9242¢ 51,7
h,;,[n1=46[n]+0.75746[n-1]+ 0.97116[n - 2] + 0.46226[n - 3]

H,, (2) =(0.924220.5412)[1+1.847927| [1-1.0821¢” ™"z~ | {1-1.0821e~/ "7

H

h, .. [n]1=0.46226[n]+0.97116[n-1]+0.75748[n - 2]+ 6[n - 3]

j0.1852, -1 _jo.1852, -1 - - = _ i _ _in. _
H, (z)= (1+e/ e )(1+e j 7 )(1+e,0.851zz 1)(1+e joss12, 1) (1+612.81182 1)(1+e j28118 -1

~ 0.75
0.924220.5412

Bibliografia: Oppenheim 5.7

El 1/6.9034 de Hmax es para hacer que tenga ganancia 1 a frecuencia 0. 6.9034
es la suma de todos los coeficientes de hmax

Probl Opp: 5.12*, 5.38, 5.45, 5.46, 5.64
Probl Pro: 4.109*
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Descomposicion de un sistema FIR

Amplitud (d8)
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CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera@gir:



Resumen

* Filtros definidos por un sistema racional
* Propiedades (estabilidad, causalidad, invertibilidad)
* Retardo de grupo

* Respuestas tipo: 1 cero, 1 polo, 2 polos
* Relacién magnitud-fase

* Sistemas paso-todo

* Sistemas de fase minima

» Sistemas de fase lineal generalizada
— Filtros FIR

Probl Opp: 5.58, 5.68
Probl Pro: 4.95, 4.97, 4.105
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