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VARIABLE ALEATORIA y DISTRIBUCIONES DE PROB ABILIDAD

Resumen: La inmensa mayoria de los procesos de la salud
son fendmenos aleatorios, es decir, de resultados inciertos.

El Céalculo de probabilidades permite conocer el grado de
seguridad que tenemos acerca de determinados resultados de
tales procesos.

El concepto de variable aleatoria permite conocer el tipo de
fendbmeno, probabilidad de ciertos resultados y parametros de
interés como son la media, la varianza,..., del conjunto de
resultados numéricos.

Este conocimiento es posible tanto si la probabilidad de los
distintos resultados se conoce de forma empirica, como si la
regularidad de tales fendmenos permite ajustarle una distribucién

de pro babilidad bien discreta o bien continua.
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3.1. INTRODUCCION

El fin principal de la Estadistica es utilizar los datos de que se dispone para extraer
conclusiones sobre una variable observada en una poblacion a la que normalmente no

podremos acceder de manera completa.

En general, dispondremos de informacion parcial que obtenemos eligiendo al azar
algunos individuos de la poblacién para formar la muestra, lo que constituye un

experimento aleatorio.

La Teoria combinatoria permite calcular cuantas y qué muestras son posibles y
constituye una herramienta basica del Calculo de probabilidades, que se encarga de
estudiar ese tipo de experimentos y de proporcionar modelos para las distribuciones de

probabilidad de algunas variables importantes.

Pretendemos en este tema hacer un breve recordatorio de estas materias que nos
van a permitir: codificar todo tipo de articulos, formar equipos de trabajo, “combinar”
productos para ofertas, etc.

El Célculo de probabilidades nos permitira medir el grado de seguridad que
tendremos acerca de que se produzcan determinados resultados tras el lanzamiento de

campanfas publicitarias, tras la realizacion de muestreos, etc.

El concepto de variable aleatoria y sus distribuciones de probabilidad van a
facilitar el conocimiento de procesos aleatorios, asi como el calculo de parametros de

interés, (media, varianza, ...), y probabilidad de determinados resultados.
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3.2. TEORIA COMBINATORIA

Es una rama de las Matematicas que permite resolver dos problemas:

1°. Cuantos grupos de “n” objetos pueden formarse a partir de “m” objetos dados

2°. Como formar dichos grupos

Se consideran tres tipos diferentes de grupos:

- PERMUTACIONES, todos los grupos estan formados por todos los objetos de partida.

Dos grupos se diferencian, solamente, en el orden de colocacion de los objetos.

- COMBINACIONES, los grupos estan formados por solo n objetos de los m dados y

dos grupos se diferencian en la composicion, no importando el orden de colocacion.

- VARIACIONES, también los grupos estan formados por n de los m objetos dados.
Dos grupos se diferencian porque tienen algun elemento diferente o bien cuando,

teniendo los mismos, estan colocados en diferente orden.

En los tres tipos de grupos, los elementos pueden o0 no repetirse, clasificandose
entonces los grupos en permutaciones, combinaciones y variaciones con repeticion o
simples. La designacion del tipo de grupo y la férmula para obtener el numero de

grupos se recoge en la siguiente tabla:

Simples Con repeticion
n!
PERMUTACIONES P,=n! PRAPC =
alblcl...
L

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Civiv e JJ CANICO JUSE CELA. ADMIMISracion Y DITeccion ae Empresas
ESTADISTICA Profesores Antonio Carrillo y Antonio de la Torre

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




VARIABLE ALEATORIA Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

¢, Como diferenciar los distintos grupos?

’ oo (|

m objetos n objetos
1.- ¢ Pueden repetirse los objetos?
Si — con repeticion

_ o hecho que solo afecta a las formulas a emplear
no - sin repeticion

2.- ¢Intervienen necesariamente _ todos los objetos en todos los grupos?

Si — PERMUTACIONES

no - es preciso contestar a una tercera pregunta

3.- ¢Influye el orden de colocacion?
Si — VARIACIONES
Nno — COMBINACIONES

nota final :

m ; . .
( ) se llama nimero combinatorio “m sobre n”.
n

Tiene aplicaciones interesantes como son los coeficientes en desarrollo de
potencias, partes de un conjunto, numero de coaliciones que un jugador puede formar,

etc. Entre sus propiedades mas interesantes estan:

m m
12.- j = ( j =1 Propiedades que permiten construir el triAngulo de Tartaglia:
m
m m
2. j ( j 11
n m-n

()=
3a. + = 1 2 1
n n+1 n+1
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3.3. CALCULO DE PROBABILIDADES

Rama de las Matematicas que tiene por finalidad dar una medida del grado de

seguridad que se tiene acerca de los diferentes resultados de un experimento aleatorio.

A cada uno de tales resultados lo llamaremos suceso elemental y al conjunto de

todos lo sucesos elementales espacio muestral (E).

Un suceso (A) es cualquier subconjunto del espacio muestral y son sucesos
extremos el suceso imposible (®), que nunca puede ocurrir y el suceso seguro (E),

que siempre ocurre.

El espacio de sucesos (Q) es el conjunto formado por todos los sucesos posibles de
un experimento aleatorio coincide con el conjunto de las partes de E, que

designaremos P(E) y su cardinal es :

Si por ejemplo el experimento aleatorio consiste en lanzar un dado:

Un suceso elemental es, por ejemplo, sacar un tres.

El espacio muestral esE={1,2,3,4,5,6}

Un suceso A, sacar un numero par.

Un suceso imposible , sacar un siete y un suceso seguro sacar un nimero menor
gue siete.

El espacio de sucesos es Q ={®, 1, 2, ..., 6,12, 13, ..., 56, 123, ..., 123456} que

tiene 2° = 64 sucesos,(aqui®representa al conjunto vacio). Sobre Q se pueden
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Gréficamente mediante diagramas de Venn:

>|
w

A 1

Q Q

Ejemplo: A.- sacar un numero par

A .- sacar un nimero impar
La unién de dos sucesos A y B es un suceso que tiene lugar cuando acontece al

menos uno de ellos. Lo designaremos AU B.

Graficamente:

Ejemplo:

Q Q

Ejemplo®: A.- nimero par

B.- nimero primo

La interseccion (A (1 B) es otro suceso que acontece cuando suceden

simultdneamente A y B.

Gréaficamente:

Q Q
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La diferencia (A-B) entre Ay B es un suceso que acontece cuando sucede A pero
no B y la diferencia simétrica (A A B) cuando ocurre uno de los sucesos A o B pero

no los dos simultdneamente.

A-B (A A B)
En la practica estaremos interesados en calcular la probabilidad de algunos sucesos de

Q para lo que se han propuesto diferentes modelos.

Definicion clasica de probabilidad

La ley empirica del azar o ley de estabilidad de las frecuencias establece que,
realizado un experimento aleatorio muchas veces, las frecuencias relativas de cada
suceso tienden a un numero fijo, que nos interesa definir como probabilidad de este

suceso. La definicion clasica de probabilidad, basada en este hecho es la siguiente:

La probabilidad de que aparezca determinado suceso es el cociente entre el nUmero
de casos favorables a ese suceso y el numero total de casos siendo estos mutuamente

simétricos.

Definicidbn que se aplica en la practica a la resolucion de gran niumero de problemas

mediante la férmula:

p(A)= n° de casos favorables /n° de casos posibles)

conocida como regla de Laplace.

F<eta definicidn tiene_dns incaonvenientes: exinae eailinrobhahilidad v snlo es anlicable
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De Finetti que define la probabilidad subjetiva , donde la probabilidad mide el “grado

de certeza” que para un cierto individuo tiene la ocurrencia de un suceso.

Definicion axioméatica de probabilidad

Establecida en 1930 por el matematico ruso Kolmogorov ? se basa en la Teorfa de
la medida y proporciona una base sdlida al concepto de probabilidad y al Calculo de

probabilidades.

De un modo general, puede decirse que la probabilidad es una funcion o una regla p
gue permite asignar a todo suceso A de un espacio de sucesos Q un Unico numero
real llamado probabilidad de A que designamos p(A), que satisface los siguientes
axiomas:

Al.- Para todo suceso A, es p(A)=0

A2.- Si Ay B son incompatibles, entonces p(AU B) = p(A) + p(B)

A3.- Si E es el espacio muestral, p(E) =1

De estos axiomas se deducen algunas propiedades interesantes:
1.- La probabilidad de un suceso es un numero comprendido entre 0y 1
2.- La probabilidad del suceso imposible es nula: p(®) =0

3.- La probabilidad de un suceso es igual a uno menos la probabilidad del suceso
contrario: p(A) =1-p(A)

4.- Si un suceso A esta incluido en un suceso B (AB), se cumple p(A)< p(B).

Probabilidad de la unién de dos sucesos, (U, 06,+)

a) Incompatibles , que no pueden ocurrir a la vez.

DD P(A UB) = p(A) + p(B)
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b) Compatibles , que pueden ocurrir a la vez

P(A UB) =p(A) + p(B)-p(ANB)

Generalizacion a tres 0 mas sucesos

a) Incompatibles
p(A UB UC) =p(A) + p(B) + p(C)
b) Compatibles
P(A UB UC) =p(A) +p(B) + p(C) - p(AN B) - p(AN C) -p(BN C) + p(A N B N C)

Probabilidad de la interaccién de dos sucesos, nN,y,*

a) Independientes , el resultado del primero no influye en el segundo.
P(ANB) = p(A)p(B)

b) Dependientes , el resultado del primero influye en el segundo.

P(AM B) = p(A)p(B/A) = p(B)p(A/B)

Probabilidad condicionada , de un suceso A, sabiendo que ha ocurrido el suceso B.
p(A/B) = p(A(1B) / p(B)

Generalizacion a tres 0 mas sucesos

a) Independientes
P(ANBNC) = p(A)p(B)p(C)
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Teorema de la probabilidad total

B B

A
A,

A

Si los sucesos Az, Az, .. A¢ son incompatibles dos a dos y su union es E, y por otra

parte consideramos los sucesos incompatibles B 'y B cuya unién también es E, se

verifica:
P(B) = p(A1 N1B) + p(A21B) +...+ p(A«(1B)
Y si los sucesos Ajy B son dependientes:
P(B) = p(A1) p(B/ A1) +...+ p(Ax) p(B/ Ax)
Teorema de Bayes

Con los mismos supuestos anteriores:

P(AnB)_ p(A)pP(B/A)

k
P(B) S oAy p(BIA)
=1

P(AIB) =

Este teorema fue propuesto por Bayes® y ha sido el origen de la inferencia
bayesiana. su aplicabilidad es muy grande en problemas de decision, ya que permite
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3.4. VARIABLE ALEATORIA

Una variable aleatoria o0 estocéastica X (v.a. X) es una funcion que asocia a cada
resultado de un experimento aleatorio x; un numero real que es su probabilidad:
p(X = xj) = p(xi) = pi las probabilidades p; han de ser mayores o iguales a cero, y

ademas, debe cumplirse que su suna sea la unidad, Z p, =1

X queda absolutamente definida si conocemos p(x) que es la funcién de cuantia si X
es discreta o f(x), funcion densidad de probabilidad  si X es continua. A partir de p(x)
o f(x) se define la correspondiente funcion de distribucién F(x)  de la forma:

F(X)=p(X < x), probabilidad de que la variable tome valores menores o iguales que X

Graficamente para una variable aleatoria X continua:

Sx)

e i

Los parametros mas interesantes son en ambos casos:
La media o esperanza matematica, la varianza y la desviacion tipica, que son
pardmetros de mucho interés en la toma de decisiones se obtienen mediante los

siguientes calculos.
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Si la variable aleatoria es discreta:

Media.- u:E[X] :Zx p. , suma de los productos de los valores por sus probabilidades
i=1

Varianza .- 02 =V (X) = i()g —W)?p = i)gzpi —uP=E[x*]- E[x]* ,cuadrados de los
i=1 i=1

valores por sus probabilidades menos el cuadrado de la media
Desviacion tipica .- ¢ =++0?

Y para unav. a. continua:

Media.- p=E[X] :jx::xx f(x)dx
Varianza .- 0° =V (X) = _[X:_:x(x—u)z f(x)d(x) = _[X::xxzf (x)d(X) — 2

Desviacion tipica .- 0= +\/?

La inmensa mayoria de los procesos o fendmenos econdmicos, bioldgicos, etc, son
de resultados inciertos, el conocimiento del concepto de variable aleatoria asi como el
calculo de parametros y probabilidades nos ayuda a comprender mejor dichos

fenébmenos.

En unos casos las probabilidades de los distintos resultados podremos aproximarlas
como consecuencia de experiencias pasadas, aunque la mayor parte de los fendmenos
de la Naturaleza siguen exacta o aproximadamente unas pocas leyes bien conocidas
gue son llamadas leyes o distribuciones de probabilidad tedricas . Cada una de
ellas es en realidad una familia de leyes que, teniendo la misma “forma”, difieren unas

de otras solo en sus parametros (media y desviacion tipica generalmente).

Fn el <iniliiente anartadn estiidiamos con mas detalle annaiie hrevemente las mas
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3.5. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Las distribuciones que siguen permiten analizar el comportamiento de gran cantidad
de variables aleatorias que son modelos para explicar fendbmenos reales en términos
de poder calcular pardmetros como la media, la varianza y desviacion tipica, asi como

las probabilidades de los resultados que interesen.

Distribuciones de probabilidad discretas

Binomial B(n, p)

Supongamos un experimento dicotbmico , es decir, susceptible sélo de dos
posibles resultados, llamados también de Bernouilli Ay A (éxito / fracaso, cara / cruz,
nifio / nifia...). Si designamos por p a la probabilidad de Ay por g = 1-p lade A, si se
repite el experimento n veces sin que varie a lo largo de todo el proceso la probabilidad
p, la probabilidad de que el resultado A se presente r veces (r= 0, 1, 2,...,n) es la

funcién de cuantia de la v. a. X, llamada binomial de parametros ny p, y tiene por valor:
n rn-r
P(X=r)= [rqu

Sus parametros media, varianza y desviacion tipica son:

u=np, o’=npg y o°=+npq

Para n <10 las probabilidades estan tabuladas (tabla 5).
Se utiliza en el control de calidad por atributos, en muestreo para aceptacion de lotes

de materias primas y en las técnicas de muestreo con reemplazamiento.

Poisson P( A)
Es una distribucion de probabilidad discreta que se ajusta muy bien a los siguientes

experimentos aleatorios:
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VARIABLE ALEATORIA Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

2. Repartos en medios continuos; clientes por zonas de una ciudad, bombas V2
sobre Londres durante la Segunda Guerra Mundial (GMII%), etc
3. Sucesos independientes en el tiempo; llegada de clientes a establecimientos,
coches a estaciones de servicio, llamadas a centralitas, urgencias a hospitales,
etc.
La v.a. X nimero de ocurrencias por unidad de tiempo de cualquiera de esta
naturaleza sigue aproximadamente una distribucion propuesta por Poisson de un unico
pardmetro A. La probabilidad de que se produzcan r ocurrencias, (r=0, 1, 2, ..., n),

tiene por valor:

r

P(X=r) =e™ )\l e = 2.7182...., base de los logaritmos neperianos
r!

Sus parametros media, varianza y desviacion tipica son:
H=A, 02=A y o=+-/A
Probabilidades para valores A iguales o menores de 10 estan tabuladas (tabla 6).
Se utiliza en la simulacién de procesos de llegadas en muchos fenbmenos de espera

y aparece con gran frecuencia en los estudios de fiabilidad.

Otras distribuciones discretas  son:
La distribucién geométrica Ge(p) , que analiza la probabilidad de que se produzcan
r-1 fallos antes del primer éxito en un experimento de Bernouilli. Esta distribucion fue

propuesta por Pascal y se utiliza en estudios de fiabilidad.

La binomial negativa BN(k, p) en los mismos procesos analiza la probabilidad de

que se produzcan r fallos antes del k-ésimo éxito.

La distribucion hipergeométrica HG(N, D, n), que se utiliza en el muestreo de
poblaciones finitas. N es el tamafio poblacional y la poblacién consta de dos grupos de

individuos de tamafios D y N-D respectivamente, se extraen para formar la muestra n
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VARIABLE ALEATORIA Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Distribuciones de probabilidad continuas

Normal N (p,0)

Es, con mucho, la mas importante de las distribuciones de probabilidad continuas y

ocupa un lugar central en el estudio de muchas ramas de investigacion.

Su primera formulacion matematica se debe a De Moivre en 1733. Muy vinculados a
su historia se hallan otros matematicos, particularmente Gauss®, que la utilizé6 en 1808

en un famoso trabajo sobre el movimiento de cuerpos celestes.

Aparece en multitud de procesos y medidas en los campos de la Medicina, Biologia,
Fisica, Economia, etc. La razon de tal abundancia de variables normales la justifica el
teorema central del limite una de cuyas lecturas es: si una v. a. X (pensemos por
ejemplo en nuestra estatura) toma valores como consecuencia de una gran cantidad de
causas independientes (...) que actlan sumando sus efectos, siendo cada efecto
individual de escasa importancia frente al resto, es de esperar que tales valores sigan
una distribucion normal, y si los efectos fueran multiplicativos una log-normal o ley de
Galton.

Depende de dos parametros g y ¢ que son la media y la desviacion tipica.

Graficamente se la conoce con el nombre de campana de Gauss.
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VARIABLE ALEATORIA Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Estan entre sus propiedades unas importantes:
- Es simétrica respecto a la recta x = p

- En su centro coinciden la media, la mediana y la moda.
- Es unimodal con maximo el punto (u, 1/(co-/2m))

- Tiende asintoméaticamente a cero cuando x>+ o

- Tiene dos puntos de inflexibnenx=p = 0

- Elintervalo (u-0,u+0) contiene aproximadamente (~) el 68% de los datos.
- Elintervalo (u-1.960, u+1.96 0) contiene ~ 95% de los datos

- Elintervalo (p-20, u+20) contiene ~ 95.4% de los datos

- Elintervalos (p-30, p+30) contiene ~ 99.7% de los datos

- Es reproductiva, la suma de k variables aleatorias normales es una normal de
media suma de las medias y varianza suma de las varianzas.

La tipificacidon de los valores x de una variable normal X~ N (u, 0) se obtiene:

X = . -
z=—", el valor z es el de una variable normal N (0, 1) llamada normal tipica o
o

tipificada cuya funcién de distribucion esta tabulada (tabla 1)

Otras distribuciones continuas son:

La distribucion uniforme U(a,b) cuya gréfica es un rectadngulo de base el intervalo
(a,b) y area 1. La uniforme U(0,1) es una distribucién basica en la generacion de

nameros aleatorios para simulacion.

La distribucion exponencial E( A) es la distribucion del tiempo que transcurre entre
dos ocurrencias consecutivas de un fenémeno regido por la ley de Poisson.
Su funcién densidad de probabilidad es:
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VARIABLE ALEATORIA Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

La distribucion gamma (a, p) se ajusta al tiempo transcurrido entre las ocurrencias k
y k+p de un proceso poissionano de media a (ley de Erlang).

Es la suma de p variables exponenciales y se utiliza en los mismos casos.

La distribucién beta (p, q) puede ajustarse a muchas distribuciones empiricas
mediante una adecuada eleccion de los parametros p y . Se utiliza en gestién de

proyectos con la metodologia PERT para la duracién de actividades.

La distribucion de Weibull W (b, A) coincide con la exponencial cuando b = 1y se
utiliza para modelar el comportamiento ante la fatiga de diferentes materiales y como

modelo de distribucidon en la teoria de la fiabilidad.

Distribuciones asociadas a la normal

Si bien no se ajustan a fenOmenos reales, las tres distribuciones que siguen son

béasicas en Inferencia Estadistica:

La distribucién chi-cuadrado xy* de Pearson, de n grados de libertad es la

distribucion de una v.a. suma de los cuadrados de n v.a,s, nhormales N(O, 1) e
independientes, su media es n y su varianza 2n. Es de enorme importancia en

Inferencia Estadistica; el método de minimos cuadrados lleva frecuentemente a una
distribucién x?, interviene en la definicion de otras distribuciones y es la base de

contrastes de hipotesis de mucha utilidad. Su grafica es asimétrica positiva y esta

tabulada en funcién de ny a nivel de significacion (tabla 3)

La distribucién t de Student, (seudénimo del quimico Gosset® que la dedujo en

1908). Es una distribucion funcion de otras dos X e Y ambas independientes entre si;

X es una N(0, 1) e Y una_x? con n grados de libertad.
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VARIABLE ALEATORIA Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Su gréfica tiene forma de campana simétrica platicartica y tiende a la normal al

crecer n. Esta tabulada en funcién de ny a (tabla 2)
La distribucion F de Snedecor (F en honor a su maestro Fisher). Es la distribucion
de una v.a. cociente de dos distribuciones chi-cuadrado divididas cada una de ella por

sus correspondientes grados de libertad ny m.

Juega un papel basico en el Analisis de la Varianza (ANOVA) y en el disefio de

experimentos.
Esta tabulada en funcién de n, m, y a (tabla 4 para distintos valores de o)
nota: en Inferencia Estadistica se define:
(grados de libertad ) = (tamafio muestral) - (parametros estimados) 6

(tamafo muestral) - (relaciones impuestas a los datos)

Aproximacioén entre las distribuciones: normal, binomial y de Poisson
N(u,0)

“correccion por continuidad”

B(n, p) > P(A)

1.- Si A > 10, una P (A\) puede aproximarse a una N ( p=A, =~/
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