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Motivacion para Utilizar Calculos Deductivos

@ Dificultad para determinar I = {A,,...,A.} |= B por medios
semanticos:

e En el caso de la Logica proposicional, hay que explorar un nimero
exponencialmente creciente de valoraciones

e EnelcasodelalLégicade Primer Orden, es imposible explorar todas las
posibles asignaciones de significado (estructuras).

@ Alternativa: determinar que B se deduce de I por medios
sintacticos: I" |- B
e En lugar de razonar sobre el significado de las férmulas (valoraciones)
e Razonar sobre la forma de las formulas

® Cuestion pendiente: ¢ coincidiran las nociones de consecuencia
l0gica y deducibilidad?
e ¢Siempre que I' |= B, sucede también que I" |- B?
e ¢ Siempre que I' |- B, sucede también que I'|=B?
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Un Sistema Formal para Légica de Primer Orden

® Lenguaje formal para la Logica de Primer Orden
e Conectivas: =, >, >, V, A, V, 3
e Conjunto de variables: x, y, z...
e Conjunto de funciones: f, g, h...
e Conjunto de Predicados: P, Q, R...
e Conjunto de constantes: a, b, c...

® Axiomas logicos de la teoria: ninguno en los calculos de deducciéon natural.
® Reglas de inferencia: 16 (dos por cada conectiva + dos para la igualdad =)

® Definicion de prueba: una prueba de una formula en una teoria es una secuencia de
formulas en la que cada elemento es:

e Premisa o supuesto temporal de la teoria, o bien

e Resultado de la aplicacion de una regla de inferencia sobre férmula/s anteriores en la
secuencia, y tal que

e la dltima formula de la secuencia es la formula probada.

® Definicion de teorema: una formula B es teorema de una teoria T[A4,...,A. ] (T[A,---, A
|- B) si B tiene una prueba en dicha teoria.

A

Departamento Inteligencia Artificial 3




Reglas Basicas de la Logica Proposicional

® Reglas para la conjuncion:
e T[AAB]I|-A Elim A
e T[AB]|-AAB Int A

® Reglas para la disyuncion:
e T[AVB,A— C,B—>C]|-C Elim v
e T[A]|-AVvB Int v

® Reglas para la bicondicional:
e T[A< B]|-A—>B Elim &
e T[A—>B,B->A]|-A&B Int &

® Reglas para la negacion:
° T[A—)(B/\—|B)]|'—|A Int —

® Reglas para la implicacion:
e T[A>B,A]|-B Elim —
e T[A(supuesto),B]|-A—B Int —>
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Reglas Derivadas de la Logica Proposicional

® Reglas para la implicacion:

e TTA->B,B>C]J|-A->C Transitividad
e T[A—>B,-B]|--A Modus Tollens
e TTA—>B]|--AvB Def >

® Reglas para la disyuncion:
e TI[(AVvB)VC]|-Av(BvCO) Asociatividad
e TTAvB]|-BVA Conmutatividad

® Reglas de De Morgan:
e T[-(AAB)]|--Av—-B De Morgan
e T[-(AvB)]|--AA—-B De Morgan

® Reglas de corte (silogismo disyuntivo):

e TIAVB,-A]|-B Corte
e TIAVB,-B]|-A Corte
e TTAVvB,Cv—-A]|-BvC Corte
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Reglas basicas de un CDN: Existencial

A(t)

dx A

Siendo 3x A el resultado de sustituir
apariciones del término t en la
formula A(t) por una variable x

dx A

A{x/c*}
Siendo A{x/c*} el resultado de sustituir
todas las apariciones de x por c* en
dx A, ¢* una constante temporal que
no ha aparecido hasta ese momento
en la demostracion

to Inteligencia Artificial

T[P(a) v Q(a)] -3x (P(x) v Q(a))

P(a) v Q(a) Premisa

3x (P(x) v Q(a)) Introd. 3
T[Ex (P(X) A Q(x))] F-3x P(x)

3x (P(X) A Q(x)) Premisa

P(@*) A Q(a*) Elim. 3

P(a*) Elim. A

3x P(X) Introd.




Reglas basicas de un CDN: Universal

A (x)

VX A

X aparece libre en A(x) y no aparece libre
en ninguna premisa o supuesto no
descargado, tampoco incluye ningun
nombre temporal c*

VXA

Ax/t}
A{x/t} es el resultado de sustituir todas
las apariciones de x en VX A por un

término cualquiera t
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TIvxPX)] |- vx (P(X) v Q(X))

VX P(x) Premisa
P(x) Elim. v
P(x) v Q(x) Introd. v
VX (P(x) v Q(X)) Introd. V

T[vx P(x)] FP(f(b))
VX P(X) Premisa
P(f(b)) Elim. V




Reglas basicas de un CDN: Identidad

VX (X =X)

s=t, A(S)

Afs/1}
A{s/t} resulta de sustituir apareiciones
de s por t en A(S)

T|-1f(a) =1(a)
VX (X =X) Introd. =
f(a) = f(a) Elim. ¥
T[a = b, P(a)] -P(b)
P(a) Premisa
a=>b Premisa
P(b) Elim. =




Estrategias de Demostracion

Formula Como Premisa Como Conclusion
PAQ Concluya P y concluya Q Demuestre P y Q por separado
PvQ DemuestreP > _,Q—> |y Demuestreo P o Q

concluya --
P—>Q Demuestre P, y concluya Q Suponga P y demuestre Q
—P Si —P es ——Q, concluya Q Suponga Py demuestre A —
PoQ ConcluyaP->QyQ—>P DemuestreP > QyQ —> P
VX P(X) Concluya P( ) Demuestre P(x) para la variable x
ax P(x) Concluya P(c*) para algun Demuestre P( )

nombre temporal nuevo
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Ejemplos de deducciones (conclusiones particulares)

© T[P(a), P(a) > Q(a)] |- 3xQ(x)

1. P(a) Premisa

2. P(@) — Q) Premisa

3. Q) Eliminacion —» (1,2)
4. 3xQ(x) Introduccion 3 (3)

©® T[VYX(P(X) > Q(x)), VX=Q(X) ] |- =3axP(x)

1. YX(P(X) > Q(X) Premisa
2. VXx=Q(X) Premisa
3. IxP(x) Supuesto
4. P(a*) Eliminacion 3 (3, x/a*, a* nombre temporal)
5. P(a*) - Q(a* Eliminacion Vv (1, x/a*)
6. Q(a*) Eliminacion — (4,5)
7. —Q(a*) Eliminacion V (2, x/a*)
8. Q(a*) A =Q(a*) Introduccion A (6,7)
9. IXP(X) = (Q(a*) A =Q(a*)) Introduccion — (3 -8)
10. —=3IxP(X) Introduccion — (9)
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Ejemplos de deducciones (conclusiones universales)

® T[VXVY(R(X,Y) = R(Y,X)), YXR(a,X)] |- VXR(x,a)

1. VxVY(R(x,y) = R(y,X)) Premisa

2. VxR(a,x) Premisa

3. Vy(R(a,y) - R(y,a)) Eliminacion Vv (1, x/a)
4. R(a,x) > R(x,a) Eliminacion V (3, y/x)
5. R(a,x) Eliminacion Vv (2, x/x)
6. R(x,a) Eliminacion — (4,5)
7. VxR(x,a) Introduccion V (6)

© T[VX(P(x) = Q(x)), vX(Q(X) = =R(X))] |- VX(P(x) = —R(x))

1. VX(P(x) > Q(x)) Premisa

2. VX(Q(X) »> =R(X)) Premisa

3. P(x) > Q(x) Eliminacion Vv (1, x/x)
4. Q(x) > —R(x) Eliminacion Vv (2, x/x)
5 P(X) > =R(x) Transitividad — (3,4)
6. VX(P(X) > —=R(X)) Introduccion V(5)
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Ejemplos de deducciones (con identidad)

® T[s(a)=>s(b),s(a)=c,s(b)=d]|-c=>d

1. s(a) > s(b) Premisa
2. s(@a)=c Premisa
3. s(b)=d Premisa
4. ¢ >s(b) Eliminacion = (1,2)
5 ¢ >d Eliminacion = (3,4)

® T[R(a,b), b =c]|-R(a,c)

1. R(a,b) Premisa
2. b=c Premisa
3. R(a,c) Eliminacion = (1,2)

® Pedro quiere a Teresa, Teresa es la delegada del 2S3M-IA. Pedro
guiere a la delegada del 2S3M-IA.

@ El sucesor de seis es primo, la suma de cuatro y dos es seis. El
sucesor de la suma de cuatro y dos es primo.




Reglas derivadas para la negacién del cuantificador

existencial

—3IXA(X)

VX—=A(X)

WV X—A(X)

—3IXA(X)
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—3IXA(X)

2. A(X)

3. IXA(X)

4. AXA(X) A =3IXA(X)
A(X) = (IXA(X) A =3IXA(X))
—A(X)

VX—A(X)

VXx—-A(X)

2. 3AxXA(X)

3. A(a*)

4. —=A(a*)

5. A(@*) A =A(a*)

IxXA(X) = (A(@*) A =A(a*))
—3xA(X)

Premisa
Supuesto
Int. 3 (2)
Int. A (1,3)
Int. > (2-4)
Int. — (5)
Int. vV (6)

Premisa
Supuesto
Elim. 3 (2)
Elim. vV (1)
Int. A (3,4)
Int. — (2-5)
Int. — (6)



Reglas derivadas para la negacion cuantificador

universal
1. =VXA(X)
2. —3Ax=A(X)
3. —=AKX)
4. IXx=A(X)
5. AX=AX) A =IX=A(X)
6. =AKX) > (IX=A(X) A =3Ix-A(X))
7. ——A(X)
8. A(X)
9. VXA(X)
10. VXA(X) A =VXA(X)
11. =3IX=A(X) = (VXAX) A =V XA(X)
12. ——3IX—=A(X)
13.  AX=A(X)

—VXA(X)
Ix—A(X)

1. AX=A(X)
2. =A(a*)
IX—A(X) 3. VXA(X)

—VXA(X) LoAE)

* *
5. A(a*) A —A(a*)
El 4
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VXA(X) = (A(@*) A —A(a¥))
—VXA(X)

Premisa
Supuesto
Supuesto
Int. 3 (3)
Int. A (4,2)
Int. —> (3-5)
Int. — (6)
Elim. — (7)
Int. vV (8)
Int. (9,1)
Int. —» (2-10)
Int. — (11)
—Elim. (12)

Premisa
Elim. 3 (1)
Supuesto
Elim. vV (1)
Int. A (2,4)
Int. — (3-5)
Int. — (6)



Reglas derivadas para la interdefinicon de

cuantificadores (1)
1. aVX=A(X)

2. —3xA(X)
3. A(X)
4. AXA(X)
5. AXAKX) A =3IXA(X)
6. AX) > (IXA(X) A —3IXA(X))
7. =A(X)
8. VX -=A(X)
9. VX -=AX) A =VX =A(X)
10. =3IXAX) = (VX =A(X) A =VX=A(X))
11. ——3xA(X)
12, AXA(X)

—VX=A(X)
IXA(X)

1. 3AXA(X)
2. VX=A(X)
IXA(X) 3. A@@)
4. =A(a*)
—VX=AX) 5. A@®) A —A@")
VXx=A(X) > (A(a*) A =A(a*))
—VX—=A(X)

.

Premisa
Supuesto
Supuesto
Int. 3 (3)
Int. A (2,4)
Int. > (3-5)
Int. — (6)
Int. ¥ (7)
Int. (8,1)
Int. > (2-9)
Int. — (10)
—Elim. (11)

Premisa
Supuesto
Elim. 3 (1)
Elim. V (2)
Int. A (3,4)
Int. — (2-5)
Int. — (6)



Reglas derivadas para la interdefinicon de
cuantificadores (2)

1. — IX=A(X)
2. =A(X)
3. IX—=A(X)
—3IX=A(X) 4. Ax=AX) A =Ix—A(X)
VXA(X) :ig(()x)—> (AX-A(X) A =IX-A(X))
A(X)
VX —A(X)

® N o

1. VXA(X)
2. Ax—=A(X)
VXA(X) 3. =A@
4. A(a*)
—3X=A(X) 5 A@Y) A —A@)
Ix—-A(X) - (A(a*) A —A(a%))
—3IX—A(X)
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Premisa
Supuesto
Int. 3 (2)
Int. A (3,1)
Int. — (2-4)
Int. — (5)
—Elim. (6)
Int. vV (7)

Premisa
Supuesto
Elim. 3 (2)
Elim. Vv (1)
Int. A (2,4)
Int. — (2-5)
Int. — (6)



Ejercicios de demostracion por deduccién
natural

1. {M(a,b), M(b,c), VxVvyvz(M(x,y) A M(y,z) > M(x,z)) } |= M(a,c)

2. {D(a,b) > E(b,f(b)), VXVy(E(x,y) = —l(X,y)) } |= D(a,b) -
—l(b,f(b))

3. { VX(L(x) = G(x)), VX(=R(x) —> =G(x)), L(a) } |= R(a)
4. AX(L(x) A G(x)) |= IxL(x) A IXG(X)
5. VX(P(X) > M(x)) |= VX(=M(x) = —P(x))
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