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Tema 7:
Ajustes




Introduccion

* Observaciones (x;,y;), por ejemplo observaciones o mediciones en un laboratorio, que se intentan
ajustar mediante una funcion, para que permita poder hacer calculos sobre ella (inferencia de otros
valores, derivadas, integrales...).

« Conjunto de datos + modelo matematico - ajuste minimos cuadrados (regresion lineal, logistica...).
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« “Econometria” de D. C. Porter y D. M. Gujarati
o https://es.wikipedia.org/wiki/Regresi%C3%B3n lineal
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https://es.wikipedia.org/wiki/Regresi%C3%B3n_lineal

Funciones de ajustes en Maxima

 Regresion metodo minimos cuadrados ordinarios: Isquares_estimates (datos, variable, modelo,
parametros);

- Necesita cargar la libreria Isquares: comando load(“Isquares”);
- En “datos” necesitamos meter una matriz de la forma M:matrix([x1, y1], [X2, y2], . . . [XN, yN]));

- “variable” es la variable independiente del modelo, a partir de la que vamos a estimar la otra (en
general, sera x).

- En “modelo” se suministra la forma que queremos gque tenga el modelo: lineal (a*x+b), polinomica
grado 2 (a2*x"2+al*x+b), logistica (),...

- En “parametros” metemos los parametros a estimar (a,b; al,a2,b).
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7.2. Funciones de Maxima que debemos usar

« data: read nested_list(concat(path,filename))$
—> Lee el fichero de datos y lo guarda en la variable data.

* apply(matrix,data);

- Convierte los datos, que se cargan como una lista, en una matriz / tabla que si que pueden usar
las funciones de regresion e interpolacion (interpolacion acepta listas 0 matrices).

« plot2d(funcioén, [variable, lim_inf, lim_sup], opciones);

e wxplot2d(...);
e draw2d(...);
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Introduccion

Si no se cumplen hipotesis regresiones - interpolacion: lineal, Lagrange (polindmica), splines.
—> extrapolacion cuando se calculan los valores fuera de las observaciones.
-
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* "Métodos Numéricos. Teoria, problemas y practicas con MATLAB”, J. A. Infante y J. M. Rey.
* Interpolacion lineal: hitps://es.wikipedia.org/wiki/Interpolaci%C3%B3n

 Interpol. polindbmica: https://es.wikipedia.org/wiki/Interpolaci%C3%B3n_polin%C3%B3mica_de Lagrange
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https://es.wikipedia.org/wiki/Interpolaci%C3%B3n_polin%C3%B3mica_de_Lagrange

Funciones de ajustes en Maxima

Interpolacion lineal: linearinterpol(datos);
- Necesita cargar la libreria Isquares: comando load(“Isquares”);

Interpolacion polindbmica (Lagrange): lagrange(datos);
- Necesita cargar la libreria interpol: comando load(“interpol”);

Interpolacion por splines (cubicas): cspline(datos);
- Necesita cargar la libreria interpol: comando load(“interpol”);
—> son funciones definidas a trozos, y cada trozo es un polinomio de grado 3.
- https://es.wikipedia.org/wiki/Spline#Interpolaci%C3%B3n_Segmentaria_ C%C3%BAbica

La salida de estos comandos es una funcion que regresa o ajusta.
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7.1. De datos aislados a funciones

A partir de observaciones (x;,y;) obtenidas en un experimento queremos encontrar una funcion
matematica que las defina o aproxime.

- Predecir valores: inferencia estadistica en regresiones, extrapolacion en interpolaciones.
—> Realizar operaciones sobre estas funciones: derivar e integrar.

Interpolaciones: definidas a trozos (locales) y dadas por un polinomio (globales).
-> Inconveniente a trozos: no es derivable.

—> Solucion: utilizar splines cubicos (se ajuta de tal modo que la funcion completa es 2 veces
derivable).

- Problemas fuera del intervalo en el que se ha construido la interpolacion.
—> Problemas si los datos oscilan mucho.
- Muchos errores para prediccion.

* Regresiones: minimizan el error cuadratico
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7.1. De datos aislados a funciones

* Regresiones:
—> minimizan el error cuadratico.
- se asume una forma funcional: y = a + bx¢,y = ae?®,y = ax?
- para elegir la forma funcional, representamos observaciones del siguiente modo:

(x,y), (x,In(y)), (In(x), In(y))
> otras formas funcionales mas complicadas de detectar: y = y, + ax?,y = ae?*", ...

- se pueden resolver mediante modelos mas complicados: modelos de machine learning
(fuera del contenido de la asignatura, muy populares recientemente por la capacidad de
procesar grandes cantidades de datos).

- https://es.wikipedia.org/wiki/Aprendizaje autom%C3%Altico
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7.3. Problemas resueltos

™

Adobe Acrobat
Document
C:\Users\n87625\ C:\Users\n87625\ C:\Users\n87625\
iments\Javier\une iments\Javier\une ments\Javier\une
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7.3. Problemas resueltos

Ejercicio 1

Dadas las colecciones de puntos experimentales con la forma (z;, y;) que puede
encontrar en la pagina web de la asignatura, realice las correspondientes interpo-

laciones.

Ejercicio 2

A la vista de las anteriores interpolaciones formule un modelo matematico apro-
ximado y realice el correspondiente ajuste por minimos cuadrados.

Ejercicio 3

Visualice los resultados usando plot2d.
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Tema 7

Ajustes

Dada una coleccion de puntos (z;,y;) coni = 1,2,..., N (que podrian ser los re-
sultados de un experimento) necesitamos generar una funcién que los ajuste para
posteriormente realizar calculos con ellos, como p. €j. derivadas, integrales, o célculo
de valores de y correspondientes a x no incluidos en el conjunto de datos.

Siempre que dispongamos de un conjunto de datos y de un modelo matemético
o teoria que nos diga qué tipo de relacién funcional, dependiente de una serie de
parametros, deberian cumplir esos datos lo mejor es realizar un ajuste por minimos
cuadrados para obtener los valores de los parametros que mejor se ajustan a nuestros
datos. Cuando no dispongamos de ninguna ley o teoria que nos diga qué tipo de de-
pendencia funcional cumplen nuestros datos experimentales ya no podremos realizar
un ajuste por minimos cuadrados. En ese caso, si necesitamos calcular un dato que
no esta incluido en la serie de datos experimentales podemos hacerlo por medio de
una funcion de interpolacion. Una funcién de interpolacion es una funcién matematica
que pasa por todos nuestros datos experimentales. Existen diversas formas de gene-
rar interpolaciones, las mas frecuentes son la interpolacién lineal, la interpolaciéon de
Lagrange y la interpolacion por splines, todas ellas tienen sus ventajas y sus inconve-
nientes. Con cualquiera de estos métodos de interpolacién lo mas frecuente es que la
formula de interpolacion proporcione valores mas o menos aproximados para puntos
que se encuentren intercalados entre dos puntos experimentales consecutivos, y que
sean totalmente inexactas (produciendo errores inmensos) si pretendemos aplicarlas
para calcular valores que estén fuera del conjunto de puntos experimentales, en cuyo
caso estariamos haciendo una extrapolacion.

Para el estudio de este tema familiaricese con las funciones que el MAXIMA pro-
porciona para realizar ajustes e interpolaciones

m Ajustes por minimos cuadrados:

e lsquares_estimates(datos, variable, modelo, parametros)

El mejor método para realizar ajustes es el de minimos cuadrados, para
ello en MAXIMA utilizamos el comando 1squares_estimates () al que sumi-
nistramos los datos que queremos ajustar agrupados en una matriz (M :
matrix([x1, y1], [x2, y2], ...[xN, yN])), la variable independiente (p. €j. x),
como modelo suministramos la forma general de la funcién de = a la que
queremos ajustar esos datos (p. €j. ax + b), esta forma general depende de
una serie de parametros (en nuestro ejemplo a y b) cuyos nombres debemos
suministrar como ultimo argumento de la funcidén lsquares_estimates().
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= |nterpolaciones:

e Interpolacion lineal (unimos los puntos por tramos rectos): linearinterpol (datos)

e Interpolacién lagrangiana (construimos un polinomio de Lagrange que pasa
por todos nuestros puntos): lagrange (datos)

e Interpolacién por splines cubicos (construimos una funcion polinomial a tro-
Z0s que pasa por todos nuestros puntos de forma continua y diferenciable):
cspline(datos)

» Consulte describe() para una descripcidon mas extensa de la sintaxis y para ver
ejemplos de uso de estos comandos.

7.1. De datos aislados a funciones

Un problema muy habitual en fisica computacional consiste en extraer de un con-
junto de datos experimentales (del tipo (x;,v;), coni =1, 2, ..., N) una funcion mate-
matica que de alguna forma reproduzca dichos datos. El objetivo de esto es mdltiple:

= por un lado se pretende conocer qué tipo de dependencia funcional siguen esos
datos, es decir ¢ existe alguna funcion y = f(z) que nos reproduzca estos datos?
si es asi cdmo podemos encontrar esa funcion?

= por otro lado se pretende poder predecir valores de y correspondientes a = no
incluidos en el conjunto de datos (p. €j, suponiendo que las z; estan ordenadas
de manera creciente ¢ qué valor de y corresponde a © = (z1 + z2)/27)

= y también se pretende realizar operaciones de célculo como integrales o deriva-
das sobre esos datos (p. €j. ,cOmo podemos calcular la derivada dy/dx (0 en
general d"y/dx") a partir de los datos?)

Las técnicas para lograr estos objetivos se pueden clasificar en dos grandes fa-
milias complementarias: interpolacion y ajustes, cada una de estas familias tiene sus
ventajas y sus inconvenientes y es importante conocerlas. En este capitulo nos cen-
traremos en los tres métodos de interpolacién y ajustes mas sencillos y habituales:
interpolacién lineal, splines cubicos, polinomio interpolador de Lagrange y el método
de ajuste por minimos cuadrados.

7.1.1. Interpolacion

Dado un conjunto de valores (z;,y;) (coni =1, 2, ..., N) una funcion de interpo-
lacién es cualquier funcion f(x) tal que f(z;) = y; para todo el conjunto de valores.
Existen diversas formas de construir funciones de interpolacién, éstas se pueden cla-
sificar en 2 grandes grupos:

= Funciones de interpolacion locales: la funcion de interpolacion se define como
una funcion “a trozos”.

= Funciones de interpolacion globales: una Unica funcion interpola todos los puntos
(T3, Ys)-
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El ejemplo mas sencillo de funcidén de interpolacion local (o a trozos) consiste en
unir todos los puntos (z;,y;) por trazos rectos, es decir, en cada intervalo [z;, z; ]
construimos la aproximacion lineal (dada por el polinomio de orden uno: y = ax+b) que
pasa por los extremos del intervalo ((z;,v;) Yy (%11, yi+1))- Esta férmula de interpolacion
es muy sencilla y produce una funcién continua, pero con primera derivada discontinua
en los nodos de interpolacion z;.

El siguiente ejemplo tipico de funcién de interpolacion local (o a trozos) son los
splines cubicos. En este caso, en lugar de unir los puntos por trazos rectos los unimos
mediante polinomios de orden 3, imponiendo que la funcion de interpolacién y sus dos
primeras derivadas sean continuas en los nodos de interpolacién, e imponiendo que
la segunda derivada sea nula en el primer y el tltimo nodo de interpolacién para cerrar
el sistema. Esta funcién es algo mas complicada que la primera, pero produce una
funcién continua y con sus dos primeras derivadas continuas en todo el intervalo.

El ejemplo clasico de funcién de interpolaciéon global es el polinomio de interpo-
lacion de Lagrange: dados los N puntos (z;,y;) se puede construir un polinomio de
orden N — 1

f(z) =ag+ a1z + ax® + -+ ay_ 2V 1,

de tal forma que imponiendo que esta funcidén pase por los N nodos de interpolacion
(f(z;) = y; parai = 1, 2, ..., N) obtenemos un conjunto de N ecuaciones que nos
determina los valores de los N coeficientes del polinomio de interpolacion.

Es muy sencillo escribir funciones que implementen estos métodos de interpolacion
usando cualquiera de los lenguajes de programacién habituales, de todas formas estas
funciones ya estadn programadas en el WXMAXIMA, para usarlas primero debemos
cargar el paquete de interpolaciones:

load(interpol)$

posteriormente las funciones linearinterpol (para interpolacion lineal), cspline (pa-
ra esplines cubicos) y lagrange (para interpolacion por Lagrange), aplicadas sobre un
conjunto de datos (z;, y;), nos devuelven la correspondiente férmula de interpolacion.

La primera parte de los ejercicios de este tema consiste en aplicar estas funciones
sobre los conjuntos de datos que pueden encontrarse en la pagina web de la asignatu-
ra para generar, y posteriormente visualizar con plot2d, las correspondientes férmulas
de interpolacién. Para cargar los conjuntos de datos lo que hay que hacer es:

data : read_nested_list(concat(path, filename))$

donde en la variable path tenemos el directorio donde esté el archivo de datos y la
variable filename es el nombre del correspondiente archivo de datos. Por supuesto,
esto se podria hacer directamente “a mano”, pero conviene aprender cOmo se car-
gan archivos de datos de manera automatica, ya que esto nos permitira en el futuro
realizar estas operaciones de manera automatica operando sobre grandes cantidades
de archivos. En otras palabras, imagine que en lugar de cargar un archivo de datos
tuviera que cargar 10,000 archivos ¢ lo haria a mano?

Al aplicar estas funciones sobre los conjuntos de datos disponibles en la pagina
web de la asignatura vemos que el output que se obtiene al visualizar el resultado de
linearinterpol O cspline es siempre lo que cabria esperar: los puntos unidos por
trazos rectos en un caso y por una funcidén suave en el segundo. Sin embargo, en el
output del polinomio interpolador de Lagrange se observan unas oscilaciones de gran
amplitud cerca de los extremos del conjunto de nodos de interpolacién (para visualizar
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los resultados hay que fijar manualmente la escala de ordenadas que se usa en plot2d
mediante [y, ymin, ymax]), cuya presencia limita la aplicabilidad del polinomio inter-
polador de Lagrange. Para que el el polinomio interpolador de Lagrange proporcione
una aproximacion precisa a la funcién definida por el conjunto de datos es necesario
que esta funcién sea suave (continua e infinitamente diferenciable) y que los valores
de la variable independiente cumplan ciertas condiciones (los x; deben corresponder
a las abscisas de una férmula de quadratura gaussiana), que no se verifican si el con-
junto de datos experimentales se basa en valores x; equiespaciados. Normalmente se
da por hecho que el polinomio interpolador de Lagrange no sirve para realizar extrapo-
laciones (es decir, para predecir valores de y correspondientes a x fuera del intervalo
de interpolacion), pero si el conjunto de datos de partida no es suficientemente suave
o los valores z; en que se basa este conjunto no son los adecuados, la presencia de
estas fuertes oscilaciones hara que el polinomio interpolador de Lagrange ni siquiera
sea adecuado para predecir valores de y correspondientes a = dentro del intervalo de
interpolacién.

Por definicién una funcién de interpolacion pasa exactamente por los nodos de in-
terpolacion en que se basa, si el conjunto de valores no corresponde realmente a una
funcién polinémica, y los nodos de interpolacién son equiespaciados, es frecuente que
el polinomio interpolador de Lagrange tenga estas oscilaciones cerca de los limites del
intervalo de interpolacion, limitando seriamente la utilidad de dicha funcién, tal y como
sucede en todos ejemplos suministrados. Estas fuertes oscilaciones se podrian ha-
ber evitado si los nodos de interpolacién, en lugar de estar equiespaciados, hubiesen
estado distribuidos con una densidad creciente cerca de los limites del intervalo de in-
terpolacién. De todas formas, en lugar de generar los datos de la manera idonea para
que el polinomio de interpolacion de Lagrange funcione bien, hemos preferido generar-
los tal y como se obtienen tipicamente en un experimento, es decir, equiespaciados en
la variable independiente. Con esto queremos mostrar que hay que tener precaucién al
manejar funciones de interpolacién, ya que pueden inducirnos a errores, incluso si las
usamos para predecir resultados dentro del intervalo de interpolacién. Dado que las
funciones de interpolacion pasan exactamente por los puntos de interpolacién en que
se basan, sélo tiene sentido hacer una interpolacion cuando el conjunto de valores
esta exento de error, pero no cuando los valores de que disponemos tienen errores
apreciables. Esto es lo que sucede en los tres ejemplos propuestos, en los que los
conjuntos de datos se han generado aplicando una cierta funcion sobre el conjunto de
abscisas, anadiendo posteriormente un poco de ruido aleatorio.

De todas formas de esta discusion no debe extraerse la conclusion de que los
polinomios interpoladores de Lagrange son poco practicos. Si el conjunto de valores
de que se dispone es suficientemente preciso las interpolaciones son extremadamente
utiles. En particular, si los abscisas de interpolacion corresponden a las abscisas de
una férmula de quadratura gaussiana (que ya se estudiara en la asignatura de célculo
numérico), y la funcion a la que responden estos valores es suficientemente suave, el
polinomio interpolador de Lagrange es extremadamente preciso y util.

7.1.2. Ajustes

Es evidente que ninguna de las funciones de interpolacion construidas nos sirve
para hacer predicciones fuera del intervalo de interpolacion, si usamos cualquiera de
estas funciones para predecir el valor de y correspondiente a una x fuera del intervalo
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de interpolacion el error sera, en la inmensa mayoria de los casos, enorme. Por ese
motivo, a menos que los valores (z;, y;) sean exactos (y que conozcamos la forma de
la funcién a que corresponden) mas que una interpolacion lo que conviene hacer es
un ajuste por minimos cuadrados. Para ello suponemos que los datos suministrados
corresponden a cierta forma funcional, como p. €j.

y=a+ bx",

dependiente de algunos parametros (en este caso a, b y ¢) cuyos valores se deter-
minan imponiendo que el modulo al cuadrado de la distancia entre los datos y esta
funcién sea minimo. Este tipo de aproximacién es un ajuste por minimos cuadrados 'y,
a diferencia de como sucedia en la interpolacién, no pasa de forma exacta por ninguno
de los datos, sino que pasa mas o menos cerca de todos ellos.

Por supusto, para que el ajuste por minimos cuadrados funcione bien es necesario
que los datos que queremos ajustar correspondan, al menos de manera aproximada, a
la forma funcional que empleamos para hacer el ajuste. Es decir, necesitamos algo de
informacion adicional para escoger una forma funcional adecuada. Existen dos formas
de tener esta informacion adicional:

= Disponemos de un modelo fisico que nos permite predecir esta forma funcional.
Por ejemplo, si los datos corresponden a la posicién de un oscilador armoénico
frente al tiempo sabemos que y deberia estar dada por

y = Asen(wz + 9)

de modo que un ajuste por minimos cuadrados nos permitiria obtener la amplitud
A del oscilador, su frecuecia w y la fase 9.

= Si no disponemos de un modelo fisico en principio no hay ninguna manera sen-
cilla de obtener la forma funcional apropiada, sin embargo, en algunos casos la
mera inspeccién de los datos puede darnos algunas ideas, tal y como explicamos
mas abajo.

e Supongamos que los datos suministrados corresponden (aproximadamen-
te) a una relacion lineal
y=ar+b

al representarlos graficamente esto salta a la vista, y nos sugerira hacer el
ajuste basandonos en la sencilla relacién lineal de arriba.

e Otro caso sencillo es aquel en que los datos corresponden a una relacion
de tipo exponencial

y = aebx

entonces al representarlos graficamente en una gréafica semi-logaritmica (es
decir Iny frente a =) veremos una linea recta, que nos sugerira probar la
dependencia funcional de arriba.

e Por ultimo, si los datos responden a una relacion tipo ley de potencias
Yy = az®

entonces al representarlos en una grafica logaritmica (Iny frente a In z) ve-
remos una linea recta, que nos indicara que debemos probar ese tipo de
dependencia.
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Estos tres tipos de dependencia son muy habituales en fisica, pero desde luego no
son los Unicos que se observan, por ejemplo también es habitual encontrar leyes de
potencias desplazadas (y = v, + az®), exponenciales estiradas (y = ae**"), logaritmos,
funciones trigonométricas o combinaciones de varias de estas relaciones, en cuyo
caso encontrar la forma funcional adecuada se complica. En dltima instancia para
hacer ajustes en casos complicados es imprescindible tener un buen modelo fisico y
bastante experiencia.

Cada uno de los tres archivos de datos disponibles en la pagina web de la asig-
natura corresponde a uno de los tres casos sencillos que hemos indicado, y se pide
identificar cada uno de ellos y obtener el correspondiente ajuste.

Al contrario a como sucedia con las interpolaciones, si un ajuste funciona bien
normalmente si puede usarse para hacer extrapolaciones (siempre con cierta precau-
cidn), es decir, para predecir valores de y correspondientes a x fuera del intervalo de
interpolacién.

7.2. Funciones del Maxima que debemos aplicar

La funcion del WxXMAXIMA para realizar ajustes por minimos cuadrados es 1squares_estimate:
para usarla es necesario cargar antes el paquete de ajustes:

load(1lsquares)$

Aparte de esto puede ser conveniente usar estas funciones:

m data : read_nested_list(concat(path, filename))$ (para leer el archivo de
datos)

» apply(matrix, data) (paraconvertirlalista de datos en una matriz para lsquares_estimat:

En la ayuda del wxMAXIMA estan todos los detalles sobre la sintaxis de estas
funciones.

7.3. Problemas resueltos

Ejercicio 1

Dadas las colecciones de puntos experimentales con la forma (z;, y;) que puede
encontrar en la pagina web de la asignatura, realice las correspondientes interpo-
laciones.

En primer lugar cargamos el paquete de interpolaciones y el primer archivo de
datos:

load(interpol)$
data : read_nested_list(concat(path, "data-1.out"))$
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A continuacion hacemos las interpolaciones mediante las funciones linearinterpol,
lagrange y cspline

aaa : linearinterpol(data)$
bbb : lagrange(data)$
ccc : cspline(data)$

Para visualizar los resultados (lineas continuas), junto con los datos de partida
(puntos) empleamos la funcién plot2d

plot2d(
[ [discrete, datal, aaa, bbb, ccc ], xdom, ydom
[ style, points, lines, lines, lines ]

)

donde previamente hemos definido el intervalo que queremos mostrar en la grafica
mediante:

xdom : [ x, apply(min, transpose(Mdata)[1]), apply(max, transpose(Mdata)
(1) 1

ydom : [ y, apply(min, transpose(Mdata)[2]), apply(max, transpose(Mdata)
[21) 1

siendo Mdata el conjunto de datos en forma matricial
Mdata : apply(matrix,data)$

de tal forma que transpose (Mdata) [1] es el conjunto de abscisas y transpose (Mdata) [2]
el conjunto de ordenadas.

Para ver el eje x (respectivamente el eje y) en escala logaritmica hay que usar la
opcion [logx] (respectivamente logy) dentro de la funcién plot2d. Para ver ambos
ejes en escala logaritmica hay que usar [logx], [logyl.

Analogamente hariamos lo mismo con los restantes archivos de datos.

Ejercicio 2

A la vista de las anteriores interpolaciones formule un modelo matematico apro-
ximado y realice el correspondiente ajuste por minimos cuadrados.

En primer lugar cargamos el paquete de ajustes por minimos cuadrados:
load(lsquares)$

En principio vamos a operar con tres modelos sencillos, todos ellos dependientes sélo
de dos parametros que llamaremos A y B. Definimos los modelos que vamos a usar:

modell : A + B * x$
model?2 : A x exp( B * x )$
model3 : A * x"B$

Mediante inspeccion de los datos vemos que el primer archivo de datos correspon-
de al modelo 1, entonces para obtener el ajuste por minimos cuadrados hacemos





7-8 TEMA 7. AJUSTES

model : modell$
aux : lsquares_estimates( Mdata, [x,y]l, y = model, [A, B] )$
f : float(subst(aux[1], model));

donde previamente hemos definido la matriz de datos Mdata tal y como se indica en el
primer ejercicio.

Operamos de manera analoga con los archivos de datos restantes, lo Unico que hay
que hacer es cargar el archivo de datos correspondiente, re-defininir Mdata y asignar
a la variable model el modelo que consideremos apropiado (modell, model2 0 model3).

Ejercicio 3

Visualice los resultados usando plot2d.

Para visualizar el ajuste junto con los datos y las interpolaciones hacemos:

plot2d( [ [discrete, datal], aaa, bbb, ccc, f ], xdom, ydom
[ style, points, lines, lines, lines, lines ] );






-3 10.56492335178433
-2.9 9.65774122673442
-2.8 10.90833718760961
-2.7 9.541620775162261
-2.6 10.2136261212422
-2.5 10.19713941350922
-2.399999999999999 9.919536831900123
-2.299999999999999 9.295058942138809
-2.199999999999999 8.261558826705704
-2.099999999999999 9.655467530093775
-1.999999999999999 9.343927042482726
-1.899999999999999 9.795542256855354
-1.799999999999999 8.244762509636896
-1.699999999999999 7.971415585825129
-1.599999999999999 8.484334486961169
-1.499999999999999 7.374648801407387
-1.399999999999999 7.633919194347004
-1.299999999999998 8.407474695302925
-1.199999999999998 6.885598740094882
-1.099999999999998 7.481055944105214
-.9999999999999983 7.384469128651039
-.8999999999999984 6.707236425435114
-.7999999999999984 7.131826048924319
-.6999999999999984 5.923243939236364
-.5999999999999984 6.775952303333717
-.4999999999999984 6.100103850806909
-.3999999999999985 5.796337902646529
-.2999999999999985 5.993081612501009
-.1999999999999985 5.233157876439951
-.09999999999999848 5.086448248218463
1.52655665885959e-15 5.3211117930977
.1000000000000015 4.478505902973512
.2000000000000015 5.013631299103563
.3000000000000015 4.655158684920826
.4000000000000016 4.04965063694194
.5000000000000016 3.586249439005533
.6000000000000015 3.603467164833251
.7000000000000015 3.236166016799201
.8000000000000015 3.689954702888074
.9000000000000015 3.33391099021742
1.000000000000002 2.909706350729716
1.100000000000002 2.740316772512872
1.200000000000002 2.339359677071751
1.300000000000002 2.397202563132106
1.400000000000002 2.417240899976662
1.500000000000002 1.95207696536067
1.600000000000002 1.748543546886351
1.700000000000002 1.880660246936069
1.800000000000002 1.211736982354225
1.900000000000002 1.503715951232214
2.000000000000002 1.295241632898801
2.100000000000002 .5471322239991645
2.200000000000002 .8717392292568212
2.300000000000002 .8233110529992165
2.400000000000003 .1202558777197501
2.500000000000003 -.4174259594945347
2.600000000000003 -.6417404595726969
2.700000000000003 -.5697135102730831
2.800000000000003 -1.146398578685957
2.900000000000003 -.6343019867278084
3.000000000000003 -1.577998860349102



-2.5435436534 .2015222272440446
-2.4435436534 .1950283506903474
-2.3435436534 .2560123600190078
-2.2435436534 .2396869021041323
-2.1435436534 .2615568760729746
-2.0435436534 .2188646704142342
-1.943543653399999 .2413945561047179
-1.843543653399999 .2554867270424373
-1.743543653399999 .2821223497073691
-1.643543653399999 .3199907487601515
-1.543543653399999 0.274712506646461
-1.443543653399999 .2981616636104928
-1.343543653399999 0.298745711141259
-1.243543653399999 .3616312862779379
-1.143543653399999 .3840778629450787
-1.043543653399999 .3724540770159719
-.9435436533999987 .3321994452903864
-.8435436533999987 .3612027872141517
-.7435436533999987 .4383731797919836
-.6435436533999987 .3645314217234681
-.5435436533999988 .4501704254301614
-.4435436533999988 .4086024691046303
-.3435436533999988 .4360383269590308
-.2435436533999988 .5099671053178239
-.1435436533999988 .5193084874950792
-0.0435436533999988 .4915509604087901
.05645634660000121 .5635027104676583
.1564563466000012 .5462573126912056
.2564563466000012 .4867889067188697
.3564563466000013 0.608268621396975
.4564563466000012 .5831359803757485
.5564563466000012 .5843700294588378
.6564563466000012 .6928627941340538
.7564563466000012 .6132309832550379
.8564563466000011 .7413582881512271
.9564563466000011 .6241915825018127
1.056456346600001 .6634883631421249
1.156456346600001 .6901175466877739
1.256456346600001 .7210863049478522
1.356456346600001 .8411958767166492
1.456456346600002 .7989202751469686
1.556456346600002 .9276500270077015
1.656456346600002 .7763098727176926
1.756456346600002 0.852912948517693
1.856456346600002 .9878573030044777
1.956456346600002 .8727913237825334
2.056456346600002 1.080130982959933
2.156456346600002 1.08897570458475
2.256456346600002 .9663515927640551
2.356456346600002 1.070750836469513
2.456456346600002 1.097086140191205
2.556456346600002 1.270586439176399
2.656456346600002 1.086465688280108
2.756456346600002 1.268128262037375
2.856456346600003 1.222713594965231
2.956456346600003 1.47708556266511



0.1 -.003887589437219784
0.3 .008885653212142793
0.5 .03668124079163015
0.7 .04517635711865144
.8999999999999999 .09486949723184945
1.1 0.114994561007765
1.3 .1426884933084203
1.5 .1878629502991075
1.7 .2154627604747359
1.9 .2794773720174786
2.1 .2825607557876331
2.3 .3833328042309103
2.5 .3645576135317737
2.7 .4657528596128098
2.9 .4818346320741469
3.100000000000001 .5860274129420839
3.300000000000001 0.668663184722417
3.500000000000001 .6912549816127371
3.700000000000001 .7070678746124976
3.900000000000001 0.768828809936102
4.100000000000001 .9003780800134541
4.300000000000002 .9586835930047692
4.500000000000002 .8587418317670698
4.700000000000002 1.008889864489028
4.900000000000002 .9896541478350402
5.100000000000002 1.229994337915267
5.300000000000002 1.116441967873259
5.500000000000003 1.241904710662254
5.700000000000003 1.314726784799105
5.900000000000003 1.417863280159203
6.100000000000003 1.59543070355848
6.300000000000003 1.521739049109837
6.500000000000004 1.565533703843922
6.700000000000004 1.715800127483105
6.900000000000004 1.609209830884855
7.100000000000004 2.058941368712438
7.300000000000004 2.19348005536445
7.500000000000004 2.219734265971591
7.700000000000005 2.307323074161807
7.900000000000005 2.350500769564683
8.100000000000005 2.435786057288401
8.300000000000004 2.329709490584754
8.500000000000004 2.415131939634855
8.700000000000003 2.278072320117503
8.900000000000002 2.752320877542353
9.100000000000001 2.46982815210699
9.3 3.20152070862508
9.5 2.649401932288602
9.7 2.935653050710802
9.899999999999999 3.104638760289328


